Formes faibles de moyennabilité pour les
groupes a un relateur

Cédric Béguin Tullio Ceccherini-Silberstein*

Résumé
On considere des formes faibles de moyennabilité pour les groupes a un
relateur. On montre ’a-T-moyennabilité des groupes a un relateur a centre
non-trivial et des groupes de surfaces, la non-moyennabilité intérieure des
groupes a un relateur a au moins trois générateurs et des groupes non-hopfiens
de Baumslag-Solitar. On rappelle également la preuve de [4] de la K-moyen-
nabilité de tous les groupes a un relateur.

Abstract

Weak forms of amenability for one-relator groups are considered. We prove
the a-T-menability for those groups with non-trivial centre and for surface
groups, the non-inner amenability for those of rank at least three and for the
non-hopfian Baumslag-Solitar groups. The K-amenability of all one-relator
groups is also recalled from [4].

1 Introduction

Le propos de cet article est de mieux situer la famille des groupes a un relateur
dans le paysage de diverses formes faibles de moyennabilité (K-moyennabilité, a-T-
moyennabilité et moyennabilité intérieure).

La moyennabilité au sens classique des groupes a un relateur a été étudiée
dans [7]; les deux auteurs y exhibent une liste exhaustive de tous les groupes a
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un relateur moyennables et fournissent un algorithme permettant de déterminer si
une présentation a un relateur définit un groupe de cette liste. Rappelons en outre
que, par le Freiheitssatz de Magnus [20], tous les groupes a un relateur avec au
moins 3 générateurs contiennent un groupe libre sur 2 générateurs et donc ne sont
pas moyennables.

Dans [4], les trois auteurs ont démontré que tous les groupes a un relateur sont
K-moyennables en utilisant une démonstration par récurrence similaire a celle du
Freiheitssatz de [19].

Récemment la conjecture de Baum-Connes a été démontrée par N.Higson et
G.G. Kasparov [17] pour la classe des groupes discrets a-T-moyennables (ayant la
propriété de Haagerup). Remarquons que J.-L. Tu a démontré que les groupes a-T-
moyennables sont aussi K-moyennables [26]. La classe des groupes a-T-moyennables
étant relativement grande (groupes libres, groupes moyennables, groupes de surface,
groupes de Coxeter,. . .) et la conjecture étant démontrée pour la classe des groupes a
un relateur [4], il était naturel de se demander si la famille des groupes a un relateur
était une sous-classe des groupes a-T-moyennables. On observe que I'intersection des
deux classes est clairement non-vide, puisque l'on y trouve entre autres les groupes
a un relateur moyennables, les groupes de surfaces ainsi que les groupes libres. Seule
une réponse partielle a la question sera apportée : les groupes a un relateur a centre
non-trivial sont a-T-moyennables. De la preuve de ce résultat, on obtient aussi le
corollaire suivant : les groupes a un relateur non-moyennables a centre non-trivial
sont a croissance exponentielle uniforme. On donnera également une preuve directe
et purement algébrique de I’a-T-moyennabilité des groupes de surface.

Il est clair que n’importe quel groupe a centre non-trivial est intérieurement
moyennable. Dans ce contexte, on conjecture que tous les groupes a un relateur
non-moyennables a centre trivial ne sont pas intérieurement moyennables ; cependant
ce résultat ne sera démontré que pour les groupes a un relateur a au moins trois
générateurs, et pour les groupes non-hopfiens de Baumslag-Solitar. Les techniques
utilisées étant celles de Bédos et de la Harpe dans [3], techniques déja utilisée par le
second de ces auteurs dans [10] pour étudier la simplicité de la C*-algebre réduite,
on obtient aussi le résultat suivant : la C*-algebre réduite associée a un groupe a un
relateur avec au moins 3 générateurs est simple a trace unique. Les résultats sur les
groupes a un relateur a au moins 3 générateurs ont déja été observés par Bédos et
de la Harpe, sans preuve détaillée directe.

Ces divers résultats permettent de situer plus précisément la famille des groupes a
un relateur dans le paysage des formes faibles de moyennabilité : la partie hachurée
situe la famille des groupes a un relateur, les lettres de A a D désignant dans
cette famille les groupes possédant les diverses formes faibles de moyennabilité (A
est I’ensemble des groupes a un relateur moyennables, B I’ensemble des groupes a
un relateur a-T-moyennables et intérieurement moyennables mais pas moyennables,
etc...)

avec (a,blaba™'b7!) 27% € A
(a,blab’*a'b2) € B
{a,b,clc) =Ty e C
(a, b, clab3ca®bc?) € CouD

Le groupe {(a, blab*a~'b~2) est & centre non-trivial et est non-moyennable. Le groupe
{a,b, clab®ca®bc®) comme tous les groupes & au moins trois générateurs est soit dans
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intérieurement
moyennables

C soit dans D. L’étude ci-dessous ne permet pas de résoudre I'incertitude concernant
D et E.

Les auteurs aimeraient remercier Alain Valette pour sa disponibilité et ses nom-
breuses suggestions, Pierre de la Harpe pour ses multiples remarques et pour son aide
précieuse dans la conception de la section consacrée a la fidélité forte et Eric Bédos
pour ses envois de références. T.C.-S. aimerait également remercier le personnel de
I'Institut de mathématiques de I'Université de Neuchatel pour avoir rendu son séjour
Neuchatelois tres agréable.

2 A-T-moyennabilit é
2.1 Définitions et observations pour les groupes a un relateur

Parmi les nombreuses définitions équivalentes de I’ a-T-moyennabilité (termino-
logie due a M. Gromov, voir [16]) nous utilisons la suivante. Un groupe discret G est
a-T-moyennable s’il satisfait la condition suivante, dite aussi condition de Haagerup :

I1 existe une suite {¢, }nen de fonctions de type positif sur G, normalisées
(i.e. pn(e) = 1), tendant vers 0 a I'infini de G, et convergeant ponctuellement
vers la fonction constante 1.

La classe des groupes a-T-moyennables est remarquablement large comme les
exemples suivants le montrent.

Exemples :

Les groupes suivants sont a-T-moyennables.

1) Les groupes libres [14] ou plus généralement les produits libres de groupes
a-T-moyennables [15] ;

2) les groupes moyennables [5] et [15];

3) les sous-groupes discrets des groupes de Lie SO(n, 1) et SU(m, 1) [13] et [11];

4) les groupes de Coxeter [6] et [11];

5) les groupes agissant proprement isométriquement sur un complexe cubique
CAT(0) [23].

Par contre un groupe infini ayant la propriété (T') de Kazhdan ne peut pas étre
a-T-moyennable : c’est le cas de SL,,(Z), n > 3 (voir [11]). Les deux lemmes suivants
[16] sont des criteres pour détecter ’a-T-moyennabilité.
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Lemme 2.1 5i N est réunion croissante de sous-groupes a-T-moyennables, alors
N est a-T-moyennable.

Lemme 2.2 Soit N un sous groupe normal d’un groupe G ; si N est a-T-moyennable
et si le quotient G/N est moyennable alors G est a-T-moyennable.

Comme souligné dans 'introduction, il serait intéressant de montrer ou d’infirmer
I’a-T-moyennabilité des groupes a un relateur.

La premiere observation a faire est que l'on peut se restreindre au cas des
groupes a un relateur et deux générateurs. Soit un groupe a un relateur G =
(x1,...,2n|R(21,...,2m)), on peut toujours supposer m = n car sinon G est un
produit libre d’un tel groupe et d’un groupe libre et, grace a I’exemple 1), on se
ramene au cas précité. Enfin, comme un groupe a un relateur G = (1, ..., x,|R(x1 ,
..., Ty)) s’injecte dans un groupe a un relateur et deux générateurs (corollaire
4.10.1. de [21]) et comme ’a-T-moyennabilité est héritée par les sous-groupes, on a
la restriction désirée.

2.2 Quelques rappels sur les groupes  a un relateur et deux g énérateurs

Soit donc G = (a,b|R(a,b)) un groupe a un relateur et deux générateurs; on
sait que I'on peut toujours supposer (lemme 11.8, chapitre V de [19]) que la somme
des exposants des occurrences de a dans R est nulle (notation o,(R) = 0). Le sous-
groupe normal N engendré par b possede alors la structure suivante (preuve du
Freiheitssatz de [21])) :

N = Kk, Ky = N_j 5 Ny * -oo % Npy . Ny

J_ Jp_
k=0 k+1 k—2

ou Ng = (batk, - -+, bputi| Ri)s S = (Orsks1,- -5 butr), A et p étant respectivement
les indices minimum et maximum apparaissant dans Ry obtenu en réécrivant R en
termes des b; = a’ba™" (R}, est alors simplement, a* Ra=F réécrit avec byyg, . . ., butk)-
On notera v,_1 et ¢, les inclusions de J,_1 et J, dans Ng.

Dans [7], les auteurs, motivés par I’étude du probleéme de la croissance des groupes
a un relateur, distinguent trois classes de présentations de groupes a un relateur et
deux générateurs. Leur approche utilise le formalisme des extensions HNN que 'on
traduira ici dans le langage de la théorie de Magnus :

I) Jo et J_; sont deux sous-groupes propres de Ny (J_1 # Ny # Jp);

IT) Seul un des deux sous-groupes Jy et J_1 de Ny est propre (J_; # Ny = Jy ou
Jo1=No # Jo);

III) Jy et J_; coincident avec Ny (J_1 = Nog = Jp).

Notons que le lemme 2.1 de [7] donne une méthode pour distinguer ces cas sur
la présentation du groupe.

Dans le deuxieme cas, /N est une réunion croissante de groupes libres de méme
rang (4 — A + 1). Le troisieme cas correspond a la situation ou N est libre sur
i — A+ 1 générateurs. Remarquons que ce dernier cas se produit si et seulement si
N est de génération finie. En effet si N est de génération finie, cela implique qu’il
existe deux entiers ko et k; pour lesquels Ng, = ¥p,—1(Jkg—1) €t Ni, = &g, (Ji,)-
Mais par construction on obtient donc que ¥g_1(Jx—1) = Ni = ¢x(Jx) pour tout k,
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c’est-a-dire NV = N}, pour tout k, N est donc libre sur by,...,b,_;. L’autre sens de
I'implication est trivial.

2.3 A-T-moyennabilit é des groupes a un relateur a centre non-trivial

Lemme 2.3 Un groupe a un relateur et 2 générateurs possédant une présentation
appartenant a la classe II ou III est a-T-moyennable.

Démonstration. Sous nos hypotheses on a la suite exacte
0—N—G2Z—0

avec N a-T-moyennable (par I'exemple 1 et le lemme 2.1 dans le second cas); 7Z
étant moyennable, on conclut par le lemme 2.2. [

On va montrer que les groupes a un relateur, a centre non-trivial, ont une
présentation appartenant a la classe III (i.e. N est de type fini).

Rappelons tout d’abord les résultats de Murasugi [22] sur le centre d’un groupe
a un relateur G : si G possede plus de deux générateurs, alors son centre est trivial ;
si d’autre part G a un centre Z(G) non-trivial, alors soit Z(G) = G = Z* soit Z(G)
est cyclique infini.

Proposition 2.4 Quitte a permuter les roles des deux générateurs, un groupe a un
relateur et a centre non-trivial possede une présentation de type I11.

Démonstration. SiG est abélien, en particulier moyennable, on a nécessairement
soit G = (al|a™) = Z/nZ, soit G = {(a,blaba™b™1) = Z?; la présentation est alors
bien de type III. Soit donc G = (a,b|R(a,b)) non-abélien, a centre non-trivial.
Comme Z(G) est cyclique infini, notons z un générateur, distinguons alors deux
cas :

z ¢ N : Enparticulier Z(G)NN = {1} car G/N ~ Z. Comme z ¢ N, ona z = na’" avec
n € Netr # 0. Comme nanta™! = (na")a'"nta™' = a'""n"t(na")a"t =1,
les éléments a et n commutent et donc zP = nPa’™. On a alors les égalités :
nPanPa! = 1 et nPaPba""Pn"Pb~! = 1 Vp € Z. Ce qui signifie dans N :
nbni? = 1 et nhbngPby" = 1 ou encore, pour n’importe quel entier ¢, nfn, 7} =
1 et nYbeyrpn; Pyt = 1 ol ng représente n rééerit en termes des by, ny en termes
des b;yk. Soient alors 3 et v les indices minimum et maximum des occurrences
des b; dans ng, prenons un entier p tel que —rp < 3 et rp > ~. Les relations
ci-dessus nous prouvent alors que, pour [i| > rp, les b; sont des mots en les
b_rpti, ..., brp—1. Le groupe N est donc de type fini.

z€ N : Comme Z(G) C Z(N) = Ngez[Z(Nk) N ¢r(Jx)] (voir [18]) et Jp = F,_», on
en tire que Jy 2 ZVket u =X+1. Ona J_)_1 =< by >, il existe donc un
entier m tel que z = ¢_»_1(b7"), d’ont la relation 1 = aza™ 27! = abfla™'by™ =
b"by ™, c’est-a~dire [a, b™] = 1 dans G. Cette observation montre qu’on a aussi
op(R) = 0; en permutant alors les roles de a et b, on remarque que le sous
groupe normal engendré par a est finiment engendré (par ao, ..., Gy—1). [

En combinant le lemme et la proposition précédente on obtient :
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Corollaire 2.5 Les groupes a un relateur et a centre non-trivial sont a-T-moyen-
nables.

En appliquant la proposition 2.7 de [7] on a également :

Corollaire 2.6 Les groupes a un relateur non-abéliens et a centre non-trivial sont
a croissance exponentielle uniforme .

2.4 A-T-moyennabilit és des groupes de surface

Dans [16], les trois auteurs énoncent un théoreme combinatoire (théoreme 2)
impliquant ’a-T-moyennabilité des groupes de surface (résultat original dans [13]).
Il est cependant possible de donner une preuve plus directe de ce résultat comme
corollaire de la proposition suivante :

Proposition 2.7 Soit G = (a,b, c,d, ...|R) un groupe a un relateur de rang (nombre
de générateurs) n, avec une relation du type R = a*baTb2w(c,d,...) avec | €
Z\{0} et ¢, = £1. Alors le sous groupe normal N engendré par b, c, d,... est libre
de rang infini et on a la suite exacte :

1-F,—-G3B7Z—1.

En particulier G est a-T-moyennable.

Démonstration. Avec les notations du paragraphe 2.2, comme by et b, n’apparais-
sent qu'une seule fois dans Ry, les groupes Ny sont libres de rang [ +n — 2. Il est
facile de voir que Ny, *;, Nj41 est libre de rang [ + 2(n — 2) et plus généralement
K}, est libre de rang [ + (2k 4+ 1)(n — 2). N = U2, K est donc libre de rang infini.
L’a-T-moyennabilité résulte des lemmes 2.1 et 2.2. [

Corollaire 2.8 Les groupes de surfaces sont a-T-moyennables.

Démonstration. Pour une surface orientable, la présentation classique du groupe
est du type de la proposition précédente. Dans le cas d’une surface non-orientable on
peut s’y ramener par un simple changement de systeme de générateurs
(< a1y .oy an| TIy @2 >2< by, ..., by biboby 0o TT05 b7 >, Iisomorphisme étant donné
par a; — b; pour i # 2 et as — bflbg). n

3 K-moyennabilit é

D’apres Cuntz [9], un groupe discret G est dit K-moyennable si 'application
N @ K°(CH(T)) — K°(C*(T')) est un isomorphisme en K-homologie. Si G est K-
moyennable, il suit du théoreme 2.1. de [9] que, pour tout C*-systéme dynamique
(A, G, a), application canonique A\yg : A X, G — A X,, G du produit croisé
maximal dans le produit croisé réduit induit un isomorphisme en K-théorie : c¢’est-
a~dire pour 7 = 0,1 le morphisme (M)« @ Ki(A xo G) — K;(A X4, G) est un
isomorphisme. Dans [4], les auteurs prouvent le résultat suivant :

Théoreme 3.1 Tout groupe a un relateur est K-moyennable.
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La preuve étant relativement courte, par souci de complétude on se permettra de la
reprendre ici :

Démonstration. La preuve suit une démonstration par récurrence sur la longueur
|r| du générateur r similaire & celle du Freiheitssatz de [19]. Si la relation 7 est une
puissance d’un générateur, alors G est soit un groupe libre, soit un produit libre
d’un groupe libre avec un groupe cyclique fini, donc G est K-moyennable par les
résultats de Cuntz [9]. Pour un |r| quelconque, on considere les deux cas suivants :

1. o4(r) = 0 pour un certain t € X, donc G = HNN(H, A, ), ou H est un groupe
a un relateur avec une relation plus courte que r. Par la théorie de Bass-Serre
pour les extensions HNN [25], G admet une action sur un arbre, transitive
sur les sommets et les arétes, avec des stabilisateurs d’arétes conjugués a H
et des stabilisateurs d’arétes conjugués a A. Par I'hypothése de récurrence
H et A sont K-moyennables, le résultat suivant de Pimsner [24] s’applique
alors : un groupe agissant sur un arbre avec stabilisateurs K-moyennables est
K-moyennable.

2. 0,(r) # 0 pour tout x € X. Dans ce cas, G se plonge dans un groupe a un
relateur G auquel le premier cas s’applique impliquant la K-moyennabilité de
G. La conclusion provient alors du fait que la K-moyennabilité est héritée par
passage a un sous-groupe ([9], 2.4). n

4 Moyennabilit é intérieure

La notion de moyennabilité intérieure, introduite par E. Effros [12] dans un
contexte d’algebres d’opérateurs, est une variante de celle de moyennabilité : on
regarde I’action d’un groupe G sur lui méme par conjugaison plutot que par multipli-
cation a gauche. Plus précisement, un groupe G est intérieurement moyennable s’il
existe une application p : P(G \ {1}) — [0, 1] définie sur I'ensemble de tous les
sous-ensembles de G \ {1} telle que
WAL B) = p(A) + p(B) (additivité finie)
w(gAg™) = p(A) (invariance par conjugaison)
uw(G\{1}) =1 (normalisation)

pour tout A, BC G\ {1} et g €G.

La proposition cruciale pour ’étude de la (non-)moyennabilité intérieure a été
obtenue par Bédos et de la Harpe dans [3] (proposition 7) :

Proposition 4.1 Soit 2 un espace topologique séparé infini et G un sous-groupe du
groupe des homéomorphismes de ) contenant deur homéomorphismes hyperboliques
transverses. S’il existe une application G-équivariante § : G\{1} — Q (action de
G sur lui-méme par conjugaison), alors G n’est pas intérieurement moyennable.

La notion d’éléments hyperboliques transverses étant fondamentale, rappelons quel-
ques définitions :

— Un homéomorphisme ¢ d’un espace topologique séparé €2 est dit hyperbolique
s'il existe deux points fixes distincts s4 et r4 de ¢ dans €2 avec les propriétés
suivantes : pour tout voisinage S de s4 et pour tout voisinage R de 74, il existe
no €N tel que ¢"(Q\S) C R Vn > ny.

— 84 est appelé la source de ¢ et rg son but. Ce sont les seuls points fixes de ¢.
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— Deux homéomorphismes hyperboliques ¢ et ¢ sont dits transverses si {sg, 4} N
{S¢, ’I“¢} = @
L’espace () utilisé pour I’étude de la moyennabilité intérieure des groupes a un
relateur sera ’arbre de groupe associé a une extension HNN et son bord. On ne
rappellera ici que les éléments essentiels de ces constructions classiques de Bass-
Serre [25] pour les extensions HNN.

Soit G = HNN(H, A, B,0) =< H,s|f(a) = sas™!, Va € A > une extension
HNN; le groupe G agit sans inversion sur un arbre X défini par : Som(X) =
G/H, Ar(X) = G/A; lorientation de gA € G/A étant donnée par o(gA) = gH,
t(gA) = gs™'H. Le degré des sommets est égal & |H/A| + |H/B| (plus précisement
|H/B| arétes entrantes et |H/A| arétes sortantes). L’espace des bouts est infini des
que H/A ou H/B est d’ordre supérieur ou égal a 2. Le groupe G agit sur X par
translation & gauche (v - gH = (vg9)H).

Rappelons encore, par la proposition 25 de [25], d'une part qu'un automorphisme
d’un arbre X est soit hyperbolique soit elliptique (posséde au moins un point fixe
dans X) et d’autre part qu'un tel automorphisme se pronlonge au bord de I’arbre
0X.

Examinons alors les conditions que doit satisfaire G pour que la réunion de I’arbre
X et de son bord 0X puisse jouer le role de I'espace €2 :

1. G devant étre un sous groupe des homéomorphismes de €2, I'action doit étre
fidele. Si v € G fixe , il fixe toutes les arétes (c’est méme une équivalence),
c’est-a~dire :

v-gA=gA VgedG
& yEgAg! Vg e G

On obtient donc la condition :

action fidele & () gAg™' = {1}.
G

2. G doit posséder au moins deux éléments hyperboliques transverses. Il est
facile de se convaincre que la non-finitude de 1’espace des bouts n’est pas une
condition suffisante, les cas ou H = A ou H = B étant a exclure; il faut en fait
supposer A # H # B pour assurer ’existence de deux éléments hyperboliques
transverses.

3. Enfin, on doit avoir I'existence d"une application G-équivariante § : G\{1} — €.
Pour tout v € G, notons 7 = gyg~* I'écriture cycliquement réduite de 7, que
I'on prendra toujours de la forme hys?hos®---h,s™, avec ¢, = +1 (e = 0
possible si n = 1). L’application § sera donnée par :

J: G\{1} — XH@X

{ gH point fixe dans X si ¥ € H (v elliptique)

7 r, point fixe dans 0X si ¥ ¢ H (y hyperbolique).

On est alors en mesure de montrer la non-moyennabilité intérieure des groupes a un
relateur a au moins 3 générateurs :
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Proposition 4.2 Un groupe a un relateur et au moins trois générateurs n’est pas
intérieurement moyennable.

Démonstration. Soit G = (a,b,c,d,...|r = r(a,b,c,d,...)), si un des générateurs
n’apparait pas dans la relation, on est dans un cas de produit libre et on peut
appliquer la proposition 4.1 al’arbre de groupe d’un produit libre (c.f. [3]). Rappelons
qu’on peut toujours supposer o,(r) =0, donc G = HNN(H, A, B, ) avec

<b>\(b u(b) Cx(c)s -1 Cule) d)x(d)a du(d |S = S(bza Ci, dm )>
A (baw); u(b 15 A5 s G -1 () -+ ()15 ++)
B = <b>\(b 41y ey M(b) CA(C)_H,...,CM(C),de)_H,...,du(d),...>
0 : A—>B b l—>bz+1, Ci > Cit1, dz I—>dz‘+1,...

ou b, = a'ba", ¢; = a'ca™’, ..., s est la réécriture de r en les by, ¢;, ... , et A(x), pu(x)
sont les indices minimaux et maximaux des occurences des x; apparaissant dans s,
x € {b,c,..}.

Remarquons que si A(x) = p(z) pour chaque générateur x, alors en prenant comme
nouveau systeme de générateurs

{a, V' = A Opq= 2O = Mpg A o}
on obtient une présentation du groupe
G={(ab,c,d =21 _«dAd,..))

ou a n’apparait plus dans la relation et on se retrouve dans le cas du produit libre. On
peut donc encore supposer A(b) < u(b) (A n’est pas trivial), on a alors, V:cl, ro €A,
cu(c):clcu(c)xg € (A, cu(c)> qui est libre par le Freiheitssatz et donc ¢, r1c), (C ) L2 # 1
sauf si x1 = x9 = 1. On en tire cM(C)AcM(C) N A = {1}, ce qui garantit la condition
1. Comme l'existence d’au moins trois générateurs implique A # H # B et donc la

condition 2, on peut appliquer 4.1. [

Les hypotheses sur G nécessaires a ’application de la proposition 4.1 montrent
cependant que ces techniques ne pouront en aucun cas traiter tous les groupes a un
relateur et a 2 générateurs. En effet dans les cas ou A = H = B (parmi lesquels on
trouve les groupes dont le centre est non-trivial, mais aussi d’autres groupes comme
par exemple G = (a, blbab*aba?2)), A est alors un sous-groupe normal et I’hypothése
de fidélité n’est pas vérifiée (N.eq gAg™" = A). De méme dans les cas ou soit A = H
soit B = H, on ne pourra trouver deux éléments hyperboliques transverses. Seuls
les cas A # H # B ont une chance d’étre traités avec ces techniques, comme par
exemple :

Proposition 4.3 Les groupes non-hopfiens de Baumslag-Solitar ne sont pas inté-
rieurement moyennables.

Démonstration. Un groupe non-Hopfien de Baumslag-Solitar est de la forme
G = (z,y|lzyPr™ = y9) ol p > 1 et ¢ > 1 n’ont pas le méme ensemble de facteurs
premiers [1]. On a G = HNN(H, A, B,0) avec H = (yo,y1|y! = vd), A = (yo)
et B = (y1). Si N gAg™! nest pas trivial, comme zAz7'NA = BN A = (y9)
et 7' Az N A = 27 (AN B)z = (y?), on en tire Nz gAg™ = (y"?) pour un

1

certain m € N. On a les égalités zy™lx~! = (xyPa= )™ = yme et = ly™Piy =
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! est stable par conjugaison, on obtient que

(z~'y2)™ = y™". Comme (e gAg™
qu2 = "4 et ymp2 = y®™P1 avec r, s € 7, c’est-a~dire ¢ = rp et p = sq. Mais ces
deux égalités ne sont possibles que si p et ¢ ont méme ensemble de facteurs premiers.

On conclut donc que N.q gAg~" est trivial et on peut appliquer 4.1. [

Remarque : Dans [3], pour appliquer la proposition 4.1 aux extensions HNN,
les auteurs utilisent une propriété de fidélité forte sur le bord de ’arbre, propriété
plus restrictive que celle de fidélité utilisée ci-dessus. Dans le cas des groupes a un
relateur & au moins 3 générateurs, si la propriété démontrée ci-dessus (Fh € H tel
que hAh™'NA = {1}) implique la fidélité de I'action, elle implique en fait également
la fidélité forte sur le bord de I'arbre. Ceci résulte d’'une discussion plus générale a
laquelle on consacrera le paragraphe suivant.

5 Fidélité et fid élit é forte

Soit €2 un espace topologique séparé et soit G agissant sur {2 par homéomorphis-
mes, on dit que l'action est fortement fidele si VF C G\{1} fini, Jw € Q tel que
fuF#wVfeF.

Dans la suite X désignera un arbre dénombrable, on appellera chaine pendante
de longueur k£ une géodésique [y, ..., xx] de X de longueur k dont tous les sommets
intérieurs {xs, ...xx_1} sont de degré 2. On définit les deux propriétés suivantes :

1. X satisfait la propriété (L) si aucun sommet de X n’est de degré 1 et la longeur
des chaines pendantes de X est uniformément bornée!.

2. Soit G un sous-groupe des automorphismes de X ; le groupe G satisfait la

propriété (A) si k(G) = Sup { Sup {B(n) € X9}} < oo ou B(n) est la
geG\{1 ne
boule ouverte B(n) = {x € Som(X)|d(z,x¢) < n} pour un zo € X9.
Remarques :

— La propriété (L) implique que les points de X ne sont pas ouverts.

— k(G) = 0 signifie que tous les éléments de G sont hyperboliques.

— k(G) = 1 équivaut a dire que tout point fixe x € X9 possede une aréte adjacente
non-fixe par g.

Lemme 5.1 Soit X satisfaisant (L) et G satisfaisant (A), alors Uintérieur de (0X )9
est vide pour tout g € G\{1}.

Démonstration. On distingue deux cas :

1. Si g est hyperbolique alors (0X)¢ = {s,,7,}, et comme les points ne sont pas
ouverts, on a l’assertion.

2. Si g est elliptique, prenons x € X9 et regardons X comme 'espace des demi-
géodésiques infinies issues de z. Supposons alors par l'absurde que (0X)Y
contient un ouvert donné par une géodésique reliant z a un sommet P :

!Dans le cas localement fini cela revient a dire que X est un graphe non-moyennable [8], i.e. la

constante isopérimétrique ¢(X) est strictement positive (ici ¢(X) = in f % ou F' varie parmi les

sous-ensembles finis de sommets de X et OF = {z € X : Jy € F,y ~ z} est la frontiere de F).
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x

Tous les sommets du cone issu de P représenté ci-dessus doivent étre fixes. On
peut alors trouver dans ce cone des boules de rayon aussi grand que désiré ; ce
qui contredit (A). ]

Ce lemme permet alors d’obtenir facilement la proposition suivante :

Proposition 5.2 Soit X un arbre satisfaisant (L) et G un sous-groupe des auto-
morphismes de X satisfaisant (A), alors laction de G sur (0X) est fortement fidéle.

Démonstration. Soit F' C G\{1} fini, alors U,cr(0X)? # 0X car 0X ne peut pas
étre une réunion finie de parties d’intérieur vide (0X est un espace métrique complet
et on peut appliquer le théoréeme de Baire). Donc il existe w € 0X tel que fw # w
pour tout feF. [

Corollaire 5.3 Soit G un groupe a un relateur et au moins trois générateurs ;
laction de G vu comme extension HNN sur ’arbre associé est fortement fidéle sur
le bord.

Démonstration. Soit g # 1 elliptique ; montrons que chaque point fixe de g possede
une aréte adjacente non fixe par g. Comme les arétes entrantes dans un sommet sont
indexées par H/B et les sortantes par H/A on peut se convaincre aisément que si un
élément fixe toutes les arétes adjacentes a un sommet alors 3k € H tel que khA = hA
et khB = hB Vh € H, cest a dire k € (Npeg RPAL ™) N(Npey RBR™Y). Donc si
Mhen AR = {1} aucun sommet n’aura toutes ses arétes fixées par un élément
différent du neutre. Comme dans la preuve de la non-moyennabilité intérieure des
groupes a un relateur et a au moins trois générateurs, on a exhibé un h€ H tel que
hAh™*N A = {1}, on a la conclusion désirée. On a donc que k(G) = 1 donc que (A)
est vérifiée et, comme dans ce cas tous les sommets sont de degré plus grand que 2,
(L) Test également. ]

Remarque : Dans le cas d’'une extension HNN, si on note (F) la fidélité de
I'action sur l'arbre (ou sur le bord), (SF) la fidélité forte sur le bord, et (SA) la
propriété Npey hAR™ = {1} ou Nyey hBh™ = {1}, on a prouvé les implications :

(SA) ——— (SF)

N S

(F)
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Si (SA) est vraie pour les groupes a un relateur a au moins trois générateurs, on
remarque que dans le cas des groupes de Baumslag étudiés plus haut on a (F), mais
pas (SA), car H a un centre contenu dans A.

6 Simplicit & de la C*-alg ebre r éduite et unicit é de la trace

Dans [10], de la Harpe donne une liste de groupes discrets G pour lesquels la
C*-algebre réduite est simple et a trace unique. Le résultat crucial est la proposition
3, ou 'auteur montre que les groupes de Powers ont ces propriétés. Rappelons la
définition de ces groupes :

Un groupe de Powers est un groupe G tel que pour tout ensemble fini
F C G\{1} et tout entier N > 1 il existe une partition G = A1l B et
des éléments g1, ...gy € G tels que

(i) fANA=0VfeF;
(ii) gjBNgxB =0 pour j,k=1,...,N avec j # k.

Dans son lemme 4, de la Harpe montre alors que si un groupe G agit par homéo-
morphismes sur un espace {2, si 'action est minimale (c¢’est-a-dire pour tout w € €2,
lorbite Gw est dense dans ), fortement fidele et si G contient deux éléments
hyperboliques transverses, alors G est un groupe de Powers. En appliquant ce
résultat aux groupes a un relateur et a au moins trois générateurs, en prenant pour
Q) le bord de I'arbre de groupe, on obtient immédiatement :

Proposition 6.1 Les groupes a un relateur et a auw moins trois générateurs sont
des groupes de Powers.

Démonstration. C’est un fait bien connu de la théorie de Bass-Serre que 'action
d’une extension HNN sur le bord de son arbre associé est toujours minimale. La
fidélité forte découle du corollaire 5.3. Enfin dans le cas des groupes a un relateur
et a au moins 3 générateurs on a toujours A # H # B ce qui assure l’existence de
deux éléments hyperboliques transverses. [ |

La proposition 3 de [10] entraine :

Corollaire 6.2 Les groupes a un relateur et a au moins trois générateurs ont une
C*-algebre simple a trace unique.

Une autre preuve de ce résultat pour les extensions HNN se trouve dans [2].
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