Congruences pour les polynébmes et nombres
de Bell
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Abstract

By elementary techniques based on umbral calculus ([10],[11]), we establish
a new congruence for the Bell polynomials, which generalizes at once the
congruences of Touchard, Radoux ([6],[7], [8],[4]), Comtet-Zuber ([4],[5]) and
Carlitz [2] for Bell numbers. Congruences concerning the Stirling numbers of
the first and second kind follow from this one. The generalized congruence
satisfied by the Bell numbers can also be proved in an independent way with
the “trace formula” of D.Barsky and B.Benzaghou [3].

1 Définitions

Etant donné un nombre premier p, on dénote par Z, I'anneau des entiers p-
adiques, muni de sa valuation ord,. Les polynomes de Pochhammer

()o=1, (z)p=2x(z—1)---(x+1—n) (n>=1)
constituant une base du Z,-module libre Z,[z], on peut considérer 1'application
linéaire
D : Zyx] — Zylx], (), — 2"
On définit alors les polynomes et nombres de Bell par

B.(z) = ®(z") resp. B, = B,(1)=®(z")

z=1
Les nombres de Stirling de deuxieme espece {Z} donnent de maniere explicite

n

Bn(x):qD(:I:")ZCI)(Z {Z}(aj)k>:kzi:0{2}xk resp. Bn:zn:{Z}

k=0 k=0
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2 Préliminaires

Lemme 1. On considere un nombre premier p, deux entiers m,n > 0, ainst
que deuz éléments o, B € A, ot A est un anneau commutatif qui contient Z,. Si
ordy(m) > 1 et « = mod mA, alors o™ = " mod mnA.

Preuve. On peut écrire o = 3+ m~y avec v € A et comme p divise m,
= (P
a? =30 () g tmty = 7 mp avee 5 € A
k=0

On a donc o = P mod mpA et par induction
o' = ﬁpk mod mp* A pour tout entier k > 0.
En écrivant n = [p*¥ avec [ non divisible par p, on obtient ainsi
a" = (o) = (8”") =" mod mpFA.

Comme [ est une unité dans Z,, c’est également une unité dans A et mp*A = mnA.
[

Remarquons que lemme reste valable pour un anneau commutatif A qui contient
Z, a condition que Uentier n soit une puissance de p (les unités de Z sont | = £1).

m-+n

Le prochain lemme montre comment la propriété x™x™ = x se traduit dans la

base de Pochhammer.

Lemme 2. Considérons un nombre premier p et deux entiers m,n > 0. Si
ord,(m) > 1, alors

L (@)m(2)n = (@)men  mod (™2)Z,[2],

en particulier

Preuve. Nous avons x™®((z),) = 2™ = ®((2)man) = P((2)m(x —m),,) et par
linéarité, il en découle

2" ®(f(x)) = ®((2)mf(x —m)) pour tout polynome f(x) € Z,[z]. (%)
En prenant f(z) = (x + m),, nous obtenons z™®((x + m),) = ®((x),(x),). Les
polynomes de Pochhammer étant de type binomial, nous pouvons ainsi écrire

O((z)m()n) = 2"P((x +m),) = xm<1>< Z (Z) (m)k(;p)n_k> — i Ay gk

k=0 k=0
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avec Ay = (Z) (m)y = k! (ZL) (Z) Pour tout & > 1, nous avons

ord,(Ay) = ordy(k!) + ord, (7)) + ordy((}))
> (ordy((k — 1)) + ordy(k)) + (ordy(m) — ord,(k)) + (ordy(n) — ord,(k))
= ordy(m) + ord,(n) + ord,((k — 1)!) — ord,(k)

> ord,(m) + ord,(n) — 1,

la derniere inégalité provenant du fait que ord,(k) < ord,((k —1)!) + 1. En fin de
compte, nous obtenons ®((z),,(z),) = 2™ = ®((2)m4n) mod (%)Zp[:c], ce qui
démontre la premiere affirmation. La deuxieme assertion en découle, par induction
sur n > 1. [

Lemme 3. Pour tout entier n = 0 et tout nombre premier p, nous avons

(2P —2)" = (x),, mod (%)Zp[:p].

Preuve. Les polynomes f(x) = (z), et g(z) = 2P — = étant unitaires, de méme
degré et possédant les mémes racines dans Z/pZ, on a (), = 2P —x mod pZ[z|.
D’autre part, un développement Taylor donne f(x—kp) = f(x)—kpf'(z) mod p*Z|[z]
pour tout entier k£ > 0, de sorte que

=T ) = oy —p 221

k=0

f'(@)f(@)P~ mod p*Z[z].

Au total, on obtient (z),2 = ()8 mod (p*/2)Z,[z], c’est-a-dire (x)4 = ()3 mod2Z[x]
et (z)p2 = () mod p*Z[x] pour p premier impair (ceci améliore légerement le
lemme 2 qui fournit cette méme congruence modulo pZ,[z]). On conclut alors par
induction sur v = ord,(n) a 'aide des deux lemmes précédents :

v v—1 v—1

@ =2 = @Y = (@ = @)

-2
(@)% = = @k = (@,

chacune de ces congruences étant valable modulo (Ip*™/2)Z,[x] = (np/2)Z,[z]. =

Le lemme 3 dit que (27 — )" = (x),, mod npZ, pour p impair, la méme
congruence étant valable modulo nZs|x] lorsque p = 2. Nous distinguerons désormais
ces deux cas mais nous présenterons les démontrations uniquement pour p impair,
le lemme ci-dessus montrant comment traiter le cas p = 2.
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3 Nombres et polyndmes de Bell

Le lemme 3 (avec la relation (x)) fournit

(a7 —2)" f(2)) = B((2)pf () = 27D (f(x+np)) = 2" D(f(x)) mod ("2 )Z,[z].
Cette formule peut étre généralisée comme suit.
Proposition. Pour tous les entiers n > 1 et v > 1, nous avons
O((2?" —2)"f(z)) = (2F + e )"®(f(x)) mod npZy|z]
pour p premier impair, la méme congruence étant valable modulo nZs[x| sip = 2.

Preuve. Nous avons
(2P 4?4 - a2 D (f Z ( ) P P 2 VRO (f ().

En supposant que la proposition est vérifiée pour v > 1 et par le fait que
ordp( (Z) ) > ordy(n) —ord,(k) pour k=1,...,n,

on voit que ceci est congru, modulo npZ,[z], a
éo (Z) x(n—k)PV+1(I)((IpV —2)kf(z) = @(éo (Z) (2P — z)(n=PP” (P — :L’)kf(l‘))
= @(((:cp — )P’ + (2P — :c))nf(x))

" — 2 mod pZ,[z], on a (& I'aide du lemme 1)

v

Comme (27 — z)P" + (27" — 1) = 2P

((xp — )P+ (2P — x))n = (""" —2)" mod npZy, |z
et la proposition est ainsi démontrée pour v + 1. [ |

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette note.

Théoreme. Soient m,n > 0 et v > 1 trois entiers. Pour un nombre premier
p impair, les polynomes de Bell vérifient alors

B (2) =) (Z) (2 + 2 + -+ 2"V B, (z) mod npZy|z],
k=0

la méme congruence étant valable modulo nZs|x] lorsque p = 2.

Preuve. Pour tout polynome f(z) € Z,[z], on a

n

v v n n v n—
o™ f(a)) = 0(((@” — o) + 2 f(@) =0 X () @ = 0)'a" (@),
k=0
Par la proposition et par le fait que ordp(@)) > ordy(n)—ord,(k) pourk =1,...,n,
on obtient ainsi la congruence

(2" f(x))

n

> (Z) (2P + 27 + -+ 2”)VFD (2" f(2)) mod npZy,|z].

k=0

Le théoréme s’ensuit en considérant f(x) = x™.
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On montre facilement que la formule d’inversion binomiale [1] est valable dans

I'anneau (Z,/npZ,)[z]. En appliquant au théoréme, nous obtenons une formulation
duale :

Corollaire 1. Sous les hypothéses du théoréme, nous avons
n n 2 v
Bin() =Y (k) (1" (2P 4+ 27 4 -+ 27 V" F By (2)  mod npZ,[a],
k=0

la méme congruence étant valable modulo nZs|x] lorsque p = 2.

Pour p impair, le théoreme fournit en particulier

Binpr = Z (n) V"_kBerk mod npZ,.
i—o \F

Cette congruence, qui s’obtient également avec la formule de trace de Barsky-
Benzaghou, généralise celles de Touchard (B4, = By, + B,y1 mod pZ), Radoux
(Bimipr = By + vB,, mod pZ) et Comtet-Zuber (B, = B,+1 mod npZ,). On
sait que les nombres de Bell vérifient une certaine périodicité dans tout corps fini

(Carlitz). Le théoreme qui vient d’étre établi permet de généraliser également ce
fait.

Corollaire 2. Soient m,n >0,a€Z et 0, =1+p+p*+---+p~ L. Alors

"B, d npZ , ord =
B s, (a) = {a () mod npZ, siord,(a)=0

Bpin(a) mod npZ, sip divise a
pour p premier impair, la méme congruence étant valable modulo nZy si p = 2.
Preuve. Fixons un entier a € Z et considérons 'opérateur linéaire

Cq 1 Zy[z] — Zyla], f(x) — (f(x))

Le théoreme se formule alors (a 'aide du lemme 1)
O, (2" f(2)) = Cul(w +va)" f(z)) mod npZ,,

ce qui nous permet d’écrire Bm+n9p(a) sous la forme
D, (z" 2P P ™) = q)a((x(x+a)(x+2a) - (x+(p—1)a))"xm) mod npZ,.

1) Sipne divise pas a, alors z(z+a)(z+2a) - - - (x+(p—1)a) = 2P—x mod pZ[z]
(les deux polynomes sont unitaires, de méme degré, et ont les mémes racines dans
[F,). Par le lemme 1, on a donc (z(x + a)(z + 2a)---(x + (p — 1)a))* = (2P — x)"
mod npZ,[z] et ainsi

D, (2™ = O, ((aF — 2)"2™) = a™P P, (™) = a"P B,,(a) mod npZ,.

On conclut alors par le petit théoreme de Fermat (et le lemme 1).
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2) Sipdivise a, alors (x(z+a)(z+2a) - (z+(p—1)a))” = 2™ mod npZ,[z],
et donc

@a(mer”g") = ®,(2"P2™) = Bpynp(a)

Z (n) a" Bpyn_r(a) mod NPZLy.
o \F

Pour k > 0, on a a* = 0 mod kpZ, par le lemme 1, de sorte que (Z) a? =0

mod npZ, (puisque ordp(@)) > ordy(n) —ordy(k)), ce qui nous permet de conclure
également dans ce cas. [

Ainsi, si a n’est pas divisible par p, la suite (B,,(a))m=0 est périodique (modulo
p) et la période divise nf, ou n est 'ordre (multiplicatif) de a dans Z/pZ.
4 Nombres de Stirling

Le théoreme principal de cette note permet d’obtenir naturellement de nouvelles
congruences pour les nombres de Stirling. Par exemple, pour v = 1 et p impair, on
peut expliciter

> {mfnp}xl =) (n) > {mJ,r]}:L’H("])p mod npZ,|z]
i—0 ? =0 \J/ i=o ¢
et en comparant les coefficients devant =¥, on trouve
m—l—np}_ " (n){ m+ j } " (n){m—l—n—j}
= _ , = _ _ mod npZ,,
{ k ]Zzo i) \k=(n—=7jp ;) J k—jp P

en rappelant que {JZ} estnulsi j <0< zousiyj>u.
En choisissant n = p® (a > 0), on obtient en particulier

a+1 p? a a ;
p —m p pr—m-=] a41
. , mod p* " Z.
U =S UL
Si0<k—-m<p—1,onap*™ —k—jp>p*—m—jpourtout j=0,1,...,p*—1
(car p* —p*™ +k—m=p*(1—p)+k—m<(1-p)p*—1) <1 -p)j=j—Jp),

de sorte que
at+l _ _ k
{p . TIZ}E{ TIZ}: [ ] mod p*™'Z (a>0).
pott — - m

On voit apparaitre ici les nombres de Stirling de premiere espece [ :1 } et nous obte-

nons une généralisation d'un résultat de [5].
De méme, si on considere n = 1 (v = a > 1 quelconque et p impair), le théoreme
fournit

)= {kTp}+{kTp2}+”'+{kﬁlpa%{m;l} mod pL.
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