Vers un théoreme de Cobham pour les entiers
de Gauss
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Résumé

Soient p et ¢ deux entiers positifs distincts et soient « = —p+iet 8 = —qg+
i. Sous ’hypothese que la conjecture des quatre exponentielles est vraie, nous
montrons que si un ensemble S d’entiers de Gauss est («a, 3)-reconnaissable,
alors il est syndétique.

Abstract

Let p and g be two distinct positive integers and let @« = —p + ¢ and
B8 = —q + i. Assuming that the four exponentials conjecture is true, it is
shown that if a set S of Gaussian integers is («, )-recognizable, then it is
syndetic.

1 Introduction

Soit p > 1 un nombre entier; un sous-ensemble S de 'ensemble N des entiers
naturels est dit p-reconnaissable si I’ensemble des mots sur ’alphabet {0,1,--- ,p—1}
qui représentent les éléments de S en base p est une partie reconnaissable du monoide
libre {0,1,--- ,p—1}*. En 1969, A. Cobham [5] a démontré le résultat fondamental
suivant : Soient p et q deux entiers supérieurs a 1 multiplicativement indépendants,
(c’est-a-dire tels qu’il n’existe pas de relation de la forme p™ = ¢" avec m,n entiers
non nuls) et soit S une partie de N. L’ensemble S est a la fois p-reconnaissable et
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q-reconnaissable si et seulement si S est ultimement périodique (ou, ce qui revient au
méme, est, a un ensemble fini prés, une réunion finie de progressions arithmétiques).

De nombreux travaux ont été effectués par la suite pour simplifier la démonstration
initiale de ce résultat, la généraliser a plusieurs dimensions ou a des systemes de
numération non entiers. On pourra trouver les références de la plupart de ces tra-
vaux dans les articles de synthese [2] et [4].

De maniere informelle, la question a l'origine du présent travail est la suivante :
y a-t-il un “théoreme de Cobham” pour l’ensemble G des entiers de Gauss, c’est-a-
dire ’ensemble des nombres complexes de la forme a + bi, a,b € Z 7 Précisons-en les
termes.

Ainsi que le montrent Katai et Szabd [9], les seuls systemes de numération natu-
rels pour les entiers de Gauss sont ceux ou la base est de la forme —p+i (ou —p—1),
avec p entier positif, I’ensemble des chiffres intervenant dans la représentation étant
{0,1,---,p*}. Comme on le verra, deux telles bases @« = —p +i et 8 = —q + i
sont toujours multiplicativement indépendantes. Nous conjecturons alors I’énoncé
suivant : une partie S de G est a la fois a-reconnaissable et 3-reconnaissable si et
seulement si c’est une partie périodique de G, a un ensemble fini prés. Signalons
qu'un cas particulier de cette conjecture, a savoir « = —1 +i et = —q + i est
contenu dans la question 9.7 posée par Allouche et al. dans [1].

Une direction de cet énoncé est aisée a démontrer (cf. ci-apres le théoreme 2) : une
partie périodique de G est a-reconnaissable dans toute base complexe @ = —p + 1.
La difficulté se concentre donc sur 'autre direction et le but du présent travail est
d’obtenir un résultat partiel dans cette voie, résultat dont 1’énoncé est suggéré par
la maniere dont s’obtient le théoreme initial de Cobham.

En effet dans toutes les démonstrations connues, le théoreme de Cobham s’ob-
tient essentiellement en deux étapes. La premiere consiste a montrer qu'une partie
infinie (p, ¢)-reconnaissable de N, ol p et ¢ sont multiplicativement indépendants,
est une partie syndétique de N, c’est-a-dire une partie pour laquelle il existe r € N,
tel que SN [n,n+r] # 0 pour tout n € N. L’équivalent pour les entiers de Gauss
s’énonce : une partie S infinie (a, B)-reconnaissable de G est syndétique, c’est-a-dire
qu’il existe r > 0 telle que toute boule de C de rayon r rencontre S. Tel est ’énoncé
(théoréme 3) que nous établissons ici sous réserve de la validité d'une conjecture
classique de théorie des nombres.

Expliquons cette “réserve”. Dans la démonstration du théoreme de Cobham,
I'indépendance multiplicative des deux bases p et ¢ intervient par le biais de la
propriété suivante qui en découle aisément : 1’ensemble des rapports p™/q", m,n
entiers positifs, est dense dans R*. Or nous ignorons si la propriété correspondante
pour C (I'ensemble des rapports o™ /5" est dense dans C) est vraie. Dans la section
3 (théoreme 1) nous démontrons cette propriété, mais sous ’hypothese de la validité
de la conjecture des quatre exponentielles (rappelée dans la section suivante).

Remerciements. Nous remercions vivement Jean-Claude Lootgieter et Michel
Waldschmidt pour ’aide précieuse dont ils nous ont fait bénéficier.
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2 Notations, d éfinitions, rappels

On désigne par G l'ensemble des entiers de Gauss, c’est-a-dire ’ensemble des
nombres complexes a coordonnées entieres a+bi, a,b € Z. La norme de 'entier a+bi
est le nombre N(a + bi) = a® + b?. Le module de a + bi est noté |a + bi| = Va2 + b2
Soient x et y deux entiers de Gauss. L’anneau G est euclidien et il existe deux entiers
de Gauss ¢ et r (non nécessairement uniques) tels que

r=qy+r
N(r) < N(y)

Soit &« = —p + i, ol p est un entier positif; Katai et Szabé [9] montrent que le
nombre « est base d'un systeme de numération au sens suivant : pour tout entier
de Gauss non nul z, il existe une suite unique d’entiers epe,_1...g¢ vérifiant les
conditions

k
I‘ZZE]‘OZJ

5=0
0<¢e; <p*j=0,....k avec ey #0

Le mot po(z) = epep_1 . .. €9 sur I'alphabet A, = {0, 1,...,p?} est la représentation
de x dans la base complexe . On note l,(x) la longueur de p,(z), soit ici [, (z) =
k + 1. L’ensemble des entiers de Gauss x tels que [, (x) < k est noté Gy. Un calcul
simple montre que pour tout z € Gy, on a |z| < 2|a|* .

Inversement soit un mot u = €;...g9 € A%. On note w,(u) la valeur de u en
base «a, c’est-a-dire U'entier de Gauss x donné par la formule (1).

Le résultat suivant sur la longueur de la représentation d'un entier de Gauss nous
sera utile par la suite.

Proposition 1 (Grabner et al. [7]). Il existe une constante C,, telle que pour tout
z € G,
la(’z) < 10g|a\ |Z‘ + Ca-

Une autre propriété importante des bases complexes —p-+i est leur indépendance
multiplicative. Soient x,y € G\ {0}; on dit que x et y sont multiplicativement
indépendants s’il n’existe pas deux entiers m et n non nuls tels que 2™ = y".

Proposition 2. Deux bases distinctes —p + i et —q + @ sont multiplicativement
indépendantes.

Preuve. Nous utilisons un résultat partiel de V. A. Lebesgue [10] sur la conjec-
ture (récemment démontrée par P. Mihailescu (cf. [11], [3])) de Catalan (1844), selon
laquelle I'équation X* —Y'! = 1 n’a pas d’autres solutions entieres que 3% — 23 =1 :
en 1850, Lebesgue a démontré cette conjecture pour [ = 2.

Supposons qu’on ait une relation de la forme (—p+1i)™ = (—g+1)". On en déduit
une relation de la forme (p? + 1)™ = (¢*> + 1)" dans laquelle on peut supposer que
m et n sont premiers entre eux. En considérant les décompositions de p? + 1 et de
¢*> + 1 en facteurs premiers, on obtient qu’il existe un entier u tel que p* + 1 = v,
contrairement au résultat de Lebesgue. [ |
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Un “résultat” important de théorie des nombres, qui a ce jour est encore une
conjecture, est la conjecture des quatres exponentielles (voir par exemple [12]). Les
résultats démontrés dans la suite sont conditionnés par la validité de cette conjecture.

Conjecture. Soient {A, Ao} et {x1,22} deux paires de nombres complexes
formées chacune de deux nombres rationnellement indépendants (c¢’est-a-dire linéaire-
ment indépendants sur le corps Q des rationnels). Alors, I'un des quatres nombres

6)\1901 6)\1a:2 6)\2901 6)\2a:2

est transcendant.!

3 Bases complexes et densit é

Soient p et ¢ deux nombres entiers (supérieurs a 1) multiplicativement indépendants.
I1 est bien connu (et facile de montrer) que I'ensemble des rapports {p™/q¢™ | m,n €
N} est une partie dense de R*. La propriété correspondante dans C pour les bases
complexes reste un probleme ouvert. Dans cette section, nous montrons qu’elle est
satisfaite si on suppose vraie la conjecture des quatres exponentielles.

Plus précisément soient o = —p + i = ae? et 3 = —q + i = be¥, deux bases
complexes distinctes (notées également sous forme trigonométrique). On considere
I'ensemble P, 3 des rapports des puissances de ces deux bases, soit

ﬁn

Nous allons montrer que ’ensemble P, 3 est une partie dense de C.

Pa,ﬁ:{o‘—m,neN}. (1)

Lemme 1. L’ensemble P, g est dense dans C si les nombres

Inb 0 Inb ¢ !
Ina’ 27lna 27’

sont rationnellement indépendants.

Preuve. L’ensemble P, 5 est dense dans C si et seulement si tout nombre com-
plexe ce' est limite d'une suite d’éléments de P, 5, c’est-a-dire

. . “/’
A ety (2)

pour une certaine suite double d’entiers positifs (my,, nx), . N-
Le cas ¢ = 0 est évident, puisque

1
1m -
Nn—00 (be“ﬂ)n

ICette conjecture est elle-méme dérivée d'une généralisation du septieme probleme de Hil-
bert : des logarithmes de nombres algébriques rationnellement indépendants sont-ils algébriquement
indépendants ?
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On suppose donc ¢ # 0. En séparant modules et arguments et en passant aux
logarithmes, ’égalité (2) est équivalente aux deux conditions

klim <m/rC Ina — ngln b> =Inc, (3)
: 0 PN _ ¥
kh_)ngo <mk§ - nk§> =5 (mod 1). (4)

Les conditions (3) et (4) peuvent encore s’écrire

Inb Inc
li —np— | = —
el <mlC nkln a) Ina’ (5)
) Inb  Inc\ 6 e\ ¥
I (megirg + g7~ Megr) = g (mod 1) (6)

L’existence de la suite double (my, ny), .\ vérifiant (5) et (6) est encore équivalente
a celle d'une suite d’entiers positifs (ny), .\ telle que

Inb Inc
lim np = =2 (mod 1
oo g Ina (mod 1),

lim nk(iﬂ — £) = QE _ e (mod 1)
m

k—o0 2rlna 27 lna 27w

En vertu du théoreme de Kronecker ([8], théoreme 443), une telle suite (nz), N
existe si les nombres

mb o flb_ o

Ina’ 2rlna 27’

sont rationnellement indépendants. ]

Lemme 2. Si la “conjecture des 4 exponentielles” est vraie, alors les nombres

Ind 0 Inb ¢

AL

Ina’ 27lna 27’
sont rationnellement indépendants.

Preuve. Supposons qu’ils ne le sont pas. Il existe alors des entiers r, s et ¢ tels
que
Inb 0 Inb
SLUNECRIUNCS
Ina

Utilisant cette égalité, on définit \ par

s +2mr  sp+ 2mt

A= lna Inb

En multipliant par ¢ et en passant aux exponentielles, on a

eis@ — ei)\lna
eisap — ei)\lnb
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Appliquons la conjecture des 4 exponentielles avec les nombres
AM=1tA =1 xy=Ina z,=1Inb,

I'indépendance linéaire de Ina et Inb sur Q étant une conséquence du fait que p?+1
et g% + 1 sont multiplicativement indépendants.
On en déduit que 'un des nombres

ez)\ Ina ez)\ Inb eln a eln b

iAlna iAInb

est transcendant. Donc évidemment, ou bien e , ou bien e est transcendant.
Donc, ou bien €*?, ou bien €’*%, est transcendant, ce qui est absurde, puisque

ish —p -+ it —q+i\'
e = | —=—= et e =|——]) .
/p2+1 /q2+1

Des lemmes 1 et 2 on déduit immédiatement le

Théoreme 1. Soient « = —p+1i et § = —q + i deux bases complexes distinctes. Si
la “conjecture des 4 exponentielles” est vraie, alors l’ensemble

P,.s= {(;—n | m,n € N}.

est dense dans le plan complexe C.

Remarque. Les nombres ¢ et ¢ étant donnés, les conditions (3) et (4) du
lemme 1 sont vérifiées séparément sans faire appel a la conjecture des quatre expo-
nentielles (la difficulté est de les obtenir simultanément). La condition (3) résulte

déja de ce que les nombres Ina et Inb sont rationnellement indépendants.
De son coté, la condition (4) découle simplement du fait que

0 arctan(—1/p)

2T 27

n’est rationnel que pour p = 1, et, par conséquent, I'un des deux ensembles

0 4
{nQ— (mod 1) | n € N} ou {ng (mod 1) | n € N}

™

est dense dans [0, 1].

4 Parties a-reconnaissables

Soit & = —p + ¢ une base complexe; une partie S C G est a-reconnaissable
si 'ensemble des représentations de ses éléments p,(S) = {pa(x) | © € S} est
une partie reconnaissable du monoide libre A. Par conséquent, ’ensemble S est
a-reconnaissable si et seulement si la relation d’équivalence Rg sur A’ définie par

uRg & (Yw € A% - uw € pa(S) € vw € pa(S))
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est d’indice fini (cf. [6]).

Comme 'application © — p,(x) est une bijection de G \ {0} sur (A4, \ {0})A%,
il revient au meéme de dire que la relation d’équivalence sur G notée également R¢
et définie par

TRy < Yw € AL @ po(z)w € pal(S) < pa(y)w € pa(S)

est d’indice fini.

Proposition 3. Soit S C G et soient x et y deux entiers de Gauss. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) 2Ry

2) Pour tout j € N et tout t € G,

rol +teS s yal +te S
Preuve. 1) = 2) Soient j € N et t € G; tels que za? +t € S. On a
pa(:paj +1) = pa(2)0"pa(l) € palS)

oum = j — l4(t). Comme zR%y, on a p,(y)0™pa(t) € pa(S) et donc ya? +¢ € S.

2) = 1) Soit w € A% tel que po(v)w € pu(S). Alors zal®l + w,(w) € S. Par
hypothese, ya!®! + w,(w) € S et donc pu(y)w € pa(S) et par conséquent 2REy. =

Une partie S C G est périodique s’il existe une période o € G telle que
Ve G:seSes+goel (7)

Une partie S C G est ultimement périodique s’il existe ¢ € G et une partie finie
F de G tels que la relation (7) est vérifiée lorsque s et s + go n’appartiennent pas
a I

Théoreme 2. Toute partie ultimement périodique S de G est a-reconnaissable pour
toute base complere oo = —p+1, p € N\ {0}.

Preuve. On peut supposer que S est périodique.

1) Soit o une période de S et soient x et y deux entiers de Gauss égaux modulo
o. Montrons qu’alors 2Rgy.

Soient j € N et t € G, tels que za/ +t € S. Soit g € G tel que y = = + go.
Comme S a pour période o,

yol +t=za +t+galo € S

et donc zRSy.
2) Pour tout = € G, il existe un quotient ¢ et un reste r d’une division euclidienne
de z par o tels que z = qo + r avec N(r) < N(o). Deux entiers de Gauss = et y
ayant le méme reste r dans une telle division sont égaux modulo ¢. Le nombre des
classes modulo o est donc fini et par conséquent, d’apres 1), la relation d’équivalence
¢ est d’indice fini et .S est a-reconnaissable. n
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Proposition 4. Soit S une partie a-reconnaissable de G et soit g € G.
1) L’ensemble S — g ={s—g|s € S} est a-reconnaissable.
2) L’ensemble S/g = {x € G| gz € S} est a-reconnaissable.

Preuve. On note |R¢| U'indice de la relation RE.

1) Soient = et y deux entiers de Gauss tels que (x + 2)R%(y + z) pour tout
z € G dont le module est majoré par |g| + 4|ca|. Nous allons montrer qu’alors on a
TR§_,y, ce qui entraine que la relation d’équivalence Rg_, est d’indice fini (majoré
par |R%[491+412)*) et donc que S — g est reconnaissable.

Soit j € N et t € G tels que

vl +t€ S —g (8)
Il existe z € G et s € G, tels que
t+g = zal +s 9)
De (9) résulte que
20| < gl + [+ [¢] < |gl +2 x 2]a’ ™|

de sorte que |z| < |g| + 4|al.
De (8) et (9) résulte que ’
(x+2)a’ +s€8

et donc, par hypothese sur ¥,
(y+2)al +s€ 8

soit encore yad +t € S — g et par conséquent tRs_,y.

2) Soient x et y deux entiers de Gauss tels que (xg + 2)R%(yg + z) pour tout
z € G dont le module est majoré par 2(|g| + 1)|«|. Nous allons montrer qu’alors on
a ¥Rg/4y, ce qui entraine que la relation d’équivalence Rg/, est d’indice fini (majoré
par |Rg|*@sltDIeD*) et donc que S/g est reconnaissable.

Soit j € N et t € G, tels que

ro! +t€ S/g (10)
Il existe z € G et s € G tels que
gt = zal +s (11)

De (11) résulte que A ‘
20| < lgt] +[s| < 2(|g] + 1)l

de sorte que |z| < 2(|g| + 1)«
De (10) et (11) résulte que

(xg + 2)a; +s €S (12)
et donc, par hypothese sur ¥,
(yg+ 2)a;+s€S

soit encore yal +t € S/g et par conséquent Rg/,y. ]
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Proposition 5. Soit S une partie de G. La relation RS est “stable” au sens suivant :
on a 'tmplication
TRy = Vj € NVt € G; : (za? + H)RE(ya? + 1)
Preuve. Soient x,y avec xRgy. Soit j,k € N, t € G; et s € G}. Supposons que
(za? +t)a" +s€ S

Cela s’écrit encore
radF 4 (taf +5) € S

Comme ta* + s € Gy, on a
yod P 4 (ta” +5) € S
soit encore
(yol +t)aF +s€ S
et donc (za? + t)RE(yad +t). [

Proposition 6. Soit S une partie infinie a-reconnaissable de G. Il existe deux
nombres complezes a et b et un entier k € N tels que pour tout n € N,

ad™ +be S

Preuve. La démonstration est du type de celle du “lemme de Iétoile” [6]. Soit
x € S tel que l,(x) > |RE|. La représentation p,(x) peut se factoriser sous la forme
pa(x) = wvw avec la condition uRguv. Par conséquent pour tout n € N, on a
wv"w € pu(S). Posons z, = we(uv™w), n € N. On a

n—1
Zn = wWalw) + a'w‘wa(v) Z il 4 Oé\w|+n|v|wa(u)
j=0

Un calcul simple montre que z, = aa"™ + b avec k = |v|, a = oz‘“"(ﬁ‘,j—(fi + wa(u)) et

b = wa(w) — alvl(2), .

5 Parties («a, 3)-reconnaissables

Dans cette section, on se donne deux bases distinctes « = —p—+iet = —q+1
et S une partie infinie de G reconnaissable dans ces deux bases. Nous supposons
que la conjecture des quatre exponentielles est vraie.

Proposition 7. Soit S’ C G une classe d’équivalence de la relation RE. Alors S’
est reconnaissable dans les deux bases a et [3.
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Preuve. 1) Montrons que S’ est a-reconnaissable. Il suffit de montrer que la
relation R¢ est plus fine que la relation RE.

Soient x,y € G avec zR%y. Soient j € N et t € G; tels que xa? +t € S'. D’apres
la proposition 5, on a (ya? + t)R%(za? +t) et comme S’ est une classe de R, on a
yal +t € 5, et donc R y. Par conséquent S’ est a-reconnaissable.

2) Montrons que S’ est [-reconnaissable. Soit xy € S’ et soient xy,..., x,,, des
représentants des autres classes de la relation Rg. Pour tout j = 1,2,...,m, puisque
To et z; n’appartiennent pas a la méme classe, il existe k; € N et t; € Gy, tels que,
ou bien xgaki +t; € S et x;a% +1t; ¢ S, ou bien zga +t; ¢ S et x;af +t; € S.
Pour tout 7 =1,..., m, posons

g - {reG|zahi +t; €S} si zoaki +t; €
7 {zeG|aak +t; € G\ S} sinon

La classe S est donc définie par

Comme S est (-reconnaissable, il en est de méme de G \ S et par conséquent, en
vertu de la proposition 4, S; est S-reconnaissable pour tout j = 1,...,m. Donc 5’
est J-reconnaissable. [ |

Proposition 8. Soit S’ une classe d’équivalence infinie de la relation RE et soit
d € N\ {0}. Il existe un ensemble fini d’entiers positifs Fy tel que pour tout x € G,
il existe N € Fy et t € Gyq tels que

x4+ te s

Preuve. 1) Montrons d’abord que pour tout = € G, il existe A € N et t € Gq4
tels que
ra M+ te S

D’apres la proposition 6, comme S’ est (-reconnaissable (proposition 7), il existe
a,b e Cet k€N tels que pour tout n € N,

aB™ +be s

Soit € > 0. Comme « et 3 sont multiplicativement indépendants, il en est de méme
de a? et B* et on peut donc, d’apres le théoreme 1, trouver deux entiers positifs n

et A tels que
af™ +b
7 S B(.T, E)
ou l'on note B(z,¢) la boule de centre z et de rayon € pour la norme euclidienne de
C. Par conséquent

laB™ + b — za™| < gl

En vertu de la proposition 1, on a

la(aB™ +b—za’) < A +logy, € + Ca
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Donc si € est choisi assez petit
t= aﬁnk +b— za e Gy

2) D’apres la proposition 7, S’ est a-reconnaissable. Soit 1, xs, . . . , T, un systeme
de représentants de la relation RS, et soient

Al,...,)\mENet tl,...,tmEG)\d

des nombres associés dont l'existence est assurée par ce qui précede. Soit x € G ;
soit j tel que 2R x;. Comme z;a%+t; € S', on a aussi za?+1; € S. L’ensemble

Fo={\,..., A}

satisfait donc a la condition voulue. n

Proposition 9. Soit S" une classe d’équivalence infinie de la relation RS. 1l existe
k€N ettec Gy tels que S'af +t C S'.

Preuve. Soit x € S’; d’apres la proposition 8 appliquée avec d = 1, il existe
ke N et te Gy tels que
zat +te s

Soit y € S'; on a yRx, donc, d’aprés la proposition 5, on a (ya* + t)R&(xa® +t)
et par conséquent ya* +t € S’. Donc S'a* +t C . n

Théoreme 3. Supposons vraie la conjecture des quatre exponentielles. Soient o =
—p+i et B =—q+ i deux bases complexes différentes et soit S une partie infinie
(e, B)-reconnaissable de G ; alors S est syndétique.

Preuve. Soit S’ une classe d’équivalence infinie de la relation Rg contenue dans
S. 1l suffit de montrer que S’ est syndétique.
D’apres la proposition 9, il existe k € N et t € G}, tels que

Saf+tcs (13)

Soit F}, I’ensemble fini dont I'existence est assurée par la proposition 8 appliquée
avec d = k et posons

A =sup{\| X € F}
Soit x € G il existe A € F}, et ty € Gy, tels que
v 4ty € S (14)
Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe ¢, € G(x1n)r tel que
zaME Lt e (15)

Pour n = 0, ¢, existe d’apres (14). Supposons qu'il existe to, t1, ..., t,—1 vérifiant (15).
Il résulte de (13) que

(:L‘Q(M_(n_l))k +tn_1)ak +te S/
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Comme t,_1 € Grm-1)k €t t € Gy, on a t,_1a" +t € Grin). La relation (15) est
donc vérifiée pour t, = tn_10F +t.
Posons n = A — X; on obtient que pour tout x € G, il existe t, € Gy, tel que

o™+ 1, €5 (16)

Soit y € G; soient ¢ et r le quotient et le reste d'une division euclidienne de y
par o**. On a

y =g 4r
N(r) < N(a™)

Or ga** +t, € S et on a
ly — (qa™ +1,)] = |r — t,] < 4a[

Donc pour tout y € G, ~
B(y, 4| NS’ # 0

et par conséquent S’ est syndétique. ]

6 Conclusion

Ce travail n’est qu’une premiere étape vers un théoreme de Cobham pour les
entiers de Gauss et laisse ouvertes deux questions principales :

a) Peut-on, toujours sous I'hypothese qu’est vraie la conjecture des quatre expo-
nentielles, montrer qu'un ensemble («, 3)-reconnaissable est non seulement syndétique
mais méme ultimement périodique ?

b) Peut-on contourner la conjecture des quatre exponentielles pour démontrer
m

que 'ensemble {(;_" | m,n € N} est dense dans C?
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