Spectre d’ordre un pour un probleme
hyperbolique et applications
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Abstract

We define and determine the spectrum of order one of the d’Alembertian
operator. We resolve the Fredholm alternative and the nonlinear problem at
resonance.

1 Introduction

On se propose de résoudre le probleme suivant :

Trouver : u:Q xR —=R telle que :

P) Ou = au+ B.Vu—~yus+ g(x,t,u) + h(x,t) dans @,
u(z,t) = 0 sur 00 xR,
u(z,t+2m) = u(x,t) dans QxR

olt Q2 est un domaine borné de RY de frontiere 90, Q = Q x 10, 27|, Ou = uy — Au,
h € L*Q), (a,8,7) € RxRY xRet g: QxR xR — R est une fonction de
Carathéodory.

On s’intéresse aux conditions sur (o, 3,7), h et g pour que le probleme (P)
admette une solution.

Dans le cas N = 1, « = v =0, 8 = 0 et h = 0, le probleme (P) a été
étudié par plusieurs auteurs, citons en particulier (3], [4], [5], [6] , [7] et[8]. Le cas
g(x,t,s) = g(s) a été etudié dans [9], le cas h quelconque dans [10], le cas N = 1,
v =0, 3 =0 et a est une valeur propre de Ou a été etudié dans [7] et dans le
cas ou [ = 0 et v est une valeur propre de Ou + yuy, le probleme (P) a été étudié
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par Mustonen et Berkovits dans [3], ils ont établi I'existence de solutions avec des
conditions de Landesman-Lazer en utilisant un argument d’homotopie.

La situation que nous considérons ici est marquée par la présence d’un terme
de transport 3.Vu, ce qui constitue une extension du cas étudié par Mustonen et
Berkovits dans [2].

L’étude du probleme (P) nous a conduit a introduire la notion du spectre
d’ordre 1 ¢1(0) pour le D’Alembertien O, de maniere analogue a ce qui a été fait
par Anane, Chakrone et Gossez dans [1], [2] et [13] pour le laplacien A.

Apres avoir déterminé le spectre oq(0) dans la section 2, nous considérons dans
une premiere étape le cas ou g = 0 et nous établissons (dans la section 3) un résultat
de type Alternative de Fredholm ”d’ordre 1” en utilisant les propriétés élémentaires
de lopérateur linéaire Ou — au — 3.Vu + yu;. Enfin dans la section 4, nous nous
plagons dans une situation de résonance qui correspond au cas ou («a, 3,7) € o1(0).
Nous montrons, en utilisant des techniques analogues a celles développées dans [3],
qu’une condition du type Landesman-Lazer ”d’ordre 17 est suffisante pour I'existence
de solutions.

2 Le spectre d’ordre 0 du d’Alembertien : O

Soit 2 est un domaine borné de RY de frontiere 99 et Q = Q x]0, 27[. Une fonction
u: R — R est dite (6, 27)- périodique si u(t + 27) = Ou(t). Pour § € R, nous
définissons 'espace de Hilbert (Vp, ||.|lo), par

Vo = {u:€ L*(Q); us,u,, € L*(Q), u (0,27)— périodique et u(z,t) = 0 sur O0xR}.

ot |ull¥, = llullfzg) + 15 172 + [Vull32(g)- Pour 6 # 0, on considere le probleme
aux valeurs propres Py suivant

Trouver (u,A) € (Vy\ {0}) x R tel que :
(Poo) Ou = Au.

Définissons 0,(0) = {A € R/3u avec (u, A) solution de Pyy}. On note par og(—A)
= {\;, i€ N*} le spectre de —A dans H}(Q) (nommA spectre d’ordre 0), et par
{¢;, i € N*} une base Hilbertienne de L?*(f2) formée par des fonctions propres
associées.

Proposition 1.

{)\i,kﬂa )\i,G; 1eN*etke Z} st 0<0 <1,

(@) = {Niko: €N etkelZ} si —1<60<0 ou bien =1,
P00 = g €N etk eZ) si 6>1,
0 si 0<—1

0t Ao = N — (290 1 k)2 et Nig = N+ ()2 avee ¢ 10 = [acos((BL2l 4 k)t)) +
bsin(%ﬁse + k)i (resp. ¢ip = ae%t@bi} sont les fonctions propres associées a

Aiko (Tesp-Aig).
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Démonstration de la proposition 1. Le probleme Py peut étre résolu par décomposition

+o00
sur la base Hilbertienne (¢;); de L*(Q). Soit u € Vj, écrivons u(z,t) = > u;(t)i(x).
i=1

Si Ou = Au, alors Z [u; () 4+ (N — Nui ()]s (2) = 0, done u; (£) + (A — Nug(t) =0

pour tout ¢ € N*. En écrivant les conditions initiales, nous avons

{Quf(O) = uf(QW),
Ou;(0) = u,;(2m).

Cas 1: A = \;. Nous avons u;(t) = ¢;t + d; ou

Hdz = 27TCi+di,
Oc; = ¢

On vérifie facilement que si 6 # 1, alors w;(t) = 0 et si @ = 1, alors w;(t) = d; avec
d; € R quelconque.
Cas 2: \; — A < 0. Nous avons u;(t) = ¢; cosh(w;t) + d; sinh(w;t) ou
w2 o= A=\,
Q(Ci + dz) = (Cz + d; ) 27“‘}1
Q(CZ‘ — dz) = (Cz — dz) 727“‘}1.

On vérifie facilement que si § < 0 ou 6 = 1, alors 1 — 0e?™i £ 0 et 1 — fe=2™i £ ()
donc ¢; = d; = 0, par suite u;(t) = 0. Et si 0 < 0 avec 6 # 1, alors w; = ilg—f', donc
ui(t) = et et A=\ + (12)2,

Cas 3: \; — A > 0. Nous avons u;(t) = ¢; cos(w;t) + d; sin(w;t), ol

w? = )\z — )\,
O(c2+d?) = (c+d?)cos(2mw;).

arccos 6

On vérifie facilement que si 0 < |0| < 1, alors w; = + +k, keZ, donc:
T

u;(t) = ¢; cos(TE20 4 k)t + d; sin(2ES0 4 k)t et A = N — (25228 4 k)2 Etsi 6] > 1
alors w;(t) = 0. Ce qui prouve la proposition. [ |

Corollaire 1. Le spectre d’ordre 0 de O avec des conditions de périodicité est :
Uo(D) = UO,l(D) = {/\z — k?z/)\z c UQ(—A), IS Z}
3 Le spectre d’ordre 1 du d’Alembertien O

On considere le probleme aux valeurs propres d’ordre 1 suivant :

(P) Trouver (u, (o, 3,7)) € (Vi — {0}) x R x RY x R tel que :
! Ou = au + B.Vu — yuy.

Le spectre d’ordre 1 du d’Alembertien (O) est défini par

o1(0) ={(a, 8,7); Fu e Vi \ {0} avec (u, (a, 8,7)) solution de (Py)}
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Proposition 2. (u, (o, 3,7)) est solution de (Py) si et seulement si (su, . — Lot 343)

1
est solution de (Pog), ot s(z,t) = 393t ot O = ™.
Démonstration de la proposition 2. Posons v = su. Un calcul simple donne

2 2
0w = (2~ D)o+ s(Ou— B9u+ ),

d’ou le résultat. ]

Corollaire 2. 0;(0) = {(aix, 3,7) ERXRY xR™, k, i € ZXN*}U{(v, 3,7) €

RxRY xR,, i€ZxNY} odagy =2 — 24— (T2l 4 5)2 ef o = 24 ),

4 L’alternative de Fredholm

Dans toute la suite nous supposerons que I'ensemble F := {\;—k? j € N* ke Z}
est fermé dans R et que tout point de cet ensemble est isolé (par exemple si N = 1
et Q =]0,r7[ avec r € Q).

Etant donnés (a, 8,7) € R x RY x R et h € L%(Q). On considere le probleme

suivant :
trouver u € V; tel que

PAF’I{ Ou = au + B.Vu — yuy + h.

Proposition 3. 1) Si (o, 3,7) € 01(0), alors Pap1 admet une solution si et seule-
ment si [ hg = 0 pour toute fonction propre ¢ associée a (o, =3, —7).
2) Si (o, 3,7) & 01(0), alors Pap1 admet une solution pour tout h € L*(Q).

Lemme 1. (théoréme.ii.18 [11] page 29).
Soient E et F' deux espaces de Banach et A : D(A) C E — F un opérateur linéaire
fermé a domaine dense, alors [Ker(A*)|t = Im(A) ou A* est l'adjoint de A.

Remarques 1.
a) Pour (o, 3,7) € R x RY x R, on défini 'opérateur

Logq:D(Lagy) C LQ(Q) — LQ(Q) : Lopy(u) = 0u—au— BVu+ yu

ou D(L,p) dénote le domaine de 'opérateur L, g~ que nous préciserons par la
suite. On vérifie facilement que les points 1) et 2) de la proposition 3 signifient que
[Ker(Lap—)* = Im(Lag,).

b) Soit u € D(L, ), un calcul simple donne

2 2
Lo (u) = €353 (D (e 37 ) — (a - % + %)(ef TH3ty)]
Ecrivons u(z,t) = > wipWi(2) fu(t) o (fix)r est la base Hilbertienne de
1<4,k<+o00

L*(]0, 27]) vérifiant —(fx)u = k*fx dans ]0,27[ et u; . = (u, ¥, fi) avec (.,.) désigne
le produit scalaire de L*(Q). On vérifie que
ﬁ2 ,7/2

Lapgu= 67%17%1&[20‘@' —k*—a+ Vi Z)(W%H%t’ Vi fr )i f)-
ik
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Donc le domaine et I'image de L, g sont définis respectivement par :

2 2
D(La,ﬁn) ={ue L2(Q) ; Z(Az — Kk —a+ % - %)Q(U‘fg“%tﬂ/fz‘fk)z < 400},
ik
_ y 2 2 N
Im(Lagy) = {675$_5t[2()\i_k2—a+%—%)(ue§x+5t, Gifibifil, w € D(Lags)}-

ik
Par conséquent D(L, g~) est dense dans L*(Q) et Im(Lq s.,) est fermé dans L*(Q).
c) Lo g est fermé (c’est-a-dire son graphe est fermé). (La démonstration découle
de la proposition ii. 16 de [11] page 28).
Démonstration de la proposition 3. D’apres le lemme 1 et les remarques 1 (b) et

c)), on a
[Ker(Ly )" = Im(La,s,)-

D’autre part, en utilisant la formule de Green, on a pour tout u,v € D(Lq, )
(Lapq(u),v) = fQ(Du)v —a fouv — fQ(ﬁ.Vu)v + 7 Jo urv

Jou.Ov —a Jouv+ [o fuVv — 7 [o uv
= (U, La,—p,+(v)),

d’ou L7, 5., = La,—p,—, ce qui prouve la proposition 3. ]

5 Un probléeme non linéaire a la résonance
Dans cette section nous étudions I'existence de solutions périodiques du probleme

Ou = au+ B.Vu—yus+ g(z,t,u) + h(z,t) dans @,
(P) u(z, t) 0 sur 09 x R,
u(z,t+2m) = wu(zx,t) dans QxR

dans le cas de résonance ou (o, 3, ) est une valeur propre d’ordre 1 du d’Alembertien
(o, B,7) € 01(0)). Avec h € L*(Q) et g : @ x R x R — R est une fonction de
Carathéodory 2m-périodique en ¢t. Par un méme calcul que dans la démonstration
de la proposition 2, on vérifie facilement que u est une solution du probleme (P) si

. 8 . .
et seulement si v = e2*u est une solution du probleme

~ Ov = (a—3*/4)v—~v+ g(z,t,v) + h(z,t) dans Q,
(P) v(z,t) 0 sur 00 x R,
vz, t+2m) = v(x,t) dans QxR

ou g(z,t,s) = eg'xg(x,t,e_g'ws) et h = e2%h. Posons A\ = a — (3%/4, pour tout
u € D(Ly ), on note par Tu = Ou +yuy, Tx =T — X et Py : L*(Q) — KerT) la
projection orthogonale.

Lemme 2. 1) T est un opérateur linéaire fermé a domaine dense et a image fermé.
2) T est normal (c’est-a-dire il commute avec son adjoint.).

3) Im(T) = [Ker(T)]*.

4) Si Ty est la restriction de T sur Im(T) N D(T), alors Ty " : Im(Ty) — Im(T) N
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D(T) est continu compact.
5) Il existe c(a, 3) €]0,+00] tel que pour tout w € D(T)

(Thu,u) < 1 Tovu®

1
c(a, B)
o

2 2k,2
cla, B) = min , |)\j—k32—a+z|+ 1 5
{(.k)EN*XZ;  Aj—k2>a—L"} N — k2 —a+ 5|
4

et c(a,B) = 400 si A\j — k* < a — %2 avec c(a, 3) est la valeur optimale vérifiant
cette inégalité.

Démonstration du lemme 2. 1) D’apres les remarques 1.
2) Nl est clair que T'= T, commute avec 17 =T_,).
3) D’apres la proposition 1, on a Im(T) = [Ker(T*)]*, et puisque T est normal, on
a KerT* = KerT, d’ou l'assertion 3.
4) Ty est bijective de Im(T)ND(T) — Im(Tp) car Im(T)N Ker(T) = {0}. Pour la
compacité il suffit de composer avec I'injection compacte H'(Q) — L*(Q).
5) Soit LA(Q) = {u+iv, wu,v € L*(Q)} le complexifié¢ de L*(Q). Les lois de L& (Q)
sont données par : z+ 2’ := (u+u') +i(v+2') et Ax := (au — bv) +i(av + bu) pour
tout x = u +iv, 2’ = v +iv' € L&(Q) et A = a+ib € C. Le produit scalaire de
L4(Q) est défini par :

(x,2)c = (u,u) + (v,0") +i({u',v) — (u,v')).

D’autre part, nous définissons I'opérateur linéaire complexe T¢ : D(T¢) C LA(Q) —
LA(Q) par D(Tg) = {u+iv € LL(Q), w,v € D(T)} et Te(u + iv) = Tu + iTv
pour tout u + w € D(T¢). 1l est clair, d’apres les assertions précédentes, que
Im(Tc) = [Ker(T¢)]*, Te est normal et que 'inverse de T)p.)nim(re) est compact.
Par conséquent T admet un spectre dans C : o(1¢) = {u;}jer, ou I C Z. De plus
il existe une base orthonormal {¢;;; j € I, k = 1,2,....,m(u;)} de LE(Q) tel que
Tehje = 1idjn, k= 1,2,...,m(p;), j € I avec m(yu;) est la multiplicité de p;, p; # 0
(Notons que m(p;) < 400 si p; # 0 et dim Ker T peut étre infini). D’apres [14]
(proposition 9, p37) pour tout w € D(1¢), nous avons

m(p;)
Tew =3 > Hi(w, djn)cdjp- (1)

jel k=1

Remarquons que Te(D(T)) C L?(Q) et
(Tu, u) = (Tew,u)e = Y Repl(w, dj)cl”, (2)
jk
(Tyu, u) =D (Repy — \)[(w, dje)c|” (3)
ik

pour tout u € D(T'). D’apres (1) et (2), on déduit facilement que
2
c(a, B) = I = A

- Repj >\ Reluj -\ avec C(O‘/’ﬁ) = +00 sl Re,uj S A \V/] el (4)
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Et puisque 'ensemble E := {\; —k*, j € N*, k € Z} est fermé dans R et que tout
point de cet ensemble est isolé, on a

2 ESNE

= avec
Repi;>A Re,uj — A Rep;>X Reuj - A

Affirmation. o(T¢) = {\; — k* +ivk; (j, k) € N* x Z} avec (i* = —1).

Preuve de laffirmation. Comme T¢ est un opérateur normal complexe, alors
E, = Ker(Tc — pl) = Ker(T¢ — @l) pour tout p € C. Soit € o(T¢) et u+iv €
E,\ {0}, on a

Te(u+iv) = Tu+ iTv = p(u + iv),
{ Te(u+w) = T*u 4+ iT*v = fi(u + iv).

Dans notre situation, on a Ou = (Rep)u, Ov = (Rep)v, yuy = —(Imp)v et yu, =
(Imp)u, puisque u + iv # 0 (on suppose par exemple u # 0), il vient que Ou =
Imp

(Rep)u et —v*uy = (Imp)?u, d’ott Rep € oo(0) et (——)* € {k?, k € Z}, d'ou
Y
Paffirmation 1, ce qui prouve le lemme 2. ]

Nous supposons qu’il existe § > 0, a € L*(Q) tel que p.p.x € Q, V(t,s) €
10, 27 [xR, on a
€3 lg(,t,e3"s)| < b]s| + alx, 1), (5)

g(x,t, e‘g'“”s) est croissante en s p.p.x € Q Vt € R. (6)

Désignons par N : L*(Q) — L*(Q) : N(u) = g(z,t,u) Popérateur de Nemytski
associé a g.

Lemme 3. . [12] Si g vérifie (5) et (6), alors pour tout § > 6 il existe cs(.,.) tel que
1
(N(u) = N(w),u=v) > <[[N(@)]* = e5(w,v) (7)

pour tout u,v,w € L*(Q).
Démonstration du lemme 3. Voir [12].

Lemme 4. . [6]. On suppose (5), (6), X € o(T) et A > 0. Soit f € L*Q), sl
existe R > 0 tel que

T(u) —Au—tN(u) — (1 —t)Piu#tf Yue D(T),|ul|=R, 0<t <1,
alors d’équation T'(u) — Au— N(u) = f admet une solution v € D(T) avec ||u|| < R.

Démonstration du lemme 4. D’apres (5) et (6) N est continue et A\ + N est un
opérateur monotone, par suite le résultat découle en utilisant I’homotopie étudiée
dans [4] voir aussi [3]. n

Théoréme 1. Nous supposons que g vérifie (5) et (6), nous avons
2

1) Si A >0 (c’est-a-dire o — % >0)et0<0<cla,fB), alors

ImTy, —convR(N) =R(Th — N)
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ot R(N) = N(L*(Q)) et convR(N) désigne ’envelope conveze de R(N).
2) Si de plus il existe n > 0 et b € L*(Q) tels que

e5|g(z,t,e 2 %s)| > yls| —b(x,t)  ppreQ, tseR, (8)

alors R(N) = L*(Q) et R(T\ — N) = L*(Q) c’est-a-dire le probléme (P) admet une
solution.

Démonstration du théoréme 1. 1) 1l suffit de montrer que Im T\ — conv R(N)
C R(IT\—N). Soit f € ImT) — convR(N), écrivons f = Thug —h ou h =

in: a; N (u;), a; >0, f; a; =letuy € D(T). Si f € R(T\—N), alors I'assertion est
i=1 i=1

démontrée, sinon l’éql_lation Th\u— N(u) = f n’admet pas de solution, ce qui revient
a dire que 1’équation

Thw— N(up+w)+h=0 avec w=u—up (9)

n’admet pas de solution. D’apres le lemme 4 il existe (w,,) et (t,) tels que ||w,| —
400, 0<t, <1let

T)\wn—(l—tn)P)\wn—tn(N(uo+wn) —h) =0 Vn € N. (10)
Comme T) w, et P\w, sont orthogonales, on a
1T wal| < ta([[N(uo + wn) || + [|A]])- (11)

En multipliant (10) par w,, et en utilisant le lemme 3 avec 0 < § < ¢(a, ), il vient
que

(Tywp,wn) = (1= ta)[[Pwal* + £ ((N(uo + wy), wa) — (b, wn))
= (1 —t)||Pywnl® + tn ) a;(N(ug +wy,) — N(u;), w,)

> (L= tn)[| Pawnl* + tn{%HN(uO +wn)? = e(f)}-

D’apres le lemme 2 assertion 5) et (11), nous avons

1 1

(|| N n hlN2 > Ty w,||?
gy NG+ wn)| + [ 2 s | T
Z <T)\wnawn>
t2
> g"IIN(uwwn)H?—c(f)+(1—tn)IIPAwnII2-
C ! ! > 0 déduit la suite (¢,||N(uo + wy)||)n est borné
omme — — on deduil ue la sulte n u W, n €S ornee,
5 B a !

donc ((1 — t,)||Pxwn]|?), est bornée, et par (11), on a aussi (T w,), est bornée,
par suite (Qx(wp))n := (w, — Pxwy,), est bornée. par conséquent || Pyw,| — +oo,
donc t, — 1 et (1 —t,)||Pxw,|| — 0. Par passage a la limite dans (10), on obtient
Th\w, — N(ug +w,) +h — 0, ce qui prouve que f € R(T\ — N).

2) D’apres (8), on a R(N) = L*(Q). Soit donc f € L*(Q) = Im Ty — conv R(N),

supposons que f &€ R(T\—N). Nous procéderons de fagon analogue que ’assertion 1,
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nous montrons facilement que la suite (N(ug + wy)), est bornée. D’apres (8) on
déduit que (w,) est bornée, ce qui est absurde, d’ou I’assertion 2. [ ]

Afin d’étudier le probleme (P) a la résonance, nous reprenons les notations
données dans [12] : Le support de R(N) est défini par

=) = sup (N(u),v) wveL*(Q)
u€L?(Q)

et la fonction de recession de N est défini par

Jy(v) = liminf (N(tu),v) v € L*Q).

t—4o00, u—v

Notons aussi par

Gol= [ ot [ ge velQ)
v>0 v<0

ol
gt (x,t) =liminf g(z,t,5), g (z,t) =limsup §(z,t,s).

§—+00 §——00

D’apres [12] on a la proposition suivante

Proposition 4. Soit f € L*(Q). Si on suppose (5) et (6), alors

1) [§,v] = In(v) = Iy (v) pout tout v € L*(Q).

2) si A > 0, alors f appartienne a UintArieur de ImTy — conv R(N) si et seulement
si [g,v] > (—f,v) pour tout v € Ker Ty \ {0}.

3) si A\ =0, alors f € ImT\ — conv R(N) si et seulement si [g,v] > (—f,v) pour
tout v € KerT.

Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer des résultats d’existence pour le
probleme (P) avec des conditions de résonance de Landesman-Lazer d’ordre 1.

Théoréme 2. Soit f € L*(Q). Si on suppose (5) et (6) avec 0 < 0 < ¢(«, 3), alors.
1) Si A >0 et[g,v] > (—=f,v) pour tout v € Ker Ty \ {0}, alors le probléme (P)

admet une solution u € D(T).
2

2) Si A =0 (c’est-a-dire o — % =0) et [g,v] > (—f,v) pour tout v € KerT, alors
le probleme (P) admet une solution dans le sens que f € R(T — N).

Démonstration du théoréme 2. 1) D’apres la proposition 4, f € ImTy\—conv R(N)
et d’apres le théoreme 1, f € R(Th — N). Doncsi f € R(T — N), alors 'assertion 1
est démontrée, sinon il existe une suite (u,) de D(T') tel que

Ty up, — N(u,) — f. (12)

En utilisant la méme démonstration que le théoreme 1, nous montrons facilement

que les suites (T) uy), (N(uy)) et (u, — Pyu,) sont bornées et que || Py u,|| — +o0.
u

n . . .
Posons v, = ——, pour une sous suite, nous avons les convergences faibles suivantes

[unll’
v, — v et Thu, — x € ImT,. Il vient que Pyv,, — Pyv € KerT) faiblement et
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v, — P\ v, — 0 fortement. Comme Ker Ty est de dimension finie P\v, — P\v
fortement, donc v, — v = Pyv . D’autre part

<T)\ Unps U> - <X7 U> = Oa
et par (12), on a (N(u,),v) — (—f,v). D’apres la proposition 4, il vient que

(=frv) = lim (N([[unllvn),v) = Jn(v) = [g, 0]

= ity

ce qui est absurde, d’ou 'assertion 1.

L’assertion 2) se démontre facilement en utilisant le théoréme 1 et la proposition 4.
Remarques. a) Pour l'existence de solutions périodiques du probleme:

Ou = au+ Vu—yu, —g(x,t,u) + h(z,t) dans @Q
(Py) u(z,t) = 0 dans 02 x R
u(z,t+2m) = u(z,t) dans QxR

on a le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soit h € L*(Q).Si on suppose (5) et (6) avec) < W <
AN(z,t) € QxR s#ret0<6<bla,), alors:

1)Si A > 0 et [g,v] > (h,v) pour tout v € Ker Ty\ {0} alors le probléeme (P.) admet
une solution v € D(T) .

2)5i A =0 (c-d-d: a = ") et]g, v] > (h,v) pour tout v € KerT alors le probléme
(Py) admet une solution approchée dans le sens que h € R(T + N)

b) On peut obtenir a partir du théoreme 2 et théoreme 3 des résultats analogues
pour A < 0 en remplacant 7" par —7'.
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