
fiJ約幾何學の次元束
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小平 [lJnの可約な作用索環の次元についての研究は，そのま＼可約幾何

摩（連禎補校束）の場合にも適用し得る。しかるに氏の方法は中心を Stone-

Wallmanの方法によつて集介族に表現し，この上に於ける可洞函敷を用びて

居る。而してか＼る可測函敷は一つのベクト JV束に煩似の束を作って届るの

である。しかるにか＼るベクト JV束に類似な束は可測函敷により表現せざる

前に現れて来る筈である。今幾何學 L の要素 a に同次元な嬰素の全閤を

[a]とすれば， L は La]の如呑類に分割される。か＼る [a]の全開を [L]

にてあらはす。次元の大小によつて， [L]に半順序をつければ， [L]は束であ

つて， aへ b=Oなるとき [a]+[b] = [a'---'b]とすれば， [L]には＋なる演算

が定義せられ，従ってこれから入が有理敷の場合に入[a] なる演算が定義せ

られる。しかると者は [L]はベクト JV束と類似なものである。これを L の

次元束と名付ける。従つてこの次元束 [L]の構造を明らかにすれば， LCTJ次

元の性質がわかつて来る。

Lが虹約である楊合は，例へば [b]=入[a]の形の闊係がある。これは bの

次元が aの次元の i倍であることを示してゐる。 しかし L が可約である

場合は入！ま Lの中心の部分に應じて讐つて来る。即ち [b]=J[a]の式ほ積

分の形であらはれて来る。こ＼にベ・クト JV束に於ける Radon-Nikodym型の

定理と全く同様な定理か，次元束にもあらはれて来ること炉わかる。

本稿に於ては，同次元性を目0最性によりて定義すれば有限の場合しか現れ

て来ないから， Halperin[1]の三を用ひて同次元性を定義した。本稿を草

するにあたつては， v.Neumann [2], 小平 [1]に負ふ所が多い。

1. 定義 1.1. 完全束 L に於て， 9 を任意の超限順序敷とするとき，

a<~<Q に針し

肛 <as ならば b ,-., V (aa; a < .Q) = V (b ,-., aa; a < Q) , 

aa > as ならば b--...-, 八(aa;a< JJ)=八(b'---'a叶 (l< Q)' 

(1) 括恨［］内の数字は末尾の引用文献中の番披を示す。
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炉成立するときは Lを逹績束といふ炉

以下 L は連績補模束とする。即ち v.Neumann [1]に於ける公理 I-Vを

満足するもので，餃約性の公理 VIは満足するとは限らない。

a~b=O たるとき， a'-'b を a④ b とかき， (aa;a < fJ) ..L なるとき，

V(aa; a< !J) を V(④ aa; a< Q) とかくことにする。後の引用の便のため

Halperin [1] より二三の補題を摘記する。

補題 1.1. すべての。 ~a<Q に封して，分割 a,,=aa+l (+)a~ が定茂せら

れ，極限敷 a こ 9 に到しては aa= 八（咋； ~<a) なるときは

a。=aa1'.fl V(④ a:; a< Q). 

［證] Halperin [l], Lemma 3.3. 

補題 1.2. すべての。こいく 9 に到して

佑={ V (a13; ~< a) -----aa}(-:F〕a~ 
とおくときは

V (a,,; a < SJ)= V ((fl瓜； a< fd). 

［證] Halperin [l], Lemma 3.4. 

補題 1.3. b= V(aa; aく521)=V(作； f, < 522) ならば，

(1°) b= V(④ a~; r<叫=V(④灼； r<島），

(20) すべての r くムに封して a~~ c~(2). 

(3°) rに蜀して適常なる a(r),的(r) をとれは a~;Saacr), c~;S CfJ<rh 

なるが如き (a臼rく幻，（叶； r< Qa)が存在する。

［證] Halperin [1], Theorem 3.1. 
• 

定毅 1.2. @を L に於ける自己束同型菱換 T よりなる詳とする。即ち

Tは Lを Lに寓す一翌ーの寓像にして，その半順序を髪へないものである。

従つて Tによりて箪位元，零元，結び，交りの閥係は不菱である。

R のすべての褪換 Tに封して Tz=zなるが如き中心の要素 zの全憫を

Zにてあらはし，これを＠に闘する Lの中心と云ふ。 L の中心は L の部

(1) v. Neumann and Halperin [l], 87. 前田 [l]に於て，順序敷を用ひずに，次の如く辿禎束

を定義し得ることを注意した。‘‘完全束 Lに於て， Ss;Lなるとき， Sのすべての有限部分集合 S。
に釘して b~V(a; aES,。)= V(b~a; a ES,。)が成立するならば b.-..V(a;aES)=V(b.-..a;aES) 
が成立し， Sのすべての有康部分集合 S。に即して b'-'V(a;a ES。)= /¥(b ,_,a; a ES,。)が成立する

たらば b,_, 八(a;aES)=/¥(b'-'a; a ES)が成立するとき， Lを連績束といふ。" Zornの補悶を用

ひるためにはこの形の方がよい。こ .I,.では v.Neumann [1], [2], Halperin [1]を引用するために，

定姦 1.1の如くした。

(2) a ~bは， aど bとが醗景的なること，即ち aEP佗=bぜ）のなるが如き”か存在すること

を意味する。
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分束として完全フ‘、一JV代敷であるから， Zも亦 L の部分束として完全ブーJV

代敗である。

咋 L なるとき， a<zEZなるが如き zの中最小なるもの e(a)を， aの

＠に関する中心包と云ふ。

Zが 0と 1とのみよりなるとき， L は＠に開して既約であると云ふ。

しからざるときは L は⑥ に閥して可約である云ふ。

＠が唯一つの恒等菱換のみからなるときは，上に定義した Z,e(a)は夫々

普通の滋味の中心，中心包に外ならない。 Z,e(a) を普通の窪味の中心，中心

包と謳別するために Z⑥, e(lj(a)の如く書くべきであるが，簡箪なるために添

字＠を省略する。

補題 1.4. (i) SSLならば

e(V(a;aES))=V(e(a);aES), e(八(a;a ES))~ 八(e(a);a Es) ; 

(ii) 廷 Z, aEL ならは e(z ,---_ a) =z ,---_ e(a). 

園] v. Neumann [2], Theorem 1.3 (d), (e), (f)と全く I呪j様に證明される。

定義 1.3. a, b ELに封して，

(1°) a=V(④伽； a<f2), b=V(④仇； a<!J), 

(20) すべての a<Q に到して，一つの TaE@が仔在し Taaa,___, ba, 

が成立するときは， a三bにてあらはす。

三につきて，反射律，針稲律が成立することは明らかである。移動律は

Halperin [1], Theorem 4.1により成立する。又 a三0ならば a=Oである。

補題 1.5. (aa; a< Q)-1., (b叶 a<Q)上にして，すべての a<Q に封し

て a戸三似ならば，

V(④ aa; a <S.』)三 V((-£) ba ; a < Q) . 

［證] Halperin [1], Theorem 4.2. 

補題 1.6. ZEZ とするときは，

(i) a三b ならは， z,....._a三z,,__,b, 

(ii) a三b ならば， e(a)=e(b). 

［證] (i) a三bならば， a=V(④伽； a<!J), b=V(④ ba; a< fJ), T, 凸.......,ba. 

z,,-._a= V (④ (z~aa) ; a < Q), z ,,....._ b = V (④ (z,---_ba); a< Q)にして，仇(z,---_ aa) 

=z ,_..._ 1'. 凸 ~z ,,....___ b)D. 

(1) v. Neumann [2], Theorem 1.4 (a)より。



14 前田文女

(ii) e'(a) を e(a) の補元とすれは， (i)より e'(a),___ a 三 e'(a)~b. 然る

に e'(a) へ a~三e'(a)へ e(a)=O. 故に e'(a),,.--.._a=O,従って e'(a),,-.,b=O. 即ち

b :=::;; e(a). 従って e(b);£; e(a). lnJ様に e(a)~e(b). 故に e(a)=e(b).

補題 1.7. b EL炉典へられたとき，

a1 :=::;; a , b1 ;£; b , a1三 b1 ならは a1=b1=0 (*) 

を満足するが如き要素 aの中には最大なるもの広が存在し， a*EZ にし

て， a*-e(b)=Oである。

［證] (i) (*)を浦足する aの全盟を S とし， a*=V(a; a ES) とおけば，

Halperin [1], Lemma 4.1の隋明の前半の如くして a*ES. 従って a*が（＊）

を満足する最大の要素である。

(ii) b $ S なれば a*土 1. a*の二つの補元を a*',a*" とする^

a*"= (a*',,-., a*11)④ d1, d2=(a*'..__,a*11)へ a*

の如< di. d2をとれは，

d1.-----a*1=d1----a*11 ----a*'=O, d~ ヘa*'~a* ----a*'=O. 

d2 ,._,,a*'= {(a*'-----a *11) ,-.., a*} -----_a*'= (a*'-----a*") .-----(a" ,._,,a*')= a*'-----a*" 

=a*',.__., (a*'.-----a*")'-" d1=d1 ,__,a*'. 

故に出-d2. d2~ がなれは d1 は（＊）を満足する。従って d1~a*. しか

るに d1~a*11 なれば d1=0. 故に a*'=a*". 即ち a*は唯一つの柚元を有

するから が は L の中心にJ函する。 Ta* も T・1a* も（＊）を油足するから，

Ta*~a*, T杭*;;S;a*. 故にすべての TE(¥) につきて Ta*=a*. 従つて

a*EZ. 

(iii) a* ,,...__ b士0 なるときは， a1=b1=a*,-..b とおけは， a1~a*, b1:Sb, 

a1 = b1. これ a*ESに矛眉する。故に a*,,...__b=O. 求腿題 1.4(ii)より a*,-..e(b) 

=e(a* ,-.. b)=O. 

補題 1.8. 次の二命題は同義である。

(a) a1 :Sa, b1~b, a1 = b1 ならは a1=b1=0. 

(μ) e(a),-..e(b)=O. 

［證] (a)→ (μ). bに到して補題 1.7から a*EZを求める。しかるときは

e(a) ,,...__ e(a)~a*,,...__ e(b)=O. 

(μ)→ (u). a1~a, b1~b, a1 = b1ならば補題 1.6(ii) より e(a.1)=e(b1). 故

に e(a1)= e(a1) ,-.. e(bi)~e(a,) へ e(b)=O. 即ち ，=0. 
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定理 1.1. a, bELに封して次の性質を打する a',a11, b', b11が存在する。

(10) a=a④ a b=b'④ b". 

(2°) a'三 b', e(a")~e(b11) = 0 . 

尚 e(a')= e(b') = e(a)へ e(b)である。

15 

犀] (1 o), (2o)は補題 1.8を用ひ， v.Neumann [2], Lemma 2.1, Theorem 

2.1 の如くして證明し得る。補題 1.4 (i) より e(a)=e(a1)'--'e(a''), e(b)= 

e(b') ___, e(b"). 故に e(a)---,e(b) =e(a') =e(b'). 

補題 1.9. a三b,a= V(④佑； a< !J) ならば， b=V(c七ba;a< !J), a,, 三b,,

なるか如送 (ba;a< !J)が存在する。

直] a三bなれば， a=V(④C(:J; {1 < !21), b= V(④ de; f1 < !Jr), P0T心 =de

である。但し T0E⑱ にして， Peは酉e畏的嵩像を意味する。

a= V(EB伽； a< !2)= V(④ ca; {1 <止）

に補題 1.3を滴用すれは

(1°) a=V(④a勺rく!22)三V(④c~; rく島），

(20) すべての r く島に到して a~~c;.

(3°) rに到して滴賞なる a(r),{1(r)をとれば， a;=$ aa<r>, C~ ~ 三作(r),

なるが如き (a~; rく島）， (c勾rく島）が存在する。 b2=V (<±J P0(r)T0(r)C~; a(r) 

=a) とおけば b=V(④ ba;a<!J)にして， P0(r>T0<r>灼三止なれば，補題 1.5

より a,,三 ba.

補題 1.10. a④ b=cもdなるとき， a=a1④a2, b=b1④伽， c=cr田Cz,d= 

d言）d2, a1三Cr,a2三di,b1三的， b2三d2なるが如き分解がある。

［證］補題 1.3から a④b= V(④釦； a<!J), cEBd=V(④ ha; a< !J)に分

解され， g,,,,.,._, ha (a < !J) にして， gこ;;aか g,,=$ b, 又 ha:$cか h,,=;S;dで

ある。

a1= V(④ ga; aa~a, aa"'l似:$c), a戸 V(,,'.fl釦； aa :$ a, aa ~ ha =$ d) , 

b1= V(④釦； 9a:$b, g,,-ha:$c), b2=V(吐叫； aa~ こb,aa ~ ha =$ d) , 

等と甚けばよい。

定義 1.4. aE L vこ於て， a1=a なるが如き伍くaが存在せざるときは，

aは有限であるといふ。 a1三a なるが如き a1< aが存在するときは， aは

無限であるといふ。 O<z 三 e(a) なるずべての咋Z に翌して z~a が無限
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であるとき， aは純梓に無限(1)であるとい。

補題 1.11. aが有限にして， b<aならは， bも打限である。

［證] a=b④cとする。もし bが無限ならは， b=b1④b2, b1三b,b2・.cl= Oな

る bi,b2が仔在する。しかると苔は b1±:,C三b④c=aなれば， aは無限とな

りて｛段定に反する。

補題 1.12. (e(aa); a< SJ) 上にして a" か打限なるときは， V(•,+叫： (l <. SJ) 

は有限である。

［證] a=V(田佑； a< SJ) が無限なるときは， b<a, b三a なるが如き b

が存在する。補題 1.9より b=V(④似； a< !J), a.a二仇なるか如苔 ba(a< !J) 

が存在する。仇=e(ba) へ b~e(aa) ,-.. a=aa. aaは打限なれは伽=ba.従って

a=b. これ椴定に反する。

補題 1.13. a ELに到して着貨なるが EZを用ひ， a=(z*,----.a).±; {(1-z*) 

,,-.. a }cz>に於て， z*,-..aは布限にして， (1--z*) ,----. aは純粋に無限ならしめ得る。

［證] z,-..aが1f限なるが女n苔 zcZの全開を S とし，が=V(z; zc S)と

おく。青n題 1.3よりが=V(も Zふ 11.< SJ)とあらはし得る。但し Z註 Z にし

て，遮雷なる咋 S に到して Za~Z である。柚題 1.11 より Z(lES である。

a=(z* ,....,,a)④ {(1→ *),-..a} 

とおけば，補題 1.12よりが,_.__aは有限である。 0< z~(1-z*) ,,-..e(a)な

る任衣の江Z をとると苔は，もし z,,-.. a炉仔限ならば咋s,従って z~z*

なれば， z,,-..aは無限である。故に (1-z*),----. aは純粋に無限である。

定義 1.5. 補題 1.13に於て， z*,-.. aを aの有限成分， (1-z*).--.-.aを a

の無限成分といふ。

補題 1.14. a < b < c, a三C ならば， a三b三C である。

［證] c=b④ b', b=a④ a'とおけば， c=a④a'(-fJ b', c三aなれば，補題 1.9

より a=a直 a~④ b~, a 三伍， a写 a~, b'= b~ なる分解がある（，又 a三a1なれ

ば，伍＝％④a員 b;,a戸 a2,a~=~. b~= 的なる分解が•ある。かくの如くし

て一般に an-1= an EB a~ ④ b~, an-I三an,a~-l 三 a~, b~-1 三位である（）今仰=a,

a炉=a',b~=b' とおけば，補題 1.1 より

(1) 小平 [1]定義 2.4による。

(2) 1ーがは Z に於て z*の補元を示す。
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00 00 00 

c=八an④V(④ a~) ④ V(④枕），
n -0 n~O n-0 
co co co 

b=八an④V(④aり④ V(④枕），
n~O n-0 n~l 

しかるに V(⑮位）三 V(④尻）なれは， C三bである。
n~O n~l 

補題 1.15. aが純粋に無限なるとき， a=cC+:Jp, a三c,e(a)=e(p) なるか

如き分解がある。

［謡] (i) aは無限であるから

a=c④ P, a三 C, p 1 0 (1) 

なるが如き分解がある。か＼る Pを用ひて z=e(p) の如くあらはされる Z

の全1麿を Sとし， z*= V (z; z E S)とおヽく。補題 1.2より z*= V (t8 Za; (J. < Q) 

とあらはし得る。但し盆EZにして，適常なるがa)ESに翌して 2こ三z<a>で

ある。今 a=c<a)吐） p叫五=e(pは））とし， Pa=Zaへ p<a), p<a) = Pa④ P~, c,,= 

c<a>出四と垢けは，

a=ca~ 玉 Pa'c<a)~Ca~a

にして， c(a)三a なれは，柚題 1.1,1 より a三似又 e(pa)=zaへ e(p<">)=

Za,,......, z<a>=za =J-= 0 なれば Pa こ~0. 故に各ES. . 

p*= V(④ p";a<t2), a=c*EBp* (2) 

とすiしば， Z"--..a= (Za ,......__ c*) (士(za,,........,p*)= (zu,,......, c")④ 肛他方 a=ca④ Pa な

れば， Za,....._ a= (z,, ,,......, ca) fも(Zaへ Pa)=(za,,......._,cJWPa• 故に Z,,,....._ c* ,,..., Za,,........, Ca三

z",......a. 故に

z*,,......, a= V (,:B (z" ,....._a); a.< t2) = V (EB (Za ,-.. c*); a< t2) =z*へ c*.

又 e(p*)=V (Cf) e(pa); a< S2) =がなれば，

(1-z*),,......, a= {(1-z*) ,......__ c*}④ {(1→ *),....._p*}=(lーが）,,........, c* . 

故に a主 c*. 従つて (2)が (1)の如き分割の中， e(p)が最大なるものである。

(ii) {1-e(p*)} ,-..a =I= 0ならば，これは無限である。故に

{1-e(p*)}ヘ a=d④ q , {1 -e(p*)} ,......__ a = d , q =I= 0 

なる分解がある。 e(p*)へ a=a1とおけば，

a=(a心 d)④q, a三 a1④ d, q=l=O 

は一つの (1) の分解なれは， e(q);S; e(p*). 他方 q~1-e(p*) なれば， q=O

となりて不介理である。 故に {1-e(p*)},......__ a=O. 従って a~e(p*). 故に

e(a)=e(p*). 叩ち (2)が求むる分解である。
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2. 定義 2.1. a三 b1< b, b1幸 bなるが如苔 b1が存在するときは， a<b

或は a>bとかく。

補題 2.1. a< c = b, a宇Cならば， a<bである。

［證] c=a④ a1とおけば，補履 1.9より b=d①出， a三 d,a1三 d1の如く

分解される。故に a=d<bvこして， d宇 bである。なんとなiしば， d三 bな

らば a=d三 b三 cとなりて a幸Cに矛盾する。

補題 2.2. (i) a三 c,b三 d,a<bならば， c<d.

(ii) a<b, b<cならば， a<c.

(iii) a< b, a= b, a> bは互に排他的である c

(iv) a<b ならば， e(a)~e(b).

(v) a<b, ZEZならば， z,,___ a~z -----b. 

［證] (i) a<bなれば， a三 b1< b, b1宇 b. しかるときは b1< b三 d,b1宇 b

なれば，補題 2.1より b1<d. 即ち b1三 d1< d, d1幸d. -故に c三ふ <d,

d1幸d,即ち c<d.

(ii) {股定により a三 b1< b, b1宇b,b三 C1< C, C1宇 c. しかるときは b1< b 

= Ci, b1宇 bなれば，柿題 2.1より b1<c1. 即ち b1三 C2< Ci, C2幸 C1. 故に

a三 C2< C1 < C, C1宇 Cなれば，柿題 1.14より C2牢C. 従って a<c.

(iii) a< bならは a=b1 < b, b1幸bなれば， a<bとa三 bとは雨立しな

い。 a>bと a三 bとも同様。 a<b,a>bならば， (ii)より a<a. これ定

義 2.1より不合理である。

(iv) a<bならば， a三 b1<b. 故に補題 1.6より e(a)=e(b1)~e(b). 

(v) a=b1<b なれば，補題 1.6 より z /""-a = z ,...__ b1~z~b. 故に

z-----a~z へ b.

定理 2.1. Lが＠に闘して既約なるときは，任意の a,bに到して， a>b,

a=b, a<bの中一つしかも唯一つが常に成立する¥1)

［證］ 定理 1.1より a=a'④ a", b=b'④ b", a'=ぷ， e(a"),,___e(b") = 0. しか

るに LはRに閥して既約なれば， Zは 0と 1とのみからたる。 e(a'1)=0

ならば a11=0. e(a11)=lならは， a"4'0. e(b")につきても同様。故に

(1) この定理により， Gに闘して四約なるときはは， Lは半順序-<によりて，線形順庁系を作
苧

る。 Halperin[l]は，この上に有限性即ら a三 1ならば a=lなることを似定 L・c,v. Neumann 

[1]の方法を返尼じc,L vJ次元を決涎した。
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a11~I-= 0, b11 =O; a11 =O, b11=0; a" =O, b11 =l= 0 

の三つの場合の中少くとも一つが常に成立する。 これ等に夫々 a~b, a三 b,

鱈砂の楊合を示す。しかして補題 2.2(iii)より_a>b, a三 b,a< bの中唯

一つが成立する。

定雑 2.2. すべての咋Z に到して， Zへ a<zへ bか z,---.a=z---.b=Oな

るとき， a<<bとかく。

［注）(t 2.1] 定義 2.2に於て， z=lとおけは， a<<bならば， a<bか a=

b=Oであるぃ

補題 2.3. (i) a<< b, z E Z ならは， z,-.. a≪z,.-.., b. 

(ii) a <<b ならば， e(a)~e(b).

(iii) a~b, b <<c, c~d ならば， a<<d.

(iv) a≪bたらば， a:c==:b1~b, bパr_bなるが女n送 b1が1f在する。

(V) aが11限にして a=a1占 a2のとき， a1<<aと e(az)=e(a)とは同義

である。

［むJ(i) イ「：訟のリEZに対して y,-..ZEZなれば，定義 2.2より y,........,zへ a

<(y,--.,z---.bか y,--.,zへ a=y,........,z ,--., b= 0である。故に z,,....__ a << z ,.-.., b. 

(ii) a<< bならば，注意 2.1 より a<bか a=b=O. 故に柿題 2.2(iv) 

より e(a)~e(b).

(iii) 釉凶 1.6(i)及び袖題 2.2 (v) より，任謡(I) 咋 Z に蜀して Zへ a

~z ,-.., b, z ,--., C斎z,.-..,d. しかるに定義 2.2 より z,.-..,b<(z---.c か z,-..,b=

Zへ c=Oである。始めの場合は柿題 2.2(i), (ii)より z,-..,a<(z,.-..,d. 後の

場合は z,-..,a=O~z,.-..,d. 故に z,.-..,a<(z,.-..,dか z,--.,a=z,.-..,d=Oである。

従って a<<d.

(iv) a<< bならは，注紅 2.1より a三 b1< b, b1幸 bか a=b=Oである。

始めの楊合は (iii) より bパKb. 後の場合は b,=b=O とおけぱ a 三 b1~b

にして， bパ~b である。

(v) a1≪aは，すべてり江Z に聾して z,.-..,a1<z--aか Zへ a1=zへ a

=0であること＼飼義である。 しかるに z0 a1 ;;=; z ---. a にして，捕題 1.11

より z,-..,aは有限なれば，このことはすべての廷Zに野して Zへ a1<zへ a

か z---.a=Oであることと同義である。 しかるに z,-.., a= (z~a1) ④ (z ,-.., a2) 

なれば，このことはすべての廷Zに勢して z---.a2千 0か Zへ a=Oである
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ことと同義である。換言すれば， a1<< aなることは ZEZ,z ,-...az=Oならは

z,-...a=Oであることと同義である。即ちこのことは咋Z,a2三1-zならは，

a~l-z なることと同義である。 しかるに 1-zEZ なれば， aパ~a は

e(叫 2:e(a) なることと同義である。他方 a2; a2 より e(a) 2; e(a2). 故に

a1<<aは e(a2)=e(a)と同義である。

定理 2.2. 任謡(1) a, 加 L に到して次の性質を有する q(a,b) EZが存在

する。

(i) q(a, b)~1-e(a), q(a, b) ,,_._a~q(a, b)へ b,

(1-q(a, b)) ,-..a~(1-q(a, b))~b. 

(ii) 特に a ヵ噌限であるときは， (1-q(a,b))~、 a>> (1-q(a,b))-----b vこ

して，咋 Z に蜀して z~q(a, b)のと呑及びそのときに限り z,,.....__a

~z,,_._b である。

［證］ 定理 1.1より a=a'Elぅa",b=b'El苅",a'三 b',e(a") ,___ e(b") = 0なる

が如き a',a", b', b''が存在する。 q(a,b) = 1-e(a")とおけば， q(a,b) 2: 1-e(a) 

にして，

q(a, b)へ a=q(a,b)-(a冥ぅa")=q(a,b)へ a'.

又 b"~e(b")~q(a, b)なれば

q(a, b) ,,....__ b = q(a, b) -(b'④ b11)= (q(a, b) -b')④ b". 

故に，補題 1.6より q(a,b)へ a'=q(a, b)-b'なれば， q(a,b) -a~q(a, b)へ b.

次に e(a") ,,....__ a=e(a'')-(a'④ a")= {e(a")へ a'}④ a". (1) 

又 e(a")- b"~e(a") -e(b") = 0なれば，

e(a") -b=e(a") ,,-,. (b'④ b") = e(a") -b'. (2) 

故に， e(a")-b' 三 e(a")-b' なれば， e(a'') へ a~e(a")-b. 即ち (1-q(a,b)) 

-a~(l-q(a, b))-b. 

(ii) 次に aは有限なりとする。 (1),(2)より任謡の廷Z に対して

z-e(~")-a= {z-e(a")-a'}④ (z-a"), ・z-e(a")-b=名-e(a11) ,,....__ b' 

なれば， z-a"=O ならざる限り Zへ e(a")-a> z -e(a")-b. z ,,....__a"= 0 

ならば， 2へ e(a")= e(z -a")= 0. 従って z-e(a11) ,,....__a= z -c(a") ,,....__ b = 0. 

故に e(a")-a>> e(a")-b. 即ち (1-q(a,b))-a≫(1-q(a, b)) .-. b. 

z~q(a,b) ならば， z-a~zへ b なることは (i) から明らかである。次に

zeZ, z-a~z,----...b とすれは， e(a") -a≫e(a")へ bなれば，江意 2.1より
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名-----.e(a")-----. a=zへ e(a"),,......, b = 0. 故に z,......__ e(a") = z,,......, e(a"),,......, e(a) = e(z,,......, 

e(a"),,......,a) =O. 即ち z~1-e(a")=q(a, b). 

補題 2.4. a④ b=c④ dなるときは，

z,......__a~z-----.c, (1-z),,.....__b~(l-z),......__d 

なるが如き咋Z が存在する。

［證］補題 1.10より a=a1④ a2, b=b1④ b2, c=c1④ C2, d=d1④ d2, a1三 Ci,

a2 =ふ， bi=伶， b2三d2 なるが如き分解がある。 z=q(d1心）とおけば，定理

2.2より

z ,,.....__ di~z -へc2, (l-z),,......,d1~(1-z),--.,.c2. 

z,-.._c=(zへ 叫④ (z ,,.....__叫 ~(z,,.....__ a1)④ (z ,,.....__叫=z,-.._a,

(1-z),,......,d= {(l-z),-.._d1}④ {(1-z) ,-.._d2}~{(1-z) へ b1} ④ {(l-z),,.....__b2} 

=(1-z)-b. 

補題 2.5. a, bが有限ならば， a'-'bも有限である。

［證] (i) 先づ a,,.....__b=Oとし， c=a④ bが無限であるとする。しかるとき

は c=り（-B拓， C三Ci,Pi ccJ= 0 なる Ci,防が仔在する。 C三Ci なれば補題 1.9

より C戸伶（お仰， Ci主伶， p戸知なるが如き％知がある。 C三伶， c=a④ bな

れば， C2=aいflb2, a三a2,b三b2に分解せられる。

a④ b=ci④ Pi=C2④ P2④防=(a2④Pi)吐） (b2④叫

なれば，補題 2.4より

z ,,.....__ (a直叫 ~z,,.....__a, (1-z),,......,(b喜叫 ~(1-z),,.....__b

なるが：Z が存在する。補題 1.6より z,,.....__a=z,,.....__的なれば，補題 2.2より

z ,......__ (a2④ Pi)~z ,,.....__ a2. 補題 1.11 より z,......__ a2は有限であるから z,,.....__防=O.

同様に (1-z),,.....__p2=0. Pi=知なれば (1-z)へ P1=0. 故に拓=(zへ Pi)④

{(1-z),......__防}=O. これ P1ccJ=Oに矛盾する。故に a__,bは有限である。

(ii) 一般の場合は a=(a,,.....__b)④ a1, b = (a ,,.....__ b)④ b1 とおけば， a:---; b= 

(a,......__ b)④ a国 b1. しかるに a,,....__b, a1, b1は有限であるから， (i) より a'-'b

も有限である。

補題 2.5 Cが有限なるとき， c=a1④ a2= b1④ b2, a戸 b1 ならば， a戸 b2

である．

［證]・z=q(a2,b2)とおけば，定理 2.2より

z ,,.....__ a2~z,,.....__ b2, (1-z) ,,.....__a2~(1-z) ,,.....__ b2 
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今 z,---.,a2<z~b2 とすれば，名 ~a2=d<z~b2 なる d が存在する． しか

るときは

(z ,---., b1)④ d<zへ c, (z ,,,_._ b1)④ d = (z,......, a1)④ (z~a2) = z~c . 

これ Cが有限たることに矛眉する。故に Zへ a2=aへ b2.同様に (l-z),,..--,a2

三 (1-z),_..._ bz. 従てつ a2三 b2.

補題 2.7 C炉有限なるとき， c=a1吐a2,,、d=b1④ b2, C三d, a1=b2 なら

ば， a2三b2である．

［證］ 補題 1.9より d=d1④ d2, a戸ふ， a戸んなるが如き di,d2がイ了：在

する. b1三d1なれば，補題 2.6より b2主d2, 即ち a2主的でちる。

補題 2.8 e(a) :S: e(b)ならば， a=V(④伽； a.< Q), a三砂なるが如送 aの

分解がある。

、［悶］ 利庸題 1.8より 0ヰ： a。:S:a, 0 i= b。:S:b, 知三 b。なるが如ぎ伽， b。が

存在する。このとき〇ニt=a。 ~b である。 a=a。 i±J C1とおく。 Co=aとし，す

べての a.<rに蜀して．

Ca=aa④ Ca+l, Oi=aa~b, 

又幻三rが極限敷のときは Ca=/¥(c13; {l < a)の如く定義されたるとき， C7c-ic 0 

ならば， e(c,) 三 e(a) ー~e(b) なれば，上と同様に捕題 1.8 を用ひて，

Cr=a虞）佑+l, 0 キ ar~b

の如く 位 =O になるまで定義して行くときは，補題 1.1より a=V(t::Baa; 

u. < SJ) にして， aa~b である。

定義 2.3 (a; aES) ..L ならば， Sは常に有限或は可附壽集合なるとさ， L

は可附番獨立條件を満足すると云ふ。

定理 2.3 Lが可附番獨立條件を満足するとき， a,b加共に純梓に熊限に

して e(a)=e(b)ならば， a三bである炉

［瞭］補四 1.15より a=c臼 Pi,a三Ci,e(a)=e(叫たるが如送分解がある。

補題 1.9より C1=Cが丑知， C戸伶， p戸 P2の如く分解せられる．従って

a=c2 cB P1④ P2, a三 C2, P1二 P2, e(a)=e(p1). 

かくの如き方法を績けて，侭＝八(en;n=l, 2, ...)とおけば，補四 1.1 より

a=coo④ V(④ Pn; n=l, 2, …）， P1 = Pm e(a) = e(p1). 

(1) ;JヽZJi(1) Lemma 2.5参照。
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e(b) = e(p1)にして， L は可附番獨立條件を濶足するから，補題 2.8に於ける

分解

b= V(④ ba; a< Q), ba~PI 

に於て (b,,;a<!』)は有限或は可附番集合である． 故に愉題 1.5 より b~a.

同様にして a~b. 従って a二 b.

3. 補題 3.1 1T限なる aによりて z=e(a)の如くあらはされる zeZが

存在するときは，その中には最大なるものがか存在する。

［證］ 打限なる aによりて z=e(a)の女FLくあらはされる zの全骸を S と

し， z*=V(z; zeS)・ とおく，補題 1.2よりが=V(④ Za; a<  Q) とあらはし

得る。但し％は適営なる z<a)ES に到して Za~z<a) である。 z<a)= e(a<a))な

るとき a,,=za-a(a) とおけば，棉週 1.11 より m は打限にして， e(aa)=

Za ,,....,, e(a<al) = Za, 故に ZaESである。が=V(④佑； a< 52)とおけば，柿渭 1.12

よりがは布限である。補題 1.4より e(a*)=V (e(叫；a<.Q)=V(za;a<J2) 

=z*. 故にがが求むる最大なるものである。

定義 3.1 補題 3.1に於て求めたがを用ひて， Z1.n=z*,Zm= 1ーがとお

き， Lr.n=L(O,Z1,n), Lm=L(O, Zm) とする。

L=L1.n④ Lmである。

定理 3.1 Lmの要素はすべて純粋に無限である。

［詑] a~zm なるとき， 0 < z~e(a) 三 Zm なる咋Z に到して z·,,....,,a が

有限なりとすれば，袖題 3.1 より e(z.--.a)~ 社 II・ しかるに e(z,,....,,a)= 

Z へ e(a)=z~Zm なれば， これは不合理である。故に a は純粋に無限であ

る。

定姜 3.2 a i= 0 にして，かく~a ならばの=O なるとき， a を最小元とい

ふ。

補題 3.2 aが最小元にして， Oi= b~a ならば， b は最小元である。

［證] x<<bならば，補題 2.3(iii)より x≪a. 故にか=O. 従っては最小

元である。

補題 3.3(e(a』;a<J2).Lにして出か最小元なると送は， V(④aa; a<  52) 

は最小元である。

［證] a= V(④ aa; a< Q) とおく。の<<aならば，任意の {1< Q に到して，
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補題 2.3(i)より

e(a0),,...... x << e(a0)へ a=v(EB(e(a0),.....,,aa); a心）
しかるに叶Pなるとき e(e(afl),.....,,aa) =e(a0) ,-, e(a,J=O, 且J]ちe(a0),,-...ar1=0 

なれば， e(a0),-.._ x≪e(a0) ,-... a0 = a0. 四は最小元なれば， e(a0),-.._x=O.x<<a 

なれは補題 2.3(ii)より x:;S; e(a). 故に

x=e(a)への=V (ffie(a"); a<  s.』)-x=v(全(e(aa)-x); a< sJ)=o. 

従って a は最小元である。

補題 3.4 Lr,nに於て，最小元 aによりて z=e(a) の如くあらはされる

咋 Zが存在するときは，その中には最大なるものが 、存在する。

貰］ ある最小元 aE Lr,nによりて z=e(a)の女flくちらはされる zの全骨問

を S とし， z*=V(z; 咋 S) とおく。補題 1.2 よ り が =V(r:Bz"; a< Q) とあ

らはし得る。但し石は Sの中の適常なる z<a)= e(a(a))に対して z(l<:: z<a)で

ある。 aa= Za ,-., a<al とおけば，補題 3.2より aa は最小元にして， e(aa)=

Z,, ,.....,, e(a<a)) = Za, 故に z訪 S(a< Q)である. a*=V(~ 千叩； fl< JJ) とおけは，

補題 3.3より a*は最小元にして，柿題 1.4より e(a*)=v_(④ e(a,,); a< fl) 
=z*. 故にジが求むる最大なるものである。

定義 3.3 柿題 3.4に求めたがを用ひて， Z1=が，年=z1.n―z* とおき，

Li=L(O, Z1), Lu=L(O, Zn)とする． 又 Zr=(z;z三Zi,咋 Z),Zu=(z;z三Zn,

ZEZ)とおく。

定義 3.1 より L=L1④ Lu④ Lmである c

定理 3.2 Luは最小元を含まない。

［證］ 炉 Lu が最小元なるときは，補題 3.4 より e(a)~Z1. しかるに

a三Znなれば， a=O. これ a筑最小元なることに矛盾する。

補題 3.5 Lrに於ける最小元はif限である．

［證］ 咋 Liが最小元であるとする。 aの無限成分 aooが 0ならざると苔

は，補題 3.2より aooは最小元である。補題 3.1, 定義 3.1より e(k)=z1,II

なるが如き有限なる元をとるときは，補題 1.13より a"" Iま純粋に無限であ

るから。 c-1°e(aoo),.....,,k << a"". これ aoo が最小元なることに矛盾する． 故に

四 =O. 従つて aは有限である．

補題 3.6 元 aが有限なる最小元であるための必英且つ充分なる條件は，

aキ0にして， c<aならば e(c)< e(a)なることである。
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［證] (i) 必嬰。 a jJ巧限なる最小元なるとき， e(c)= e(a)なる c<aが

存在するとすかは，柿附 2.3(v) より a=c④ Ci なる Q に罰して C1≪a.

C1土0なること /:taか最小元なることに矛盾する。

(ii) 充分。 a が無限であるとずれげ， C= a なるか如き c<aが存在す

る。 しかるときは e(c)= e(a) (こして似定に反する。故に a は打限である。

次に aぶ最小元ならずとすれは，①く'<aなる X=I= 0が存在する。訃碍TI2.3 (iv) 

より応三 a1三a,aパ'<aなる CT1jバ存在する。 a=a1④ eとおけは，補隠 2.3

(v)より e(c)=e(a). しかるに a1c-~c 0なれは c<a. これ似定に反する。故

に aは最小元である。

補題 3.7 Lr に於て， a か最小元にして e(a)=e(b) ならは・, a~b であ

る。又 a,bが最小元にして e(a)=e(b)ならば， a三 bである。

［喜n定J閉1.1より a=a1④ a", b=b'土が， a'三 b1,e(a1) = e(b1) = e(a) - e(b) 

の如く分解せられる。 e(a1)=e(a)でおるから罰題 3.5,柿題 3.6より a=a1.

従って a='5 b. もし bも亦最小元なると送は，同様にして b=b'. 故に aご b.

定理 3.3 z1=e(h) なるが如ぎ位小元 h をとるときは， Lr に於けるすべ

ての最小元 a に対して a三 e(a),--. h である． 従って勾=e(a.) なるが如き

最小元 aに対しては a二 hである。

［證] aを Lrに於ける最小元とし h1=e(a),--., h とおけば， h1は最小元に

して e(h1)=e(a,)-e(h)=e(a). 故に補題 3.7 より a====hi. 従つて z1=e(a)

ならば a=h. 

補題 3.8 a(ヨ:=-0) が最小元たらざると苔げ， b~c=O,b====c,o: b,c.--a 

なるが如き b,c炉仔在する．

［諭] a Iバイ［限なるときはポ庸図 3.6より， aが無限なるときは定義 1.4よ

り e(d1)=e(a) なるが女Nき出 <aが存在する。 a=c臼 d1とす礼ば 0=I= e(c1) 

~e(a). bi= e(c1) ,,...._出とおけば， b1,C1<a, b1~c1=0, e(b1)=e(c1),--.,e(d1)= 

e(c1)キ 0. 故に柿閏 1.8より 0=I= b~bi, 0 =I= C :5 C1, b :::::: Cなる b,c が存在

する. b,___c~b1 へ C1=0 なれば， b,c が求むるものである。

補題 3.9 a ELnなると送は，任衣のn然数 nに蜀して， a=b1+-… :B b、”’

bi三 bJ,e(b-J =-e(a)なるが如き (b.;;i=l, ... , n)が存在する。

［覧] (i) ai=Oならば，定珂 3.2 より a は最小元でないから，怖見TI3.8 

より C1~C2=0, C1=伶， C1=f'0なるが如さ C1,C2 < a が存在する。 C1い誡小
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元でないから，同様にして d1へ必=O,d戸 d2,d1 "f" 0なるが如き d1,d2 < C1 

が存在する. C戸＠なれば，補題 1.9より daへd4=0,d戸 d:i,d三出なる

炉如き d;i,d4 < C2が存立する。 従って (dr, 必，d:i,cl4) J..., cl1三 d2三 d3三 d4,

d1 4 0, di, d2, dふ出 <a である。 n~2'几なる自然散叩をとり，上の方法を

m 回繰り返へせは， (ci;i=l,... ,n)J..., c戸詞i,Ci土0,Ci< a なるが如き

(ci;i=l, ... ,n)を得る。

(ii) a=Oのと送は本補四は明らかであるから， a手0 とする。 (i)より

a=b<0>④ c0l, b<0> = b1°>④ …田砂， W>:===b}°1 

とあらはすことが出来る。 c<0>=aとし，すべての u<rに到して

匹 =b<a>④ c<a+D, 砂 =W>④．．．④ b炉， b炉=bY,1, 

又 a.:Srが極限敷ならば C位）＝八 (c</3);{1 < a) の如く定義せられたるとき，

c<r>キ〇ならげ， (i)より

c<r> = b<r)④ c<r+D, 屈 =W>④．．．④屈， w>=-==W>

の如くあらはすことが出来る。かくの如き方法を c<ni= 0になるまで績けて

行くときは，補題 1.1より a=V(④ b<a); a< Q)である。 (W>;a.< 52) J... に

して， W>:==:W>なれば， bi=V (s:> b炉； a< 52)とおくときは，柚図 1.5より

bi:===biにして， a=b凸…④bnである。補題 1.4,補題 1.6(ii)より e(a)=

e(b1)-... .__, e(bn) = e(bi). 

4. 定義 4.1 a===xなる炉L の全閤を [a]とかき， aを [a]の代表元

といふ。 [a](aE L)の全骰を [L]にてあらはす u [L]に於て a<bなると

き [a]<[b]と定義し， a-≪.bなるとき [a]≪[b]と定義する。

aが有限，無限，純悴に無限，或は最小元なるとき，夫々 [a]註有限，無限，

飩悴に無限，或は最小元なりといふ。

[L』,[Lu], [Lm]も [L]と伺様に定義する。

e(h)=z1なる炉如含最小元 hをとるとき， [h]を [L』の基最ヽJヽ元といふ。

江 Z なるとき， [z,,.....__a]を [a]の成分といふ。

［注意 4.1] 補頴 2.2より， [L]に於て [a]<[b]はその代表元 a,bに無，

闘係に定まり，又三によりて [L]は半順序系である。

L炉＠に講して既約なると送は，定理 2.1より [L] は線形順序系であ

るc
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定理 3.3より， [L』の其最小元は唯一つにして，・ [L』の最小元はすべて

某最小元の成分である。

定義 4.2 [a], [b] E [L]に針して， a1da],b1db], a1,-.,b1=0なる a1,b1が

存在するときは， [a]+[b]を [a1④ bJによりて定義する。か＼る a1,b1か存

在しないときは， [a]+[b]は定義せられない。

［注衣 4.2] 補題 1.5より， [a]+[b]は，その定義に用ひた代表元に無閥係に

定主る。 [a]+[b]=[b]+[a],[a]+[O]=[a]なることは定義から明らかである。

補題 4.1 [a]+[b], ([a]+[b])+[c]が存在するときは， [b]+[c],[a]+([b]+[c]) 

が存在し， ([a]+[b]) +[c] =[a]+ ([b]+ [c]). 

［虚］ ｛股定により a,....__b=O,(a...,,b),....__c=Oの如く a,b,cをとり得る u し

かるときは (a,b, c)上なれば， [b]+[c],[a]+([b]+[c])は存在し， ([a]+[b])+

[c]=[a④ b 1±) c] = [al+ ([b] + [c]). 

定理 4.1 (i) [L]は半順序三により束でもる。

(ii) [a]+[b]力潅在すると苔は [a]+[b] = [ a],._,, [b] + [a] ,.-._ [b ]. 

(iii) c(a),....__c(b)=Oと [a],..__[b] = [OJ とは詞義てある~!)

［閃] (i) [a], [b] E [L]とするときは，定理 2.2より z=q(a,b)とおけげ，

z~a~z,..__ b, (1-z)~a~(1-z) ,....__ b. 

故に s= {(1-z)~a} 缶 (z,-.,b), d=(z -a)④ {(1-z)へ b}

とおけは，柚図 1.5より a={(1-z)~a.} ④ (z ,...._a)~s. 同様に b~s. 又

a.~si, b~s1 ならば， (1-z),-..,a~(l-~),-., 針， z~b~芝へ81. 故に S~.'h.

故に [a]._,[b]は仔在し， [s]に等しい． 同様に [a.]~[b] は存在し， [d] に

等しい。

(ii) [a]+[b] か存在するときは， aへ b=Oと考へ得。 しかるときは 2ヘ

s~d=(z~b),.-._(z,....__a)=O, (1-z)へ s,....__cl= { (1-z)~a} ,......., { (1-z) ,-., b} = 0 

なれは， s~cl=O. 叩ち [s]+[cl]は存在し

[s]+[d]=[(l-z) ,..__ a]+[z,......_ b]+[zへ a.]+[(1-z)へ b]=[a]+[b].

(iii) 定珂 2.2の證明より a=a賃ぅarr,b = b'ffi b", e(a') =e(b1)=e(a) ,....__ e(b), 

c(a11)~e(b'r) = 0にして， z=l-e(a11)である。 e(a),.......,e(b) = 0のときは， e(a')= 

e(b') =O即ち ar=b'=O.故に z=l-e(a). 従って， e(z,,...._a)= {1-e(a)}~e(a) 

(1) 前田 [2] に於てベクトル束の根抵1こ杭はつてゐるプール代数を見出す方法を達べた。 (iii)
より [L]の祇祇に横はるプール代数は Z があることかわかる。
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=O なれは z,,.....,a= 0, 又 (1-z),-.. b :S: e(a) ,-.. e(b) = 0. 故に d=O. 従つて

[a]へ [b]=0. 逆に [a],,.....,[b] = [OJのときは， d=Oだれば， z,...-..._a=O,(1-z)へ

b=O. しかるに

e(z,-..,a)=z~ —、 e(a)={1-e(a")},,....., {e(a')、、_,e(a")} = {1-e(a")}へ e(a'),

e((1-z),,....., b) = (1-z) ,,___ e(b) = e(a") ,.......__ {e(b') -e(b")} = e(a") ,-., e(aり

なれば， {(1-e(a'')},-.. e(a') = 0, e(aり）,,....., e(a') = 0. 従って e(a),-.. c(b) = e(a') = 0. 

定義 4.3 [L]を L の次元束といふ。

定理 4.2 Lmか可附悉門立條件を濶足するときは， [Lm]は完全フ、一炉代

敷である。

［麿］ 祉直 1.6(ii), 定Jり12.3, 定理 3.1より Lmに於ては， e(a)と [a]と

ほー潤ーの釘應をなす 0 この翌｝應は半順序を髪へないから， Zmと [Lm]と

は束ー同咽である。叩ち [Lm]鱈完全フニー定代敷である c

補題 4.2 (e(aa); a< Q)上ならは， V([叫； a<Q) はイi在し， [V①a叶

0. < Q)]に等しい。

［證] V(G::a,,; a< !2)=bとおけば，すべての a<!2 に対して， [a,,]~[b].

次にすべての q くcJJ に野して [au]~[c] とする, aa ==-d,, ,S cなるか如き da

をとるとき， e(a,,)= e(da)なれば， (d11;d < !2)上． 故に補恥 1.5 より b== 

V (,fJ da; a< Q)三c. 従つて [b]三[c]. 故に ¥'([a』;a< SJ)は1{在し， [b]

に等しい。

定義 4.4 [a] 炉布限にして， La]?.[b] なると苔い， a~b であるから

a~ar 琴 b なるが如き a1 か存在する。 a=a心的とおくとぎ， [a]-[b] を

[a』によって定筏する。

l注意 4.3] 補題 2.7より [a]-[b]はその代表元 a,bに無閥係に一` ・衣的に

定まる。

補題 4.3 (i) [a]+[b]が打限ならば， ([a]+[b])-[b] = [a]. 

(ii) [b]か仔限にして [a]三[b]ならは， [a]+([b]-[a]) = [b]. 

(iii) [b]が有限なると送， [a]+[x]=[b]は [a]三[b]のとき，及びそのと

きに限り且1日を打し，その解は唯一つにして [x]=[b]-[a]である。

(iv) [a]< [b]にして [b]+[c]炉有限ならば， [a]+[c]< [b]+[c]. 

(v) [a]+[c] < [b]+[c]にして [b]+ [c]か打限ならは， [a]<[b]. 

(vi) [a];s:[b], [b]がif限にして [a]-[c]が存在するときは， [a]-[c]:S:
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[b]-[c]. 

(vii) [a]~[b] にして [c]-°[b];只存在するときは， [c]--[a]~[c]-[b].

(viii) [a]+[b]か11:在し， [c]~[a]+[b] にして [cJ が仔限ならは， [c]-

[b]~[a]. 

(ix) [a]-[b] が存在し， [c]~[a]-[b] ならは，・c]+[b]三「a].

員 J (i) a---. lJ= 0の如く o,bをとり， c=a,,七b とおけは， [a]+[b]=[c]

なることから明らかである。

(ii) 定義 4.4から明らかである(

(iii) [a]+[x]=[b]が解を行すると送は， a④ x=bの女If(a, b心をとり

得るから a三h. 従って [a]~lb]. 氾に fa]:;$[b] ならは，定義4.4 より

[b]-[a] はイf在し， (ii) lり [a]+([b]-[a])=[bJ. ltJJち [b]-[al が解であ

ふ次に［；じ］を任立り解とすれば， (i)より

[xJ = ([a」+[x])-[a]=[b]-[a]. 

(iv) 「a]<[b] なれは， [a]+[x]=[b] なる xccl=-0 がイf在する。 [b]+[c]． 
かイ｝在するから，柑fl凰4.1より [a]+[c],([a]+[c])+[:1:]闊仔在し， ([a]+[c])+

[:r]=[b]+[c]. 故に (iii)より [a]+[c]< [b]+[c]. 

(v) [a]+[c] < [b]+[c] なれば， (iii) より [a]+ [c]+ [x] = [b] + [c」なる

x=l=O j; 噌在する o. (iii)より [a]+[x]=[b]なi噂， [a]<[b]. 

(vi) C三a三b なるが如く a,b,c をとる。 b=a1<:El a, a=c贔 e とお

けは， [a]-[c]=[c』にして， [b]-[c]=[a1i、-BC』は存在し，・［叫 ~[a1 ④ C』で

ある。

(vii) a;;;,bごcなるが如く a,b,cをとる。 c=b出bi,b=a主a1とおけ

は， [c]--[b]=[b1]にして， [c]-[a]=[a1id』」は存在し， [b1]三[a1l±J b1]である。

(viii) a~b=O, cこa寸 b なるが如く a,b, cをとり， c=a1七bサdと

おけは，
[c]-[b] = [a'.f) d] 2; [a]. 

(ix) a二bたるが如く a,b をとり， a=bC-tJd とする。 [d]2;[c] なれ

ば d=ci±J釘の如き C,C1'/J汀子在する。 a=b;'.f>c出釘なれは，

[b] + [c] = [bもc];:;[a]. 

補題 4.4 (e(aa); a< SJ) J. にして， [a』-[bJ(11. < SJ)炉存在すると者は

¥/([a,,]-[叫； （J.く .Q)=V([a.J; a< s.』)-V([b」:(1. <S2). 
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［證] aa=ba ffi Caの如く au.,baをとり， a=V(a叶 a<Q),b=V(仇； （J.く Q),

c= V(c,,; a< Q)とおけば， a=b-cである。 e(aJ,,-. b :--::c=ba, へ Ca=Oなれ

は， bへ c= V (e(aa) ,,.....__ b ,,-. c; a < .Q) = 0. 故に a=b④ C. aa は1f限なれは，

補題 1.12より aは打限である。従って [c]=[a]-[b]. しかるに柚題 4.2よ

り [c]= V ([c』:a< SJ)= V([a』-[ba]; a < JJ), [a] = V ([叫；a<JJ), [b]= 

V([bo.J; a< Q)なれば，本補題は成立する。

定義 4.5 0 [a]= [OJとし， n=l,2,…なると苔， (n-1)[a]加定義せら礼

(n-l)[a]+[a]炉存在するときは，こ礼を n[a](こてあらはす。しからざると

きは n[a]は定義せられない。

補題 4.5 (i) m[a], n[a], m[a]+n[a]か存在するか，或は（）几+n)[a]が

有在するときは， (m+n) [a]= m[a] + n[a]. 

(ii) n[a], m(n[a]) が仔在するときに~, mn[a] = m(n[a]). 

(iii) n([a] + [b])か或はn[a]+n[b]が存在するときは， n([a]+[b])=n[a]+

n[b]. 

［證] (i), (ii)は定義 4.5・を繰り返へして用ふれは点明し得る r

(iii) n=O, 1のときは明らかである。 n-1のとき成立するとすれは

n([a]+ [b]) = (n-l)([a] + [b]) + ([a]+ [b]) = (n-l)[a] +la]+ 

(n-l)[b]+[b]=n(a)+rし[b]

補題 4.6 b謬打限なるとき，すべての n2'.c 0に到して n[a] か定義せら

れ n[a]三[b]ならは， a=Oである。

［證］今 (a.,;i= 1, ... , n) .l.., a. 心 [a] なる化 ~b が存在したとすれは，

a直…(-+)ltn E n[a]である。 (n+l)[a]が仔在するから (a1'-'…__,an),,-.a,,+1 = 0, 

an+l E [a] なるが如送 an+l~b が存在する。このと送 (ai;i=l, …, n+l)上

である炉 故に a1を [a] の任意の栗素とすれば，敷墨的蹄納法により，任

意の nに拇して (a,;i=l,…， n)上なるか如き無限列 (ai;i=l,2,...)か仔

在し ai~b である。このとき (ai; i=l, 2, …)上にして<2>,a戸佑(i=1, 2, …）． 

故に補置 1.5より

V(王釦； i=l,2, ...)三 V(C-B佑； i=2, 3, …） 

しかるに bが有限なれば補題 1.11より V(④佑； i= 1,2, ...)は打限である。

(1) v. Neumann [l], Theorem 2.2より。

(2) v. Neumann [l], Theorem 2.3より。
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従つて ai=O.

補題 4.7 aは布限であるとする。

(i) n[a]が存在するときは， これは打限である。

(ii) m'2; nにして， m[a]炉存在すれば， (m-n)[a]=m[a]-n[a.]. 

(iii) [a] -[b ], n[a]が存在すれは， n([a]-[b])=n(a)-n(b). 

［證] (i) 柿題 2.5より明らかである。
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(ii) 柿題 4.5(i)より m(a)=(m-n)[a]+n[a]. 故に補題 4.3(iii)より

(m-n)[a]=m[a]-n[a]. 

(iii) 柿咽 4.5(iii)より n[a]= n([a]-[b])+n[b]. 故に捕四 4.3(iii) よ

り n([a]-[b])= n[a]-n[b]. 

定理 4.3 a, bEL及び n=O,1, ... , oo に蜀して， rn(a,b)EZが定まり，

(r) V (lfJ r,,(a, b); n=O, 1, ... , co) =e(a), 
(2°) n=0,1,2, …のとき， n[rn(a,b) ,-., a]は存在し，

[r,,(a, b) ,-.., b]=n[rn(a, b) ,-.., a]+ [p』, [p』 ~[rn(a,b),-.,a],

(3'') すべての nに鉗して n[に(a,b),,--.,,a]は存在し，

n[に (a,b) ,-., a]~[roo(a, b) ,-.., b], 

(4°)'aが打限ならば， (20)の第二式の代りに [p、,]≪[r『n(a,b) ,-., a]応成

立する，

(51) bか有限ならは，に(a,b)=O. 

［證JD (i) a。=a,b。=bとおく。定理 2.2より r。=e(a。),-.., (1-q(a。,b。)），

S。=e(叫,-.,q(a。,b。）とすれば， r。， s。EZにして，

e(a。)=r。己so, [r。 ,-..,a。]~[r。------- b。], [s。＾叫 ~[s。へ b。].

（但し aが有限ならば [r。,-.,ao]≫[r。,,.....,b。])

Po=r。------b。, a1=S。,-..,a。, [s。,-,b。]=[a』+[b』 とおけば， e(a1) =so,-., e(a。)=s。•

一般に rn-1, Sn-I, 瞑 1,an, bnか定まりたるときは，冗=e(an),-.,(1-q(an, 加）），

s,, = e(a,,) ,-.., q(an, りとおけば，仇， SnEZにして，

e(a,,)=rn④ Sn, [rn,-..,a』 ~[rn,-.., b、nJ, [Sn,-.., an]~[Sn,-.., b』.

（但し aか有限ならば [rn,....__叫 ≫[rn ,-.,, b』) 、

p,,=rnへbn,an+l =sn ,-, a,,, [sn ,-.,, 加]= [an+1J + [bn+iJ とおけは， e(an+l)= Sn -------

e(an)=s、几・

- - - -

(1) 小平 [l],Lemma 2.4の方法1こよる。
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(ii) かくの如くして a,,, b、,.,rm的， p,, (n = 0, 1, 2, …） が定まり， ）是＝

八（釣； n=O, 1, 2, ...)とおけは， r迂 Z にして，訓旦 1.1 より e(a)=V (七r叶

n=O, 1, ・・・, 00). Sn-1=rn④ Snなれば，＇肌 <nならば ru;S S-rn• 故に m<n

なるとき r・II,へam+!=l'nへ S、fj/,へ a、m=rn,~am. 従って，）n;Snならば rn,-..am= 

rn ,-.. a. 故に［叫 ;S[r、しへa]. (但し a か打限ならは [v,,]≪[r几へa].) 又

m<rしなるとき

[r几ー加]=[r,,,--、Smへ仇il=[r几へa加 1]+[rnへbm1-1] = [r,,----. a]+ [r.,,,----. bm, i]. 

これを m=O,1, ... , n-1につきて加へれは，

[rn----. b]=n[r,, ~a]+[r,, ~bu]=n[r,, -~ct]+[p.,,J 

次に roo ,-.. am+l = r oo----. Sm,-.. am= r oo ,___ a,,,, なれは，一般に r""へ叫=roo ,--、 a.

故に

[r oo へ b,,,]=[roo~.slll へ加]=[,・ ⑳ ----. CTm+iJ + [r"'----. b11,nJ = [r =,,,....._,a]+ Lr= ,--/),11, 1). 

これを m=O,1, ... , n-1につぎて1111へれば，

[r oo----. b] = n[r oo ,--a]+ [i'= ,--bu]. 

故に nの女11何に閥らす [r=へb]三n[roo,,....__ a]. 

従つて r.,,(n=O,1, ... , oo)が求むる 1り，(a.,b)である

(iii) bい打限ならば， (30)及び袖題 4.G よりに(a,b)=O.

定理 4.4 a, be L, a か打限にして， n=O,1, …のとき，唯一つの要素

<Jn(a, b) (Zが定まり，次の性冒を打する。

(1°) ZEZ ¥こ封して， z三qn(a,b) のとき及ひそのときに限り， n[z----.a] 

が存在して n[z へ a]~[z----. b]である。

(2") qn(a,b)=q, し卜1(a,b) -+ rnCa, b) (n = 0, 1, ...). 

(3°) q0(a, b) = 1, 八(qn(a,b) ; n = 0, 1, …）＝に(a,b)田 (1-e(a)).

［證] (i) q,,(a,b)=V(':Br;(a,b);i=n,n+l, …， 00)王(1-e(a))

とおけは，定理 4.3より (2'),(3°)は明らかである。

(ii) z~qn(a, b)ならは，

z= v(④ (z----.r/a,b)); 1:=n,n+I, …, 00)ナ{zへ (1-e(a))}.

定理 4.3より， i=n,n+l,... のと苔

[zへrし(a,b) ,--b] = i[z~r・し(a, b)----. a]+[zへ叫ミ n[z,......__ r.i(a, b) ,,,....._, a], 

[z ,--..._に(a,b)へ b];::::n[z-----roo(X, b)----.a], 
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1-zへ (1-e(a))→j~O=nl_z へ (1-e(a)) ,.....__ aJ 

故に拙四 4.2 より [z~b] ;2;; n[z ,.....__ a]. 

逆に [z,.....__ b]~n[z ,-., a]なる託Z をとるとぎu,

[zへ ri(a,b) ,-., b] ;2;; n[z ,---.., ハ(a,b)へ a]

にして，他）',定刈 4.3より
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[; ご ~ri(a, b) ,---.., b] = i[z ,-.. r.(a, b)~a]+ [z ,-., p」,[z ,.....__』 ≪Lzへ r,;(a,b)へ a].

故に i<nならば z,,...__ ri(a, b) ---a= 0. 従つて Zへ rJa,b)へ e(a)=O. 故に

da, b) ;-S e(a)なれは z,-..rり(a,b)=O. しかるに

1= V(:±l几(a,b); ・i=O, 1, ... , co)出(1-e(a)) なれば，

z~V(圧(a, b); i=n, n+ 1, …, co)+) (1-e(a))=q,,(a, b). 

(iii) q,,(a, b)が唯一つ定まることば， (1u)から叫らかである。

補題 4.8 a c L, なるとき， [L』の北蚊小元を [h] とすれば， rn(h,a) (n= 

0, 1, …， co)は次の性質を打する。

(1°) V (':Br,,(h, a); n=O, 1, ... , oo) =z1. 

(2°) n= 0, 1, ... のとき， zeZr vこ鉗して， z:': 三ル(h,a) <I_)とき及仕その

ときに限り， n[z,-.. h]か存在して n[zへ h]=[z,---..,a].

(3') すべての n=l,2,…に翌して n[roo(h,a)~h] 茄仔在して

n[roo(h,a) ,.-.._ h]~[roo(h, a)~- a]. 

(4') r。(h,a)=z1-e(a). 

(5°) aが打限ならばに(h,a)=O, 

［虚] (i) (1 o), (3o)は夫々定理 4.3(l 0), (3°)を Lrに適用することにより

明らかである。

(ii) 定判 4.3(2°) より， n=O,1, …のとぎ， z-;Sr,,(h, a)ならば， n[zへ h]

は:{f.在し

[z ,......._ a]=n[zへ h]+[zへ P』, [z ,.....__几］〈く[z,---.., h]. 

しかるに補四 3.2より z---hは最小元なれば， z,---..,pn=O. 故に n[z,--.h] = 

[z ,--,a]. 

逆に n[z,.....__ h] = [z ,,....._ a] とする。 今 m=O,1, ... , ni cc~n に針して Z戸

z ---r m(h, a)とおけば，上のことから m[z1,--. h] = [z1 ,....._ a]. 恨定により n[z1,...__h,] 

=[z1,--.a] なれは Zrへ h=O. 従って z1=z1,......., e(h)=e(z1 ,.....__ h)=O. 又 Z1=

z ,--, r oo(h, a) とするときは， (30) より m>n なる rn に駕して m[z1,.......,h]~
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[z1 ,......._ a]. 故に z1,-...._h=O. 従つて Zi=O.結局 z,--.._ rm(h, a)=O, m=O, 1, ... , oo, 

m 手 n となるから， z~rn(h, a). 

(iii) (2°) より z~r。(h,a) は [z へ a]=O と同義である。しかるに z,......._e(a)

=e(z ----a~ なれば， [z----a]=Oは， z,......._ e(a) = 0 即ち z~z1-e(a) と同義であ

る。故に r。(h,a)=zr-e(a). 

(iv) aが有限ならば，定理 4.3(5°)より roo(h,a)=O. 

定理 4.5. [L』の某最小元を [h]とすれば， [a]E [L』に到して， V(④％；

n=l,2, …, oo)=e(a)なるが如き Z戸 Zrが存在して

[a]= [zoo,......._ a]~V (④ n[zn,-...._h]; n=l, 2, ...) . 

[a]が有限ならば，

[a]= V(④ n[znへ h];n=l,2, …）． 

［證] z,,=rn(h, a), n= 1, 2, …， 00 とおけば，補題 4.8及び袖題 4.2から

明らかである。

［注意 4.4] Lrが＠に閥して虹約にして， Zrが打限なると呑は， Zrは 0

と Zrとのみからなるから，すべての咋Lrに到して [a]=n[h]なるが如き

漿敷 nが定まる。＝の代りに～を用ひたときは， n-1が有限次元の射影

空間に於ける普通の意味の aの次元になってゐる。このとき hは慧れである。

補題 4.9. 有限なる元 aに蜀して，自然敷 q,tありて [a]=q[b]=t[c]な

るとき， q,tの最小公倍敷を vとし， v=q1q=t1tとおけば， [a]=v[d],[b]=q1[d], 

[c]=ti[d] なるが如き dが存在する。

［證] (i) 先づ aELr のときを考へる。補題 4.8より，江Zr に封して，

z~rm(h, b)のとき及びそのときに限り m[z,-...._h]=[z,......._b],即ち qm[z,......._ h]= 

q[zへ b]=[z----a]. 従つて r,p,,(h,a)=rm(h, b). 同様に rtn(h,a)=肛 (h,c). し

かるに v(④ rm(h, b); m=O, 1, ...) =Zrなれば，

v(④ rqm(h, a); m=O, 1, …） ::::: Zr. 

同様に v(④ rtn(h, a); n=O, 1, …） =zr. 

故に q,t の最小公倍敷を v とするときは， i手jv (j=O, 1, …） ならば

嘩， a)=O. 即ち（④rjv(h,a); J・=o, 1, …） =z1である。しかるに r1ih,a)= 

rjq,(h, b)なれば，

jq1[rj,,(h, a),--.. h]=[rjv(h, a),--.. b]. 
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詞様に jti[rJ,,(h, a)~h] = [い(h,a),,--.c].

これは j=O,1, …に翌して成立するから

[d]= V (臼[rfv(h,a),,___ h]; j=O, 1, …） 

と誨けlJ,[b]=qi[d], [c]= tr[d]. 
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(ii) a E Lnなると送は，計粛題 3.9から [a]=v[d]なるい如き dELu加仔

在する。しかるときは q[b]=q1q[d]なれば [b]=q1[d]m. 同様に [c]=ti[d].

(iii) 叩 L のと送は，定義 3.3より b=bげ如(b戸 Lr,bu E恥）の如く分解

せられる o Cにつきも詞採。補題 1.11 より br,buは1f[限であるから， (i),(ii) 

より bi,Cr (こ蜀する di,及び bn,cnに対する duを求めて， d=dr④心 とお

けば，補題 4.5より [b]=[b』+[加]=qr(d』+q1[du]= qr[d]. 同様に [c]=t1[d].

定義 4.6. [a]が1f限なるとき， [a]=q[b]なる bがあつて， p[b]が存在す

ると送， P[a] を p[b] によつて定義する C•
(J 

［注謡 4.4] P [a], -~[a] が仔在し， _p_ = _sーなるときは，定義 4.6より [a]
q t q t 

=q[b]=t「c] なるいがちつて， Y.[a]=p[b], s [a]=s[c] なれば，柏門 4.9
q t 

より [b]=q1[d],[c]=ti[d]なるが如送 [d]が存在する。 J)=_g_ = _tr なれは，
S t ql 

p[b] =pq1[d] =st1[d] =s[c]. 故に打a]=8-:-[a]. 従つて定義 4.6 により入が
q t 

正の1」r:f里敗の楊合の入[a]の底義か定義せられたことになる。

~[a] かff在し， p=叫， q=q1t なると送は，闊 [a] は存在し，［国に涼し

い。なんとなれは'~-[a] が1:f.在する故に， [a]=q[b]なる bがあつて p[b]=

~[a] である。 [c]= t[b] とおくと送は， [a]=q1[c] にして Pr[c]=叩[b]=p[b]

は存在し Pr[a]= p [a]である。
qI q 

補題 4.10. a は有限にして，入，μ は正の1f理敷とする。

(i) 入[a],μ[a], 入[a]+μ[a]が在在するときは，（入十μ)[a]=).[a]+μ[a].

(ii) p[a],).(μ[a])か存在すると送は，松[a]=l(μ[a]). 

(iii) 入[a],入[b],入([a]+[b])が存在するときは入([a]+[b])=入[a]+入[b].

(1) 定Jl](2.2,補題 4.7(iii) より。
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(iv) 入[a],μ[a]が仔在し，入 >pならは， l[a]> 11[a]. 

(v) (e(aa);a<SJ)上にして，すべての 11.<flに翌寸して )[a,,]が{f{f

するときは VU[a,,J; a < !J) =;, V ([aaJ ; 11. < SJ). 

［證1入=])__,p= s とする。
q t 

(i) q'tの最小公倍敷を V とし， 'V= qlq = trtとする。定義 4.6より [a]=

q[b]=t[c] なるが如き b,cが存在し，ーp[a]=p[bJ, -8[a]=s[c] である。祖凶
q t 

4.9より [a]=v[d],[b]=qi[d], [c]=t1[d]なるが如ぎ [d]が存在する。このと

苔 P[a] ==pq1[d」,s_ [a]=sti[d]なれは，仮定により P[a]+ s [a]=(pq1+st1)[d] 
q t q t 

は什在する。従つて四1:s1i[a]は存在し (P!l1+ st1)[d]に等し。故に， P+
(J 

: = pql_~ t1 なれは，（り +-~)aJ はイJ.t1= し ~[a]+ ; ゞ[1.i]に勺し。

(ii) s [a]はイf在するから， [a]=t[I>]なる bがあつて s[b]=8[a] である
t 

又 p__(s-[a])ヵ濯在するから， s[a]=q[c]なる c氾あつて p[c]=P (8 [aJ) 
q t I t q t 

である。 s[b]=q[c] なれは， s,qの最小公倍敗を V とし， v=s1s=q1qとむ汀

ぱ，補退 4.9から [b]=s1[d],[c]=q1[d] なる dか付在する。 しかるときは

[a]=s1t[d]にして， P!l1[d]= p[c] は存在するから， ~1~1 la] はイf在し岬「d]に

等しい。 :1~1=~: なれは， i: [a] は仔在し凹1[d]=p[c]=~(; [aJ)に

等しい。

(iii) [a]+[b]が{J'.在するから， aへb=Oにすること応出来ふ ~[a'hb], 

IJ_ [a], J>[b]が存在するから [a;f; b]=q[c], [a]=q[c』,[b]=q[c~] なる C, 作（臼
q CJ 

が存在し， p[c]=P [a④ b], p[c』=P [a], p[c2]= P-[b]. c1~a, C2 $ bなるが
q q q 

如くとり得れば， C1,-., 伶=O. 故に [c』+[c2]は存在し， q[c]= [a]+[b] = <1([叫十

同）である。故に [c]=[叫+[c』.従つて町a④b]=v[c]=p[c』+p[c』＝町a]
q q 

+ Plb]. 
q -

(iv) (i)の如< _dをとれは， J)__[a]=pq1[d], s [a]=sti[d]. しかるに p>
q t q 
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8 なれば， p> _q = !_1. 故に岬 >st1 なれは町a]>~[a].
t S t (]1 (J t 

(v) _'[)_[a』が仔在するから， [aJ=q[b,,] なる b,,があつて'[)[a」=p[b』.
q (J 

故に（砂，・・・,b炉）上， bいデ砂なる b;}>,... , b'.?> ありて， aa=b~l) ,:9…c-B b竺

今 a=V(④ a,,: a<Q), b<i>=V(E8bい； a<f.』) とおけば， a=b<1>E8…④ b<q> 

にして，柿図 1.5より b<i;三 bり）．故に [a]=[b0>,±l…① 砂 ]=q[砂］．他方補

閉 4.2より

V (p[b,,]; o < Q) = V ([b'.,1> 〶…④ b~P)] ; (1 < .Q) 

=[V(④ (b閃~)④ …・3:l b戸）； (l < !2) I 
=[b<l) ⑮ ・・・ ④ 砂 ]=p[b<l>].

故に P[a]= V (p[b"]; a < fJ). しかるにPに]= p[ba], [a]= V ([叫； a<Q)な
q q 

れば， (v)が成立する。

補題 4.11. a炉有限なるとき，有翻散の列い｝ありて， J.,:[a]か定義せら

れ， },i―,oならは，八（ん[a];i=l, 2, ...)=[OJ. 

［信n今すべての iに対して ).,:[a]こ[b]なるが如き [b]炉あつたとする（）

i・= Pi とおけは， [a]=qi[c.,:] なる Ci ありて會 Pi[c』=J;[a]である。従つて
qi 

p;[ci]~[b]. しかるに Piくー1 なるが如苔 r'4然敗n,ありて， ni→ coである。
qi n; 

niJJi~qi たれば，加p,:[c;] 従って ni[b] は定義せられ， [a] 2 n氾 [ci]2; n.;[b]. 

故に柚図 4.6 より [b]= [O]従って八い[a];i=l, 2, …）け存在し， [OJ に

等しい。

定理 4.6. a, b fc Lr にして a. か仔限なるときけ，次の仕質を有する f,.

(O~ 入;Sco, 入：布理敷）が11:在する。

(1°) f圧 Z, V(④fバ O~J:S; co)=e(a), 

(2°) 0 ;SAごcoならば [f,へ b]= J[f, .---a], すべての m=l,2,…に判

して m[foo ヘ a]~[Joo------b], 

(3°) [b]=[(z1―e(a)) ,_....__ b]+Uoo ,____ b]+ V (入[f,,......__a]; 0:;; 入<co), 

(4°) Joo=r=(h, b) .---e(a)にして， bが有限ならば /oo=O.

［證] Zm,n=rm(h, b)へ肛(h,a) (m=O, 1, ... ,co; n=O, 1, ...)とおけは，オ庸四

4.8より， Zm,nCZ,V(④ 均n,n;m=O, 1, …， co, n=O, 1, 2, …） = Zr, m[zm, n ,.....__ h] 

= [zm,n ,_._ b], n[zm,n .---h] = [石，nへ a],すべての m=l,2,…に封して m[Zoo, n ----h] 
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~[zoo, n ,.--... b], 従つて [zm,n~b]=-1: [zm,n ,-... a], すべての m=l,2, ... に対し

て
m ~[Zoo,n ,-... a]~[zoo, n ,-... b]. 入が負ならざる有理敷なるとき
n 

ふ=V(④ 知，n;~=入, m=O, 1, ... , n=l, 2, …), Joo= V(④ Zoo,n; n=l,2, …） 
とおけば，補題 4.2より [f,--..b] = .1c[f, ,-... a], すべての m=l,2,... に列して

m[foo へa]~[応b]. 父補題 4.8(1°), (4°), (5°)より v(い・,,(h,a);n=l,2, …） 
=e(a)なれば，

foo=Vい(roo(h,b) ,.--..., 肛(h,a));n=l,2, …）＝応(h,b)へ e(a).

叉 r。(h,a)=z1-e(a)なれば

V(虹 m,O;m=O, 1, …， oo)=v(④ (rm(h, b),-...(z1-e(a)); m=O, 1, ... , oo) 

=z1-e(a). 

故に (1'う）が成立する。 (30)は (lo),(2o)を用ひて祉間14.2より成立する。

定義 4.7. 半順序集合 D に於て，ら，ふEDならは，ふ三ふ，（ルごふなるが

如き 03EDが存在するときは， D を有向集合といふ。有f(,J集合 D の要素。

を添字とする [L]の有限なる要素の集合 ([aa];咋 D)があるとする。 もし

[a]及び打限なる要索の集合 ([b』;orD), ([ca]; ocD)加{{在し，

(10) すべての応D に翡して [ba];5 [a』S:[co], 

(2°) a< がならば [bo]~[加]~[a]~[叫三叫，

(30) 八([a]-[b』；託D)=[O],八([c』-[a];如 D)=[O],

が成立するとき， [ao]→ [a]にてあらはす。

定義 4.8. Luに）!i~ て， aは有限にして，負ならとる;ff理散入を添宇とす

る e,ありて，

(1°) e圧 Zn,l1く）!2ならば eh;::; e,,, e。=-0,
(2°) z~ 研ーe;,なる咋Z に罰して，入[z,-... a]が仔在する，

とする。 [O,co)の分割

〇＝入。＜入1<…<Ji<…， limル=oo,
i->oo 

を 6にてあらはし，か＼る 8の全賛を D とし，<>'を(/の再分割とすると

き(/<がとおけば， D は有向集合である。

[s』=(入;[(e,i+I-e,i),..--...a];i=O, 1, …） 

とおけば，明らかに a< がならば [s』 ~[sa,], 故に [b]ありて V([b]-[so];
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釦 D)=[O]なると苔は，定義 4.7より [sa]→[b]である。このとき

[b]=r入d[e,~a] 

゜にてあらはす。
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定理 4.7. a, b E Lu にして， a が有限なるとき，次の性質を有する e,

(O三入<co, 入：イ［理敷）が存在する。

(1°) e, E Zn, A.1 く A.2 ならば eh~eえ,, e。=O.
(2°) V (e,; o~l < co)④ r oo(a, b) = e(a). 

(30) 江 Zn に対して， z~zu-e入なるとき及びそのときに限り 1.[z~a]

~[z~b]. 

(4°) [(em+l -em)~b]= m [(em+!_ ― e竺） ~a]+[叫，
n 

” n 

1 
但し [p』ニー[(e_m_-tl―e竺） ,.--.._a]. 

n n n 

(5°) [b] =[ (zu-e(a)) -----b]+ [roo(a, b)~b]+ r入d[e,,---. a]. 

(6°) bが打限ならば roo(a,b)=O. 

［證］ 補題 3.9, 定義 4.5より n[a』=[a]なるが如き an(n=l, 2,: …)が

＃在する。定理 4.3,定理 4.4を Luに濶用し， em,n=qm((an,b) とおく。 し

かるときは

(i) em,n EZu, em,n-em+1,n=rm(an, b), e。,,,,=l, 

(ii) [rrn(an,b),-.._b]= 町rm(an,b)-----a]+[四］，［叫 ~-1 い(an, b) ,--_ a], 
n n 

(iii} Z~em, nなるとき及びそのときに限り?n[z へ a]~[z,......._ b]. 
n 

(iv) 八(em,n;m=O, 1, …） =roo(an, b) C:B (1-e(a)), 

(v) すべての m=l,2,…に到してm [roo(an, b)へ a]三 [roo(an,b) ,......._ b]. 
n 

従って定理 4.3より心(an,b)=roo(a, b). 

今 e加 =zu-em,n とおくと呑は， z三句一em のとき及びそのときに限り
n n 

咋,-._a]~[z,......,b]. 故に四-< p_ ならは, e 切 ~e_JJ_. 従つて (1o), (3o)が
n n q n q 

成立する。 (iv),(v)より (20)が成立する。又 (i),(ii)より (40)か成立する。

[sn]= v(: [(e~ ―e;)],-._a); m=O, 1, …） 
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とおけば， (20),(40)より

[bJ=[(l-e(a))-----b]+[に (a,b)-----b]+[s』+[p(n>], [p(nJJ ;;;:; l[a]. 
n 

故に今 [c]=[s』+「p(n)]とおくときは， [c]-[Sn]= [p<nl]なれげ，補題 4.11よ

り八([c]-[s』;n=l, 2, ...)=八([p<nl];n = l, 2, ...) = [O]. 故に [O,oo)の一般

の分割 aにつ送ては尚更八([c]-[saJ;む D)=[O].故に定義 4.8より

[c]=r入d[e,~a]. 

゜故に (50)が成立する。 (60)は定狸 4.3(5°)である。

［注紅 4.5] 定判 4.6 (3°), 定理 4.7 (5°) はベクト戸束に於ける Radon-

Nikodymの定理(1)に封應する。

（本研究は文部省利學研究府の補助による）

(1) 詢田・小笠原 [l],33忠照。
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