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Im endlichen algebraischen Zahlkorper gilt der bekannte Satz:

Ist ein Ideal b ein Teiler eines Ideals a, so existiert immer ein drittes

Ideal ¢, so dass
a="b¢
%.st.

Aber fiir beliebige kommutative Ringbereiche, wie der Bereich
aller ganzen algebraischen Zahlen, ldsst sich dieser Satz nicht im
allgemeinen aussprechen®. Ein kommutativer Ring, in dem der obige
Satz und der Teilerkettensatz gelten, d.h. ein Multiplikationsring, ist
mithin ein spezieller Ring, und seine Struktur habe ich schon in meiner
Abhandlung ,, Awiomatische Begrindung des Multiplikationsringes ‘@
ziemlich eingehend untersucht. Der Hauptzweck der vorliegenden
Arbeit ist die Bestimmung der Struktur der verallgemeinerten Mul-
tiplikationsringe, d.h. der kommutativen Ringe, in denen nur die
Giiltigkeit des obigen Satzes voraugesetzt ist, nicht aber der Teilerket-
tensatz. Bei der Behandlung dieses Problems spielt der Begriff des
Kerns vom Ideal eine wichtige Rolle, die von W. Krull zuerst in die
Idealtheorie fiir Ringe ohne Endlichkeitsbedingung eingefiihrt wurde®.
Beim Beweis der Einzelheiten vom isolierten Komponentenideal eines
Ideals, das zu einem Primideal gehort, hat W. Krull mit Hilfe des
Wohlordnungssatzes die transfinite Induktion angewandt. Im letzten
Paragraphen dieser Arbeit miissen wir daher eine besondere Voraus-
setzung fiir den Bau des zugrunde gelegten Ringes machen. Aber bei

(1) E. Stiemke, Ueber unendliche algebraische Zahlkorper, Math. Zeitschr. 25
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der Untersuchung der Eigenschaften des allgemeinen Multiplikations-
ringes im ersten Paragraphen ist dieser Ring ganz frei von jeder
Bedingung.

Eigenschaften der allgemeinen Multiplikationsringe.

Es sei R ein kommutativer Ring ohne jede Bedingung. Ist ein
Ideal b aus R ein echter Teiler eines Ideals a, so existiere in R immer
ein drittes Ideal ¢, so dass

a=Db¢

ist. Dann heisst R ein ,, allgemeiner Multiplikationsring **.

Satz. 1. Ist a ein beliebiges Ideal (einschl. R), und gibt es kein Ideal
zwischen a und a2, so gibt es auch kein Ideal zwischen o™ und a™*! fur
jede ganze Zahl n.®

Ist a = a?, so wird a» = a**! fiir jede ganze Zahl n, und in diesem
Fall gilt unsere Behauptung. Im anderen Fall wird

a=(a,a),
wo a ein durch a? unteilbares Element aus a bedeutet. Daraus folgt
@) a* = (a*, a""’)
fiir jede ganze Zahl n. Wire

ar > q > a™tt,

S0 wiirde
a=af >artt,

wo
3] ai = (r+a)a™, a™*), (r+ a)a™ = 0(a™*Y)

ist, und r ein Element aus R, und « eine ganze Zahl bedeutet. Da nach
(2) (r+a) a==0 (a2 sein muss, so sollte

a=(r+aoa,a
sein. Daher folgte

a=0 ((@+aa, ).

1) M. S.44.
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~ Also wiirde nach (1) und (2)
a* = ((r+a)a”, a*'Y) = qj .

Hiermit hitten wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass a®>aq; 24a}
ist.

Satz 2. Esset R ein allgemeiner Multiplikationsring. Dann gibt

esin R kein Ideal zwischen p und p%, wenn p ein Primideal (einschl. R)
st.

Zunichst seil R=p. Wire R > a > R2, so wiirde nach den Eigen-
schaften des Multiplikationsringes

a = Ra,

wo a’ ein Ideal aus R ist. Da R o’ = 0 (R?) ist, so folgte daraus a =0
(R?), und es ergibe sich ein Widerspruch. In diesem Fall ist der Satz
damit bewiesen. Im anderen Fall nehmen wir an, dass ein Ideal a
zwischen p und p? existiert. Nidmlich, es sei

08 p>a>pt.
Da p ein echter Teiler von a ist, so soll auch

2 a = pa’
sein. Wire a’=0 (p), so wiirde a=0 (p?, und wir hitten einen
Widerspruch. Damit existiert in o’ ein Element a’, das durch p
unteilbar ist. Aus (1) und (2) folgt auch

a’>a>pd.

Hiermit soll

@) : (@, p)=0 (@)
sein. Aus (2) und (3) folgt

(a'p, p)=0 (a) .
Daraus ergibt sich nach (1)

(4) (a'p, ) =0 (a).
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Andererseits ist (a’, p) ein echter Teiler von v, und folglich wird nach
der Eigenschaft von R '

p=(a, p)m
Wire m==0 (p), so wiirde fiir ein durch p unteilbares Element m aus m
a'm=0 (p), a'=0 (p).

Das ist offenbar ein Widerspruch. Waire p ein echter Teiler von m, so
wiirde m (o', p) Sm p. Das ist auch unmoglich. Damit muss

®) p=(a, p)p = (a’p, ¥’

sein. Nach (1), (4) und (5) erhalten wir damit a = p. Das widerspricht
aber der Voraussetzung, dass p ein echter Teiler von a ist. Also muss
es zwischen p und p? kein Ideal geben.

Satz 3. Es sei R ein allgemeiner Multiplikationsring, und es sei p
ein von R verschiedenes Primideal. Wenn b nicht idempotent ist, so ist
p ein maximales Ideal. Wenn p (einschl. Nullideal) idempotent ist, so
ist jeder echte Primidealteiler von v, der von R verschieden ist, auch ein
maximales Ideal, und fur ein durch ein idempotentes Primideal
teilbares Ideal a gilt

ba = a,

wo b einen beliebigen Teiler von p bedeutet.

Zunéchst sei ein von R verschiedenes Primideal p nicht idempotent.
Aus der Definition des Multiplikationsringes R folgt nach Satz 2, dass
es kein Ideal zwischen p und p? gibt. Also ergibt sich fiir jedes durch
p? unteilbare Element p; aus p

(1) p = (ply Pz) ’ 101$0 (‘pz) .
Wiire p2? nicht primir, so wirde
(2 pr=0 (), 7r=0(@),

wo p ein durch p? unteilbares Element aus p bedeutet. Da R ein
Multiplikationsring ist, so muss nach dem Beweis des Satzes 2

3 p =",
sein. Aus (1), (2) und (3) folgte damit
p = p(p, ) = (p, P)(r, p)=0 ().
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Das widerspricht unserer Voraussetzung, dass p nicht idempotent ist.
Hiermit muss p? ein zu p gehoriges Primirideal sein. Hétte p einen
von R verschiedenen echten Teiler a, so wiirde nach der Definition des
Multiplikationsringes

O] p=prp), »=7pap),

wo 7 ein durch a unteilbares Element aus R, und a ein durch p unteil-
bares Element aus a bedeutet. Damit ergibe sich aus (1) und (4)

(r, 1, ¥2) (1, P°) = (@, p1, Y)(D1, D7) .
Daher folgte unmittelbar
(1, ¥ = (apy, ¥ .
Wir hétten damit
rei=a'p1 (0, m=E0 (Y,
wo o’ ein Element aus a ist. Da p"“’ ein Primirideal ist, so sollte
r—a’' =0 (p), r=0 (a)

sein. Das widerspricht der Tatsache, dass » durch a unteilbar ist.
Hiermit muss jedes von R verschiedene nicht-idempotente Primideal p
stets ein maximales Ideal sein.

Es sei p = p% Ist p durch ein von R verschiedenes Primideal p’
echt teilbar, so soll p’ ein maximales Ideal sein. Denn fiir ein beliebiges
durch b unteilbares Element p’ aus p” ergibt sich

() (b, ) =pm, oder (p,p)=19".
Hitte p’ einen von R verschiedenen echten Teiler a, so wiirde
(6) =0 a0y,

wo @ ein durch p’ unteilbares Element aus a ist. Aus (5) und (6) folgte
damit

(v, 2)Y, a) = (¥, @) p'm = pm = (9, ),

oder

W, 20, a) =0, a)p =9 = (b, p).
Daher folgte auch
(9, PR = (n, D).
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Damit wiirde
(v, )R = (p, P, @) .

Fiir ein durch a unteilbares Element r ergébe sich damit

pr=a'p (p), o' =0 (a).
Da p’ =0 (p) ist, so folgte daraus
r—a’'=0 (p).

Das widerspricht der Tatsache, dass »==0 (a) ist. Hiermit muss p’ ein
maximales Ideal sein.

Ist a durch ein idempotentes Primideal P tellbar, so wird
a=ypa,
dabei ist a’ = p, wenn a = p ist. Fiir einen Teiler b von p gilt auch
p=">0p.
Daher wird unmittelbar S
ba =bpa’ =pa’ =a.
Satz 4. Essei p (einschl. R) ein nicht-idempotentes Primideal aus
dem allgemeinen Multiplikationsring R, und es sei jedes Element aus p

nilpotent in bezug auf q. Ist ein Teiler a von q durch p teilbar, so muss
a ein zu p gehoriges Primirideal sein.

Beweis ist nur notwendig fiir den Fall, dass
p>oa=q

ist, und p von R verschieden ist. Da p nicht-idempotent ist, so soll p
nach Satz 3 ein maximales Ideal von R sein. Jetzt nehmen wir an,
dass fiir zwei Elemente p und r aus R

@ pr=0(@, rE0(@), »p=0(), p=x0 (1)

ist, nidmlich dass a kein zu p gehoriges Primirideal ist. Betrachten
wir das Ideal

= (Cl, Pp) ’
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so soll
2 p=0 (a')
sein. Denn, wire p=0 (a’), so wiirde

p=pp (@), =0 (v).
Daher folgte
p=p"p (a)

fiir jede ganze Zahl n. Ist » hinreichend gross, so wird p"»=0 (q), da
jedes Element aus p nilpotent in bezug auf q ist. Damit ergébe sich
p=0 (a), und wir hétten einen Widerspruch. Aus (1) und (2) folgt

3) PR =pp,7=0 (@), »pF0@).
Nach der Definition des Multiplikationsringes ergibt sich
O] @, p)=Rm,  m=0 (p),
da (a/, p)==0 (p) ist. Aus Rp = p folgt auch
m=pm’ = Rpm’ = Rm .

Durch Multiplikation von (4) mit R ergibt sich damit

(5) sR(a" p) = (C[,, p) .
Da a’ =0 (p) ist, so wird auch Ra’ = a’, und folglich wird nach (3)
R, p)=a.

Nach (5) erhalten wir endlich
(,p)=d, p=0().

Das widerspricht der Beziehung (2). Hiermit ist die Annahme (1)
falsch, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 5. FEs sei R ein allgemeiner Multiplikationsring. Dann ist
jedes Primirideal aus R stets eine endliche Potenz eines Primideals
(einschl. R).

Es sei q ein zum Primideal p gehoriges Primérideal.
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I. Essei p==p2 Dann wird nach Satz 2
p=({@y), p=F0@).
Daher folgt unmittelbar

) pr = (p", p"*Y).
Nach der Eigenschaft vom Priméirideal q wird
€) =0 (q)
fiir eine endliche ganze Zahl n. Aus (1) und (2) folgt
3) ®"™ q) = (™", q).
Wire
q>a>pq,

so wiirde a = qin. Da nach Satz 4 a ein zu p gehoriges Primérideal ist,
so sollte m =0 (p) sein. Daher.folgte a=0(qp), und wir hitten einen
Widerspruch. Damit gibt es kein Ideal zwischen g und pq, und folglich
wird

4) (pa, ¢) =q.
Daher erhalten wir auch nach (8)

(5) (% @) = (p"*, pa, @) = (K", ), @) k=mn.
Wire

®™ 9 2 9) >q,

so wiirde nach (8) und (5)

Py 9) = (P, )m = (P, @), Q)m = (p(Pn, 9), gm),
oder '

(pm Q) = (p'n’ Cl) = (pnﬂr q) = (p(pn, q), Q) = (p(pm ), q)
Daraus folgte

(6) (Pns q) = (’p'np’ Q) = (PR, q).

Hier miissen wir zwei verschiedene Fille unterscheiden :

a). Essei R==p. Dann wiirde fiir ein durch p unteilbares Ele-
ment r aus R
7P =psp" (1),



Ueber Allgemeine Multiplikationsringe. I. 9

wo p’ ein Element aus p ist. Da q aber ein Primirideal ist, so folgte
daraus

r—p'=0 (p).
Also wiirde
r=0 (p),

womit wir einen Widerspruch hétten.

b). Essei R =p. Dann wiirde nach (6)

P =10y (q),

wo ' ein Element aus R bedeutet. Daher folgte

Pn =7""Dn (q)

fiir jede ganze Zahl m. Da jedes Element aus R in diesem Fall
nilpotent in bezug auf q ist, so sollte

P,=0 (q)
sein. Das widerspricht der Tatsache, dass (p.., q) > q ist.

Hiermit soll

(7 ¢ =q, p=0(q)
sein.

Wir werden jetzt indirekt beweisen, dass q mit einer Potenz von p
identisch ist. Zu diesem Zweck nehmen wir an, dass q mit keiner
Potenz von p identisch ist. Nach (7) konnen wir eine Zahl A(=1)
finden, so dass

@8) pr=E=0 (@), P=0 ()
ist. Da q=0 (p) ist, so existiert auch eine Zahl x(=1), so dass
C) a=0 (»), q==0 (")
ist. Sonst aviirde nach (7) y = q. Dabeli ist offenbar
n=2.

Nach (1) und (9) wird
10 g=@+ap* (G*Y, ¢=0 (**Y), ¢=0 (q),
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wo r ein Element aus R, und « eine ganze Zahl bedeutet. Hier miissen

wir wieder zwel verschiedene Fille unterscheiden:

a). Ist p==R, so wird nach Satz 3 R/p ein Korper. Fiir ein
durch p unteilbares Element »’ aus R wird

r'(r+a)p* =0 (py*'),

dar'==0(p), (r+a) p*==0(p**!), und nach Satz4 p**lein zu p gehoriges
Primérideal ist. Daher folgt

(11) r(r+a)=£0 (b),
Durch Multiplikation von (10) mit »’p** erhalten wir nach (8)
rr+ap* =0 (q).

Da q ein Primérideal ist, so wird nach (11) p*=0 (q). Nach (1) und (8)
erhalten wir damit

p*'=0 (a).
Das widerspricht der Annahme (8).
b). Istp =R, so folgt aus (10)
(12) g=ap* (p**Y, q=x0 (p**).

Da nach Satz 2 R2? ein maximales Ideal ist, so soll R = (ap, N?) sein.
Also wird

p=Bap (R?

fiir eine ganze Zahl 8. Durch Multiplikation von (12) mit 8p*~* erhalten
wir damit nach (8)

=0 (q).
Daher folgt nach (1) und (8)

pt=0 (q).
Das widerspricht auch der Annahme (8).

Hiermit soll q mit einer endlichen Potenz vom Primideal p identisch
sein.

II. Esseip=p% Wirep=q, so wirde
(13) p=2(a,p) >q, 20 (q).
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a). EsseipR. Dann folgte aus Satz 3

(14) (@, q) = p(», q) = (Py, pq) = (P, q) .
Hieraus folgte auch
(15) (P, 9) = (PR, q) .

Aus (14) und (15) ergibe sich
rp=p'p (@), =0 (p)

fir ein durch p unteilbares Element r aus R. Da q ein Primérideal
ist, so sollte '

r—p'=0(p), r=0 (p)

sein, und wir hitten einen Widerspruch.
b). Esseip=R. Dann folgte aus (13)

(p, @) = Rm = R2m = R(p, q),

oder

(0, q) =R =R(p, q).
Also wiirde

(p, 9) = (@R, 9).
Daher folgte

p=rp (@, »=1r"p (q).

Da jedes Element aus R nilpotent in bezug auf q ist, so wiirde damit
p=0 (q), und wir hitten auch einen Widerspruch.

Hiermit soll p = q sein, und der Satz ist in allen Teilen vollstindig
bewiesen.

Satz 6. Es set R ein allgemeiner Multiplikationsring. Ist ein
Ideal a aus R vom Nullideal verschieden und tdempotent, so existiert in
a ein idempotentes Element, das von Null verschieden ist.

Es sei a ein beliebiges Element aus a, das von Null verschieden ist.
Dann wird aus a = a2, und aus der Eigenschaft des Multiplikations-
ringes R

(@) = am = aam = a(a) .
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Daher folgt die Existenz eines Elementes a’ aus a von der Art, dass
a = aa’
ist. Wiren alle Elemente aus a nilpotent, so wiirde daraus

a=aam=0.

Das widerspricht unserer Voraussetzung, dass ¢ <=0 ist. Damit gibt es
in a ein nicht-nilpotentes Element. Es sei § die Gesamtheit aller
nilpotenten Elemente aus a, dann wird

a==h.

Wir konnen damit ein durch § unteilbares Element a; aus a finden. Aus
der Eigenschaft des Multiplikationsringes R folgt

(a1, 9) = afas, H),
da a = a%ist. Folglich wird fiir ein Element af aus a
(1) ar=aa; (9), a(ai—a?) =0 (b) .
Zunéchst sei af=a2 (§). Da jedes Element aus § nilpotent ist, so soll
(a]—aP)» =0, al” = ap"a"
sein, Setzen wir e = a*a’’, so wird
e=¢&=F0, e=0 (a).

Zweitens sei a{== a2 (§). Es sei auch my; die Gesamtheit aller Elemente
mq aus a derart, dass a;mqa==0 (§) ist. Dann ist m, offenbar ein Ideal,
das durch a teilbar und ein echter Teiler von § ist, da nach (1)
a1—a2==0(DH), =0(m;) ist. Ferner ist

@) [(@, D), m]l =0, azx0 ().

Es sei wieder m, die Gesamtheit aller Elemente m: aus a von der Art,
dass mam; =0 (h) ist. Dann ist m ein durch a teilbares Ideal und ein
echter Teiler von 9, da a,==0 () ist. Es wird ferner auch

(3) [m1 5 Tnz] = f).
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Aus (9, a1)=0 (9, as, mp), (9, a;, m)=0 (a), a = a? folgt nach der
Eigenschaft von R

4) %, a)) = (b, a1, my)) ma.
Daraus folgt muma =0 ((a1, ), und folglich wird nach @)
mma=0 (p).
Daher ergibt sich nach der Struktur von m,
ma=0 (my). "
Aus (3) und (4) folgt damit
(%, a)) = ((h, apmz, B).

Damit wird fiir ein Element m} aus m,
ar=amj (0),  a(m;—mP) =0 (9).

Also ist

my—mE=0 (m).

Nach (3) wird daher

my—mg=0 (9).
Dabei ist m) nicht nilpotent in bezug auf §, sonst wiirde a;=0 (h).
Wir konnen damit genau wie beim vorigen Fall die Existenz eines

idempotenten Elementes, das nicht Null ist, beweisen, womit der Satz
bewiesen ist.

Satz 7. Es set R ein allgemeiner Multiplikationsring. Besitzt R
ein Primideal ausser R und (0), so ist R idempotent, und R wird
eine direkte Summe

R =um+m;,

wo my das Einheitselement (3=0) besitzt, und mg idempotent oder
Nullideal ist.

Existiert in R ein von (0) verschiedenes idempotentes Primideal, so
existiert nach Satz 6 ein idempotentes Element ¢;(==0). Damit wird

§R = m-+msg,

wo m; das Element ¢; als das Einheitselement besitzt.
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Es sei jedes von R und (0) verschiedene Primideal nicht idempotent,
und es sei p ein von R und (0) verschiedenes Primideal. Ist das

Nullideal auch prim, so wird fiir ein von Null verschiedenes Element p
aus p

(») = R),

da nach der Eigenschaft von R p=Rp, (p)=mp (oder (p)=p) sind.
Daher folgt unmittelbar

p=pr, pr—r)=0.
Da das Nullideal prim ist, so soll
r =7 r) =R

sein. Ist das Nullideal nicht prim, so betrachten wir das zugehorige
Halbprimideal § von (0).? Dann ist offenbar

b=0 (p).
Ist § nicht prim, so existieren zwei Elemente 7; und 72, so dass
rr:=0 (h), 7nFE0 (), 7rx0 (0
ist. Esseien tz=0§:(r), t1=0: 12, dann wird
(1) [ ), l]=9, [u,w]l=}Hh,

da b halbprim ist. Dabei ist 12 ein echter Teiler von § und durch (9, 1)
unteilbar. Damit wird nach der Eigenschaft von R

(2) (7'1 s [)) = ('rl ’ r?) m.

Daraus folgt
Tomn = 0 ((7‘1 s f))) .

Nach (I) wird damit
=0 (p).

Hiermit wird auch m =0 (). Aus (2) folgt damit
(r1, §) = (r11, H).

(1) Das Ideal §, das aus allen und nur den Elementen besteht, von denen eine
Potenz zum Ideal a gehort, heisst das ,, zugehiorige Halbprimideal von a ¢, Vgl.
K. S. 735,
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Daher wird fiir ein Element 7{ aus 1
rn=rri (§), nE—rH=0 (1), r—rf=0 (v).
Nach (I) erhalten wir damit |
r—r?=0 (9, =0 (b).
Aus der Struktur von b folgt
(ri—r®)" =0

fiir eine endliche ganze Zahl n. Daher folgt die Existenz eines idem-
potenten Elementes e;(3=0), und folglich wird

R = m+ms,

wo m; das Einheitselement e; besitzt. Ist ) prim, so ist § nach Satz 3
ein maximales Ideal, da §) nicht idempotent ist. Daher folgt

R=(190)), r—r2=0(p), r==0 (H).

Da}) das zugehorige Halbprimideal von (0) ist, so muss fiir eine endliche
ganze Zahl m

(r—r®)m=0

sein. Daher folgt nach der im vorigen Fall befolgten Methode
R =nm+mg,

wo m; das Einheitselement besitzt.

Endlich miissen wir beweisen, dass m: idempotent ist. Aus der
Eigenschaft von R folgt m, = Rmz, da m; das Einheitselement besitzt.
Folglich wird -

my = m3.

Also soll R auch idempotent sein, und damit ist der Satz vollstindig
bewiesen.

Satz 8. FEs sei der allgemeine Multiplikationsring R als eine direkte
Summe

R = m+mg, m==(0), mz == (0)

darstellbar, und es sei wy direkt unzerlegbar. Dann besitzt my das Ein-
heitselement, und me ist ein idempotentes Ideal.
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Es sei m; ein von Null verschiedenes Element aus m;, dann folgt
aus me=(m, mz) m

mm = (0) .

Folglich wird
ny = mé.

Da my==(0) ist, so konnen wir wieder denselben Schluss

m = m?
machen.

Nach Satz 6 besitzt ny; damit das von Null verschiedene idempotente
Element ¢;,. Wire fiir ein Element m,(==0) aus my;

eym; = 0,

so wiirde m; direkt zerlegbar, was aber unmdoglich ist. Damit soll ¢
das Einheitselment in bezug auf ny sein.

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die allgemeinen Multiplikationsringe.

In diesem Paragraphen werden wir einen kommutativen Ring ‘R,
dessen Elemente in irgendeiner Wohlordnung gegeben sind, zugrunde
legen. Im Ring R besitzt jedes Ideal damit hochste Primideale, und
jede isolierte Primdrkomponente eines Ideals ist durch ihr zugehoriges
Primideal eindeutig bestimmt. Ferner ist in R jedes Halbprimideal als
Durchschnitt aller hochsten Primideale darstellbar.®

Satz 9. Esset R ein allgemeiner Multiplikationsring, und es gebe
wn R kein Primideal ausser R und (0). Dann wird

R =q

Siir jedes Ideal a aus R, das nicht prim ist.

Es sei § das zugehorige Halbprimideal von a. Ist h=%R, so wird a
ein zu R gehoriges Primiérideal, und folglich wird nach Satz 5

a=R".

(1) K. S.732, S.735-7817.
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Ist =R, so ist § kein Primideal, da a nicht prim ist, und da es in R
kein Primideal ausser R und (0) gibt. Mit Hilfe des Wohlordnungs-
satzes konnen wir in ‘R zeigen, dass § als Durchschnitt seiner hochsten
Primideale darstellbar ist.® Damit muss in R ein von R verschiedenes
Primideal existieren, da ) &= R ist. Das ist aber unmoglich, und damit
soll H="N sein.

Satz 10. Essei R ein allgemeiner Multiplikationsring. Dann st
jedes Ideal aus R stets mit seinem Kern identisch.®

Es sei a ein beliebiges Ideal aus R. Ist a durch kein Primideal
ausser R teilbar, so wird nach Satz 9 a ein zu R gehoriges Primérideal,
und folglich ist die Behauptung einleuchtend.

Es sei jetzt a durch ein von R und a verschiedenes Primideal p
teilbar, dann besitzt a nach Satz 3 ein durch p teilbares hochstes Prim-
ideal. Sind 4, Ps, .. .alle hochsten Primideale von a, so sind sie auch
nach Satz 3 idempotent oder ein maximales Ideal von R. Ferner ist
jeder Primidealteiler eines idempotenten Primideals ein maximales
Ideal, oder R. Es sei q; die zu p; gehorige isolierte Primdrkomponente
von a, und es sei a* der Kern von a. Hier miissen wir

a=a*
beweisen.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, dass a=Fa* ist. Dann ist fiir
ein durch a unteilbares Element a* aus a*

a =a:(a*)

ein echter Teiler von a.® Damit ist das hochste Primideal von a’ auch
ein echter Teiler eines hochsten Primideals von a. Da es in a’ ein
Element gibt, das durch das hochste Primideal von a unteilbar ist,® so
soll das hochste Primideal p’ von o’ ein maximales Ideal, oder R sein.

I. Es sei p’=R. Dann ist nach Satz 9 o’ ein zu R gehoriges
Primérideal, und nach Satz 5 wird

(1) K. S.735-736. :

(2) Der Durchschnitt a* der simtlichen isolierten Primarkomponenten vom Ideal
a heisst ,, Kern von a*‘. Vgl. K. S.738. Ist der Durchschnitt a* eine kiirzeste
Darstellung, so sagen wir ,, der Kern a¥ ist eine kiirzeste Darstellung *.

(3), (4) K. S.738.
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Daher folgt, dass R™(a™) durch a teilbar ist. Also gibt es einen Total-
nullteiler von R in bezug auf a, und die Gesamtheit dieser Totalnull-
teiler bildet ein Ideal a;, das ein echter Teiler von a ist. Wire

a>a>a,
"so wiirde nach der Eigenschaft von R
af = aqm, aR=0 (a).

Daher folgte a==0 (a). Damit gibt es kein Ideal zwischen a und ai.
Da der Restklassenring R'=R|a ein von R’ und (0) verschiedenes Prim-
ideal hat,® so existiert nach Satz 7 ein idempotentes Element 7(3=0) in
R’. Das Ideal (a;, 7) aus R ist ein echter Teiler von a;, da af=0 (q) ist.
Aus der Eigenschaft des Multiplikationsringes R folgt damit

o= (u,r)m.

Wire m=0 (v), so wiirde ay;=q. Hiermit soll m==0 (a;) sein. Ferner
soll

@) rm==0 (a), rm=0 (a1)

fiir ein durch q; unteilbares Element m aus m sein. Sonst wiirde a;=a.
Aus ra;=0 (a), r==1r2 (a) und (I) folgt

Pm=rm=0 (a).

Also erhalten wir einen Widerspruch. Hiermit ist in diesem Fall unsere
Annahme falsch, dass a==a* ist.

II. Es sei p’=R. Da jedes hochste Primideal von a’ echter Teiler
eines hochsten Primideals von a ist, so miissen alle héchsten Primideals
von a’ maximales Ideal von (R sein. Folglich ist ¢’ nach dem ersten
Fall mit seinem Kern identisch. Da nach Satz5 jedes Primérideal
eine endliche Potenz eines Primideals ist, und da jedes nicht-maximale
Primideal idempotent ist, so wird nach Satz 3

(a, *) = qi(a, a¥),

wo g’ ein beliebige isolierte Primédrkomponente von a’ bedeutet. Daher
folgt ’

(1) Ist R ein allgemeiner Multiplikationsring, so wird #/=%/a auch ein allge-
meiner Multiplikationsring.
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(a, a*) = qi(a, a*) = gj(a, a*),
oder
o*=qgo*=dja* (0) =0, ¢,....),

wo ¢; ein Element aus g;/ bedeutet. Daher folgt
qg_Q;E O (Cl,) ’ (1; = O (qj) "

da a’=a:(a*)ist. Also ist ¢, durch a’ teilbar, da a’ mit seinem Kern
identisch ist. Aus a¥*=¢,a™ 2= 0 (a) folgt damit, dass

(a*, a)a’==0 (a)

ist. Das widerspricht der Tatsache, dass a’=a : (¢*) ist ; also ist unsere
Annahme a==a* in diesem Fall auch falsch, womit unser Satz voll-
stdndig bewiesen ist.

Satz 11. E's sei jedes Ideal aus R mit seinem Kern identisch. Ist
p etn hochstes Primideal eines Ideals a, und ist b ein echter Teiler von p,
so wird

a = ba

Zum Beweis nehmen wir an, dass a=Fba ist. Da jedes Element
aus a nilpotent in bezug auf ba ist, so ist das Halbprimideal von a mit
dem Halbprimideal von ab identisch, und ferner ist jedes hochste
Primideal von a zugleich ein hochstes Primideal von ab, und umgekehrt.
Folglich ist b durch kein hochstes Primideal von ab teilbar. Weiter
existiert ein Element a derart, dass

a=0 (a), a==0 (ab)

ist. Ist q eine isolierte Primidrkomponente von ba, so wird nach der
Eigenschaft des Primérideals

a=0 (a),

da b durch das zu q gehorige Primideal unteilbar ist, und da ab=0(q)
ist. Hiermit soll ¢ durch jede isolierte Priméirkomponente von ab
teilbar sein. Also ist @ durch den Kern von ab teilbar. Aber aus
unserer Voraussetzung, dass ab mit seinem Kern identisch ist, folgt
damit

a=ab.
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Das widerspricht der zuerst angegebenen Voraussetzung. Damit muss
ab=a sein.

Satz 12. E's sei jedes Ideal aus R mit seinem Kern identisch, und
es sei P ein von R verschiedenes Primideal, das kein maximales Ideal ist.
Dann wird fur jedes durch p teilbare Ideal a (einschl. p)

a=pa.

Ist p=(0), so ist die Behauptung einleuchtend. Es sei damit
p == (0), und wir nehmen an, dass

1) a==ap

ist. Es seien b und b’ die Kerne von a und ap, dann werden nach
unserer Voraussetzung

2) a=>», ap =1?'.

Da das zugehorige Halbprimideal von a mit dem zugehorigen Halbprim-
ideal von ap identisch ist, so ist jedes hochste Primideal von a zugleich
ein hochstes Primideal von ap und umgekehrt. Fiir ein hochstes
Primideal p; von a ergibt sich die Tatsache, dass die zu p; gehorige
isolierte Primidrkomponente q von a von der zu p; gehorigen isolierten
Primérkomponente ¢’ von ap verschieden sein muss; sonst wiirde nach
(2) a=ap entgegen (1). Aus (1) folgt auch die Existenz eines Ele-
mentes a derart, dass

3) a=0 (a), a==0 (ap)
ist.
I. Esseip=Ep;. Dann folgt aus (2) und (3)
a=0 (q).

Aber aus der Eigenschaft des Primérideals g’ und aus ap =0(q’), p==n
folgt auch
a=0 (q).

II. Es sei p=y;. Dann soll p3=q’ sein, sonst wiirde p=q=¢'.
Es sei damit p ein durch q’ unteilbares Element aus p, dann wird p
nilpotent in bezug auf q’, da p=p; ist. Ist a; ein von R verschiedener
echter Teiler von p, so wird nach Satz 11 (p, q')=ai(p, q'), also wird

4) p=pa (¢'), pla—ad)=0 @),
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wo a; ein Element aus a; ist. Wiére a; =0 (p), so wiirde
p=aip=0 (1),

da jedes Element aus p nilpotent in bezug auf q’ ist. Das ist aber
unmoglich, und folglich soll @120 (p) sein. Da q’ ein Primérideal ist,
s0 soll nach (4) und p==0 (q")

ar—af=0 (p), =0 ()

sein. Daher folgt, dass
R = [05]
sein muss. Also soll p ein maximales Ideal von R sein, und das wider-

spricht unserer Voraussetzung, dass p kein maximales Ideal ist. Ist
q=Fq’, so ist dieser Fall damit unmoglich.

Unter der Voraussetzung a=Fap ist nur der erste Fall damit
moglich, und daher folgt nach (2)

a=0 (ap),

und wir haben auch einen Widerspruch gegen (3). Also muss a=ap
sein, womit unsere Behauptung richtig ist.

Satz 13. E's sei R ein kommutativer Ring, in dem jeder Kern eine
kurzeste Darstellung ist, und die folgenden Bedingungen erfullt sind :

1. Fiir jedes Primideal p (einschl. R) gibt es kein Ideal zwischen
p und p2.

2. Ist b ein echter Teiler eines Ideals a, und ist
(6", a) = (6", @) =Fa,
so gibt es in b ein Element b der Art, dass
b=0=0 (a)
st.

3. Jedes Ideal aus R st immer mit seinem Kern identisch.
Dann ist R ein allgemeiner Multiplikationsring.

Mit Hilfe des Satzes 12 folgt aus der Bedingung 3, dass jedes von
R verschiedene Primideal aus R ein maximales Ideal oder idempotent
ist. Es sei q ein zum Primideal p gehoriges Primérideal, dann ist jedes
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Element aus p nilpotent in bezug auf q. Aber dann folgt aus der
Bedingung 1

pr = (p*, p**)

fiir jede ganze Zahl n. Ist % hinreichend gross, so wird damit p»==0(y).
Also wird

1) ¢ a) =" =0e"%q=.....
Wiire
(" ) ==q,
80 existierte in p nach der Bedingung 2 ein Element p von der Art, dass
p=p'==0 (q)

ist. Das widerspriiche der Tatsache, dass jedes Element aus p nilpotent
in bezug auf q ist. Daher folgt

@) =0 (0.

Wir nehmen an, dass p” kein Primérideal ist. Dann muss p ein
maximales Ideal und nicht idempotent sein. Sonst wiirde p das Ein-
heitsideal oder idempotent, und folglich wiirde p” Primirideal. Nach
der Bedingung 3 muss p” ein von p verschiedenes hochstes Primideal p;
besitzen, da p ein hochstes Primideal von p» ist. Aus p»==0 (p;) folgt
unmittelbar

p=0 (p), P

Aber p ist ein maximales Ideal aus R, und damit soll p;==R sein. Das
widerspricht der Tatsache, dass p; und p die hochsten Primideale von
p” sind. Hiermit muss jede Potenz eines Primideals stets Primirideal
sein.

Jetzt miissen wir beweisen, dass ein Primérideal q mit einer end-
lichen Potenz seines zugehorigen Primideals p identisch ist. Ist p
idempotent, so folgt aus (2) unmittelbar

b=gq.

Es reicht damit hin, die Behauptung zu beweisen, falls p nicht idem-
potent ist. Aus der Bedingung 1 und der Beziehung (2) kénnen wir
das Problem ganz genau in der beim Beweis des Satzes 5 (S. 9-10) be-
folgten Methode behandeln, da p ein maximales Ideal oder das Einheits-
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ideal ist, und da jede Potenz von b ein Primirideal ist. Hiermit erhalt-
en wir

3) q=p".

Es seien a und b zwei beliebige Ideale aus R, und es sei b ein echter
Teiler von a. Ist R das hochste Primideal von a, so wird

a=R" b =R (n>m),

und folglich wird
a=DbhR ™,

Im folgenden sei daher jedes hochste Primideal von a nicht das Ein-
heitsideal. Dann kénnen wir nach der Bedingung 3 und der Beziehung
(8) die folgenden Darstellungen von a und b finden :

e R LA AL AL S
4
a=[pae i’ oo 000, ]
wo p7 zu a, aber nicht zu b; P} zu b, aber nicht zu a, und p; zu beiden
Idealen gehoren. Hier konnen wir annehmen, dass die Exponenten

Zas Aoy v vy Mas Moy +e vy Yas Uby +v+, Tay Ob, -... die kleinsten sind, die
die Darstellungen (4) erfiillen. Dann werden offenbar
®) b i,

da b ein echter Teiler von a ist. Wir betrachten das Ideal
(6) m=[p;“, p;b,....,p’a’v“, p{,’vb, ....], T = pi—Ai.

Dabei ist es unmoglich, dass alle Exponenten 7a, 76, « « -y Yay Uby -« « «
verschwinden, da b ein echter Teiler von q ist.

Jetzt werden wir beweisen, dass
a=bm

ist. Jedes Element aus bm ist durch jedes aus p,° p;", p;,"p;b, e

v v - -
pZe, pi®, .... teilbar; also ist offenbar

) bm=0 (a).
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Da jedes Ideal nach der Bedingung 3 als Durchschnitt seiner isolierten
Primirkomponenten darstellbar ist, so wird

7 ’ 7’ z
w w v v mk kg i
®)  bm = [pr® e oo, WY e R, L]

wo p;” zu bm, aber nicht zu m gehort. Dabeisind ul, ph, o --» vy 5,

«eves ko, kb, . ... auch die kleinsten Exponenten, die die Darstellung
(8) erfiillen. Nach der Bedingung I folgt

©) (p7%,p/7") =p*  G=a,b,....).

Da p;i=0 (p.%), p;'=0 (p;’) sind, und da p’ bzw. p;* die isolierte
Primédrkomponente von b bzw. m ist®, so soll

piri=0 (0), pir=0 (m), =0 (p), 0 (1)

sein, also wird
(10) p:i rre=0 (bm), re =20 (ps) .

/
Da ps ¢ die zu p; gehorige isolierte Primdrkomponente von bm ist, so soll
4
nach (10) p;i=0 (p;°) sein, und folglich wird nach (7) und (9)

b=/,
da w, > p;ist. Da b durch p unteilbar ist, so folgt aus bm = 0(p7")
m=20 ( v \.2) .
Nach (6) wird damit
Y py .

Da nach (4), (6) und (7) m und b durch p;” unteilbar sind, so soll bin
auch durch p/” unteilbar sein. Damit besitzt bm kein hochstes Prim-
ideal, das von p; und p; verschieden is*. Hiermit erhalten wir endlich

a=bm.

(1) Denn jeder Kern ist eine kiirzeste Darstellung, und es gibt kein Ideal
zwischen p und p.
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Aus den Sitzen 2, 6, 10 und 13 ergibt sich schliesslich

Satz14. Der kommutative Ring R, in dem jeder Kern eine kiirzeste
Darstellung ist, ist dann und nur dann ein allgemeiner Multiplika-
tionsring, wenn in R die folgenden wvon einander wunabhingigen
Bedingungen erfillt sind :

1. Fir jedes Primideal v (einschl. R) gibt es kein Ideal zwischen p
und p?.

2. Ist b ein echter Teiler eines Ideals a, und st
(™, a) = (0, a)=Fa,

so gibt es in b ein Element b derart, dass b==5b>==0 (a) ist.
3. Jedes Ideal aus R st stets mit seinem Kern identisch.

Unabhangigkeit dieser drei Bedingungen.

In diesem Paragraphen werden wir an Beispielen zeigen, dass die
drei Bedingungen in Satz 14 von einander unabhéingig sind.

Beispiel 1. Es sei R; der Polynomring der Unbestimmten «, y mit
ganz rationalzahligen Koeffizienten. Es sei a ein Ideal aus R; derart,
dass

a = (5, 2% ¥4 xy)

ist. Dann ist im Restklassenring R{=%=R;|a das Ideal p’=(x, y) ein
einziges von R/ verschiedenes Primideal. Da in R

pl>(w)>p/2

ist, so gilt die erste Bedingung nicht in Ri. Jedes Element aus R} ist
nilpotent oder eine Einheit, und R] ist endlich. Folglich ist in R die
zweite Bedingung erfiillt. Jedes Ideal aus R] ist primér, und folglich
gilt in R] auch die dritte Bedingung.

Beispiel 2. Es sei R, der Polynombereich von abzihlbar vielen
Unbestimmten z;(¢=1, 2, ....) mit ganz rationalzahligen Koeffizienten,
und es sei a ein Ideal derart, dass

a= (2,2}, o—x3, t—2%, ....)
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ist. Dann wird im Restklassenring Ri=R:]a

@) 20, =0 (1=1,2,....), =0, oy =%, ;o =a2,.... .

Jedes Primideal p’ aus R; muss nach (1) alle 2, @, &3, .... enthalten,
und damit ist das Primideal y’
p' = (@1, %2, 23, ....), oder p' =R}
Nach (1) wird
@) ph=1p".
Da R, das Einheitselement besitzt, so wird auch
Ry = RZ.

Hiermit gilt in R] die erste Bedingung. Da jedes Element aus jp’
nilpotent ist, so existiert in p’ kein idempotentes Element, das von Null
verschieden ist. Nach (2) ist damit in R} nicht die zweite Bedingung
erfiillt. Jedes Ideal aus R} ist immer primér, und folglich ist in R; die
dritte Bedingung erfiillt.

Beispiel 3. Es sei R; auch der Polynombereich der Unbestimmten
2 und ¥ mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten, in dem keine natiir-
liche Zahl als Element auftritt, und es sei

a = (x—a?, 5z, by, 17, xy) |
ein Ideal aus R;. Dann wird im Restklassenring Ri=%R; | a
bx=0,5y=0, y*=0, xy =0, 2 = 2*.
Damit wird R} die direkte Summe ‘
Ry =m'+n', w = (x), n=(y).

Dabei ist m’ ein Korper, und n’ nilpotent. Ferner gibt es kein Ideal
zwischen n’ und n’2. Damit gelten in R} offenbar die erste und die
zweite Bedingung. Aber das Nullideal in 3} ist nicht primér und nicht
mit seinem Kern identisch, also gilt in R} nicht die dritte Bedingung.
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