
Ueber ganz abgeschlossene Ringe. 

Von 

Shinziro MORI. 

(Eingegangen am 15. I. 1933.) 

Von den ganz abgeschlossenen Ringen, in denen der Teilerkc"tten
satz gilt, 8ind bisher einige Struktnreigenschnften durch E. N oether,<1> 

B. L. van der Waerden,< 21 W. KrulJC31 und Y. Akizuki<'l behandelt 
worden. In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenschaften und die 
Struktur die:,;er Ringe noch ferner nntorsucht. 

Unter ]'{,illtei1 erirl eal verstehen wir ein Ideal, (las aus lauter Null
teilern besteht. Enthält ein Ideal dagegen mindestens ein reguläres 
Element, so heisst das Ideal regulär. 

Ein höhe1·es Primideal i:,;t ein reguläres Primideal, das keine echten 
Primvielfachen aut':,;er N ullteileridealen besitzt. 

Ringe, in denen die Produktzerlegbarkeit der regulären 
Ideale gilt. 

Satz I. Es sci ITT eiii ganz abgescldossc·11c·1· Ring, in dem der Teiler
httcn.~atz yili. Ist :p ein 'VO}I 9l ·vcr8chi<'drnr., hölicr,:s P'l'-i?nidral aus ITT, 
so l1il1let die Gr:samt!1eit allc1· zn i1 qfhö,·ig"n Primäridmle ei•;ie ·un
endl-ichc HauptreihP ·uon P'l'imäi·idealen, nämlich eine •11.11e11dl-iche I(ettc 
von Primätidealen, bei de1· jedes P1·imäridcal ein echtes Vielfaches des 
1.•ornnyehendcn ist, •u,nd kein Pi·imä-ricleal dazwische•J1gescltaltet werden" 
kann. Ferner besitzen die Primäridea/e ccrschieclc11c E,rpone11te'!1.<5l 

(l) E. Noether, Abstrakter Aufbn.u der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und 
Funktionenkörpem, Math. Ann. 96. 

(2) B, L. van (ler Waerden, Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz abgeschlos
senen Ringen, Math. Annalen 101, 

B. L. v,m der \Vaerden, Zur Idealtheorie der g,mz abgeschlossenen Ringe, ebenda. 
(3) ·w. Krull, Ueber den Aufbau des Nullideals in ganz abgeschlossenen Ringen 

mit Teilerkettensatz, Math. Annalen 102. 
(4) Y. Akizuki, Bemerkungen über den Aufbau des Nullideals, Proceedings of the 

Physico-Mathematical Society of Japan, 3rd. Ser. 14. S. 253. 
(5) Fügt man zu den Eigenschaften von m noch die Voraussetzung hinzu, dass jedes 

höhere Primideal maximal ist, so ist in m jedes reguläre Element ein Potenzprodukt 
von höheren Primidealen. Ist a ein Nullteiler von m, so wird 
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Gehört das von o verschiedene Primideal :p zum höheren regulären 
Primärideal q, so wird(1J 

:p"=O(q), :µ-1:p=c, C=/=Ü (:p), 

und folglich wird 

c'·=:µ-'\i'"=O (:p_'.q). 

Hiermit existiert em gröRstes p, so dm,s 

(1) 

ist. Durch Multiplikation mit -pP erhalten wu 

crq==O (p"+1). 

Nach (1) ist -p-r-1q = a em ganze" Lleal, aber clnrch p unteilbar. Dnher 
folgt 4 

Da q aber primär ist, so wird 
-pp+l=:Ü (q). 

Ist q' Plll minimnle" Prirnärideal von pP+1, so soll ,1mnit 

q=q' 

;:;ein, denn er=!= o (-p) ist, uncl q' ist primär. Hiermit ü,t jedes höhere 
Primärideal ein minimales Primärideal einer Potenz de:,; Primi<leah;/"l 
und folglich existit•rt Pill einziges Primärideal Yon gegubenem Exponen
ten. 

Ist c ein durch ein höheres Primideal -p nHteilbares Element, und ist 

c-p,. =O (:µ•·+i), 

sc wird :µ'· nicht regnlär. Denn, setzen wir 

:p'"=(p1, ... . ,ps), p=-:(p1, ... . ,ps, . .. . ,Jlm), 

so folgt aus der obigen Vontnsbetznng 

(a)=P/' 1 ••• . P1/na', (P/'-1 •••• lJ,/'n, a'), 0 1 

wobei Pu .... , µ,, die höheren Primi,leale bedeuten, und die zu a' gehörigen Primideale 
Nullteilerideale sind. Vgl. den Beweis vo11 Satz 2. 

(1) Vgl. B. L. van der ·waerden, Zur Produktzerlegnng ,ler Ideale. 
(2) Ein primärer 'feiler q„ der Potenz µr heisst i11in·i11111./I'.< Primäi"idföl u•m µr, 

wenn es kein PrimäriJ.ea! zwischen q,. und µ·· gibt. Für q,. existiert immer ein solches 
Element c, d,ss 

eq =Ü (p1·), c$0 1p1 

ist. Vgl. S. Mori, :.Iinimale Primärideale eines Ideals, Journal of Sei. of the Hiroshima 
University, 2. S. 28. 

Die Existenz eines minimalen Primäridei,ls eines Ideals folgt leicht aus dem 
Fundament,alsatz von Noether. 
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pi(c'-p)=O (i.=1, 2, .... , .~), 

wobei p ein Element aus µ bedentet. Das minimale Primäriclt·al llr von 
1{ ist <lamit vom minimalen Primärideale q,.+1 von l)r+1 ver:;;chieden, und 
ferner i:-t offenbar 

llr+l = Ü (q,.). 

Die Gesamtheit aller Primärideale, die zu einem höheren Primideal 
g0hören, bildC'n eine unendliche Kette 

q1::::>q2::::> · • · ·, 

und alle Primärideale besitzen ven;chiedene Exponenten. 
Satz 2. Es sei ITT ein Ring mit Einltcitse1emcnt,(1) i11 dem, de·,· 

T1ile,-!:ctfrn, .mtz gilt, iwd das Xnllidc,v Durchschnitt -~ci11f'.r isolicrt,n 

P 1,•imäd·omponc,llcn ist. Jc1{cs ;·1,9·11lä·1·c Ideal ait8 ITT ist da11n uni/ nu1· 
dann als Pmd1lkt d1w Potenzen der P.l'imid1'ale tia-!'stcllba.i·/ 2' u1c1rn ITT 
ganz u.b7cschlosscn i8t, nnil wc,1n jedes rngulärc Pri·1nideal ein ,1w.rimalui 
Ideal, ode,- das Einltcitsi,lrnl o ist. 

Znnäehst nehmen wir an, dacls jedes reguläre Ideal ans ITT al:-; Pro
dukt der Potenzen der Primideale darstellbar ü,t. Ist ein reguläres 
Prim ideal :p uicht maximal, c;o ibt :p =l=:p', da :p ein reguläres PrimidBHl 
ist. Hiermit Ü,t l'lllP Potenz a" des echten Teilers (l von p kein Teiler 
von :µ.<'> Da.her folgt, <lm;:o eine Primärkomponeute von a" kein Teiler 
vou p ü;t und das zugehörige Primideal p, ein echter Teiler von .µ i::,t. 
Ist p, auch kPin 1naximale::, I,le:ll, ,-;o ki\nneu wir wied<'r ein Primidval 
P2 finden, so dass ein zu :µ, geh'.)rigos Primäridml kein T<-ikr von Pi, 
und ferner :p2 ein echter Teiler von p, ist. Nach dem Teilerkdtensa.tz 
können wir endlich zn einem solchen maximalen Primideal l)n gelangen, 
<la,:s :µ,, oiu echter Teiler von :P,1-1 and ein zu i,,, gehöriges Primärideal 
q„ kein Toiler von :Pn-i ist. Aus der Annahme von der Existenz des 
Einheitselements ist hiermit jE:de Potonz von :Pn ein Primärideal, und 
ferner winl 

lln-1 $ 0 (:µ'.':) 

für eine ganzo Zahl 1n. Daraus folgt die Exif.:teuz einer ganzen Zahl 
k von der Art, dass 

(1) Enthält iR kein Einheitselement, so igt die ganze Abgeschlossenheit nicht 
notwendig. 

(2) \Venn jedes reguläre Ide,d als Potenzpro,lukt der Primidenle darstellbar ist, so 
soll die Darstellung eindeutig bestimmt sein, sonst würde das Ideal ein Nullteilerideal. 

(3) S. Mori, Ueber Prorluktzerlegung der Ideale, Journal of Sei. of the Hiroshima 
Univ. 2, S. 6. 
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ist. Also ergibt sich 
k ( k+l) :Pn = :Pn-1, :Pn • 

Denn nach der Produktzerlogbarkeit gibt es zwischen :Pn und :p2, kein 
Ideal, und folglieh gibt es auch kein Ideal zwischen :p~ und :p'.;'"1 für 
jede ganze Zahl iYJ Das ist aber unmöglich, da :Pn ein echter Teiler von 
:Pn-i und vom Einheitsideal verschieden ist. czJ Daher folgt, dass es in 
m kein reguläres nicht-maximales Primideal gibt. 

Es sei ein Primideal :p durch ein reguläres Primideal µ' echt teilbar. 
Dabei soll :p' aus der eben bewiesenen Tatsache ein maximales Ideal 
sein. Da es kein Ideal zwischen :p'1 und :p';+i gibt, so soll für jede ganze 
Zahl 'X. stets 

(1) 

sern. Sonst würde 

:p'k= (:p, :plk+l) 

für eine ganze Zahl k, und daher ergäbe sich ein Widerspruch. Gehört 
em reguläreii Primideal zu einem Ideal a, so ist das Primideal damit 
kein Teiler jedes anderen zugehörigen Primideals. Für jedes Element 
a wird hiermit 

(2) (a) -11 /AI :p /°As a' --,.1 · · · · s , 

wo :p/, .... , :p/ die regulären Primideale bedeuten, und a' durch kein 
:p'; teilbar ist, und ferner jedes zu a' gehörige Primideal ein Nullteiler
ideal ist. 

Ist µ ein von o verschiedenes reguläres Primideal, so ist :pn =I= :pn+1, 
und in :p gibt es ein reguläres Element p, so dass 

p-=0 (:p), $0 (:p2) 

ist. Denn, wenn p kein reguläres Element ist, so können wir nach der 
Voraussetzung einen Nullteiler p' finden, so dass p + p' regulär und 

p+p'=O(:p), $O(:p2) 

ist. Hiermit wird 

(p)=:pa, a$0 (:p), 

und daher folgt die Existenz eines Elementes a von a, so dass 

(3) :p=(p): (a), a$0 (µ) 

(1) S. Mori, Axiomatische Begründung des Mu!tiplikationsringes, Journal of Sei. of 
the Hiroshima Univ. 3, S. 44. 

(2) Do. S. 45. 
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ist. !- ist damit cm wirklich gebrocheues Element, und p (; ) ist ein 

ganzes Ideal. Im Quotientenring ist also :p-1=0: p ein echter Teiler von 
o. Da :p" ein Primärideal ist, so muss 

:p (a) $ 0 (p2) 

sein, und folglich wird 

p (a)$0 (p(p)). 

Für jedes reguläru Primideal :p ist damit 

(4) 

Ist a ein reguläres Ideal, und sind llt- .... , :p, die zu a gehörigen 
Primideale, und :Ps+1, •••. , :p,,. die anderen verschiedenen regulären 
Primideale, so wird 

a= p;' - • • • :p;s, UP1 - . • • Pi-1lh+1 • • :Pm =J= UJ.11 · • • • :Pi-1:P1Pi+l • • · · :Pin• 

Folglich gibt es ein solches Element a;, dass 

a;=Ü (ap1.. · :Pi-1 :Pt+1 ... µ,,i), ai $Ü (a:p1 · • • • +J;-11,)1 Pt+l ·•••Pm) 

ist. Setzen wir nun 

a, = (/,1 + a," + . . . . + a,,,, 
so wird 

a=O (a), ael=O (aµ;) (i=l, 2, .... , m.). 

Sonst würde a,=ü (ap1 .... p;_1+J1+1 .... µ,,.), (ap;), und daher folgtH w=Ü 

(ap1 .... P,-1+11+11+1 .... Pin) entgegen der Voraussetzung. Da a = [pf', .... , 
P~'], UP1=[pf', .... , p?1+1 , .•• , pt•1 ist, so wird a=Ü (p?1), $0 (p:'1+ 1). Ist 
ci nicht rugulär, so können wir damit ein Elnment a' finden, so dass 
a'=O(a:p1 .. -:P-m) und a+a,' regulär ist. Daraus folgt 

(5) (a,)=ttp"m+l .... , m+l 

wob0i a, regulär ist, und alle P1n+1, . . . . von allen Pi, ..•• , :P,n verschie
den sind. 

Es sei jetzt r ein reguläres Element aus 91, dann wird 

(6) (r)==~ft ... l):i1n, 

wobei :p1, .... , Pm die verschiedenen regulären Primideale bedeuten. 
Durch Multiplikation von (2) und (6) ergibt sich 

(CT.) "~' ";,.,,, = (··\:p"" " r;,."'a' 1"1 • • • · 't'lll- -, ) 1 • • • • 1"S • 

Nach ( 4) folgt damit 

(7) (a)P=(r)P',l', (P, P 1) = o, 

wobei P und P' die Potenzprodukte der regulären Primideale bedeuten. 
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Nach (5) können wir ein zu P gegenseitig relativprimes Ideal q finden, 
so dass 

ist, wobei p ein reguläres 
regulären Primideale ist. 

Folglich ergeben sich 

(p)=Pq 

Element aus P, und q ein Potenzprodukt der 
Daher folgt 

(a)(p) = (r)P' a1q. 

ap=rt, (t)=P'a'q. 

Ist t$0((p)), so wird P 1a1$0(P), also wird a'=t=O (P). Für jedes k ist 
damit 

a'k$0(P). 

Sonst würde nach (I) a1 =O(P ), da jedes zu a' gehörige Primideal nicht 
regulär ist. Da aber (P, P')=o, (P, q)=O sind, so folgt daraus 

aIkp Ikqk-1$0(P), oder tk$,O ((p)). 

Daher folgt unmittelbar,c1> dass ITT ganz abgPschlossf'n ist. 
Die Bedingungen sind auch hinreichex1d. Da jedes reguläre Pri

mideal maximal ist, so ist jeder Teiler einer Potenz vom regulären 
Primideal :p stets primär. Nach Satz I gibt es damit zwischen :pn und 
:pn+i kein Ideal, und folglich ist jedes reguläre Ideal ein Produkt der 
Potenzen von regulären Primidealen. Hiermit ist unser Satz vollständig 
bewiesen. 

Ueber die Struktur der ganz abgeschlossenen Ringe 
mit echten N ullteilem. 

Es sei ITT im folgenden stets ein ganz abgeschlossener Ring, in dem 
der Teilerkettensatz gilt. 

Satz 3. Ist für ein von Nnll 'Ve1·schiedenes nilpotentcs Element n 

:P=(O): (n), 

wo :p cm Primideal bedeutet, .qo gibt es keinen regulären 'l.'eiler von p 

ausser m. 
Aus der obigen Voraussetzung folgt,<2l dass :p ein zu (O) gehöriges 

Primideal sein soll. Es sei ein von o verschiedenes reguläres Ideal a 
ein echter Teiler von :p. Dann gibt es in a ein reguläres Element 1·, 

und 

(1) Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie, Math. Annalen 96, S. 56. 
(2) S. Mori, Ueber Ringe, in denen die grössten Primärkomponenten jedes Ideals 

eindeutig bestimmt sind, Jour. of Sei. of the Hiroshima Univ. 1, S. 170. 
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'!!:__=n' 
r 
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ist ein Element aus 9l, da ITT ganz abgeschlossen ist. \Venn (n) = (n') 
ist, so wird 

n = rn1 -= rr1'i1, 

wo r1 ein solclrns Element i:4, dass ,i' =r'n ist. Da m ITT aber das Ein
heitslement e existiert, so folgt daraus 

n (e-rr')=O. 

Aus unserer Voraussetzung ergibt sich damit 

e-rr'=O (:p). 

Also wird 
e =::;Ü (a). 

Das widerspricht der Voraus~etzung, dass a von o verschieden ist. 
Hiermit soll (n') ein echter Teiler von (n) sein. Da n' wieder ein 
nilpotentus Element ist, so wird 

, 
1}__ =n" 

)' 

au.eh ein nilpotentes Element au::i ITT. Ist pn' =Ü für ein Element p aus 
9l, so wird auch pn=O, und folglich ist p=O(:p). Aus :p(n)=(o) folgt 
ferner :p (n')=(o), da r ein reguläres Element ist. Damit ist auch 
µ=(o): (n'). Wir können hiermit in gleicher \Vei.se w1e im obigen 
Beweise zeigen, das, (n'') ein t,chter Teiler von (n') ist. In soldwr 
Weise erhalten wir eine Kette von IdC'alen 

(n) C (n') c::(11 1') C.:: .•..• 

Aber nach dem Teilerkettensatz bricht die Kette im Endlichen ab. Es 
wird nämlich (n rniJ) = (n<,n+ii). Das ist aber auch u1uni'lglich, womit um 

Widerspruch bewiesen ist. Daher folgt a = o, und der Satz ist bnwirsen. 
· Satz 4. Ist mirulestcn8 eine Pr-imärkompo11ente des Nuflideals vom 

I'rimicletil verschiedcu, so ist ,,in Nullteilevideal ziqleich ein maximales 
Ideal. 

Ist ('ill(' Primärkomponente q des Nullideals \'Oll ihrem zugehörigen 
Primideal µ verschieden, so gibt es ein Element p von der Art, dass 
µ=(o): (p) ist. 

\V äre p $ 0 (:p), so würde nach q ::j:: :p 

PP'=O(q) 1/$0(q), p$0(:p). 

Das widen,pricht der Eigenschaft vom Primärideal q. Hiermit soll p 
auch durch 1-1 teilbar f:-iein, und folglich ist es f'in nilpotentes Element. 
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Also gibt es ein solches nilpotontes Element p, dass :p=(0): (p) ist.<1) 

Nach Satz 3 ist damit der reguläre Teiler von :p nur das Einheitsideal. 
Ferner gibt es ein niederstes Primidoal :p' von (0), das ein Teiler von 
:p ist. Aber die Gesamtheit aller Nullteiler bildet die zum Nullideal 
gehörigen niedersten Primideale.<2) Damit ist jeder echte Teiler von :p' 
regulär, und folglich ist das Einheitsideal ein einziger echter Teiler vou 
:p'. Damit ist das Nullteilerideal :p' zugleich maximal, und unsere Be
hauptung ist bewiesen. 

Satz 5. Ist im Ring 91 nu1· e·ine Primärkomponente des Nullideals 
Primideal, so ist jedes regidäre Ideal stet.~ ein Teiler des Primideals. 

Es sei das Primideal :p1 die einzige Primärkomponente des Null
ideals. Gibt es kein zu (0) gehöriges Primideal ausser :Pr, so wird nach 
der Voraussetzung :p1 =(0), und die Behauptung ist einleuchtend. Im 
anduren Fall seien :Pr, .... , :Pn alle zu (0) gehörigen Primidoale. Dann 
ist jedes zugehörige Primideal ausser :p1 durch kein reguläres Ideal 
ausser o teilbar. Da :p1 eine Primärkomponente von (0) ist, so wird 

:pr:p:\"t ... :p;:' n = ( 0) 

wo m1, .... , mn die bestimmten ganzen Zahlen bedeuten. Ist :p' ein von 
o verschiedenes reguläres Primideal, so wird für üin zu :p1 gehöriges 
Primärideal q' 

:Pi=0(q'), oder :p;\"2 .... :p;;•n=0 (:p'). 

Im letztem Fall ist eines aus :p2, .... , :Pn, etwa P2, durch v' teilbar. Da 
1,1 2 aber durch kein von o verschiedenes roguläreH Ideal teilbar ist, so 
ergibt sich daraus ein ·Widerspruch. Daher folgt, dass jedes Primär-

(1) Aus der oben bewiesenen Tatsache und Satz 3 ergibt sich leicht der Krullsche 
Satz. 

In einem ganz abgeschlossenen Ring, in dem der Teilerkettensntz gilt, ist entweder 
jeder Nirhtnullteiler Einhe-it. oder es ist mindestens e-i,,e isol·ierte Primärkomponeate des 
Nullideals Primideal. 

Beweis. Es seien alle isolierten Primärkomponenten von Primidealen verschieden. 
Dann ist in !R jeder von o verschiedene Teiler vorn zu (0) gehörigen Primideal immer 
Nullteilerideal. Es sei p ein reguläres Element, und es seien Pi, .... , 1)n alle zugehörigen 
Primideale von (0). Dann wird 

e=pp,+p;, pi=0(µ;) (i=l, 2, .... , n). 

Durch Multiplikation dieser Formeln erhalten wir 

C=pp+p1p2 .... pn, 

wobei p1p2 ... . pn nilpotent ist. Damit ist p Einheit. 
(2) Ist ein zu (0) gehöriges Primideal µ• durch kein anderes zugehöriges Primideal 

teilbar, so heisst µ' niederstes Primideal von (0). S. Mori, Minimale Prirnärideale eines 
Ideals, Jour. of Sei. of t.he Hiroshima Univ. 2, S. 27. 
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ideal, das einem regulären Primideal zugehört, stets ein Teiler von :p1 

ist. Ist a ein vom Einheitsideal verschiedenes reguläres Ideal, so sind 
alle zu n gehörigen Primideale auch regulär. Da jede Primärkomponente 
von a damit ein Teiler von µ1 ist, so wird 

:Pi=O (a) , 

und daraus folgt die Behauptung. 
Satz 6. Der· Ring ?Jl -ist dann ir,nd nnr dann zer·legbar in eine 

dfrekte S-ummc, 'wenn in ffl zwei von Null t'e?·schiedene Elemente p1 und 
p2 derwd ea:istie?·en, dass p1p2=Ü vmd p1 +pz ein reguläres Element ist. 

Wir nehmen zunächst an, dass ffl direkt zerlegbar ist. In der 
Darstellung ffl=m1 +m2 besitzt der Ring m1 das Einheitselement e1, da 
m das Einheitselement e enthält. Dabei ist offenbar 

Also ist die Bedingung notwmdig. 
Er,, sei jetzt die Bedingung vorausgesetzt. Dann wird 

~ pr _ _ , 1 • p, + Pz 
Pr+ p2 pr + Pz Pr+ P, 

Da m ganz abgeschlossen ist, so soll ~ auch ein Element aus ffl 
p1+p2 

sein. Für ein Ekment ?" wird damit 

(1) 

Daher folgt 

pi=11)f, pi(p1-rp1)=0. 

Aus prp2=0 folgt damit 

(p1 +p2)(p1 -'l'J)1) =Ü. 

Da p 1 + p 2 ein reguläres Element ist, so soll 

(2) p1=rp1 

sein. Aus (1) und (2) folgt ferner 

(3) ip2=Ü. 

Aus (2) und (3) folgt auch 

(p1+1>z) (?·-r2)=0. 

Da p1 + p 2 regulär ist, so folgt daher 

(4) 1·-r2 =0. 

Die Gesamtheit aller Elemente x, vorausgesetzt dass x=rx ist, bildet ein 
Ideal m, und der Ring m enthält das Einheitselement 1·. Die Gesamt-
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heit aller Elemente y, vorausgesetzt dass ry =0 ist, bildet auch ein Ideal 
n. Dabei ist offenbar 

[m, n]=(0). 

Ist a ein beliebiges Element aus 91, so wird nach (4) 

r(a-a.r)=O. 

Daher folgt 

a-a·r=O (n). 

Aber aus ar.r=ar folgt unmittelbar ar=O (m). Damit ist 

o=m+n, 

wobei m und 11 vom Nullideal verschieden sind, und der Satz ist be
wiesen. 

Durch die Anwendung von Satz 6 erhalten wir 
Satz 7. Der Ring 91 ist dann nnd nnr dann zerlegbar in eine 

direkte Summe, wenn das Nullideal gegenseitig relativprim reduzibel ist.<1l 

Satz 8. Jedes höhe1·e Primideal aus 91 gehört ,m keinem nilpotenten 
Ideal. 

Es sei :p ein von o verschiedenes höheres Primideal, und es sei :p' 
ein Primideal, das durch :p echt teilbar ist. Wir nehmen an, dass ein 
zu :p gehöriges Primärideal q kein Teilc➔r von :p' ist. Dabei ist offmbar 
:p =t= q. Da q zu :p gehört, so soll für eine ganze Zahl n 

sein. Aus Satz I folgt, dass für ein durch :p unteilbares Element e 

eq = 0 (:pn) 

(1) Akizuki hat schon in anderer ·weise bewiesen, dass die Bedingung hinreichend 
ist. Y. Akizuki, Bemerkungen über den Aufbau des Nullideals, 8. 259. 

Ist eiti Ring !R mit Einheitselement, in dem der Teilerkrttensatz g'ilt, zerlegbai· in eine 
direkte Summe, so ist das Nullideal gegenseitig relativprim reduzibel. 

Beweis. Ist !R zerlegbar in eine direkte Summe, so gibt es die Elemente p 1 und p2, 

so dass p1 +p2 regulär, und p1p,=0 ist. Da p1 und p2 Nullteiler sind, so sollen sie durch 
die zu (0) gehörigen Primideale teilbar sein. Ferner können p 1 und p 2 nicht durch 
dasselbe zu (0) gehörige Primideal teilbar sein ; son8t würde p 1 +p2 ein Nullteiler. Es 
seien l)n, P1,, .... , P1m alle zu (0) gehörigen Primideale, die das Element p 1 enthalten, 
und 1)2i, 1)22 .•••• , 1J2n aJle zu (0) gehörigen Primideale, die das Element p2 enthalten. 
Dann besitzen die beiden Systeme von zugehörigen Primidealen kein gemeinsames 
Primideal, und keines der zu einem System gehöriger Primideale ist durch eines der 
zum anderen System gehörigen teilbar. Da p,p,=0 ist, so soll jedes zugehörige Prim
ideal von (0) zu einem dieser Systeme gehören. Es sei Q!t die l)lk entsprechende Primär
komponente des Nullideals. Dann sind a1 =[q1i, •••• , Q1m], a,=[q,,, .... , q,n] gegenseitig 
relativprim, und ferner ist (0)=[a1, a2]. 



Ueber ganz abgeschlossene Ringe. 175 

sem soll. Da µ em echter TeilPr von v' ist, 80 setzen wir 

(1) :p = (:p', p1, .... 'p·J. 
Ist p' oin durch q unteilbares Element aus :p', so wird nach Satz 1 

(2) •'+in-l=Ü ((p', :p")), 

dabei ist c' ein durch µ unteilbares Element. Aus (1) und (2) folgt 

/h,=a1ih1+a21h2+ .... +auh/:p') (i=l,2, .... ,l), 

wo aj1 die Elemente au8 :p, nnd h1 die Produkte der Pottmz<'n von Pi, 
.... , pk bedeuten. Da 111 durch :p' unteilbar ist, so folgt damus durch 
Elimination von h, 

c11 :=O (:p). 

Das i:ot aber unmöglich, denn :p ist ein Primideal und c' durch :p un
teilbar. Daher folgt, dass jedes zu :p gehörige Primärideal q stets em 
Teiler von :p' ist. 

Ist (0) ein Primärideal, aber kein Primideal, so soll jedes höhere 
Primideal :p nach Satz 3 identisch mit dem Ring m boin, und der Satz 
ist einleuchtend. Im andenen Fall sei tl ein uilpotentes Ideal, und :p sei 
ein zu a gehöriges höhere8 Primideal. Jedes höchste Primideal von a 
i„t zugleich auch ein höchste„ Primideal von (0). (l) :p ist damit ein 
e('htn Teiler eil teb höchsten Primideab :p' -von a. Da :p aber zu a ge
hört, Fo mut-s ein zu :p gehöriges Primärideal q kein Teiler von :p' sein. 
Das widerspricht der oben bewiesenen Tatsache. Somit gehört keinem 
nilpotentun Ideal ein höheres Primideal zu. 

(1) Ein zu a gehöriges Primideal \J heisst höchstes Pr·imideal von a, wenn \J kein 
Teiler jedes anderen zu a gehörigen Primideals ist. 
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