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In meiner im vorigen Jahre erschienenen Abhandlung® war die

Eigenschaft der Ringe untersucht worden, in denen die grossten
Primdrkomponenten jedes Ideals eindeutig bestimmt sind.
den soll gezeigt werden, wie man diese Eigenschaft in verhiltnismissig
sehr einfacher Form durch Einfiihrung des Teilerfremdbegriffs aus-

driicken kann.
Wir legen im folgenden nur solche kommutativen Ringe zugrunde,

in denen der Teilerkettensatz erfiillt ist, und unter der Zerlegung der
Ideale verstehen wir die kiirzeste Darstellung der Ideale als kleinstes
gemeinschaftliches Vielfaches von endlich vielen grossten Primir-

idealen.

1) M.1,8§6.
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Im folgen-
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1. Satze uber die Zerlegung der Ideale.

Wir wollen in diesem Paragraphen einige Hilfssdtze beweisen, die
fiir unsere spitere Untersuchung nétig sind.

Definition. Ein Primideal, das kein vom Einheitsideal o verschie-
denes Primideal als echten Teiler besitzt, heisst ein ,, maximales Prim-

ideal.

Hilfssatz 1. Besitzt ein marimales Primideal p einen vom Ein-
heitsideal verschiedenen echten Teiler b, und ist p==p? so findet die
Eindeutigkeit der Zerlegung jedes Ideals nicht immer statt.

Nach der obigen Voraussetzung kann der.Ring R kein Einheits-
element besitzen.? Da p==p? ist, so wird nach dem in der Fussnote
ausgesprochenen Satz® fiir eine endliche genze Zahl p

b=[b, DP]’

und diese Darstellung ist die kiirzeste durch grosste Primérideale.
Aus der Annahme, dass p ein maximales Primideal, und p <b <To ist,
folgt fiir eine hinreichend grosse Zahl 2 (= p)

0*=0 (b).
Wire (b, 0*) = (b, 0**}) = ...., so wiirde damit
o= (p, 08 = (p, M) = ....=0 (5) .

Hiermit gibe es in b ein Element e von der Art, dass fiir jedes Element

b; aus by .
be=b (b), €e=ce (p)

ist.® Daraus folgte, dass fiir ein durch b unteilbares Element »
re—ré® = e(r—re)=0 (p), e==0 (p), r—reE0 (b))

ist. Also erhalten wir einen Widerspruch zu der Eigenschaft des
Primideals p. Hiermit soll

(b, 0*) == (p, 0**Y)

(1) Vgl M.1,§4, Satz 9.

(2) Satz. Istpein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal, so ist p dann und
nur dann teilbar durch jede Potenz von jedem echten Teiler von p, wenn p = 92, oder
p ein maximales Ideal vom Ring mit Einheitselement ist. Vgl. M. 2, §2.

(3 Vgl.iM.1, §4.
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sein, und folglich wird auch
(®, 0*) == (o, o**Y).
Es sei nun ¢ ein gemeinsames Element von p und (b, %), dann wird
c=p=d+r,
wobei p, d, r die Elemente aus p, b, o* sind. Wegen

p—d=0 (1), r=0("), =0 ("
wird
p—d=r=0 (D).

Daher folgt ¢=10 (b) ; also wird

oy d=1[p, (0, 0M)].
Auf gleiche Weise erhalten wir auch
2 b=1[p, (o, 0*].

Da (d, 0*) und (b, 0**!) die zu o gehorigen verschiedenen Primérideale
sind, so existieren zwei verschiedene Zerlegungen (1) und (2) des
Ideals .

Hilfssatz 2. Ist jedes Primideal (== v) aus dem Ring R zugleich ein
maximales Ideal, so wird fiir eine endliche ganze Zahl 4

Ist das Nullideal ein Primideal, so muss R ein Koérper sein ; also
wird o = p2%. Im anderen Fall seien pi, b2, ...., Pn die zu (0) gehorigen
maximalen Primideale. Setzen wir

b=[P1, PZ, ceey pﬂ] ’
so wird fiir eine endliche ganze Zahl p
b = (0).

Es sei 7, ein durch b unteilbares Element aus [ps, . . . p.), dann wird :»
unteilbar durch Primideal p;. Daraus folgt

p=(d,dz, ...., dy), di=0(=1,2,....,0);
=, ....,d;, 7)), r=E=0 (pl).
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Andererseits folgt auch aus e=r’ (p1), rie=r1 (p1)
n=rir; 0), (n—rir)* =0
Hiermit wird fiir eine hinreichend grosse Zahl %
(r17) = (1) = o = ().
Auf gleiche Weise kénnen wir 73, 73, .. .., 7, finden, so dass
;== 0 (b)), i=0 ([P1s vves Picty Pirts ooees Pul)s
(7)) = (rP) (=238 .....m)
ist. Aber es ist
o=(dy, ..., dy, 1y eeu., V).
Denn wenn 7 ein beliebiges Element aus R ist, so wird
r = pitar, p1=0 (py) .
Ferner erhalten Wir auch
1= Prtafs, Pe=0 ([p1, po]),

da re=0 ([p1, b3, - . . D)) ist. Die Wiederholung des Verfahrens ergibt
nach einer endlichen Anzahl von Schritten die folgende Gleichung :

r=ar+....tognt+d, d=0 (v).

Nehmen wir alles zusammen, so ergibt sich der Beweis unseres Satzes.

Hilfssatz 8. Gibt es ein nicht-maximales Primideal, und ist dieses
Primideal kein minimales Primarideal vom Nullideal,® so gilt nicht die
etndeutige Zerlegung jedes Ideals.

Es sei nun p ein nicht-maximales Primideal. Nach der obigen
Voraussetzung existiert ein Primérideal q, das durch p echt teilbar ist.
Damit konnen wir in b ein durch q unteilbares Element p finden. Da
p nicht maximal ist, so ist p durch ein maximales Primideal p’ teilbar.
Setzen wir jetzt

a=(q, py),

so ist a=0 (p), und a ein echter Teiler von q, da q primir ist. Wire

(1) M.3, §2.
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p=0 (a), so wiirde p=pp’ (q) sein ; also wire fiir ein durch p’ unteil-
bares Element r

plr—rp’) = rp—rpp’ =0 (3),
dabei ist p’ ein Element aus p’. Da q primdér ist, so folgte
r—rp'=0 (p),

folglich wiirde =0 (p’) im Widerspruch zur Annhme 7==0 (p’).
Hiermit ist p ein echter Teiler von a, und ferner ist a kein Primérideal,
dap=E0 (a), pp’ =0 (a) ist. Hieraus folgt

p=a:@, px0@).
Sonst wiirde fiir ein hinreichend grosse ganze Zahl 2
o'p=0 (a),
also wiirde fiir ein durch p’ unteﬂbares Element r
rp=0 (@), rp=pp' (1),
dabei ist p” ein Element aus p’. Aus p ==0 (q) ergédbe sich
r—p'=0 (), r=0(©)

. im Widerspruch mit unsrer Annahme. Damit soll p’ ein zu a gehoriges
Primideal sein.? Anderseits gehort aber ein durch p teilbares Primi-
deal auch zu a, da a=0 (p) ist. Nach dem in der Fussnote ausgespro-
chenen Satz® ergibt sich damit die Tatsache, dass die Zerlegung von a
nicht eindeutig sein kann, womit die Behauptung bewiesen ist.

Zusatz. Gibt es ein micht-maximales Primideal, und ist dieses
Primideal kein minimales Primirideal vom Nullideal, so wird

. (Ch ’ qZ) =l= D
fur zwei zu verschiedenen Primidealen gehorige Primirideale g1 und gz
derart, dass 6, = 0 (02), 02 2= 0 (0;) ist.

Denn das beim Beweise des Hilfssatzes 8 auftretende Ideal a besitzt
die Primirkomponenten a; und 9, die die im Satz ausgesprochenen
Eigenschaften haben.

(1) M.1, §3, Satz6.

(2) Satz. Die kiirzeste Darstellung eines Ideals a durch grosste Primiérideale
ist dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn a sich als kleinstes gemeinsames
Vielfaches von den minimalen Primiridealen von a darstellen lidsst. Vgl. M.3, §2.
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2. Ueber eindeutige Zerlegung der Ideale.

Durch die im vorigen Paragraphen gewonnenen Ergebnisse sind
wir in den Stand gesetzt, folgenden Hauptsatz zu beweisen :

Hauptsatz 1. Die Liirzeste Darstellung jedes Ideals aus dem Ring
R als Ekleinstes gemeinsames Vielfaches durch grosste Primirideale st
dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn in R die folgenden
Bedingungen erfullt sind :

1. Jedes nicht-idempotente maximale Primideal ist zugleich ein
maximales Ideal.

2. Wenn ein nicht-maximales Primideal p (= (0) Jexistiert, so wird
o=p+m,
dabet ist wenigstens eines aus p und m idempotent.V

Zum Beweis nehmen wir zunéchst an, dass die kiirzeste Darstellung
jedes Ideals durch grosste Primérideale eindeutig bestimmt ist. Es
sei p ein nicht-idempotentes maximales Primideal, dann soll p nach
Hilfssatz 1 zugleich ein maximales Ideal sein, womit die erste Bedin-
gung notwendig ist.

Es sei nun p(3=(0)) ein nicht-maximales Primideal. Wenn p
idempotent ist, so wird effenbar

o=4p+n, p=pl.

Im anderen Fall existiert ein echter Teiler a von p derart,® dass fiir
eine ganze Zahl 2

pE0 @), o0y
ist. Dabei ist a* kein Primideal und nach dem Fundamentalsatz ist
a*=1[q1, ..., qs] -
Bedeutet p; das zu q; gehorige Primideal, so wird offenbar
=0(@() ¢=12,....,9),
und folglich wird auch
p:==0 (p), p=0(p) (=12 ....,9).

(1) Dieses Ergebnis ist identisch mit dem in M. 1, §6 gewonnenen Resultat.
Vgl. den Beweis des Satzes 1 in dieser Note.
2 M.2, §2.
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Da p==0(a*) ist, so wird fiir eines, etwa a1, aus qi, . , Os

p==0 ().

Hiermit ist a’ =[p, ai] die kiirzeste Darstellung durch die grossten
Primérideale p und 4;. Nach der eindeutigen Zerlegbarkeit soll q; ein
minimales Primérideal von a’ sein. Da p, aber kein hichstes Primideal
von a’ ist, so soll

pr=o, = 0a)=(@©",ad)=....

sein.?  In g existiert damit ein Element e derart, dass fiir jedes
Element ¢: aus o

1) en=q (@), e=E0 (p)
ist. Ferner folgt daraus auch®
(2) (p9 QJ) =0.

Anderseits ist p nach dem Hilfssatz 3 ein minimales Primérideal
von (0). Ist (0) primir, so soll offenbar

p=1(0)

sein. Das widerspricht der Annahme p=F (0). Im anderen Fall ergibt
sich nach dem Fundamentalsatz

©0)=1[p, a5, ..., qr] -
Setzen wir jetzt
b=1[a5,....,qx,
so wird (0) = [p, b], d==(0). Damit folgt aus (1) und (2)
(3) . ed=29.

Wenn b=E0d? ist, so ist ein zugehoriges Primideal p’ von b? Teiler von
(d, p). Alle zu d gehorigen hochsten Primideale 97, ...., p; sind
auch die hochsten Primideale von 2. Aus (p;.... p;)* =0 (d?) folgt,

dass wenigstens eines aus pj, ...., p; durch p’ teilbar ist. Nach der
eindeutigen Zerlegung von 92 und (0) folgt damit ‘

p=o0.

1) M.3, §2.
(@ M.1, §4.
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Aber nach der Eigenschaft von Primérideal und (3) soll jede Primir-
komponente von b* zugleich Teiler von d sein. Das widerspricht dem
Fundamentalsatz ; also soll

=9, 0=p+Dd

sein. Hiermit ist die Bedingung 2 auch notwendig.

Umgekehrt sind auch die Bedingungen hinreichend. Denn wenn
a ein nicht-priméres Ideal ist, so ist im Restklassenring R’ = N | a das
Nullideal kein Priméirideal. Wenn in R’ kein von (0) verschiedenes
nicht-maximales Primideal existiert, so ist Hilfssatz 2 zufolge die
Zerlegung von a eindeutig bestimmt.!” Im anderen Fall wird der Ring
R’ nach der Bedingung 2 direkte Summe
o/ = pi+my;
dabei ist wenigstens eines von p; und ] idempotent, und p] ein nicht-
maximales Primideal. Daraus ist klar ersichtlich, dass jedes zu einem
maximalen Primideal p’’ gehorige Primérideal Teiler vom durch p”/
echt teilbaren Primideal ist. Damit sind die zugehorigen Primideale
von (0) im Ring R’ die hochsten Primideale von (0), oder o’. Ist o’ das
zugehorige Primideal von (0), so existiert ein Element # von der Art,
dass

@ . o'n = (0), n=0
ist. Da pj ein Primideal ist, so soll n==0 (b)) sein. Daher folgt
| Pokpl,  mP=m].

Wenn pj, ...., p; alle anderen nicht-maximalen Primideale sind, so
wird auch :

o =pltmi,  wi=m2 (E=238,....,0).
Damit ergibt sich
D[:n‘{+mé+-...+lﬂf+b’, b’=[b;,----:¥’f];

folglich ist jedes Primideal im Restklassenring o | n{+....+m] maxi-
mal. Nach (1) und Hilfssatz 2 wird

o =n"+m’, m”? =, ' = (0).

(1) Existiert in % ein von (0) verschiedenes idempotentes Primideal, so ist v
kein zugehoriges Primideal von (0) in %/, da es in % keinen Totalnullteiler gibt.
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Hiermit ist die kiirzeste Darstellung von (0) in R’ eindeutig bestimmt,
womit der Hauptsatz bewiesen ist.

3. Ueber die Teilerfremdheit der Primairideale.

Definition. Zwei Ideale a und b heissen, ,,teilerfremd,” wenn
(a, ) = o 7st.®

Satz 1. In jeder kiirzesten Darstellung eines Ideals aus einem Ring
R durch grosste Primiirideale sind diejenigen Primirkomponenten dann
und nur dann stets paarweise teilerfremd, wenn in R die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

1. Jedes nicht-idempotente maximale Primideal ist zugleich ein
maxtmales Ideal.

2. Gibt es in R ein nicht-maximales Primideal p(==(0)), so wird
o=Pp+m;
dabet ist wenigstens eines aus p und m idempotent.

Zunidchst nehmen wir an, dass die Bedingungen erfillt sind.
Nach dem Teilerkettensatz existiert eine Darstellung von R durch
direkte Summe

R=m+n+....+m,,

worin jedes nicht-nilpotente Ideal direkt-unzerlegbar ist, und es hoch-
stens ein nilpotentes Ideal gibt. Wiren m; und nt; nicht idempotent,
so gibe es nach der Bedingung 2 in m; und m; kein nicht-maximales
Primideal. Im Restklassenring R = R |m+.. .+ +mgat....
Ctmprtmyat. .. +m, gibe es damit kein idempotentes Primideal
und kein nicht-maximales Primideal, und folglich wiirde nach Beding-
ung 1 und Hilfssatz 2

ERI —_— D/l__l__ml’ DI)\ —_ DIZ)

gegen die Voraussetzung. Damit besitzen wenigstens n—1 Ideale aus
M, ...., My ein Einheitselement resp. fur die Ringe m;. Ferner
gibt es in jedem m; kein vom Nullideal verschiedenes nicht-maximales
Primideal. Sind q; und g2 zwei zu verschiedenen Primidealen ge-
horige Primérideale, und ist

01=£0 (q2) qz==0 (q0) »

(1) Bei dieser Definition ist die Existenz des Einheitselementes nicht erforder-
lich. Vgl N. §8.
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so wird nach Hilfssatz 2
(q1 ’ QZ) = D b

da jedes qi, qz (e—1) Ideale aus m; enthilt, und in jedem m; kein
idempotentes Primideal und kein nicht-maximales Primideal ausser
dem Nullideal existiert. In der kiirzesten Darstellung eines Ideals a

a=1[q1, «+.-, qs]

sind diejenigen Primérideale hiermit paarweise teilerfremd.

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Primdrkomponenten in jeder
Zerlegung eines Ideals immer paarweise teilerfremd sind. Es sei p ein
maximales Primideal und sei ferner p==p%. Wenn p einen von o
verschiedenen echten Teiler b besitzt, so wird fiir eine ganze Zahl® 2

a=1[o%pl, p=0 (o), 0*=0(p), 0 =0 (b);
folglich wird
(0% $)=0 (b).

Damit sind zwei Primérideale in der kiirzesten Darstellung von a nicht
teilerfremd mit Widerspruch ; also ist die Bedingung I notwendig.

Nach dem Zusatz unter Hilfssatz 3 ist jedes nich-maximale
Primideal p ein minimales Primérideal von (0). Wenn p == p? ist, so ist
fiir ein zum Primideal p” gehoriges Primérideal ¢/

a:[q', P]’ P$O (Q'), q,$0 (T»’),

dabei ist p’ ein echter Teiler von p. Aus unserer Voraussetzung folgt
unmittelbar

p=0, o=@p=0p=.....

In R existiert damit ein Element ¢ derart, dass fiir jedes Element
aus R

er=r (p)
ist. Daraus folgt fiir jede ganze Zahl 2
(1) (0e*, p) =0o.

(1) Vgl. die Fussnote von S. 104.
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Hier sind zwei Fille méglich, je nachdem (0) primir ist oder nicht.
Im ersten Fall wird offenbar

p=p=0

gegen die Voranssetzung. Im zweiten Fall wird nach dem Funda-
mentalsatz®

(0)=1Ip, G2, -.-+, qal-
Setzen wir jetzt m = [qo, ...., qul, S0 wWird
@ ©) =[p, ml, m==(0).
Daraus folgt
@) em=m.

Ist m == m?2, so ist ein zugehoriges Primideal p’ von m? Teiler von (m, p),
da aus mp = (0)

4) p'=m?: (m), m=0 (m), m=E0 (m?

folgt.® Alle hochsten Primideale pz, ...., pr von m sind zugleich die
hochsten Primideale von m2,  Aus (pz.... pr)® ==0 (m?) folgt, dass eines
aus Pz, ...., P durch p’ teilbar ist. Anderseits wird wegen der
Teilerfremdheit der Primérkomponenten

(h, ps) =0 =2 ....,m).
Damit erhalten wir
(5) p'=o.

Aus (3) und (5) folgt, dass jedes zu p’ gehorige Primérideal stets Teiler
von m ist. Weiter ist wegen (4) und (5) jede zu einem von o ver-
schiedenen Primideal gehorige Primidrkomponente von m? Teiler von
(m, m?). Diese Tatsache widerspricht dem Fundamentalsatz; also
soll

m=m?, p=p+m

sein, da p ein Primideal ist. Hiermit ist Satz 1 bewiesen.

(1) M.3, §2, Satz5.
© M.1, §3.
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Aus Satz 1 und Hauptsatz 1 ergibt sich schliesslich

Hauptsatz 2. Die kiirzeste Darstellung jedes Ideals aus etnem Ring
R durch grosste Primirideale ist dann und nur dann stets eindeutig
bestimmi, wenn in jeder Zerlegung eines Ideals die grossten Primirkom-
ponenten immer paarweise teilerfremd sind.

Definition. Zwei Ideale a und b heissen ,, relativprim *‘, wenn a
relativprim zu b ist, oder b relativprim zu a. Ist sowohl a zu b, wie b 2u
a relativprim, so heissen a und b ,, gegenseitig relativprim .0

Definition. Zwei Ideale a und b heissen ,, gegenseitig unteilbar *,
wenn a==0 (p), 6==0 (a) ist.

Durch Einfithrung dieser Definitionen kénnen wir den Hauptsatz 2
in folgender Weise fassen :

Hauptsatz 2/. Die Liirzeste Darstellung jedes Ideals aus einem Ring
R durch grosste Primiirideale ist dann und nur dann eindeutig bestimmt,
wenn zwet relativprime und gegenseitig unteilbare Primirideale aus R
stets teilerfremd sind.

4. Ueber teilerfremde Ideale.

In diesem Paragraphen sollen noch einige Bemerkungen iiber
Teilerfremdheit der gegenseitig relativprimen Ideale gemacht werden.

Satz 2. FEs sei R ein Ring, in dem die grossten Primirkomponenten
jedes Ideals eindeutig bestimmt sind. Ist ein Ideal a relativprim und
teilerfremd zu den Primdridealen qi,. ..., Gz, so wird

(a, [q1, ....,qk]) =0.
Aus der beim Beweise von Satz 1 gemachten Bemerkung folgt
R=m+nmet....+n,,

worin die folgenden Bedingungen erfiillt sind :

1. "Jedes nicht-nilpotente Ideal ist direkt-unzerlegbar, und es
gibt hochstens ein nilpotentes Ideal.

2. Wenigtens n—1 Ideale besitzen ein Einheitselement resp. in
bezug auf sich selbst.

3. In jedem Ideal besitzt jedes vom Nullideal verschiedene Prim-
ideal keinen echten Teiler ausser diesem Ideal.

(1) N. §6.



Ueber Teilérfremdheit von Idealen. 115

Wenn jedes ny; ein Einheitselement besitzt, so ist die Behauptung
einleuchtend.”? Wir nehmen an, dass mt, kein Einheitselement besitzt.
Alle zugehorigen Primideale von a sind unteilbar durch das zu q;
gehorigen Primideal,® da a relativprim zu qy,. ..., qs ist. Ist m,.=0(a),
so folgt aus der Existenz des Einheitselements in my+.... + 1

(a, a1, e evehqel) = 0.

Im anderen Fall sind zwei Fille moglich, je nachdem [a, m,] = (0) ist
oder nicht. Im ersten Fall folgt aus m,=0(q;) ¢ =1,2,...., k)

(a, [1s eeeyqel) = 0. ,
Im zweiten Fall sei b = [q, qu,...., qz], dann wird nach Hilfssatz 2
R =RP=mi+....+m;

dabei ist hochstens nur ein Ideal nicht-idempotent. Ist m’,. nicht-
idempotent, so ist m’,2 = (0). Daraus folgt

D= (CI, [q1, ceeay qk]),
da o nicht zu jedem q; gehort.

Satz 3. Es sei R ein Ring, in dem die grossten Primirkomponenten
Jjedes Ideals eindeutig bestimmit sind. Sind zwei Ideale a und b aus R
gegenseitig relativprim, so sind sie zugleich teilerfremd.

Offenbar geniigt es, den folgenden Hilfssatz zu beweisen: Ist ein
Ideal a gegenseitig relativprim zu einem Primérideal q, so wird (a, q) = o.
Denn wenn diese Behauptung erwiesen ist, so kénnen wir nach Satz 2
aus

b=1[0, c-ver Gu], (B, 0)=0@GE=1,2,....,m)

leicht den Satz ableiten.® Um die Richtigkeit dieses Hilfssatzes
darzutun, ziehen wir die Darstellung von R durch eine direkte Summe
heran. Es sei

R=m+nm+....+m,.

(1) N. §8. Fiir Ringe ohne Einheitselement gilt nicht die Behauptung, dass
zwei teilerfremde Ideale immer gegenseitig relativprim sind.

(2) K. §3.

(3) N. §6, Satz10. Denn aus unserer Voraussetzung ist die Darstellung
b =[q, G, ...., 9] eine reduzierte.
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Da a gegenseitig relativprim zu q ist, so ist jedes zugehorige Primideal
von a durch das zugehdrige Primideal von q unteilbar vnd um-
gekehrt.) Hiermit gehort o nicht zu jedem a, q. Ist q ein nicht-
maximales Primideal oder ein idempotentes Primideal, so wird etwa

q =m2+-...+mn;
folglich soll m;==0 (a) sein ; also ist
(a, ) =0.

Im anderen Fall ist das zu q gehorige Primideal p ein nicht-idempotentes
maximales, und p besitzt keinen von o verschiedenen echten Teiler.
Infolgedessen ist auch

(@, ) =0.

Denn wenn ny==0 (q) ist, so setzen wir d = [, a, q], dann ist in
my’ = 1m|d das Nullideal kein nicht-maximales Primideal. Daraus
folgt nach dem Hilfssatz 2 und (a, p) = o die obige Behauptung.

1 K. §3.
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