ing der ldeale.

Shinzire-MORI.
(Eingegangen am 9, 11, 1931.)

Bekanntlich ist es nicht allgemein moglich, jedes Ideal als Produkt
von Primiridealen darzustellen. Es fragt sich demnach, in welchem
Ring jedes Ideal sich stets als Produkt von Primiridealen darstellen
ldsst. Wir haben noch keine allgemeine Antwort auf diese Frage; in
der vorliegenden Note wird aber eine Charakterisierung aller derjenigen
Ringe gegeben, in denen das Produkt aller Primérkomponenten in jeder
kiirzesten Durchschnittsdarstellung eines Ideals stets gleich dem Ideal
ist.

Zugrunde gelegt sei ein kommutativer Ring R mit Teilerkettensatz,
und sei das Zeichen a = [qi1, ...., q.] immer eine kiirzeste Darstellung
von a durch grosste Primérideale. Ein vom Einheitsideal o verschi-
edenes Ideal, das keinen echten Teiler ausser o besitzt, heisst ein
., maximales Ideal,” und unter dem ,, maximalen Primideal >’ verstehen
wir ein von o verschiedenes Primideal, das kein von o verschiedenes
Primideal als echten Teiler besitzt.

§1. Zur Gleichung ab = q.
Als eine Verallgemeinerung eines Satzes® fiir den idempotenten
Ring gilt der folgende

Satz 1. Ist a ein beliebiges Ideal, und ist b auch ein Ideal, so wird
dann und nur dann

ab = a,
wenn es in b ein Element b gibt, derart, dass fiir jedes Element a aus a

ab=a
1st.

(1) S. Mori, Ueber Ringe, in denen die grossten Primirkomponenten jedes Ideals
eindeutig bestimmt sind, dieses Journal, 1 (1931), 34.

Journal of Science of Hiroshima University, Ser. A. Vol. 2,
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Zum Beweis nehmen wir zunéchst an, dass
ab = a=k(0).
Dann wird offenbar
) a=ab=ab?=....5=(0),
folglich soll b kein nilpotentes Ideal sein. Setzen wir jetzt

az(al,aZs'-'-’am)’ b=(b1;bZ""'$bn)7

so ist damit wenigstens eines aus b; nicht nilpotent. Wenn by, b2, ....,
b, diejenigen aus b; sind, die nicht nilpotent sind, so folgt aus (1)

a=a.@®, b5, ....,b) = a.dy, b, . ..., )
fiir eine passend grosse Zahl p, folglich wird |
a= (b, ....,ad}, ...., anb})
2 =(abd™, ..., adl ..., ¢bF).

Dabei muss wenigstens eines aus a:d?" von Null verschieden sein, da
a=F(0) ist. Es sei damit

3 aby==0.
Aus (2) folgen
a; = buai+bupds+ . ... 4 Dunlm ,

a2 = byt +bete+ .. .. + Do,

........

Am = bpats+ ... ..... + b @on,
wo by die Elemente aus b sind. Durch Multiplikation mit b folgen
a(bnb} —0))+ .oonnn.t + @b =0,
1boib} + ao(beb —b7). . oo+ Ambond; =0,

........

Qb o + @ (bmmbi —02) = 0.
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Durch Elimination erhalten wir die Beziehung
Qs bllbg _bg ’ bmbg 3 ey blmbg
bab? , bpbl —b%, ...

bmlbg ) se s ean » bmmbg '—'bg [

Hieraus folgt wegen (3)
ab? = babr =0, b0, b=0 (b).

Da b aber von der Auswahl von a; und b¢ unabhingig ist, so werden
ab® =badr (1=1,2,....,m35=1,2,....,k).

Fiir jedes Element a aus a wird damit Wegen (2) ab = a; womit die
Bedingung notwendig ist.

Umgekehrt ist die Bedingung auch hinreichend ; also ist der Satz
vollstdndig bewiesen.

Zusatz. Wenn fiir jedes Element a stets (a) = oa ist, so gibt es in
R (F=(0)) das Einheitselement. .

Wir zeigen zunichst, dass in R ein Element e existiert, fiir das ¢
= e==01ist. Ist a; ein beliebiges von Null verschiedenes Element, so
existiert nach Satz 1 ein Element ¢, derart, dass a;e; = a; wird. Es sei
a; die Gesamtheit aller Elemente a;, fiir die aie; = a, ist, dann bildet a;
ein Ideal. Ist e;==01(a;), so wird ;2 =¢;30. Im anderen Falle kénnen
wir auch ein Element e; finden, so dass e;es = ¢; wird. Die Gesamtheit
az aller Elemente a;, fiir die aze: = a2 ist, bildet ein Ideal, und ferner
ist as ein echter Teiler von a;. Nach dem Teilerkettensatz erhalten wir
endlich ein Element e, derart, dass ¢ = ¢, =0 ist.

Es sei nun ¢ = ¢{=F0, und sei a; die Gesamtheit aller Elemente
a1, fir die aie] = a; ist, und sei ¢; die Gesamtheit aller Elemente c;,
fiir die e¢fc; = 0 ist. Dann wird unmittelbar

0D =o0+0a.

Ist ¢1 vom Nullideal verschieden, so kénnen wir auf gleiche Weise zei-
gen, dass in ¢; ein Element ¢} existiert, fiir das e = ¢,==0 ist, und
folglich wird auch fiir jedes Element a2 aus az
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a2eh = az , 0 = Ce+02+0a;5.

Nach einer endlichen Anzahl von Schritten hat das Verfahren ein
Ende, weil der Teilerkettensatz vorausgesetzt wird. Schliesslich erhal-
ten wir mithin

0=+ 02+t ....+0m, €a;=(0)G=7), ef=e,=F0, ar,=a;

fiir jedes Element a; aus q;, und folglich wird e=¢/+.... —I—e’;n das
Einheitselement von R.

Zusatz. Ist fiir beliebige Ideale a und b aus R stets
[Cl, b] = ab,

sowird o = a1+ ....+an, wo jedes a; ein Korper ist.
Falls b = 0, so wird nach dem obigen Zusatz

0 = a1+a2+ ce e "l’am,

wobei a; direkt-unzerlegbar und a2 = a; sind. Ferner sind a; Kérper ;
sonst wiirde nach der Voraussetzung a; direkt-zerlegbar.
Durch Anwendung von Satz I ergibt sich

Satz 2. Ist a ein vom Einheitsideal verschiedenes Ideal, und ist b
etn Teiler von a, so wird dann und nur dann

[a, 6¥] = a-b*,

wenn es in b* etn Element b gibt, derart, dass fur jedes Element d aus
b =[a, b¥] bd = d wird.

Es seien
a=(a, G2, «vv.,Om)
b= (0, (B -ev s ®n)) = (@, eves@mbryennn, b),
dann wird
br=(af, ...., a5, af %, .c...... , bk, oo, bE)

=(C1,Cz, eeeay Oy Cri,y ----,Cl+t)-

Dabeiiste; 1 =1, 2,...., 1) das Produkt & Grades von beliebiger An-
zahl der Elemente a;,...., &, b1,...., by, bel dem wenigstens eines
aus a; stets auftritt, und ¢; (j = [+1, ...., [+1) ist auch das Produkt %
grades von by, ....,b,, und dabei ist
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= (m+n+k—1)! (n+k—1)! f = (n+k—1)!

(m+n—1)! k! =11k’ (n—1)!k!"

Weiter ist offenbar
;=0 (d) t=1,2,....,10.
Aus der Voraussetzung [a, b¥] = ab” folgen damit
¢ =aaC+ .... +aaC+AaaCat oo T QigeCrae
¢Y) G=1,2....,0,

wobei a;; die Elemente aus a bedeuten. Ist d ein beliebiges Element
aus d, so wird auch

d= 0401-]- ceee +a{cl+a{+105+1+ oo +a2+tcl+t
(2) = (a|+b)ei+....+(a] +8)e,

wo o) auch die Elemente aus a, und (a}+0b) die Elemente aus b sind.
Die Einfiihrung von (1) in (2) ergibt

d=ale+....+d/et+aica+.... +aficie,
wo o die Elemente aus ab sind. Ferner wird wieder
d=(a/+0)e+....+ @+,

wo (a/+b!) die Elemente aus b? sind. Substituieren wir wieder hierin
die Beziehungen (1), so wird auch

VU /,
d=aci+....+a] a+alcra+t....+ae,

wo a;’ die Elemente aus ab? sind. Weiterfilhrung dieses Verfahrens
zeigt schliesslich, dass

d=aVYe+....+a¥ Pg+a®Veat.... +a Ve,

wird, wo a{**? die Elemente aus d = ab* sind. Daraus folgt d=0 (ab),
und folglich wird

= ab*=0 (ab?).
Andererseits ist offenbar ab#=0 (ab*) ; also wird

b = ab® = (ab¥)b*.
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Da b* ein Teiler von ab” ist, so folgt wegen Satzes 1 die Existenz eines
durch b* teilbaren Elementes b von der Eigenschaft, dass fiir jedes Ele-
ment d aus b stets db = d wird. Hiermit ist die Bedingung notwendig.
Umgekehrt ist die Bedingung auch hinreichend, womit die Behauptung
bewiesen ist.

§2. Satze iiber die Primideale.

In diesem Paragraphen wollen wir einige wichtige Sétze fiir unsere
spitere Untersuchung beweisen.

Satz 3. Ist p ein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal, so ist p
dann und nur dann teilbar durch jede Potenz von jedem echten Teiler von
p, wenn p=p% oder p ein maximales Primideal® vom Ring mit Ein-
heitselement ist.

Ich setze zundchst voraus, dass p stets teilbar durch jede Potenz
von jedem echten Teiler von sich selbst ist. Setzen wir

p=(p19 p2y°°",p'n)1

und ist a ein durch p unteilbares Element, so wird
a=(p @) =@, ..., @)
ein echter Teiler von p. Aus der obigen Annahme folgt fiir jedes m
p=10 (a™).
Daraus folgen unmittelbar fiir m =2
Di = a1+ . oo FCiplnt Aine 0=1,2,....,m),

dabei sind a;; die Elemente aus a. Da p ein Primideal und a=50 (p)
ist, so soll

Gin1=0() E=1,2,....,n)
sein ; woraus folgen .
pi:a’glpl"_“"-l'aé'npn (’l:=1,2,....,'n),

wo af; auch die Elemente aus a sind. Durch Multiplikation mit a erhal-
ten wir

(1) Wenn in % das Einheitse'ement existiert, so besitzt ein maximales Primideal
p keinen von o verschiedenen echten Teiler. Vgl. den Beweis von Satz 5.
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plad—a)+ .oeeennn... + ooty =0,

paas +pe(aa,—a)+ . ... +pa0h, =0,

--------

O A +pu(aa,,—a) = 0.
Durch Elimination folgt daraus
pa® =para’ (1=1,2,....,n),
wo @' ein Element aus a ist. Da p ein Primideal ist, so muss
a"==0 (p)
sein. Wir konnen hier zwei verschiedene Fille unterscheiden.
1. Fall: Es sei a'a"—a"==0 (p).
Setzen wir
=da"—a*, q-= (p, (al)) s
so ist a; ein echter Teiler von p, und ferner wird
Q) pr=0 (=12 ....,n), a}==0(p) fur jedes A.
Aus unserer Voraussetzung folgt auch fiir jedes 4
@ p=0 (af).
Nach (1) wird
' o} = (p*, (@),
und ferner folgt aus (2) fir 2 > 1
pi=pitre (¢=1,2,....,n),

wo 7} die Elemente aus p*, und #; die Elemente aus R sind. Da a;==0
(p) ist, so soll ;==0 (p) sein, und folglich wird wegen (1)

pi=p, (G=1,2,....,n),
also wird

p=0 ().
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Daraus folgt
p=p.

2. Fall: Es sei aa"—a=0 (p).

Dann werden
@"—a)a"=0 (p), a'=0 (1), a'=0 (p),
da a»==0 (p) ist. Weiter folgt daraus
a”—a’=0 (p), a'=0 (p).

Setzen wir nun a; = (p , (a’)), af = (p, (a"")), so wird daher

(3) =0, =0 ().
Andererseits ist aber nach der Voraussetzung p =0 (a?) ; daraus folgt

4 g = a} = aj.
Wire a; vom Einheitsideal verschieden, so wiirde

o="0+a, H==(0), p=a, p=0 ().

Folglich hétten wir den Widerspruch, dass fiir zwei Elemente &, a2 aus
b und a2, die beiden unteilbar durch p sind, ~a;=0 (p) ist.
Daraus folgt wegen (3), (4)

p=@=aqa, o =02,

Damit soll der Ring R das Einheitselement e enthalten.®
Gibt es ein Ideal zwischen o und p, so existiert ein Ideal b = (p, (ra’))
=, das ein echter Teiler von p ist, da o = a2 = (p, (a))ist. Auf
gleiche Weise konnen wir damit zeigen, dass p = p? oder o = b ist.
Der zweite Fall ist aber unmoglich. Falls p=Ep?, so wird p hiermit ein
maximales Primideal, und R muss das Einheitselement enthalten.

Umgekehrt ist die Bedingung auch offenbar hinreichend; womit
die Behauptung bewiesen ist.

Satz 4. Ist ein Primideal p; ein Teiler eines Primideals p, und st
p1 vom Einheitsideal verschieden, und ist ferner

(1) Aus Satz 1 folgt unmittelbar, dass in # das Einheitselement ¢ existiert, wenn
v = 0? ist. ‘
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so existiert ein durch p unteilbares Element h von der Art, dass
pm-h = (0) .©

Aus Satz 2 folgt die Existenz eines durch p7* teilbaren Elementes
py von der Eigenschaft, dass fiir jedes Element d aus b stets dpy = d
ist, und folglich wird p?p = pip fiir jedes Element p aus p, dad = p* p
ist. Daraus folgt

() B—p1)p = 0) .
Wenn pi—p1=0 (p) ist, so wird wegen d () = b, p}—p=0 (d)
b= (b, (@) = (b @) = (b, @)* =%

Da p* vom Einheitsideal verschieden ist, so ist b; auch vom Einheits-
ideal verschieden, und ferner wird wegen »? = 0,

0=H+d, =0 (1),
wo ) von (0) verschieden ist. Andererseits ist aber
=0 (),

da p»=0 (d) ist. Da.p; von o verschieden ist, so soll H==0 (b;) sein.
Daraus folgt, dass fiir ein Element % aus §

h=:0 (p), h.p™ = (0)
ist.
Wenn pi—p1=E0 (p) ist, so setzen wir &z = p—p;. Dann folgt of-
fenbar aus (1)
R0 (v), hy™ = (0) ;

womit der Satz bewiesen ist.
Mit Hilfe des obigen Beweises ergibt sich leicht
Zusatz. Ist p ein von v verschiedenes Primideal, und ist

> = [p, 0™] = p-o™,

(1) Der Satz gilt auch, falls p und p, nicht prim sind.
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so gibt es ein durch p unteilbares Element r, fur das r p™ = (0) ist, oder
wird fur eine passende Zahl 2

o =Ph+om, H* = (0), 02" = p™ ,
Es gibt ein Element 71, so dass

(ri—r)p = (0), 7=0 (™), 7d=0o.
Falls ¥2—r;=0 (p), so wird

o=0h+bd, =0, b= (b (m))=0 ("), pm=0 ().

Ist b1=0(p), so existiert damit ein Element » ausserhalb p, fir das
rp™ = (0). Ist H==0(p), so ist § ein nilpotentes Ideal, da p™=0(d,) ist.
Ferner wird 0™ = b, .

Falls r—r; 2= 0(p) ist, so ist die Behauptung auch richtig.

Satz 5. Ist p ein maximales Primideal aus dem Ring R mit Ein-
heitselement, so ist jeder Teiler von einer Potenz von p primiir.

Zunéchst zeigen wir, dass p ein maximales Ideal ist. Ist a ein von
o verschiedenes Ideal, das ein echter Teiler von p ist, so wird a nach
der Voraussetzung kein Primideal. Damit konnen wir ein Element »
finden, so dass

rZ=0 (a), or=0 (a).

Das ist aber unmoglich, da R das Einheitselement besitzt. Hiermit
soll p zugleich ein maximales Ideal sein.

Ist ein Ideal q, das ein Teiler von p* ist, nicht primér, so konnen
wir wegen q=0(p) zwei Elemente r, p auswihlen, so dass

ey rp=0 (), r=E0 (), »p=x0(@).
Ferner konnen wir ein Element »” finden, so dass
()] ppop'=0 (q), pp'==0 (3).

Da p ein maximales Ideal ist, so wird o = (or, p), und folglich wird fiir
das Einheitselement e

(3) e=rr'+p”’, rFE0(), p"'=0 ().

Aus (I) und (8) folgt ‘
rr'pp’ = (e—p")pp' =0 (q).
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Wegen (2) wird hiermit

pp’ = epp’=0 (q)
gegen die Voraussetzung. Hiermit ist der Satz vollstdndig bewiesen.

§ 8. Bedingung fiir die Darstellbarkeit jedes Ideals als Produkt
von grossten Primiridealen.

Zunéchst sollen Ringe mit Einheitselement untersucht werden.
Satz 6. Damit im kommutativen Ring R mit Einheitselement stets

a=1[q1,02, .-+, Gu] = QG2+ ... Gn

ist, wo [q1,...., Qn] eine kiirzeste Darstellung von a durch grosste Pri-
mirideale bedeutet, ist notwendig und hinreichend, dass o = 01+ 02+ ... .-
+0,, ist, wobei v; die Ideale aus o von den folgenden Eigenschaften sind :

1. o; sind direkt-unzerlegbar und besitzen Einheitselement.

2. In jedem Ring o; gibt es hichstens nur ein nicht-maximales Pri-
mideal pi(==0;), fur das p? = (0) ist.

3. Ist . micht Nullideal, so ist Y; direkte Summe von minimalen
Idealen my;; dabei sind my; = (0) : by fiir maximale Primideale ps; aus o;,
und paty; = my(k == g) fir jedes maximale Primideal pu(== pi;) aus o;.

Zunichst nehmen wir an, dass fiir jede kiirzeste Darstellung a =
[a1, ...., qx] durch grosste Priméirideale stets a = q;....q, ist.

Nach dem Teilerkettensatz wird R direkte Summe von endlich
vielen direkt-unzerlegbaren Idealen o; aus R, und ferner sind 0% = o;,
da R das Einheitselement enthélt. Néamlich wird

9] 0=0;+02+....+0m.

Ist jedes Primideal maximal, so ist der Satz einleuchtend.

Es sei p ein nicht-maximales Primideal aus R. Ist b = p? so wird
p kein echter Teiler eines anderen Primideals. Im anderen Falle ist p -
nach Satz 3 unteilbar durch eine Potenz bi! eines Ideals by, das ein
echter Teiler von p ist. Es sei jetzt

o' =[af, v 0% ]

eine kiirzeste Darstellung durch grosste Priméirideale, dann ist p un-
teilbar durch wenigstens eines, etwa ¢/, aus q;; ndmlich wird

p=£0 (1) .
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Ist p; das zu q; gehorige Primideal, so ist p; ein von o verschiedener
echter Teiler von p, da p=0(by) ist, und ferner ist p?==p;. Ist p; noch
nicht maximales Primideal, so ist p; unteilbar durch eine Potenz 632 eines
Ideals b2, das echter Teiler von p; ist, und weiter erhalten wir auch

0 =17, ..., q%].

Damit ist p; durch etwa q{ unteilbar, und das zu of gehorige Primideal
pe ist ein echter Teiler von p; und wird pZ==p.. Nach einer endlichen
Anzahl von Schritten des Verfahrens ist p; endlich ein maxi-
males Primideal, und p;—; ist teilbar durch b;,- aber nicht durch
pi, dabei ist p eine passende Zahl. Da p; ein maximales Primideal ist,
so wird p; nach Satz 5 ein zu p; gehoriges Primérideal. Nach der Vor-
aussetzung ist

D = [Pie1, Pi] = pirptl.

Wegen Satzes 4 existiert ein durch p;; unteilbares Element % derart,
dass hpf_; = (0) ist. Hiermit ist p,; kein echter Teiler von Primideal ;
also ist p nur durch maximales Primideal teilbar. Zusammenfassend
ist jedes Primideal, das durch ein maximales Primideal echt teilbar ist,
kein Teiler von anderem Primideal.

Ist p = p?, so wird aus (I)
p=o0t+....+01+0s+....+0n,

und in o; ist (0) das einzige Primideal, das durch maximales Primideal
aus o; teilbar ist.

Im anderen Falle wird b = [p, p1] = p-pf1, wo p; ein maximales
Primideal ist. Nach Satz 2 gibt es in pj1 ein Element p:, derart, dass
fir jedes Element d; aus b1 dyp; = d; ist. Ist e das Einheitselement
aus R, so wird fiir jedes Element d; aus b,

(p1—e)d; =0, pi—e=E0 (p)) .

Aus bi-(pi—e) = pii-p-(p—e) = (0) folgt ferner die Existenz eines Ele-
mentes p’ von der Eigenschaft, dass

prp’ =(0) p'=0.

Denn, da pj1 ein Primérideal und p =5 0(b,) ist, so soll p(p;—e)=F(0) sein.
Es sei nun m; = (0):pf1, dann ist my; vom Nullideal verschieden, und
ferner wird
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[my, b] = (0), m=0 (p),

da pd; = d; und p; ein maximales Primideal ist. Ist p’’ ein beliebiges
Element aus p, so wird p{i(pip’’—p'’) = (0), da p‘{lp' '=0(p,) ist. Daraus
folgt wegen m;=0(p), p-pir = d;

(2) p=nmu+ds,

und 1, ist nilpotent. Ferner soll m; ein minimales Ideal und m; = (0):9:
sein. Sonst wiirde fiir ein echtes Vielfaches m{(==(0)) von mi, das
durch (0) : p; == (0) teilbar ist®

mf, o) = [p, 91, o = (mj, p),

wo q’ wegen Satzes 5 das zu p; gehorige Primérideal ist, und die Dar-
stellung eine kiirzeste ist. Aus der Voraussetzung wiirde (mf, d1) =
pq’ = b, mit Widerspruch, da pimi = (0) ist.

Ist by = b?, so folgt aus der Eigenschaft von Primideal p und (I)
b1:D1+....+Di—1+0'i+l+-.-.+0m, mI:[D'i’ P],

und ferner ist m; ein einziges nicht-maximales Primideal aus o; und

= (0). Weiter wird p; = (0) : m;, und fiir jedes von p; verschiedene
max1male Primideal p; aus o ist wup; = m;; sonst wiirde om; = (0) mit
Widerspruch.

Ist p25=b;, so wird
b%=[p, Gly e eves ql].

Denn aus pmm; = (0), (p1—e)d: = (0) folgt, dass kein Primérideal zwi-
schen p und »? existiert. Ferner wegen p;=02}:m; ist p; ein zuge-
horiges Primideal; damit ist q; ein zu p; gehoriges Primérideal. Fiir
jedes n ist stets d; =0(pp), und folglich wird d2==[p, qi]. Hiermit
wird filr das zu q» gehorige Primideal p., das ein Teiler von p ist,

(1) Ist d ein gemeinsames Element von p und ¢/, so wird
d=my+di=m/ + p/,
wo my, dy, my, p/ die Elemente aus m,, b, my/, p;1 sind. Daraus folgt
my—my! = py/—dy, my—my=0(@O), p/—d;i=0(pr1),
also wird my—my! = p/—dy=0(d), m—m/=0(m).

Damit wird m;=my/, p/=d,. Namlich ist [, ¢’]=0((m/, b,)). Umgekehrt
ist auch . (my, d)=0 ([», &]).
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p ==, 5] = b2, Wo ps eine passend grosse Zahl bedeutet. Auf gleiche
Weise konnen wir damit zeigen, dass
(3) p=ma+d, mi=(0), p=(0):mz, me=(0):pz,
und mz ein minimales Ideal ist. Aus (2) und (3) folgt
p = ny+Dd = Ma+Ds.
Durch Multiplikation mit p; und p; erhalten wir
b1 = pi(ntz+Da) , b = p2(1111+b1)’.
Da pimz == (0), pam; == (0) ist, so folgt daraus
b1 = ma+ pide, D2 = my+pads .
Némlich wird
(4) p = m+me+de, D1z = [D1, D2] = pidz = Pabi.

Denn, da fiir ein Element p, aus pj stets dipr = d; ist, wo d; ein belie-
biges Element aus d; bedeutet, so ist

Pid2 = Pi(r+ P2de) = PaPeds = Padi
und fir ein Element djz aus diz wird
(d)=(d)=(d2), Mdp=(d)=pdz,

daraus folgt
“die=0 (h1do);
also wird

D1z = Pide = Pads .
Wenn b2 = % ist, so wird
de=o01+....+0g+ 051t ... +0m, nuytme=/[o;, p].
Im anderen Falle wird wieder wegen mp;=(0), mzpz=(0), diz(p1—e)=(0)
b = [p, ai» a2, ..., 021,

dabei ist qf bzw. g5 das zu p; bzw. p; gehorige Primideal, und b% =4 [p,
qi, o¢l. Hiermit existiert in der Darstellung ein Primirkomponent,
das zu einem von pi, 2 verschiedenen maximalen Primideal p; gehort,
und daraus folgt y
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(5) b3=[p7 pg:‘]’ p=m3+b3y Ingz(o)y b3p3=b3; m3=(0) : ),33-

Aus (4), () folgt p = my+mz2+dz = my+d3. Durch Multiplikation mit
pip2, ps erhalten wir

D3 = ny+ me+padsz, D12 = mg+Papeds ,
oder ,
P = nu+nt+ms+pipds, PiPads = Psdp = [D1, 2, Dal .

Damit erhalten wir
p = my+ -+ ms+dps, D = [D1, D2, De] .

Falls noch nicht d%; = b1z ist, so finden wir in derselben Weise eine '
Darstellung

p =1+ ....+ Mg+ Do,

und indem wir eine endliche Anzahl von Malen fortfahren, gelangen
wir zu einem Schluss, da fiir jedes m; m; =20 ((m+. .. + Mg+ Mgl ..))
ist. Néamlich erhalten wir endlich

b =m+t....+Mt+Dde. s, IT[%= (0)9 b?2..,.s=b]2....s;
und wm; ist ein minimales Ideal. Da o; direkt-unzerlegbar ist, so soll
los, p1 = nu+me+.... +1g

sein, und mi+....+m, ist ein einziges nicht-maximales Primideal
aus o; und (m+....+my)?=(0). Hiermit sind die Bedingungen
notwendig.

Umgekehrt behaupten wir, dass die Bedingungen auch hinreichend
sind. Es sei nidmlich o = o;4+02+....+0, die direkte Summe der
Ideale o0;, die die im-Satz ausgesprochenen Eigenschaften besitzen.
Es sei auch a ein nicht-primires Ideal, und sei

a=1[q1, «evr, Qul

eine kiirzeste Darstellung durch grosste Primérideale. Sind alle zuge-
horigen Primideale die hiéchsten Primideale von a, so wird

Q= q1°q2e««+0n -
Denn aus der Voraussetzung folgt

i =01+ .... +Di\1+q’;+0i+1+ veeet+Dm,
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wo ¢; ein Primérideal aus o; ist. Ist das zu g gehorige Primideal aus
p; nicht maximal, so wird 0;=0(q) (=1, ....7—1, i+1,...., n).
Damit wird (q:, q) = 0. Ist das zu q; gehorige Primideal maximal, so
wird auch (q;, q;) = 0. Damit wird a = [q1, ..., qu] = GiG2....qn .0
Im anderen Falle seien die zugehorigen Primideale i, .... p; die
hochsten Primideale von a; dann werden 9.1, ... ., p, die zugehorigen
maximalen Primideale, die Teiler eines aus pi, ...., p sind, und fir
jedes nicht-maximale zugeh6rige Primideal p; wird p; = q;. Es seien
Pr+s « -+ 5 Py die zugehorigen nicht-hochsten Primideale von a, fiir
die m; = (0) : pr+; durch a unteilbar ist, und seien auch Phalels o onvs Pu
die zugehorigen nicht-héchsten Primideale, fiir die (0): bry; durch a
teilbar ist. Ist m; = (0) : prss, M;=0(a), so wird nach den Eigensch-
aften 3 fiir jedes durch a unteilbare Element p; aus p; pipz+: == 0 (a), da
ein nicht-maximales zugehoriges Primideal p; durch pg.; teilbar ist.
Damit ist pz.; kein zu a gehoriges Primideal mit Widerspruch. Damit
wird k+1=mn. Setzen wir nund =[qi, ...., qz]', so wird offenbar

= Q2. - « -k » a=0 (),

und ferner ist abzs1. ..., = a.®? Daraus folgt aqrs1....q, = a,

a=0 O0r1e.Gn={qQ1-0eeQhee--qn) -

Damit wird a = q1....9z. . . .q, ; Womit der Satz bewiesen ist.
Es soll jetzt derselbe Satz fiir Ring ohne Einheitselement unter-
sucht werden.

Satz 7. Damit in einem kommutativen Ringe R ohne Einheits-
element stets

a=[a, oot Wl =que..0n

ast, ist notwendig und hinreichend, dass R hochstens nur ein maximales
Primideal p hat, und dass, falls p=(0), das Primideal p die folgenden
Eigenschaften besitzt :

1. p=rt+d, on = (0), o =d'
fiir jedes Vielfache d' von d.

(1) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen, 83, § 8.

(2) Ist fiir das maximale Primideal p;s=[0;, Pr+s] aus o; m; = (U): pis, soist
m; eines aus my;in p/ = my -+ ..., + My, . Denn, da m; 3E0(a) ist, sosoll m; == (0)
sein. Aus p/=0(ps) folgt m;=0(). Da miy=(0):p5(i=1,...., n) ist, so
wird ntpg..... Pin = (0); also py..... Pin=0(pis). Hiermit wird etwa pis= ps;
daraus folgt m; = my, . Daher folgt die obige Bezichung.
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2. n ist ein minimales primires Ideal, und es gibt kein Primideal
ausser o, p und n.

Die Bedingung ist notwendig. Es sei nidmlich p ein maximales
Primideal. Gibt es kein maximales Primideal, so ist der Satz ein-
leuchtend.

Ist v = p?, so wird

v=m+0+ ...+ 0, p=0+....+0pm,

wo m und p; direkt-unzerlegbar sind, und in m gibt es keinen Nullteiler.
Es sei nun m=>1. Ist m/(3=(0)) ein echtes Vielfaches von m, so wird
m’ ein Primérideal aus m. In der Darstellung m’ =[q1, ...., g/ sind

p=mw'+0+....F0m, m=0(g (E=2,....,0, (=2).

Aus der Volaussetzung folgt m/ = m&m/. Da fur eine hinreichend
grosse Zahl p m?P=0 (m’) ist, so wird m’ = m'2. Also wird m direkt-
zerlegbar mit Widerspruch. Hiermit soll m ein Koérper sein. Das ist
aber unmoglich. Damitist o =m, p =p2=(0). In R gibt es hiermit
kein von o und (0) verschiedenes Primideal.

Im anderen Falle ist p unteilbar durch eine Potenz b* eines echten
Teilers b von p. Da p ein maximales Primideal ist, so wird b*=q ein
zu o gehdriges Primérideal. Aus der Voraussetzung folgt damit

Aus Satz 2 folgt damit die Existenz eines durch g teilbaren Elementes

q (=0), fir das stets .
dg=d

ist, wo d ein beliebiges Element aus b bedeutet. Da p-¢=0 (d) ist, so
wird p’q? = p’q fiir jedes Element p’ aus p. Wire fiir jedes Element
p’ aus p stets p’q—p’ = 0, so wiirde p =0 (q) mit Widerspruch. Damit
ist fiir ein Element p aus b

pg—p==0, q(pg—p) = 0.

Die Gesamtheit n der Elemente n aus p, fiir die ng = 0 ist, bildet ein
‘Ideal und ist vom Nullideal verschieden, und ferner wird [n, d] = (0).
Ist »” ein beliebiges Element aus p, so wird ¢(p’q—p’) = 0, und folglich
wird

pg—p'=0 (m), p¢g=0 (d).

(1) Ich habe noch keine Antwort auf die Frage : ob n prim sein kann.
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Daraus folgt wegen pri=0 (b)
2 p=u+d, n*1=(0).
Da nach (2) [n, q] = (0) ist, so wird
(3) ng = (0). ,
Damit ist n’=(0) : o vom Nullideal verschieden. Wéir.e n’=E=n, so wiirde
W+d=1[p,q], q =n'+q.

Aus n’p = (0) folgte aber pg’==n’+d gegen die Voraﬁssetzung. Hier-
mit erhalten wir

4) p=wu+d, on = (0), o =17,

fir jedes Vielfache d von d, und ferner ist n ein minimales Ideal.
Gibt es ein nicht-priméres Ideal a zwischen n und p (einschl. n), so ist
ein zu a gehoriges Primideal p; durch p teilbar, und in der Darstellung
a=/[aq, ...., q ist damit

‘ (]1 = n+b’ ’
wo b’ ein Vielfaches von b bedeutet. Aus (4) folgt aber
qi9z- ... =0 ('),

also wird a==q1....q; gegen die Voraussetzung. Hiermit sind alle
Ideale zwischen n und p primdr. Da n%?= (0) und n ein minimales
Ideal ist, so ist n durch jedes Primideal teilbar. In R gibt es damit
kein maximales Primideal ausser p, und jedes von o verschiedene
Primideal ist durch p teilbar.

Da ng = (0), dg =dg? ¢q==0 fiir jedes Element d aus d ist, so
wird p(g—¢? = (0). Wir konnen daher zwei verschiedene Fille unter-
scheiden.

1. ¢—¢*=20(p). Dann ist p ein einziges von o verschiedenes
Primideal.

2. ¢—¢*=0(p). Dann wird wegen ¢—¢*==0 (q)

q =q—=0 (d),
also wird
qIZ — (q__q22 — 0.
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Daraus folgt, dass ¢’ teilbar durch jedes Primideal ist. Ist ¢’ =0, so
wird ¢ = ¢®==0. Wir erhalten damit wegen ¢=0 ()

o=f+m, m=m’==(0), n=0(), H=0(), >=0(m),

. da jedes von o versehiedene Primideal teilbar durch p ist. Daraus folgt
weiter ) =n. Jedes Ideal aus m soll auch primér sein; sonst hitten
wir ein nicht-priméres Ideal zwischen n und p mit Widerspruch. Aus
Satz 3 folgt, dass p und n alle Primideale in R sind, oder p ein einziges
Primideal in o ist. Ist ¢’ ==0, so folgt aus ¢'==0 (n) p¢’ = (0), dass p
oder o ein zu n gehériges Primideal. Aber n ist primir, damit soll
0*=0 (n), oder p*=0 (n) sein. Also ist p ein einziges von o und (0)
verschiedenes Primideal und nilpotent.

Die bedingung ist auch hinreichend. Denn, wenn a nicht primér
und von Null verschieden ist, so wird a =[q:1, 2], und das zu q; bzw.
g2 gehdrige Primideal ist das einzige maximale Primideal p bzw. das
Einheitsideal 0. Da p = n+bd, on = (0) ist, so wird g1 = n+d’, wo d»’
ein Vielfaches von d ist. Aus od = b folgt ferner b= 0 (q2), und folglich
wird

n==0 (g, a = [q1, q2] = = quq2,

da no = (0), o*d’ = b’ ist. Ist a das Nullideal, so wird a = [q1....q;]
= Q1....q;; womit der Satz bewiesen ist.
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