Uber Ringe, in denen die grossten Primarkomponenten
jedes ldeals eindeutig bestimmt sind.

Von

Shinziro MORI.
(Eingegangen am 3, 2, 1931.)

Wohl als ein Fundamentalsatz der Noetherschen allgemeinen
Idealtheorie kann der folgende Satz angesehen werden: ,, Jedes Ideal
lisst eine kilrzeste Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von
endlich vielen zu verschiedemen Primidealen gehorigen Primdrkom-
ponenten zu.”’ ® Dabel sind aber die zugehorigen grossten Primédrkom-
ponenten eines Ideals im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. In
der vorliegenden Note soll gezeigt werden, in welchen Ringen die
zugehorigen grossten Primdrkomponenten jedes Ideals stets eindeutig
bestimmt sein konnen. Um die allgemeinste Antwort auf die Frage zu
geben, miissen vorerst die Ringe ohne Endlichkeitsbedingung® be-
trachtet werden. Im folgenden wird aber das Problem nur in kom-
mutativen Ringen mit Teilerkettensatz untersucht.

Am Anfang werden die neuen Beweise der Fundamentalsétze der
allgemeinen Idealtheorie ganz unabhiingig von Friulein E. Noether
und Herrn W. Krull gegeben. Dabei ist der Begriff ,,halbprimes Ideal’’
sehr wichtig, den Herr Krull in seiner Arbeit® abgeleitet hat. In §3
und §4 werden einige Figenschaften von zugehorigen Primidealen
und von idempoteten Idealen gezeichnet. Aus diesen gewonnenen
Ergebnissen folgt endlich die Tatsache, dass die kiirzeste Darstellung
jedes Ideals aus einem kommutativen Ring R mit Einheitselement
durch grosste Primérideale dann und nur dann eindeutig bestimmt ist,

(1) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83 (1921).
W. Krull, Ein neuer Beweis fiir die Hauptsiitze der allgemeinen Idealtheorie
Math. Annalen 90 (1923).
E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und
Funktionenkorpern, Math. Annalen 96 (1927).
(2) W.Krull, Idealtheorie in Ringen ohne Edlichkeitsbedingung, Math. Ann.
101 (1929).
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wenn R direkte Summe von endlich vielen Idealen wird, in welchen
der Vielfachenkettensatz modulo jedem vom Nullideal verschiedenen
Ideal erfiillt ist.

Wenn R kein Einheitselement besitzt, so werden die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen die folgenden.

I. In der direkten Summe R = R;+Ra+....+ R, ist hochstens
ein Ideal nilpotent und andere Ideale sind direkt unzerlegbar und nicht
nilpotent. Ferner besitzen wenigstens n—1 Ideale Einheitselement.

II. In jedem Ring R; besitzt jedes vom Nullideal verschiedene
Primideal keinen vom Einheitsideal verschiedenen echten Teiler.

Im folgenden bedeutet R stets einen kommutativen Ring wmit
Teilerkettensatz und o bezeichnet das Einheitsideal, das aus allen Ele-
menten von R besteht. '

Ein Element ¢ aus einem Ideal a heisst Einheitselement inbezug
auf a, wenn fiir jedes Element a aus a ea = a wird.

Ist a’ ein echter Teiler eines Ideals a und ist jeder Teiler von a
durch o’ echt unteilbar, so sagen wir: ,, Es git kein Ideal zwischen a

!

und a’.
Ein Element a heisst ,, Totalnullteiler.”” wenn oa = (0) ist.

8 1. Zugehdriges halbprimes Ideal.

Ist a ein gegebenes Ideal aus dem kommutativen Ring R, so
bildet die Gesamtheit § aller Elemente A von der Eigenschaft, dass
eine Potenz von 2 durch a teilbar ist, ein Ideal. Ferner ist § ein
halbprimes Ideal und durch a eindeutig bestimmt; damit soll § als
,, zugehoriges halbprimes Ideal® von a” bezeichnet werden.

Der folgende Satz ist nur ein einfacher Spezialfall des Nosthers-
chen Fundamentalsatzes. Wir wiederholen aber hier kurz diesen
Beweis, weil wir die Hauptsiitze der Idealtheorie unabhédngig von Noe-
ther und auch von Krull beweisen wollen.

Satz 1. Jedes halprime Ideal § ldsst sich als kirzester Durchschnitt
von endlich vielen Primidealen eindeutig darstellen.

Ist § kein Primideal, so gibt es ausserhalb von §) zwei Elemente
r, ', so dass ' =0(p) wird, und der Idealquotient §; = H: (r) ist
folglich ein echter Teiler von . Setzen wir §2 = § : b1, so ergibt sich,

(1) W.Krull, Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung.
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dass B auch ein echter Teiler von § ist und ferner, dass § = [§;, Bs]
ist, da § ein halbprimes Ideal ist. Damit wird auch »'"h2==0(h) fiir
jedes Element 7'/, das nicht durch §, teilbar ist. Da %5.=0(f) und
b halbprim ist, so muss §; auch wieder ein halbprimes Ideal sein und
durch Durchschnitt von zwei echten Teiler darstellbar sein. So fort-
fahrend erhalten wir nach dem Teilerkettensatz eine Darstellung

bz[’pls p27 et ey pn]y

wo jedes p; ein Primideal ist. Eine solche Darstellung ist auch eine
kiirzeste. Ware [P1, P2, ..c. Pic1, Dict,eeee, Pu]=0(py), so wiirde
p;==0(p;) fir ein Primideal p;. Andererseits erhalten wir auch be
dem obigen Verfahren die Beziehungen

f)=[[)f, bi’]s b{,=[f)é’ I)g/.]’ IRERY m 1_[[)m’ pz]s

wobei alle %7 durch p; teilbar sind. Weiter muss wenigstens eines
aus 5! durch p; teilbar sein. Es sei jetzt damit §;,=0(p;). Wegen
0051« . B =0 (§/_;) ergibe sich dann also

hieles1 v« D=0 (bi_D
da §7_; ein halbprimes Ideal ist. Aus §7 = §7_;: ¥, folgte auch

Bies oo Ym=0 (7).
So fortfahrend hitten wir endlich §, == 0 (9/..;) mit Widerspruch, da
b, ein echter Teiler xon §”_; sein soll.

Die Eindeutigkeit der kiirzesten Darstellung von § ist ganz klar.®

Satz 2. Besitzen die Ideale a1, az, . ..., a, alle dasselbe zugehorige
halbprime Ideal §, so haben d = [a1, az,...., ax], t = (a1, az,...., Qx)

auch § zum zugehorigen halbprimen Ideal.
‘ Zum Nachweis des ersten Teiles der Behauptung sei h ein belie-
biges Element aus §. Dann werden

=0 (),...., #==0 (a,),

algo ist Amtmtotma=0(d). Wire r*=0 () firr ein Element r aus-
serhalb von I), so wiirde 7*=0 (a;) mit Widerspruch. Hiermit soll §
das zugehorige halbprime Ideal von d sein.

(1) Alle und nur diejenigen Primideale, die zum halbprimen Ideal § von a gehoren,
sind die héchsten Primideale von a.
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Sei » wieder ein Element ausserhalb ). Wire »*==0 (1) fiir eine
Zahl 2, so wiirde »*=a;+az+ .... +a,, wo a; die Elemente aus a;
sind. Da a;=0 (p) sind, so hitten wir »*=0(a,) fiir eine endliche
Zahl t; womit ein Widerspruch nachgewiesen ist. Eine Potenz jedes
Elementes aus § ist offenbar durch t teilbar, daraus folgt die zweite
Behauptung.

§ 2. Ein neuer Beweis vom Fundamentalsatz.

Hilfssatz 1. Ist § das zugehorige halbprime Ideal eines Ideals a,
und sind P1, P2, ..., P (m > 1) die zugehorigen Primideale von Y, so
werden ’

ti=a: (pl....pi_lpi+1....pm)’°=a:(pl....pi_lp,-+1....pm)"“: e
t=12,....,m)

fiir eine ganze Zahl k und t; haben p; zum zugehorigen halbprimen
Ideal und ferner gibt es kein Primirideal zwischen t; und a.

Aus dem Teilerkettensatz folgt offenbar der erste Teil des Satzes.
Da prooc.Piee. Ppm=0(H); H*=0 (a) fiir eine Zahl 2 sind, so wird

(pipzeve o Pivee. pm)'=0 (@) fiir 2>F,

daraus folgen p*=0(t) 1=1,2,....,m). Wire t,==0(p,) fiir ein
festes t;, so gibe es in t; ein Element # ausserhalb p;, derart, dass

@ 1 e e Pabii . oo Pw)* =0 (a),
also wiirde
Epreeee PaPria oo P)*=0 (a); P20 (p).
Nach der Definition von § ergébe sich
proeee Picabiir oo P=0 (h),
damit wiirden wegen P1.... 1 Pre1.... P =E0(); H=0(p)
tp' =0 (p); G=F0 (p); »'F0 ()

mit Widerspruch. Hiermit sollen p; das zugehorige halbprime Ideal .
von t; sein.
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Es sei nun q ein Primérideal, das ein Teiler von a ist, dann ist q
ein echter Teiler von a, da m >1'ist. Wenn 1, ein echter Teiler von
q wiére, so wirde p; auch das zugehorige Primideal von q. Nach (1)
folgten #p"' =01(q); t,==0(q); p'»==0(q) fir. jedes n, wobei p’’ ein
Element aus (p1....Pr1 Pisi. ... Pm)® ausserhalb von p; bedeutet. Das
stellt einen Widerspruch gegen die Eigenschaft vom Primérideal q dar.

Ein Primérideal, das zu_einem hichsten Primideal p eines Ideals a
gehort, Teiler von a ist, und kein echtes Primiridealvielfaches mit der
gleichen Eigenschaft besitzt, heisst ,, minimales Primirideal von a .9

Hilfssatz 2. Ist das zugehorige halbprime Ideal ) eines nicht pri-
mdiren Ideals a prim, so wird a=1[q, a’]l, wo q das 2u Y gehorige
minimale Primirideal von a und o ein echter Teiler von a und o’
durch Y unteilbar ist.

Aus der Voraussetzung folgt h»==0(a) fiir eine Zahl n. Da a
nicht primér ist, so folgt damit die Existenz von zwei Elementen 7,
und %3 derart, dass

rii=0 (@); 7=0(0); =0 ®); =0 (1),

da aus der Voraussetzung % ==o folgt. Bilden wir nun den Ideal-
quotient ' '

ag=a: (r),

so ist a; ein echter Teiler von a und durch § teilbar, da § ein Primideal
ist. Wenn a; noch nicht primér ist, so konnen wir auch zwei Elemente
72, he finden, sodass ‘- - :

Phe=0 @); R0 (0); h=00); k0 ().

Der- Idealquotient az = a : (r2) ist auch ein echter Teiler von a; und
durch §) teilbar. Nach dem Teilerkettensatz bricht die Fortsetzung
des Verfahrens aber im Endlichen ab; also erhalten wir endlich ein
Primérideal

qi-a: (rlr;..‘..m),

das ein echter Teiler von a und durch § teilbar ist.

(1) Das Primairideal soll ‘‘ minimale isolierte Primirkomponente von a’’ heissen.
Das Wort ‘‘minimales Primirideal” wihlen wir aber der Kiirze halber, weil alle
minimalen Primarideal von a zugleich die isolierten Primérkomponenten von a sind.
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Wire q ein echter Teiler eines Primérideals g/, das auch ein Teiler
von a ist, so wiirde gri7e. . .7 ==04q"); ¢=50 (¢'); (rire...r)"=£0 (h)
fiir jedes n, wobei ¢ ein Element aus q ausserhalb von q’ bedeutet;
damit ist ein Widerspruch nachgewiesen. Also soll g das zu § gehorige
minimale Primérideal von a sein.

"Essei nun a’ = (or72....7m, 0), dann ist a’ offenbar ein echter
Teiler von a und nicht durch § teilbar. Ist ¢ ein gemeinsames Ele-
ment von a’ und g, so wird

1) ) C=q=17FT2....Tun+a,

wo g, r, o Elemente aus q, R, a sind. Durch die Multiplikation von
(1) mit r2.... 7, erhalten wir

rirge. ... rm)?=0 {a),
also wird

Pre ... T =0 (q).

Wegen rz.... r.=20(H) folgt r=0{(q), da q ein zu § gehoriges
Primérideal ist. Damit ergibt sich ¢ =0 (a); also wird

a=I[qg, al.

Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen.
Aus den beiden Hilfsséitzen ergibt sich

Satz 8. FE's sei § das zugehorige halbprime Ideal eines Ideals a und
seien auch Y1, P2, ...., Pm die zugehorigen Primideale von §. Dann
gibt es eine kirzeste Darstellung a =[a1, 92, -..-, Aml], oder a =[q1,
Q2s «v .- Qm, O'), wo q; die zu p; gehorigen minimalen Primirideale von
a sind und jede Potenz von o' nicht durch p; 1=1,2,...., m) teilbar .
ast.

Denn nach Hilfssatz 1 existieren die Teiler t; von a, die p; zum
zugehorigen halbprimen Ideal besitzen. Ferner gibt es kein Primiri-
deal zwischen {; und a. Durch Anwendung des Hilfssatzes 2 konnen
wir auch die minimalen Primirideale g; von I; finden, wenn f; nicht
primédr sind. (¢ =1,2,...., m) sind auch offenbar alle minimalen
Primirideale von a. Wiire q; ein echter Teiler eines Primérideals qf,
das ein Teiler von a ist, so wiirden t;2=0(g); t:p' =0 (a); ;=220 (q));
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p" 2= 0 (q}) fur jedes n, wo {; ein Element aus t; und p’ ein Element
aus (P1Pz.... Pic1 Pis1 ...« Pw)* ist. Das ist ein Widerspruch.

Sei nun » =[q1, 92. ..., @ml Fa. Nach den beiden Hilfssidtzen
folgen

tip;=0 (a); Pi==0 (b); @p!/=0(); »/=E0 (),
wo p; Elemente aus (pipz.... Piibis1.... pn)* sind. Ist n die ganze

Zahl derart, dass (1....Pi.... p)"=01(a), » =k wird, und setzen

wir p; = (pip!)"*, so werden

gpi=0(a); m=0((p:.... Pict Pit1eee- P
pi ZE 0(p:) 5 pipi=0(a) (==7).

Es sei o’ = (a, opy, 002, .... 0Dx), dann wird

a=1[b, a].
- Denn, wenn ¢ ein gemeinsames Element von b und o’ ist, so wird
1) ec=d=a+rp+rm+t .... +7WwPn,

wobei 7; Elemente aus R und d, a Elemente aus b, a sind. Durch
Multiplikation von (1) mit »; folgen

ro=0 @) ¢=12,...., m),

da b=0(q;), q:p:=0(a) sind. Da q; ein zu p; gehoriges Primérideal
und 2%==0 (p;) sind, so werden

ri=0( (=12,...., m).
Aus (1) folgt damit ¢= 0(a); also wird
a=[q],. q2y eesey Qm al]y

dabei ist jede Potenz von a’ nicht durch p;z=1,2,...., m) teilbar,
weil o’ die Elemente Xt = 1, 2; ...., m) enthilt.

Da pi=0(p), p:20(p) (i==7) sind, so werden pizE(0)p:;
pt=0(q;) G £7); Pt =0 (a") fiir eine ganze Zah! [, daraus folgen

[ql...oqiwl, qi+1----qm, a’}$0 (qg) ('L':l, 2, ooy m).
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Damit ist die Darstellung a =1[qi...., qm, a’] ein kiirzeste, da
[ar.v.. ) Gml=Fa ist. : ‘

" 'Zusatz: Sind q; die minimalen Primirideale von a und ist o/ ein
maximales Ideal, das die Fkiirzste Darstellung a=1[q1,...., Gm, 9']
erfullt, so ist jede Potenz von o’ nicht durch ot = 1,2, ...., m) teilbar.

Denn, wenn fiir eine Zahl n a’#= 0(q;) wire, so wiirde

(i 1" =0 (),
wo P, die hochsten Primideale von o’ sind. Damit hitten wir etwa
p; =, wo p; das zu q; gehorige Primideal ist; also wiirde das zu p;

gehorige minimale Primérideal ¢} von a ein Teiler von q;. Anderseits
erhalten wir nach dem Satz 3 eine kiirzeste Darstellung

! / 4 7/ 4 !
a’ =1[al, qf, eeevy Qfseenn G, a”l,

oder wird a=1[01, ..., Qs eees Qm, Q1y ov0 505, oo dm, @] Damit
hétten wir @ = [G1, cees Qryeves Gums Qhs vens Qhots Qhets wee s Qoes 371,
wegen q;=0(q). Esseinun o/ =1[q], . ..., q51, Qhe1yseene Gy a’l,

dann wiirde die Darstellung

a=1[q1, ey Quyevees Gm, a”']

eine kiirzeste und a’’’ ein echter Teiler von a’; damit ist ein Wider-
spruch zu der Annahme nachgewiesen.

Hilfssatz 3. Sind

QZ[QI,----’ me al]’ alz[q{,°"'7 q:n” a//]
zwei kiirzeste Darstellungen und ist o’ nicht durch einen echten Teiler
ersetzbar, so ist

a=1[01, ccveyr Gms Qls evevr Qs a’]

auch eine kiirzeste Darstellung.

Wire [G1, «cey Gm, 01y oo+, qud=0(a"), so wiirde [q1, ..., Qu,
Q1) eenes Oyl =a und o’ =[qf, ..., Qo] Wire ein echter Teiler von
a’, da [qf,..... , Qo> 0] eine kiirzeste ist.. Damit hétten wir
a=1[ar, ..., qQm, a’’’] mit Widerspruch.
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Wﬁre [qu co ey q'my Qi, DR yq:—ly Q$+1»---- :q:n’?a”]EO(qz)r S0
wiirde auch

O=1[q1yeeces Qms Qls ceves Gioty Qiats eeees qp a'']

und [o7, .. .., Q%=1, Q515 . ..., a”] wire ein echter Teiler von a’; also
ergibt sich auch ein Widerspruch.
Ferner ist offenbar

(005 v vves Qicts Qisty e eees Qmy Qhy ovnes Gy 071220 (00

Aus den vorigen Sitzen ergibt sich

Satz 4. Jedes Ideal lisst eine kiirzeste Darstellung als kleinstes
gemeinsames Vielfaches von endlich vielen grossten Primdrkomponenten
zu, die zu verschiedenen Primidealen gehoren.

Nach Satz 3 erhalten wir die kiirzesten Darstellungen

a=1[q,-. s Gm, 0’1, ' =1[q,...., q, "],

1/ — V4 4 1"
a’=a, ..., G, a], ...,

wobei q die minimalen Primirideale von a® sind und a%*? die

maximalen Ideale, die a® = [, ...., qf,?m , a9} erfiillen, sind. In
der Kette von Idealen o', a”,...., a®, at*® ., . ist jedes Ideal ein
echter Teiler des unmittelbar vorangehenden. Damit bricht die Kette
im Endlichen ab; also erhalten wir endlich

(n)
a™ =[qf, qf, ..., qotwl-

Durch Anwendung des Hilfssatzes ergibt sich eine kiirzeste Darstellung

(n)
A=1[01sece, Gmys QLo ceves Quseeeer G, o en, Gt +

Denn a%*d ist zugleich ein maximales Ideal, das a =[qs, ...+, Qm,

Alseeeer Qs 09, e, vin, qf,?(i) , a®D] erfilllt. Aus dem Zusatz
unter Satz 3 folgt, dass alle zugehorigen Primideale in der kiirzesten
Darstellung voneinander verschieden sind. Da der Durchschnitt von
zwel zu verschiedenen Primidealen gehorigen Primiridealen, die
einander unteilbar sind, nicht mehr primidr sein kann, so ist die
kiirzeste Darstellung zugleich ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
von endlich vielen grossten Primirkomponenten. ’
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Zusatz. Sind Diy vy Py Doy oeees Doy oeen, DI, oo pil die
zugehorigen Primideale der Pmmarkomponefnten der tm Satz abgeleiteten
Darstellung, so sind p§*?, ..., pm(ﬂ v die Teiler von wenigstens einem
aus P, vee s P

Da (p{” . pf,i)(«o)ns 0 (a®) sind, so wird jedes aus p{i*?, . pf,t&?n
ein Teiler von wenigstens einem aus p{?, ...., p.@.

Satz 5. Bei zwei kurzesten Darstellungen von a

0=[CI11,----, QIlc], qoty «oeey CI2k2,----, qlkl]

’ 4 4 4 /
=[qt1sceevs Qleys Qs evees Qg e-ons Qg l

durch grosste Primirideale stimmen die Anzahl der Komponenten und
die zugehorigen Primideale iberein.®

Zum Nachweis fassen wir die zugehorigen Primideale derart in
Gruppen zusammen, dass kein Ideal aus pu, ...., P, (Prrs -« -+ 5 Pl
Teiler von jedem anderen zugehorigen Primideal wird und jedes aus
Po1y eeees Doy P01 -+ 5 Do) ein Teiler von wenigstens einem aus
Pry,..e.s Py (Pl1s - -+ - » Py , aber kein Teiler von jedem anderen zuge-
horigen Primideal wird, im allgemeinen, dass jedes aus pii11,....,
Pisi,,, (Dfi11y o veves Phaa ;) ein Teiler von wenigstens einem aus
Pity o oen s Pin, (01, vnes pir,) und kein Teiler jedes davon verschiedenen
Ideals aus Piia1, - ooy Piszrs o ons Py Mhenrs «ov s Piesas oo Plar,) wird.

Da ququz - . . - qu, = 0 (q1) ist, so wird etwa pu==0(p1) , weil b; (1)
ein Teiler von einem aus pu,...., pu, ist. Aus g% .... 9, =0 (qu)
folgt auch p,, =0 (py); also wird p,=0(p). Wegen der Eigenschaft
von p;, folgt pl, = ph, woraus py =pj; folgt. Damit erhalten wir
au==0 (9% ; 9= 0 (qu) ; also wird qu = qj;, weil qu ein zu pu geho-
riges Primérideal ist. Wiederholen wir das Verfahren, so kommen

/. —= S
kv =FKi; bu=Pu, ..., Py = Pi;;
— 7
qu = QqQu, -+« Quog = quay -
Wir setzen nun

a=[a, oy eov e Qohigy =0y mkl]

J— / 4 ) 4
c=lar, Qa,eeens Qs eees Q]

(1) Beim Beweise des Satzes ist der Krullsche Satz Zuglelch bewiesen. Vgl.
Krull, Ein Neuer Beweis fiir die Hauptsatze, § 3.
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wobei a1 =[qu,...., qu,] ist. Da die Darstellungen die kiirzesten
sind, 50 ist a; durch kein Ideal aus gz1, - ..., Quys %15 ve s q{,,c»l, teilbar.
Wegen aigz0z . - . . qu, = 0 (q%) 5 a1 =2 0 (q2,) ergibt sich

(9122 - - -« Q)™ =0 (q21)
fiir eine Zahl n, da g3, ein Primérideal ist. Damit erhalten wir etwa
pa=0 (pz),
da py; (42> 2) ein Teiler von einem aus pm" seoes Por, ist.  Aus
Azz. - - Qon =0 (q21)
folgt auch ,
pi=0 (p) (=2,
also erhalten wir p%;=0 (p;;) . Wegen der Eigenschaft von pj folgt
| My = Vh = pu.
So fortfahrend kommen endlich
kr=1Fks; P ="0n, ..., Py = Poiy -

Wenn die Ideale as=[a1, a1, qm, -+.-, Qoil, 5 =1[a1, Q%, ----, Q%]
(1 <% < k) voneinander verschieden wiren, so wiirde etwa az=2=0 (a)),
alsq wiirde etwa

az==20 (g2 -

Wegen azqo:1 ... - Qe -« - .’qz,q,E 0 (32) hétten wir damit etwa
Peia=0 (py)
mit Widerspruch, da p = pj, ist. Hiermit wird
lar, Qu, Gz, eeees ] = [a1, Qor, Ghs -nnn s Gl

Durch die Fortsetzung des Verfahrens konnen wir den Satz beweisen.

Zusatz 1. Jedes hochste Primideal von a ist zugleich ein zugehoriges
Primideal von a und jedes minimale Primirideal von a ist zugleich
eine Primirkomponente in der kiirzsten Darstellung von a durch grosste
Primirideale.
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Zusatz 2. Ist in R der Doppelkettensatz erfiillt, und besitzen die
Ideale a1, az, ..., a, alle dieselben zugehorigen Primideale p1, ..., Pm,
so hat b =1[a1, Az, «v.., 0n] auch 91, P2,...., P, 2u den zugehorigen
Primidealen.

Wenn R ein Einheitselement enthilt, so ist der Satz nach Satz 2
und Zusatz 1 Kklar.

Im anderen Falle wird o = m+n, wo n ein nilpotentes Ideal und
m = m? ist. Damit ist jedes zu von o verschiedenen Primideal gehorige
Primirideal ein Teiler von n. Wenn o ein zugehoriges Primideal von
a; ist, so wird n nicht durch b teilbar, also soll o auch ein zugehoriges
Primideal von b sein ; woraus der Behauptung unmittelbar folgt.

§ 3. Uber zugehorige Primideale.

Hilfssatz 4. Sind a1, az zwei Elementevon der Art, dass a;==0 (a)
(i=1, 2); aiaz2=0(a) sind, so gibt es ein Element b ausserhalb von a,
derart, dass p = a: (b) ein Primideal und a, ein Teiler von b ist.

Denn der Idealquotient ¢; = a: (a;) ist ein echter Teiler von a.
Wenn ¢; prim ist, so ist der Satz schon klar. Im anderen Falle gibt es
zwei Elemente ¢, ¢f derart, dass aci==01(c), c:=0 (), ¢;==0(cn)
sind. Daraus folgt, dass aic1==0(a) und cz=a: (me) ein echter
Teiler von ¢;. So fortfahrend erhalten wir eine Kette von Idealen

QyC1, 02y 0eeey Cyyoene,

bei der jedes Ideal ein echter Teiler des vorangehenden ist. Damit
bricht die Kette im Endlichen ab; also wird ¢, = ¢g+1 = .... und dabei
muss ¢, ein Primideal sein, sonst wiirde c¢,.1 ein echter Teiler von
¢n. Setzen wirnun p = ¢, b =aicicz.... Cr1, S0 wird

p=a:(®), b=0().

Satz 6. FEin Primideal p ist dann und nur dann ein zugehoriges
Primideal eines Ideals a(3=0), wenn es ein durch a unteilbares Ideal b
gibt, derart, dass p = a: b wird.

Es sei ndmlich p ein zugehoriges Primideal von a und sei auch

a=1[q1, G2y eece, Gon]

eine kiirzste Darstellung von a durch grosste Primérideale. Ist q, die
Zu p gehorige Primidrkomponente, so wird
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[qes e oee s Q1s Queay oo oo Gml PP ==0(a),

wegen
[qlr""' ,QZ~1,QI-¢-1, "-'QQm]qlEO(a)‘

Da a=1[q1,..-., Gm] eine kiirzeste ist, so wird

[ar, ey Qm1s Queren.n, Gu EE 0 (q)) .

Damit wird pp* =220 (a); pp**1=0(a) fiir eine Zahl 21(=0), wo p ein
durch q; unteilbares Element in [q1,...., -1, Qi+15 ...+, Gm] ist, also
gibt es ein Element b, sodass b=220(a),0=0(q1,. .+, Q1) Q+1,+ -+, Qml);
bp=0(a) wird. Wire ¢ =a: (b) ein echter Teiler von p, so wirde
nach Hilfssatz 4 p’ = a: (bb'), bb’' == 0 (a) ein echter primer Teiler von
p. Dazu muss bb’ 2=0(q;) sein, sonst wiirde bb’ = 0(a) mit Wider-
spruch, da o' =0({q,...... s Qily Qutly eeeeee , Gml) ist.  Wegen
bb'y’ =0 (q;); bb' =£ (q) hitten wir p'»=0(p) mit Widerspruch.
Damit ist

p=a: (®); O=F0 ().

Es sei jetzt umgekehrt b ein durch a unteilbares Ideal, von dér
Art, dass )

p=a:b

ist. Dann soll b nicht durch alle Primédrkomponenten q; teilbar sein;
nédmlich wird b nicht durch az, qx,, - ... qr, teilbar. Wegén bp=0(a)
erhalten wir aber p"=0(q) (1=1,2,....,1) fiir eine Zahl », also
werden

p=0 () (G=12.....,0.

Seien s, ...., qs, die Primérkomponenten von a, durch welche b
teilbar ist und sei auch q =[qs,,...., s ]. Dann werden

(1) 5=0 (@); qqr+---q,=(a); bax, ... 4, =0 (a).

Wiére p von allen zugehorigen Primidealen von a verschieden, so
wiirden nach der Annahme '

bpe, 20 (@) (=1,2,....,0).
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Also wiirde b(ps, ... . pr)" == 0 (a) fur jedes n», da p=0(p,) und p
von allen p; verschieden ‘ist. Damit ergiéibe sich

b(q:;lo---%)éﬁo (@)

mit Widerspruch gegen (1). Hiermit soll p ein zugehoriges Primideal
von a sein.

"~ §4. Uber idempotente Ideale.

Satz 7. Ist o = 0%, so gibt es im Ring R ein Einheitselement.

Zum Nachweis des Satzes werden wir zunichst die Existenz eines
reguldren Elementes beweisen. Dazu nehmen wir an, dass es in R
kein reguliires Element gibt. ;

Es sei nun 7 ein von Null verschiedenes Element, dann ist (0) : ()
vom Nullideal verschieden. Dazu ist (0) : (#) noch von o verschieden;
sonst hiitte R einen Totalnullteiler » gegen den Satz.!! Nach Hilfs-
satz 4 konnen wir ein Element 7’ finden, sodass p = (0) : (') ein vom
Nullideal verschiedenes Primideal und 7’ =0 ist, und dabei ist p
natiirlich von o verschieden. Der Idealquotient ¢ = (0): p ist auch
vom Nullideal verschieden. Gibt es Elemente ¢ aus ¢ und 7 aus-
serhalb p, sodass ¢r = 0 wird, so erhalten wir auch ¢’ = (0): p’, wo
p’ ein echter primer Teiler von p. Nach dem Teilerkettensatz ergibt
sich endlich, dass fiir jedes Element c¢i(==0) aus ¢; und jedes Element
r ausserhalb von p; ¢ = (0): 1, cir=F0 wird, wo p; ein Primideal ist.

Da p;==o ist, gibt és ein Element p; ausserhalb von p;. Nach
der Voraussetzung ist p; auch ein Nulteiler, also konnen wir ein
Primideal p; genau wie bei dem obigen Falle finden, sodass ¢z = (0) : pz;
p2==0(pz) und fiir jedes Element cx(==0) aus ¢ und jedes Element r
ausserhalb p: cor==0 wird. Dabei ist offenbar p; =+ p. und daraus
folgt ¢1=Fc2. Wenn d = [e1, 2] =F (0) wiire, so wiirde d((p2), 1) = (0)
mit Widerspruch. Damit werden ¢z = (¢1, ¢2) > ¢1, t2 > ¢z und ferner
werden: ‘

P10 () ; P2$0(¥’1); (b1, P2) > P, (1, P2) > Pe.

(1) Wenn o = o? ist, so gibt es in R keinen Totalnullteiler ausser Null. Vgl S.
Mori; Ueber Primarideale in kommutativen Ringbereichen, Memoirs of the College of
Science, Kyoto University, das bald erscheinen soll.
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Es seien nun wieder p1, p2 die Elemente aus p;, s ausserhalb
P2, p1, dann wird ps = pi1+pz nicht durch p;, p: teilbar und ps ist
auch ein Nullteiler. Damit konnen wir auch ein Primideal ps finden,
sodass ¢s = (0): ps, ps=0(ps) und fiir jedes Element cs(==0) aus cs
und jedes Element r ausserhalb p; cyr=F0 ist. Da [c1, z] = (0),
[e2, cs] = (0) sind, so werden auch

(1) Ps==0(p); pi=0(ps) (=1,2).

- Wire ¢s=0(ci2), so wiirde [p1, p2] =0(ps), also wiirde pipz==0 (ps).
Nach (1) stellt die Beziehung p;pz==0(ps) einen Widerspruch zu der
Eigenschaft des Primideals p; dar. Hiermit soll ¢3==0 (c12) sein. Also
werden

o = (G, () >tz >0
Es ist also noch
Cizeoe il = (Guty CReve ) DCReeear D e D03
piZ0 (M), paFEO0(P) (G=1,2,....,)

zuzeigen unter der Voraussetzung, dass p;(¢ =1, 2, ...., ) miteinander
unteilbar sind. Da

biz[pl'-"‘p'lklypi-%l, ""’pl]$0(pi) (?::"'—172""' 9l)

ist, so wihlen wir die Elements d; aus b; ausserhalb p;. Dann ist
i1 = di+da+....+d; durch keines aus pi,...., o teilbar. Damit
koénnen wir ein Primideal ;.1 finden, sodass ¢;.1 = (0) : prs1; 01=0(p+1)
und fiir jedes Element ¢.i(==0) aus ¢.1 und fiir jedes Element 7
ausserhalb p;i1 cer =0 ist. Dabei sind auch [e;, i = (0)
(t=1,2,....,10) und daraus folgen

pra=E0Mm), Pi=0Mn) (E=1,2,....,10).

Wire ¢1=0(c2....;), so wiirde d = [p1,...., p]=0(p,1) mit-Wider-
spruch ; also wird

€2 eeers1 = (Cuty Cee e ) DCRee el DUz eee1 2 ooe Dl
Nach dem Teilerkettensatz erhalten wir aber endlich

2...n =02, . .nsnel = «0n
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Damit wird ¢,+1=0(c1z....»); order wird d =1[p1,...., Pu]=0(Pn+1) .
Da p,a1==0(0); p:iE0(he) G=1, 2,....,n) aber sind, so ergibt
sich ein Widerspruch ; also ist die Annahme falsch, dass kein regulires
Element in R existiert.

Hieraus folgt der Satz unmittelbar nach dem Satz.®

Wir werden noch einen anderen Beweis des folgenden allgemeinen
Satzes hinzufiigen.

Satz 8. Ist a ein vom Nullideal verschiedenes Ideal und ist o = a,
so gibt es in a auch ein Einheitselement tn bezug auf o .@

Nach der Voraussetzung ist a kein nilpotentes Ideal, somit gibt es
in a ein nichtnilpotentes Element. Sei a, damit ein nichtnilpotentes
Element aus a, dann wird oa; ein vom Nullideal verschiedenes Ideal
aus R und oa;=0(a). Wenn a==oa, ist, so gibt es in a ein Element
a2, sodass fiir jedes n az22£ 0 (va1) ; a =50 (va;) werden. Sonst wiirde
a*=20 (oay) mit Widerspruch zu der Tatsache, dass a = a2; a == oas;
oa;==0(a). Daraus folgt a 2 (va;, vaz) > (0a;). Durch mehrmalige
Anwendung dieses Schlusses erhalten wir nach dem Teilerkettensatz
in R

a = (vay, 0az, ..., 0a,) = (vag, ..., oal)

At
= (0a}*, oa}*, ...., oat*h),

fiir eine beliebige positive Zahl i, weil a = a2ist. Da q; die Elemente
aus a sind, so wird wegen oa; =0 (a)

a = (aa}, aad, ...., aal).
Daraus folgen
a1 = by +bpas+ ....+buo,

g = b21a1+b22(12+ P +bl'nan

PRI

On, = b1+ bpatz+ . o o . + byl

worin b; die Elemente aus a sind. Durch Multiplikation mit a;
erhalten wir

(1) Ist o = 0% und existiert ein regulires Element in ®, so gibt es in % auch ein
Einheitselement. Vgl. S. Mori, Ueber Priméarideale.
(2) Den Satz kénnen wir auch genau wie bei Satz 7 beweisen,
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al(buar—ai) +  axbpai ... +adutit ...+ Gy b @i =0
ay by a;  + az(bzza,;\—'ai) +.ootabyai+ ...+ an byoa; =0

a1 by a; A abeait+ .. Fadbug;i—a)+ . o+ 0n by ;s =0

ay by oa; + ..., + o b oa; F... + @n(brntri—a;) = 0.

Durch Elimination ergibt sich damit

a; bnai——ai bma,- e bn-a,i e bmdii
bzl(li [OPR bﬁai ceen bZnai
=0 ,
bﬂai e biiai~ai [P bmai
bua; ceee bm-a,,- cean b,ma,,-—a,,-

also wird a?*! = ba%*', wo b ein Element aus a ist. Dazu ist das
Element b noch unabhingig von der Auswahl von «; in diesem
Verfahren. Hiermit werden

' =ba 4 =1,2,....,n), b=0 (@), b==0,

oder a} =ba} (=12,....,0n) @A=n+1).
Es sei nun a ein beliebiges Element aus a. Dann wird
o =bai+ba).... +bal,

daraus folgt ab=a, fir jedes Element @ aus a. Da b auch ein
Element aus a ist, so wird natiiriich

=0b.

Hiermit existiert ein Einheitselement b in bezug auf a.
Zusatz 1. Ist o™ = o"*! (5= 0) fur eine Zahl n(*>1), so wird

0 =0"+n,

wobet n ein nilpotentes Ideal ist.
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Aus der Vorsaussetzung folgt v® = p?*; damit enthilt o® wegen
des Satzes ein Einheitslement ¢ in bezug auf 0*. Fiir ein durch o”
unteilbares Element r ergibt sich '

(er—me =0, er—r==0 (o™, er=10 (7).

Setzen wir n = (0) : (¢), soist n damit vom Nullideal verschieden und
[o7, n]=(0). Weiter folgt aus (er—r)e =0

er—r=20 (n),

also ist o = o"+n.

Zusatz 2. Ist ein Ideal a von o verschieden und ist a = a2, so ist
a kein echter Teiler eines Primideals von R.

Fiir Einheitselement e in Bezug auf a und ein durch a unteilbares
Element r ist

(er—r)e=0, er—r==0 (a).

Damit kann a kein echter Teiler eines Primideals sein.
Zusatz 3. Ist b ein echter Teiler eines Ideals a, und st

(bn’ &)z(bn+ls Cl): oo :;:aa

so existiert ein Element e in (b", a), derart, dass fur alle Elemente b
aus (6, a)

be=b (a).

Es seien ndmlich b/, 0}, 9,.,, .... die Ideale aus dem Restklas-
senring R/a, die b, (6™, a), (6»*1,a), .... entsprechen. Dann werden
im Restklassenring R/a

pi=0 () GE=mnn+1,....)
und umgekehrt werden auch
=0 (")
Daraus folgen b}, = b6, b,., =b""1, . ...

b= = ..,
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Nach dem Satz enthdlt b, ein Einheitselement e inbezug auf b,
und damit wird :

be=1"5 (a)

fiir jedes Element b aus (b7, a).

Satz 9. Gibt es im Ring R mit Einheitselement kein von o und
vom Nullideal verschiedenes Primideal, so ist R zugleich ein Korper.

Es sei nun a(3=0) ein beliebiges Element aus R. Wenn oa =0
ist, so gibt es stets ein Element =, sodass ax = b fiir jedes Element
b. Hiermit nehmen wir an, dass oa == o ist. Nach der Annahme ist
oa nicht prim; damit gibt es zwei Elemente r;, 72, sodass r; =50 (0a)
2=1,2); rr.=0(a).

Da es kein Primideal gibt, so existiert nach Hilfsstaz 4 ein Element
7 derart, dass

or=0 (oa); r==0 (wa).

Der Idealquotient t;=opa: o ist mithin ein echter Teiler von oa.
Durch endlich oftmalige Wiederholung erhalten wir

00 3 .. TCp=0D.

Anderseits werden t2,;=0() (=1,2,....,n—1), da ot;.1:="0 ()
sind. Daraus folgt o* =0 (oa) fiir eine endliche Zahl 1. Aber aus
der Existentz vom Einheitselement ist 0 = v*; nimlich ist die Annahme
falsch, dass o=Foa ist. Hiermit ist die Behauptung bewiesen.

Satz 10. Jeder Ring R wird direkte Summe der endlich vielen
Ideale, die kein echter Teiler eines vom Nullideal verschiedenen idem-
potenten Ideals sind. Fassen wir die nicht-idempotenten Ideale in der
Zerlegung in einem Ideal zusammen, so ist die Darstellung von R als
direkte Summe eindeutig bestimmt.

Der erste Teil der Behauptung folgt sofort aus Satz 8 genau wie
bei Zusatz 1 unter Satz 8.

Seién jetzt
0=+ .... +Mptn=mi+ .... + mp+n’

Zwei Darstellungen von o als direkte Summe, worin m;, m/ idempotente
Ideale und n, n’ nicht-idempotente Ideale sind, die sdmtlich kein
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~echter Teiler eines vom Nullideal verschiedenen idempotenten Ideals
sind. Durch Multiplikation von o mit n; haben wir

on; = m; = min+ .... +mLpmi+n'm;.
Nach der Eigenschaft von m; soll damit
m; = mjm;, oder m; = nmy

sein. Da m;==0(n’) ist, so wird [m;, n’]==nt;, also wird n; == mm’.
Hiermit ist der zweite Fall unmoglich. Multiplizieren wir wieder o mit
m}, so wird ‘

omj = wj = mmj+ .... +maj+ ...+,
folglich wird
m; = ma = m.
Durch Wiederholung des Verfahrens erhalten wir endlich
m=m;, t=12,.... ,n); n=mn'.

Da jedes Ideal aus m; ein Einheitsiement in bezug auf selbst
enthilt, so ist jedes Element aus n durch n’ teilbar und umgekehrt.
Hiermit ist der zweite Teil des Satzes auch bewiesen.

Zusatz1l. Im Ring R sei die Ewistenz des FEinheitselementes
vorausgesetzt. Das Nullideal ist dann und nur dann kleinstes gemeins-
ames Vielfaches der paarweise teilerfremden Ideale, wenn in R ein von
o und von (0) verschiedenes idempotentes Ideal existiert.®

Zusatz 2. Im Ring R existiert ein Einheitselement, wenn in R
wenigstens zwet verschiedene tdempotente Primideale (einschl. o und
primes Nullideal) existieren.

§ 5. Bedingung, dass die kiirzeste Darstellung eines Ideals
durch grosste Primarideale eindeutig bestimmt sei.

Satz 11. Sind 91, P2, :..., pn die zugehorigen Primideale eines
Ideals a und st die FKiirzste Darstellung a =[q1, 9z, ...., Q] durch

(1) Vgl E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie, § 4.
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grosste Primirideale eindeutig bestimmt, so wird entweder q:=(qa, p;*)=
ng+1

(a,p;* )= ...., oder es gibt ein Element r;, sodass 7:.q,=0(a);
r: 2= 0 (p)) sind. . »

Gébe es ein Priméirideal q} zwischen a und g;, so wiirden wegen
des Fundamentalsatzes 5 '

a=[q, e, s evvs @l =1las, ooy iy ooy Gl

zwel verschiedene kiirzeste Darstellungen durch grosste Priméirideale
im Widerspruch zu der Voraussetzung. Hiermit gibt es kein Primiir-
ideal zwischen a und q;. Es seien nun fi, f2,....,f: eine Idealbasis
des zugehorigen Primideals p; von q;. Es sei auch die Beziehung

n;+1

g=(a, pi)=(a, ") =....

nicht erfiillt, Dann wird q; > (a, p?) fir jede endliche Zahl m(=2),
worin A eine endliche Zahl ist. Da es kein Primérideal zwischen a und
q:, So erhalten wir wegen des Zusatzes unter Satz 5

(ar P?L’)=[Qi, qf, ceeey q':b’],

wobei m/ eine beliebige Zahl (> 4s) und »’ > 1 ist, Also gibt es ein
Element 7, sodass

r=0 (b)), rqa=0(@, p{)) m >is.
Da P =), ), ), (TR, )
rg:=0 ((a, p7)); q: > (a, p;) sind,
so werden
i =anfitanft+ .... +a1gf§ (a)

1} =aunfi+axfi+ .. Fafs (@)

Tf;‘Easlf{‘-*-abzfé'F ceen +assf.: (a)'
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Folglich werden auch

(au—n)fi+ awfs + .... 4+ af) =0 (1)
taft+(@e—7)f3+ ...+ afi =0 (o)

af 4 aofsr A+ ool F(@s—1)fr=0 (a),

wobei a; die Elemente aus p; sind.
Setzen wir

di=|au—1r, iz ,...., O

21 ,agz—’l‘,...., Uos

g1 s Qs2 y eeesy Qg7

so wird J4; offenbar auch ein Element aus R und dazu erhalten wir
noch

Fai=00@) G=1,2....,9.

Da fiir jedes p 7" ==0(p;) ist, so wird 4/ 2=0(p;) . Jedes Element p
aus (a, p?) lidsst sich in der Form

p=afi+afi+ ... +a.f2 (a)
darstellen, woraus folgt
4ia, p7)=0 (a).
Andererseits ist auch
£9:=0 ((a, p7)); 4" ==0 (v)
fiir eine hinreichend grosse Zahl x. Setzen wir jetzt
= 4,

so ergibt sich
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riqi=0 (a), r=E0 (p);

also ist unsere Behauptung bewiesen.

Zusatz. Es seien Y1, P2, ...., D die zugehorigen Primideale eines
Ideals a und sei auch die kurzeste Darstellung a =[q1, G2, «+--» Qul
durch grosste Primirideale eindeutig bestimmt. Wenn q; kein mini-
males Primirideal von a ist, so wird

G =@, P = (@, P = ...

Sfur eine Zahl n; und das zugehorige Primideal p; ist gleich dem
Einheitsideal o .

Gibe es ein Element #; von der Art, dass
rqi=0 (@), 730 (p),

so wiirde etwa 7:0;=0(q;) im Widerspruch gegen die Primdiritit von
q1, wobei gq; ein minimales Primérideal von a bedeutet. Denn p; ist
nach dem Zusatz (Satz 4) ein echter Teiler eines hochsten Primideals p;
und q; =0 (py) ist.

Nach Satz 11 ist damit

qi=(a, pp) = (a, pr*H) = ....

Nach Zusatz 3 unter Satz 8 gibt es ein Element ¢, derart, dass fur
alle Element ¢; aus q; gie=g¢;(a) sind und e==0(q;) ist. Wire o=E=p;,
50 wiirden

(re—r)e=0 (a), re—r=xE0 (p),

worin 7 ein Element ausserhalb von p; ist. Da e nich durch g teilbar
ist, so ist ein Widerspruch zu der Eigenschaft des Primérideals q:
nachgewiesen. Damit soll p; = o sein.

Daraus folgt unmittelbar der

Satz 12. Die kiirzeste Darstellung eines Idea’s a durch grosste
Primarideale ist dann und nur dann eindeutig bestimmi, wenn die
zugehorigen Primideale von a die hochsten Primideale von a oder das
FEinheitsideal o sind, und wenn im zweiten Falle fiir eine endliche Zahl
m (a, 0™ = (a, ™) = ,,.. ist.
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Seien nun die Bedingungen vorausgesetzt und seien

Cl=[C{1, g2y e eee s Qn]=[q{, qg""" q:l]

zweéi kiirzeste Darstellungen durch grosste Primérideale. Die minimalen
Primdrkomponenten stimmen iiberein. Damit geniigt es zu zeigen,
dass die zu v gehorigen Primédrkomponenten q., q), gleich sind. Aus
der Eigenschaft von Primérideal folgen

(a, =0 (qu), (@, 0™ =0 (q7).

Andererseits gibt es nach Zusatz 3 unter Satz 8 ein Element e,
derart, dass fiir jedes Element ' aus (a, ™) er'=1"(a) und e=0
((a, o™)) ist. Wire (a, 0™) == q,, so folgte daraus

(@, q,=0(), ¢,=0(q), eq,=0(a), ¢,=0(a, 0™

fiir ein Element ¢/, = q»—eq., WO ¢, €in Element aus g, ausserhalb

von (a, 0™). Da es kein Primideal zwischen ¢ und (a, o™) gibt, und

q»=0(a, o™) ist, so gibe es wegen des Hilfssatzes 4 ein Element ¢/

derart, dass
0g,=0((a, 0™), ¢;=F0((, o™),
und ¢/, ein Teiler von ¢ ist. Némlich wiirden
=0 (q), @/=F0 (@, o), e =0 (a).
Daraus folgte
og, =0 (a),

da fiir jedes Element #’ aus (a, o™) er’ =1 (a) ist. Also wiirde ¢/,
durch alle Primidrkomponenten q; teilbar mit Widerspruch. Hiermit
soll (a, o™ = g, = q, sein.

§ 6. Ringe, in welchen die kiirzeste Darstellung jedes Ideals
durch grosste Primarideale eindeutig bestimmt ist.

Satz 13. Essei p ein Primideal und b ein beliebiges Ideal, derart,
dass p T bl o, p2=kp sind. In R gibt es alsdann ein Ideal, sodass p
und ein echter Teiler von p seine zugehorigen Primideale sind.
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Nach der Voraussetzung ergibt sich offenbar
p=(), B, ...., (fa), 1.
Wir setzen nun damit

0=((.fl)’ (f2)-"- ’ (fn—l)’ pz)! a:l:p°

Wir nehmen auch an, dass es zwisschen a und p (einschl. a) kein
im Satz ausgesprochenes Ideal gibt. Dann soll jedes Produkt von f,
mit einem durch p unteilbaren Element stets durch a unteilbar sein.
Sonst wiirde nach Satz 6 ein zugehoriges Primideal von a ein echter
Teiler von p und dazu ist p auch noch ein zugehoriges Primideal von
a; damit ist ein Widerspruch nachgewiesen.

Setzen wir wieder
o = (a, bf n) y

dann muss f, =0 (a’) sein. Sonst hitte a’ die im Satz ausgesprocchene
Eigenschaft. Damit wird

a=(a, bfu) =p.
Es gibt ndmlich ein durch p unteilbares Element b in b derart, dass
fa=bfu (1),
da yf, =0 (a) ist. Daraus folgt auch
Julb—b) =0 (a),
worin b—b2=0(p) sein muss. Wir unterscheiden nun hier zwei Fille :
I. b—0=0 (1). II. b—V¥=:0 (a),

Im zweiten Falle wird b—b2:=b'f, (a), wo b’ ein durch p unteil-
bares Element aus b ist. Daraus folgt wegen f,, = bf}, (a)

(b—b) = bd—) (a).
Setzen wir nun e = 2b—b%, so werden

e=¢(a); efa=fu (0); e==0 (p).
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In beiden Fiéllen gibt es damit ein Element e derart, dass

e=¢ (a); efn=ru (@); €0 (p); e=0 ().

Es ist aber klar, dass die Gesamtheit g aller Elemente g von der
Eigenschaft, dass

ge=g ‘(a),

ein Ideal bildet. Da e auch durch ’g teilbar ist, so ist g ein echter
Teiler von . Ist r ein durch b ‘unteilbar,es Element, so werden

(er—m)e=0 (a); er—r==0 (b); er—r=:0 (p).

Die Gesamtheit § der Elemente » von der Art, dass er=01(a) ist,
bildet auch ein Ideal und  ist ein echter Teiler von a. Ferner ist

a=[{)’ g]

Also wird hg=0(p); damit ergibt sich ein Widerspruch gegen die
Eigenschaft des Primideals p, da g ein echter Teiler von p ist und
er—r=0(5); er—r=£0(p) sind. Unsere Annahme ist hiermit falsch,
niamlich gibt es zwischen a und p (einschl. a) ein im Satz ausges-
prochenes Ideal.

Hilfssatz 5. FEs set die kirzeste Darstellung jedes Ideals aus R
durch grosste Primirideale eindeutig bestimmit. Ist p ein Primideal,
derart, dass p < b <o ist und p? kein Primirideal ist, so wird

0o =m+p,

worin m ein vom Nullideal verschiedenes idempotentes Ideal ist.

Wegen des Satzes 12 folgt aus der Voraussetzung, dass v das
zugehorige Primideal von p? ist und dass

q,=(p2’ Dm).:(pz’ 0';1@+1)=..'. ’

Damit existiert ein Element e derart, dass e=0(3), e== €20 (p?),
eq’ = q' (b?) fir jedes Element ¢’ aus q’. Da aus der Voraussetzung
9’ =F o folgt, so wird fiir ein durch q' unteilbares Element » -

(er—r)e=04), er—rZ0().
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Also bildet die Gesamtheit § aller Elemente % von der Eigenschaft,
dass
eh=10 (p?),
einen echten Teiler von p?. Ferner werden
o=(d, B); v =1[d, B].

Da e==0(p) ist, so muss h=0(p) sein. ‘
Wire h < p, so gibe es nach Satz 13 ein. nicht-priméres Ideal o',
so dass

hsa Ip.
Weiter hitten wir hiermit
"= (a", o™)=(a, 0™ = -
und fir ein Element ¢ wiirden
=0 (a), tx0 @) t=0 (p).

Daraus folgten et =¢ + h=0(a"), t=0(a’) mit Widerspruch, worin
h ein Element aus 1) ist. Hiermit miissen

=p; ep=0 (p)

sein. .
Es seinun p = ((f), (), ...., (f,)). Dann werden

efi = anfi+ .... + G
efy = anfit+ ... +mfn

.....

ofn = i+ ..o FOunSu,
wobei a; die Elemente aus p sind. Sefzeﬁ wir nun
d = an—e, iz y s e au y 4a.1n
Q21 , A—€, ..., Aoy ‘
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so werden df; =0(¢=1,2,,...,n); d*==0(p) fir jedes 2. Folglich
wird auch

dy = (0).
Daraus ergibt sich
[od?, p] = (0).

Denn wenn rd? = p ist, so wird »==0(p) und daraus folgt rd? = p = 0.
Fiir ein beliebiges Element » aus &} werden

r=er (n); er=0 ((od?, p)),
da e=d?(p); 0o = (q’, p) sind. Hiermit erhalten wir
0 =od’+p.
Aus d®==d (p) folgt auch
d'=d(Z=0).

Daraus folgt offenbar (0d?)? = od?; also ist die Behauptung bewiesen.

Hilfssatz 6. Es sei die kurzeste Darstellung jedes Ideals aus R
durch grosste Primarideale eindeutig bestimmt. Ist p ein von o
verschiedenes Primideal, sodass p =Fp? ist, und ist p? ein Primdirideal,
so0 besitzt p keinen von o verschiedenen echten Teiler.

Wenn p b v wire, so gidbe es ein nicht-priméres Ideal a,
sodass

pPladp.
Ferner wiirden wegen des Beweises von Hilfssatz 5
d=(@,o™=(, oY= ....;
é=e(), exz0 (p); 0=0(", H,), a=1[¢, h]; h=p.
Setzen wir nun p = ((f1); (f2), ...., (f»)), so wiirden
f—e=0(); (efi—f)e=0p), ¢fi—fi=0(p) ¢=1,2,....,m).
Da p? Primérideal ist, so wéren |

fimFi=0 ().
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Also wiirden fi=¢f;(a) ¢=1,2,....,n) im Widerspruch mit der
Beziehung ef) =ep=0(a). Hiermit besitzt p keinen von o ver-
schiedenen echten Teiler.

Aus den eben bewiesenen Hilfsséitzen ergibt sich zunichst

Satz 14. Ist die kiirzeste Darstellung jedes Ideals aus einem direkt
unzerlegbaren Ring R durch grosste Primirideale eindeutig bestimmd,
30 besitzt jedes vom Nullideal verschiedene Primideal keinen von o ver-
schiedenen echten Tetler. ’

Denn es gibt in R kein von o verschiedenes idempotentes Ideal
ausser Nullideal, weil R ein direkt unzerlegbarer Ring ist. Wenn p
ein vom Nullideal und von o verschiedenes Primideal ist, so soll p = p?
sein. Wiren p? ein nicht-priméres Ideal und p < b C o, so wiirde nach
Hilfssatz 5 R direkt zerlegbar im Widerspruch. Damit unterscheiden
wir zwei Fille: (I). p? ist ein Primérideal und p < b <o (II). Es gibt
kein Ideal zwischen p und o. Nach Hilfssatz 6 ist aber der erste Fall
unmoglich ; also ist der Satz bewiesen.

Fiigen wir noch hier einen Satz fiir Vielfachenkettensatz hinzu.

Satz 15, Besitzt jedes vom Nullideal verschiedene Primideal aus
N keinen wvon o verschiedenen echien Teiler, und gibt es in jedem
Restklassenring R/b nach einem beliebigen Ideal b keinen Totalnullteiler
ausser Null, so gilt in R der Vielfachenkettensatz modulo a. Dabei soll
a=k(0) sein, wenn in R das Nullideal prim ist. )

Wenn a nicht prim ist, so gibt es in R/a stets einen Nullteiler a;.
Nach Hilfssatz 4 konnen wir damit ein Element as finden, sodass

plaa) =0 (a), @220 (a),

worin p ein von o und (0) verschiedenes Primideal ist. Weil in R/a
kein Totalnullteiler existiert. Setzen wir jetzt a; = (vaiaz, a), so wird
a; von a verschieden und es gibt kein Ideal zwischen a und q;; da -
R/p ein Korper und p(aia2) = 0(a) ist. Da das Verfahren nach endlich
vielen Schritten abbrechen muss, .so erhalten wir daraus eine Haupt-
kompositionsreihe

Q) Al T QT .. T P o,
Sei nun

hobkh>....20hL>....2>0D.... Da
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eine Kette von Idealen, bei der jedes Ideal ein echtes Vielfaches des
vorangehenden ist und alle Ideale Teiler von a sind. Es sei auch
A>n+2. Da in R/a Nullteiler existiert, so konnen wir einen
Nullteiler in ba/a finden. Durch das vorige Verfahren konnen wir ein
Ideal b, finden, sodass 6, = by > a und kein Ideal zwischen a und b
existiert. Nach endlich oftmaliger Wiederholung des Verfahrens
erhalten wir auch eine neue Hauptkompositionsreihe

(2 a<bk1§5m§---~?55A<bx—11§bx~12§----

gbx—l(h-—mg-----gf)z(bn.g‘----g‘bl(----ED

Dabei ist die Linge von (2) grosser als die von (1). Damit ist ein
Widerspruch gegen den Sonoschen Satz® bewiesen. Also istin R der
Vielfachenkettensatz modulo a erfiillt. , . '

Satz 16. Wenn jedes vom Nullideal verschiedene Primideal aus R
keinen von o wverschiedenen echten Teiler besitzt, so ist die kiirzeste
Darstellung jedes Ideals durch grosste Primirideale stets eindeutig
bestimmt.

Wenn a ein Primideal ist, so ist die kiirzeste Darstellung offenbar
eindeutig bestimmt. Im anderen Falle besitzt der Restklassenring
R/a einen Nullteiler. Wir nehmen im folgenden damit an, dass R
einen Nullteiler besitzt.
~ Besitzt R kein vom Kinheitsideal o verschiedenes Primideal, so
ist jedes Ideals aus R ein Priméirideal und nach dem Teilerkettensatz
wird o* = (0) fiir eine endliche Zahl 2.®

Damit konnen wir uns auf den Fall beschrinken, in dem ein von o
und (0) verschiedenes Primideal existiert. Ist a ein Nullteiler, so
gibt es nach Hilfssatz 4 ein Element o', derart, dass p = (0): (aa’) ist,
wo p ein vom Nullideal verschiedenes Primideal ist. Wire stets
o=, so hitte R kein von o verschiedenes Primideal mit Wider-
spruch.® Damit gibt es in R ein Element a;, sodass

pl:(o): (al)’ plzizor pl%(o)-

(1) M. Sono. On Congruences, Memoirs of the College of Science, Kyoto
Imperial University (1917).

(2) Vgl. den Beweis des Satzes 9. Wir sollen dabei nur die Gesamtheit aller
Totalnullteiler betrachten.

(3) Vgl Satz 6.
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Setzen wir a; = oay, so.wird a; ein echter Teiler von (0) und es gibt
kein Ideal zwischen (0) und a;. Wenn a1 ein Primideal ist, so erhalten
‘wir eine Hauptkompositionsreihe (0) < a; Co. Im anderen Falle ist

voriges Verfahren einen echten Teiler az von ay finden, sodass kein
Ideal zwischen a; und a2 existiert. Nach dem Teilerkettensatz soll
das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen und folglich
erhalten wir eine Hauptkompositionsreihe

(O)<ai<02<~-~-<ai<----<an,

worin fiir eine endliche Zahl 2 p*=0 (a,) ist.

Es ist hier nur zu zeigen, dass fiir eine Zahl m o™ = p™*! wird.
Dazu beweisen wir durch volle Induktion, dass jede durch einem durch
a, teilbare Ideal a laufende Vielfachenkette der Ideale aus R im
Endlichen abbricht. Wenn a ein durch a; teilbares Ideal ist, so
besitzt offenbar die Eigenschaft. Damit nehmen wir an, dass jedes
durch q; teilbare Ideal die Bedingung erfiillt. Es sei nun a ein durch
;41 teilbares Ideal und sei a >af > aj> .... eine Vielfachenkette.
Wenn ein Ideal, etwa af, durch a; teilbar ist, so bricht die Kette nach
der Annahme in Endlichen ab. Im anderen Fallen setzen wir

b(,)=[a! Gi], b;=[a§)vai]9 bﬁz[aé, a'i],"--
Dann ergibt sich eine Vielfachenkette
N2,

Da alle Ideale der Kette aber durch a; teilbar Sind, so erhalten wir
wegen der Annahme

Dj = Dji1-
Daraus folgen
a5 = Q1.
Denn alle ] sind nicht durch o; teilbar ; woraus folgen
a1 = (ai, af) = (@, af.y)

und folglich werden
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’_ ’ — '
a; = G+, Q= a';' - a;'+1 = d’;'! “;‘: 0 (a;'+l) ’

wo a; ein Element aus a; und af, a}.;, d; die Elememte aus af, b},1, 0}
sind.
Da 0*=0(a,) ist, so muss hiermit fiir eine endliche Zahl m -

oM = Dm-l—l

sein, und folglich ist nach Satz 12 die kiirzeste Darstellung des Nulli-
deals durch grosste Primiérideale eindeutig bestimmt. Also ist der
Satz nachgewiesen.

Zusatz 1. Essei R ein direkt unzerlegbarer nichtnilpotenter Ring.
. Besitzt jedes vom Nullideal verschiedenes Primideal aus R keinen von o
verschiedenen echten Teiler und ist das Nullideal nicht prim, so besttzt
R ein Einheitselement.

Nach dem Beweis des Satzes 16 wird o™ = p™*! == (0) fiir eine Zahl
m. Wenn o==o™ wire, so wiirde R direkt zerlegbar im Widerspruch
gegen die Voraussetzung. Also wird o = o™ und folglich besitzt R
ein Einheitselement.

Aus Sitzen 14,16 folgt unmittelbar der

Zusatz 2. Es set R ein direkt unzerlegbarer Ring. Dann ist die
kiirzeste Darstellung jedes Ideals aus R durch grosste Primirideale
dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn jedes vom Nullideal
verschiedene Primideal keinen von o verschiedenen echten Teiler besitzt.

Zum Schluss beweisen wir als das Ziel dieser Arbeit

Hauptsatz. Die kiirzeste Darstellung jedes Ideals aus einem Ring
‘R durch grosste Primirideale ist dann und nur dann stets eindeutig
bestimmt, wenn

R=R+Re+ .... +R,

ist, worin die Ideale R; die folgenden Eigenschaften besitzen :

(1) In jedem Ring ‘R; besitzt jedes vom Nullideal verschiedene
Primideal keinen von v; verschiedenen echten Teiler.V

(2) Kein, oder nur ein Ring aus R; ist nilpotent und jeder wnicht-
nilpotente Ring ist direkt unzerlegbar und ferner besitzen wenigstens
n — 1 Ringe ein Einheitselement.

(1) 0; bedeutet Einheitsideal, das aus allen Elementen von $; besteht.
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Zunéchst beweisen wir, dass die Bedingungen notwendig sind.
Offenbar wird R direkte Summe der endlich vielen Ringe R;;
nidmlich wird

TR = 3{14‘\]{24‘ R +$R-n,

worin jeder nicht-nilpotente Ring direkt unzerlegbar ist und es
hiochstens einen nilpotenten Ring gibt. Dabei besitzt jedes R; kein
vom Nullideal und von o; verschiedenes idempotentes Ideal.

Wenn n =1 ist, so ist der Satz nach Zusatz 2 unter Satz 16 schon
klar.

Es sei nun damit n=>2. Wir nehemen auch an, dass wenigstens
ein Ring R, ohne Einheitselement existiert. Wenn ein nilpotenter
Ring existiert, so betrachten wir R, als nilpotenter. Da 0% =& o, ist,
so wird o ein zugehoriges Primideal von 0%. Nach der voraussetzung
ist 0*==0 (02) fiir jedes 4; also ist 02 kein zu o gehoriges Primérideal.
Da die kiirzeste Darstellung von 0% durch grosste Primirideale auch
eindeutig bestimmt ist, wird

(0%, o™ = (0%, ™) = ....,
oder

0P+ ... 0 (0%, o) = o+ ...+ (02, o7,
daraus folgen
=o' (t=12,....,n=1).

Aber 0t =1, 2,...., n—1) sind direkt unzerlegbar ; damit besitzen o;
ein Einheitselement. Hiermit miissen wenigstens n—1 Ringe aus
Ri, Ra, ...., R, ein Einheitselement besitzen.®

Jedes Primideal (3=0) aus R ist ein Teiler von % —1 aus
0;(i=1,2,....,n). Wire p; ein Primideal derart, dass
01+ vvv. +0i9+0a+F ... F0,=0 (p,) s
01t wovs +F0 g+ 050+ ooo. F0 D, Pi<b<o,

(1) Ist die kiirzeste Darstellgung jedes Ideals aus % durch grosste Primérideale
stets eindeutig bestimmt, so ist die Zerlegung von %, bei der jeder nichtnilpotenter
Ring unzerlegbar ist und alle nilpotenten Ringe in einem Ring zusammengefasst
werden, auch eindeutig bestimmt.
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so wiirde nach Hilfssatz5 p? Primirideal, da o; unzerlegbar ist.
Ferner wiirde auch p;==p2. Also ergibt sich ein Widerspruch gegen
Hilfssatz 6. Damit besitzt jedes vom Nullideal verschiedene Primideal
von R; keinen von o; verschiedenen echten Teiler.

Die Bedingungen sind auch hinreichend. Denn in der kiirzesten
. Darstellung a = [qi, g2, ...., qn] vom Ideal a aus R sind die mini-
malen Primidrkomponenten eindeutig bestimmt. Die zugehorigen
Primideale pi(==0) enthalten n—1 Ringen aus der folgenden
Darstellung

R=R+R+ .... R,.

Wire ein zugehoriges Primideal pi(s=0) ein Teiler eines hochsten
Primideals p, von a, so wiirde aus der Bedingung und aus der
Eigenschaft vom Primérideal

=0 (qx)

mit Widerspruch, wo q;, qx die zu y;, p» gehorigen Primérideale in
_der Darstellung a = [q1, 92, ...., qn] sind. Damit sind die zugehori-
gen Primideale von a die hochsten Primideale oder o. Die Potenz o*
des Einheitsideals o ist immer auch ein Teiler von wenigstens n—1
Ringen, da wenigstens n—1 Ringe ein Einheitselement besitzen. Ist
o ein zugehoriges Primideal von a(Z=0), so gibt es ein Element a,
sodass

pa=0 (a), a==0 (a).

Damit besitzt ein Ring R, kein Einheitselement und alle anderen
Ringe haben ein Einheitselement und folglich ist a, =[o,, a]=F o,
nicht Primideal aus o,. Wegen des Beweises des Satzes 16 werden
hiermit

(a, o) =(a, o*) = .... fireine Zahl 1.

Nach Satz 12 ist damit die kiirzeste Darstellung von a eindeutig
bestimmt, also ist unser Hauptsatz bewiesen.

Zusatz. Es sei R ein Ring mit Einheitselement. Dann ist die
kiirzeste Darstellung jedes Ideals aus R durch grosste Primarideale
dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn R eine direkte Summe
von endlich vielen direkt-unzerlegbaren Ringen wird, in welchen
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der Vielfachenkettensatz modulo jedem Ideal erfiillt ist. Dabei muss
das Ideal vom Nullideal wverschieden sein, wenn in dem zugehorigen
Ring das Nullideal prim qst.

Denn, wenn in einem Ring R; der Vielfachenkettensatz erfiillt
ist, so besitzt jedes vom Nullideal verschiedene Primideal keinen von
o; verschiedenen echten Teiler.? Umgekehrt, wenn jedes Primideal
(== (0)) vom Ring R; keinen von p; verschiedenen echten Teiler besitzt
und wenn R; ein Einheitselement enthélt, so ist nach Satz 15 der
Vielfachenkettensatz in dem Ring R; erfiillt. Damit folgt sofort aus
dem Hauptsatz unsere Behauptung.

Dez. 1930.

P.S. In dieser Arbeit verstehe ich unter ,, direkte Summe der
Ringe R;*“, R=Ri+ .... +R,, die direkte Summe der Ideale R;
aus R. .

In meiner Arbeit: ,, Zusammenhang zwischen Priméiridealen
und Minimalidealen *‘, Journal of Science of the Hiroshima University,
Ser. A, Vol.1 (1930), habe ich auch den Namen ,, direkte Summe der
Ringe * fiir direkte Summe der Ideale benutzt.

(1) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie § 7.
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