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In der vorliegenden Abhandlung soll die Untersuchung über die 
eindeutige Darstellbarkeit des Nullideals als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches von irreduziblen Idealen gegeben werden. Und hierbei 
wird nur ein kommutativer Ring ffi zugrunde gelegt, der den Doppelket­
tensatz (oder die Existenz einer Hauptkompositionsreihe des Nullideals) 
erfüllt. Vor kurzer.Zeit habe ich den Satz bewiesenUl, dass für jedes 
Minimalideal m der Idealquotient (O) : m ein Primideal oder der Ring 
ffi ist. Hier soll zunächst dieser Satz dazu benutzt werden, um alle 
Minimalideale in Klassen zu verteilen, und sodann eine Behandlung der 
Darstellung des Nullideals als Durchschnitt der irreduziblen Ideale oder 
als Durchschnitt der minimalen Primärideale in Angriff genommen 
werden. 

Unter einem Minimalideal(2l wird im folgenden ein vom Nullideal 
verschiedenes Ideal, das nur das Nullideal als echtes Vielfaches hat, 
verstanden. Ist demnach ffi ein Körper, so wird ffi ein einziges Mini­
malideal. 

§ 1. Klasseneinteilung der Minimalideale 

Im folgenden wird der zugrunde gelegte Ring ffi als ein Primideal 
betrachtet, und Nullprimideal auch angenommen. Nach dem im 
Anfang ausgesprochenen Satz ist der Idealquotient (0): m damit ein 
Primideal, wenn m ein Minimalideal ist. Demgemäss definieren wir : 

Definition : Ein Minimalideal m heisst ein einem Primideal p 
zugeordnetes Minimalideal, wenn der Idealquotient (O) : m ein Primideal 
p ist. 

(1) S. Mori, Ueber Primärideale in kommutativen Ringbereichen. Memoirs of 
the College of Science, Kyoto Imperial University. 

(2) M. Sono. On Congruences. Memoirs of the College of Science. Kyoto Im­
perial University (1917). 
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Hiernach leuchtet dann sogleich ein, dass sämtliche Minimalideale 
dES • Ringes ffi in Klassen verteilt werden können, von der Art, dass 
alle Minimalideale derselben Klasse demselben Primideal, zwei Mini­
malideale verschiedener Klassen aber nicht demselben Primideal ents­
prechen. Dass die Anzahl dieser Klassen auch endlich ist, ist klar, da 
die Anzahl der verschiedenen Primideale aus ffi endlich ist. Die 
genaue Anzahl der Klassen sprechen wir in folgendem Statze aus: 

Hilfssatz 1. Existiert in ffi ein von ffi verschiedenes Primideal, so 
gibt es in ffi auch ein Minimalideal, das einem von ffi verschiedenen 
Prim ideal zugeordnet istt1l. 

Beweis. Wenn 1J ein von ffi verschiedenes Primideal ist, so soll ffi 
ein nichtnilpotentes Element r enthalten. Es sei die Teilerkette der 
Idealquotienten gebildet : 

(0) : ffir , (0) : ffir2 , ..... , (0) : firn , ..... , 

wobei für jedes n das Ideal ffirn vom Nullideal verschieden ist. Dann 
bricht nach dem Doppelkettensatz die Kette im Endlichen ab, und wir 
erhalten: 

(1) 

für eine endliche Zahl n. Ferner soll ffirn+l ein Minimalideal 111 enthal­
ten und der Idealquotient (0): 111 auch ein Primideal sein. Wenn 
ffi=(0) : 111 wäre, so würde ffi111=(0). Da 111 durch ffirn+l teilbar ist, so 
hätten wir 

wo r' ein Element aus ffi ist. Also würden 

im Widerspruch mit (1). Hiermit ist (0) : 111 ein von ffi verschiedenes 
Primideal. 

Hilfssatz 2. Es werden alle Minimalideale in Klassen verteilt und 
seien +11 , '+12, •••• , +Jm alle verschiedenen zugeordneten Primideale, die 
sämtlich von ffi verschieden sind. Dann ist b = [+11 , P2 , ••.• +Jm] ein 
nilpotentes Ideal. 

(1) Existiert in m kein von m verschiedenes Primideal (=!=0), so ist m ein nil­
potenter Ring oder ein Körper. Denn. wenn es in m ein nichtnilpotentes Element 
gibt; so existiert in m auch ein idempotentes Element c. Ein nicht c enthaltendes 
Maximalideal ist offenbar ein Primideal (§ 3) und folglich enthalten alle Ideale (=!=0) 
das Element c; also ist m ein Körper, der c als Einheitselement enthält. 
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Beweis. Wenn b nicht nilpotent ist, so gibt es in b ein nichtnil­
potententes Element d. Für die Teilerkette der Idealquotienten 

(0) : ;Rd , (0) : ffid2 , ••••• , (0) : ffidn , .•.•. 

ergibt sich daher 

(0): \Jl:d"=(Ü): ffida+ 1=(Ü): ;Rdn,Z. 

Sei nun m ein Minimalideal, das durch ~Mn+i teilbar ist, dann wird 
nach dem Beweis des Hilfssatzes 1 m ein einem von ffi verschiedenen 
Primideal p zugeordnetes Minimalideal und p soll identisch mit ire­
gendwelchem von Pi , P2, .... , Pm sein. Damit folgen wegen µm = 0 

rdn+ 2=0' rdn+l + 0' 

wobei r ein Element aus ffi ist, da b durch p teilbar ist. 
Also erhalten wir 

damit ist ein Widerspruch nachgewiesen. Mithin sind alle Elemente 
aus b nilpotent, b muss also auch nilpotent sein. 

Hieraus ergibt sich nun 
Satz 1. Wenn p ein von ~R verschiedenes Primideal ist, so gibt es 

in ffi auch ein p zugeordntes Minimalideal. 
Es seien Pi , P2, .... , Pm alle von ffi verschiedenen Primideale, für 

die die zugeordneten Minimalideale existieren. Dann kommt nach 
Hilfssatz 2 : 

():)1 )J2 • • • • • .PmY = (0) , für eine endliche Zahl p • 

Wenn das gegebene Primideal µ von jedem aus Pi, +12, .••• , J.lrn vers­
chieden wäre, hätten wir daher 

(Pi P2 , · • • • • PmY -= 0 (µ) , 

wo P1, P2, •••. , Pm die Elemente aus +11, .••• , J.1m ausserhalb p sind. 
Das widerspricht der Tatsache, dass p ein Primideal ist. Damit muss 
in ffi ein einem beliebigen Primideal (=J=:ffi) zugeordnetes Minimalideal 
existieren. 

Zusatz. Die Anzahl der Minimalidealklassen ist gleich der Anzahl 
der von ffi verschiedenen Primideale oder der Anzahl aller Primideale, 
J·enachdem, ob ffi Einheitselement enthält oder nicht. 
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Wenn m Einheitselement enthält, so giLt es kein m zugeordnetes 
Minimalideal. Enthält m dagegen kein Einheitselement, so gibt es in 
m einen Totalnullteiler(ll ausser Null; also existiert ein m zugeordnetes 
Minimalideal. Ferner ist nach Satz 1 die Anzahl der Minimalidealklas­
sen, die den von m verschiedenen Primidealen zugeordnet sind, gleich 
der Anzahl der Primideale (=HR); woraus der Zusatz folgt. 

Wenn m ein Minimalideal ist, so gilt 

oder m2=(0) .<2> 

Im ersten Falle heisst m ein idempotentes Minimalideal und anderen­
falls heisst m ein nilpotentes Min1:malideal. 

Nach der Unterscheidung der Minimalideale gilt es 

Satz 2. Wenn ein idemr;otentes Minimalideal m zu einer Mini­
malidealklasse gehört, so gibt es in der Klasse kein Minimalideal aitsser 
m. 

Ein m zugeordnetes Primideal p ist von ~1 verschieden und m$0 (p), 
da m idempotent ist. In unserem Ring wird jedes Primideal zugleich 
ein Maximalideal, somit erhalten wir 

'.H=(µ, m). 

Sei nun m' ein von m verschiedenes Minimalideal, das auch p entsp­
richt. Dann werden 

pm'=(O), 111m'=(O). 

Hieraus folgt 

m'(l.1, m) =m' iR=(O); 

was einen Widerspruch darstellt. 

Zusatz. Es sein m1 , m2 , ••••• 111; , •••• llln die n verschiedenen 
idempotenten Minimalideale und Pi, .... , Pn die zugeordneten Primi­
deale. Dann ist m als direkte Summe<3> von der Form 

(1) S. Mori. Ueber Primärideale in kommutativen Ringbereichrn. 
(2) M. Sono, On Congruences. 
(3) Für den Begriff der direkten Summe vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau 

der Idealtheorie, Math. Ann. rn. 
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darstellar, wobei b=[IJ1, P2, .... , Pn] ist. 
Beweis. Jedes der Minimalideale m1 , ..•. , llln ist nicht durch den 

grössten gemeinsamen Teiler der anderen Minimalideale teilbar. 
Denn, wenn etwa m1=0 ( (m2, .... , mn)) wäre, so würde durch Multi­
plikation mit 1111 

mi2=(0), 

was unmöglich ist. Also wird 

Da die idempotenten Minimalideale nicht durch die zugeordneten Prim­
ideale teilbar sind, so ist jedes aus m1 , .... , mn auch nicht durch b 
teilbar. Damit wird [1111 + .... +mn, b]=(O), denn es gibt ein Element 
Pi derart, dass 

Andererseits erhalten wir 

(i=l, 2, . . . . . ' n)' 

daraus folgt für jedes Element r aus m 

wo rn; Elemente aus mi und Pi Elemente aus Pi sind. Mithin 

r-(m1+, •, +mn)=p1-(m2+.,, +mn)=,, •, • 

=pn-(m1+m2+ • • • +mn-1) • 

Seien nun i=+,j 1 <i, j<n, dann werden 111/==Ü ü1J, da sonst m; 1113=(0) 
einen Widerspruch gegen Primideal p; darstellen. Hieraus folgen 

r-(m1 + ... +mn) === 0 (l.1i) (i=l, 2, ... , n) , 

oder 

Damit erhalten wir 
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~ 2. Unabhängige Minimalideale 

Definition. Ist keines der Minimalideale m1, mz, .... , 111n durch 
den grössten gemeinsamen Teiler der anderen Minimalideale teilbar, so 
nennen wir die Minimalideale, , , unabhängig voneinander.'' 

Die idempotenten Minimalideale sind unabhängig voneinander rnd 
die ihnen entsprechenden Klassen bestehen aus einem Minimalideal. 
Wir beschäftigen uns damit im folgenden mit den Eigenschaften des 
grössten gemeinsamen Teilers aller nilpotenten Minimalideale, welche 
zu derselben Klasse gehören. s.mi (i=O, 1, .... , m) werden als grösste 
gemeinsame Teiler aller Minimalideale, die .Pi zugeordnet sind, bezeich­
net, insbesondere bedeutet IJJco den gr. gern. Teiler, der ~1=,Po zu­
geordnet ist. 

Wenn ein ffi zugeordnetes Minimalideal existiert, so ist das Ideal 
\JJco bei Komposition durch Addition zugleich eine endliche Abelsche 
Gruppe und umgekehrt ist jede Untergruppe von SJRo zugleich ein Ideal 
aus ffi, da der Doppelkettensat,z erfüllt ist und alle Elemente aus SJRo 
Totalnullteiler sind. Damit gibt es in SJRo eine Basis M1, Mz, .... , 
Mno<1> und in unserem Falle ist der Grad jedes Basiselement Mi eine 
Primzahl Pi. Damit werden die Minimalideale (M;) unabhängig von­
einander und Wco ist in der Form 

9Ro= (M1) + (Mz) + • • . • • + (Mn0) 

darstellbar. <2> 

Satz 3. Die Darstellung von SJRo als direkte Summe der Minimal­
ideale ist dann und nur dann eindeut1'.g bestimmt, wenn Wco zyklisch ist. 

Beweis. Wenn 9Jco zyklisch ist, so soll die zu einer Primzahl p 
gehörige Basiszahl gleich 1 sein. Damit sind in der Darstellung 

9Jco=(M1)+ ..•.. +(Mno) (1) 

alle Minimalideale eindeutig bestimmt. Also ist die Bedingung hin­
reichend. 

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Denn, wenn etwa die 
Grade von M1 und M2 in der Darstellung (1) gleich einer Primzahl P1 
wären, so wäre die Darstellung 

(1) A. Speiser, Theorie der Gruppen von endliche;' Ordnung. § 15. 
E. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen § 8. 

(2) Sei t=(OJ: ffi. Dann bildet die Gesamtheit aller Elemente aus t, deren Grad 
eine Primzahl oder eine Zahl von der Form p1p2 ••• Pl ist, ein Ideal. Das Ideal 
ist identisch mit 9Jl0• t ist dann und nur dann zyklisch, wenn 9J/0 zyklisch ist. 
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imo= (M1-M2) + (M2) +(Ms)+ ..... + (Mn0) 

auch eine direkte Summe von Minimalidealen und von der Darstellung 
(1) verschieden, da M1 , M2, .... Mn0 eine Basis von imo sind. Damit 
muss die zu P1 gehörige Basiszahl gleich 1 sein; also soll 9J1o eine 
zyklische Abelsche Gruppe sein. 

Und nun beweisen wir folgenden Satz, der uns völligen Aufschluss 
über die Struktur der grössten gemeinsamen Teiler mci gibt, die den 
von :TI verschiedenen Primidealen Pi entsprechen. 

Satz 4. mci sind auch als direkte Summe von endlich vielen 
Minimalidealen, die Pi (i =!= O) zugeordnet sind, darstellbar un,d die 
Anzahl der Minimalideale in der Darstellung ist eindeutig bestimmt. 

Beweis. Wir betrachten nun den gr. gern. Teiler von zwei ver­
schiedenen Minimalidealen m;1, mi2, die Pi zugeordnet sind. Wenn 
m,i=(m;1, mi2) ist, so wird auch 

Im anderen Falle sei tltia ein Pi zugeordnetes Minimalideal ausserhalb 
von (mil, m;2) und es sei (mi1, mi2, mi3) auch gebildet. In dieser Weise 
müssen wir endlich die Beziehung 

9Jci=(111it, lfü2, ••..• , ntin;) 

erhalten, da der Doppelkettensatz erfüllt ist. 

Ferner sind m;1, •••• , min; ·unabhängig von einander. Denn, 
wenn 

lltij=Ü ((ll1i! , .... 111ij-1, m;j+l, ..... lrtin;)) 

wäre, so würde 

mii=m;i + .... + mii-1 + miit1 + •..• +min; , 

oder 

wobei mi1 , •••• , min; die Elemente aus m;1 , m;2, •••• , min; sind; 
also wäre min; in (m;1, .... , min;- 1) enthalten. Das widerspricht 
der Tatsache, dass mini ausserhalb von (mil, .... , min;-1) liegt. 
Damit wird 

imi = nt;1 + nt;2 + ..... + min; . 
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Es seien zwei Darstellungen 

vorgelegt, wobei alle Minimalideale p; zugeordnet sind. Wenn ni > n~ 

ist, erhalten wir die Beziehungen 

m· 1 - ' '+x' m'+ +x' ' 11 ini+1-Xni+11m;1 ni+12 i2 • • • • • • • • ni+1ni m;ni , 

wo mil, •••• , mi n~+l die von Null verschiedenen Elemente aus mi1, 
i 

I I d. EI t / . / d •••• min~ +1, mi1, •••• min~ ie emen e aus mi1 , ••.• min~ un 
die Koeffizienten xu, X12, •••• , Xn' +1 n~ die Elemente aus ffi sind, da 

i i 

m~i=\R m~i sind. Dazu sollen die Koeffizienten nicht durchweg durch Pi 
teilbar sein. Seien nun AYl die Komplemente der Elemente mii aus 

der Determinante 

min~ xn;1 

min~+l Xn~+ll 

xn; n~ 

xn:+1 n~ 

Dann erhalten wir A <flmi1 + .... + A~~+l mi n~+l = 0. Da m;1, •.... 
i i 

mini aber unabhängig voneinander sind, so müssen 

sein. Weiter seien AJ~ die Komplemente der Elemente Xjk aus der 

Determinante 
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Xu X12 X1n~ 

X21 X22 X2n~ 

Ll= ,=O (pi) 

Xn~I Xn~2 Xn~ n~ 

Dann werden wegen 

A Ci>m- +ACi>m + +A<i>i m· 1 -0 (k 1 2 ') lk il 21< i2 • • • • n/c ini - = , , • • • • n; 

auch 

AJM = 0 (pi) (j, k=l, 2, .... nD 

da ).l; m;i= (O) sind. Also ist "der Rang von L1 in bezug auf t1i niedriger 
als n~-1. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens ergibt sich aber 
endlich Xjk=O (pi) (j, k=l, 2, ... . , n~) im Widerspruch. Hiermit muss 
ni=n: sein, also ist der Satz in allen seinen Teilen bewiesen. 

Zusatz. 

wo m die Anzahl der von lR verschiedenen Primideale ist. 
Zusatz. Ist 9,Ri (i + O) als direkte Summe der Minimalideale dar­

stellbar, so gilt die Eindeutigkeit der Darstellung nicht mehr. 
Es sei nun 

wo m;i · die Elemente aus lnij sein. Da der Restklassenring lJ{ / ,p; ein 
Körper ist, so wird lR (m;1 -m;2) auch ein von ffimi1 verschiedenes 
Minimalideal und dazu sind lR (mi1-mi2), :Rm;2, .... , '.füni~ auch un­
abhängig voneinander ; woraus 

Bei idempotenten Minimalidealen mi sind auch 9J1i=tni; also ergibt 
sich nach Satz 4 unmittelbar. 

Satz 5. Der grösste gemeinsame Teiler 9R aller Minimalideale aus 
lR ist auch als direkte Summe von n Minimalidealen darstellbar, und 
die Anzahl n ist unabhängig von der Auswahl der unabhängigen 
Minimalideale. 
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Satz 6. Wenn für ein Ideal a pa=(O), p ein Primideal ist, 
dann wird 

a=m1+ ..... +m,+m, 

wobei ll1i die p zugeordneten Minimalideale sind und :Rm=(O) ist. 
Beweis. Die Gesamtheit aller Elemente m aus a von der Eigen­

schaft, dass ffim=(O) ist, bildet ein Ideal m. Existiert ein Element a1 
in a ausserhalb von m , so wird tRa1 =m1 ein Minimalideal. Denn, da 
der Restklassenring m / p ein Körper ist, gibt es für beliebige Elemente 
r 1, r2 aus ffi ausserhalb von p ein Element ra derart, dass r1 == r2r3 (p) 
ist. Und dazu ist auch 

[m1, m]=(O) . 

Wenn a = m1 + m ist, so ist der Satz schon bewiesen. Im anderen Falle 
sei a2 ein Element aus a ausserhalb von m1 +m, dann wird :tta2=nt2 
auch ein Minimalideal und 

Sonst würde 
also würden 

Damit würde 

mit Widerspruch. Daraus ist es auch klar, dass m1, m2, m unabhängig 
voneinander sind. Indem wir so fortfahren, bis alle Elemente aus a 
erschöpft sind, erhalten wir endlich 

Satz 7. Sei (O)=[t1, t2, •... , tn] eine kürzeste Darstellung des 
Nullideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen. Dann 
ist die Anzahl der Komponenten gleich der Anzahl der unabhängigen 
Minimalideale derart, dass jedes Minimalideal aus ITT durch ihre direkte 
summe teilbar ist. 

Beweis. Seien nun 

bi=[t1' •.... ' Xi-1, ti+l, ..... ' tn] (i=l, 2, .... ' n) . 

Dann werden 
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Es seien auch 111i die durch bi teilbaren Minimalideale, dann sind mi 

unabhängig voneidander, da 

Sind m: die nicht durch ti teilbaren Minimalideale, so müssen 

[ ( ri , mi) , ( ri , m:) ] 7 ti 

sein, da ti irreduzibel sind. Daraus folgen 

m: '= 0 ( (ri, mi)) ; 

also geben es in bi nur ein einziges Minimalideal 111i, da [ti, bi]=(O) 
sind. 

Sei nun m auch ein beliebiges Minimalideal und sei durch t1, t2, 

.... , tJ, aber nicht durch tj+I , •.•. , tn teilbar. Dann werden 

wobei m, mi+I, ...• , mn die Elemente von m, lltj,1, ••.• , ntn und 
rf+1, •••• , rn die Elemente aus tJ+1, •••• , tn sind. Hieraus folgt 

wo Ci+Ii+2 durch tj+l, tf+2 teilbar ist; also erhalten wir 

Daraus folgt wieder 

wo Ci+Ii+2 3 +s durch ti+l, tj+2, tj+B teilbar ist; also erhalten wir auch 

Indem wir so fortfahren, erhalten wir schliesslich 

wo Cj+lj+2· .. •n durch tj+l, tj+2, •.•• , tn teilbar is~. In der Formel 

m-(mi+l + •,, • • +mn)=Cj+Jj+2, ... n 
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ist das Element linker Hand durch r1 , r2, .... , t; teilbar und das 
Element rechter Hand ist durch t;+1, ri+2, • • • • tn teilbar. Da 
(O)=[t1, r2, .... , tn] aber ist, so muss 

sein. 

Hiermit sind alle Minimalideale durch m1 +m2+ ..... +mn teilbar, 
also ist der Satz bewiesen. 

Aus den Sätzen 5,7 folgt weiter: 
Zusatz: Die Anzahl der Komponenten in der kürzesten Darstel­

lung des Nullideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen 
Idealen ist eindeutig bestimmtUl. 

§ 3. Die zu m elementefremden Maximalideale 

Sind m1, m2, .... , mn die voneinander unabhängigen Minimali­
deale, so existiert auch nach dem Doppelkettensatz ein Ideal ßi von der 
Art, dass [mi, ßi ,]=(O) und jeder echte Teiler von ßi ein von Null 
verschiedenes gemeinsames Element mit mi enthält. Auf Grund dieser 
Betrachtung wollen wir die folgende Definition aufstellen. 

Definition. Gilt die Beziehung [a, n]=(O) für die Ideale a und g, 
aber keine Beziehung [a, g']=(O) für jeden echten Teiler n' von g, so 
heisst 9 ein zu a elementefremdes Maximalideal. 

Daraus folgt unmittelbar 
Ist m ein Minimalideal und ist g ein zu m elementefremdes Maxi­

malideal, so wird g irreduzibel, 
Wenn 9 reduzibel wäre, so gäben es zwei echte Teiler 91, 92 von 

ß. Das ist aber nicht möglich, da nach der Voraussetzung 91 und 92 
das Minimalideal m enthalten müssen. 

Satz 8. Ist 9 ein zu einem Minimalideal m elementefremdes Maxi­
malideal und ist p das m zugeordnete Primideal, so wird ß ein zu p 
gehöriges Primärideal. 

Beweis. Da p=(O): m und [m, g]=(O) ist, so wird 

9 = 0 (p) • 

Ist pn$0 (g) für jedes n, so können wir in p ein Element p finden, 
sodass für jedes n pn $_0 (9) ist. Damit ist das Ideal 1Jtpn für jedes n 
-- -------~~-----

(1) Der Satz unter Voraussetzung des Teilerkettensatzes findet sich schon bei 
E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen. Math. Ann. 83. 
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stets nicht durch g teilbar. Nach der Voraussetzung können wir in 
der Teilerkette der Idealquotienten 

g : \Rp , g : ffip2, .... , ' ü : :Rp• , .•.•. 

die Beziehung 

g: )Rp•=g: \Rp•+l=!J: )Rp•+2 

finden. Setzen wir nun (g, ffip•+ 1)=g', dann wird 

m = 0 (g'), 

(1) 

da g' ein echter Teiler von g ist. Für ein Element m aus m erhalten 
wir also 

m=g+rp•+1 , rp•+ 1 $ 0 (g) , 

wog ein Element aus g und rein Element aus ffi ist. Wegen mp=(O) 
folgen durch Multiplikation mit p 

rp•+ 2 == 0 (g) , rp•+l $ 0 (g) , · 

Daraus folgen auch 

r ,'='.i O (g : ffip•+ 2) , r $ 0 (g : ffip•) , 

mit Widerspruch gegen (1) Hiermit wird 

pn == 0 (g), für eine endliche Zahl n. 

Wenn p = ffi ist, so ist es klar, dass g ein zu ffi gehöriges Primäri­
deal ist. Im änderen Falle nehmen wir ein Element r' ausserhalb von 
p und ein Element p' in p ausserhalb g . Dann wird stets 

r' p' $ 0 (g). 

Sonst würde m' r' = 0 (g), wobei m'(,t= O) ein Element aus m ist; also 
würde 

m'r'=O, 

da [m, g]=(O) ist. Damit wäre wegen m'p=(O) 

m'ffi=(O), oder mffi=(O) 

mit Widerspruch. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 
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Nach der Voraussetzung des Doppelkettensatzes erkennen wir 
sofort, dass der Ring ffi nur endlich viele verschiedene minimale 
Primärideale enthält. Daraus ergibt sich leicht 

Zusatz 1. Sind Q1 , Q2, •.•. , Qm, Qo alle verschienenen minimalen 
Primärideale und gehört Qo zu ffi , so wird 

(0)=[Q1, Q2, 

(0) =[Q1' Q2' 

..... ' 

..... ' 

wenn lJF ~t ffi , 

und die Darstellung ist auch die kürzeste. 
Wenn b=[Q1, Q2, ..•. , qm, Qo] + (0) ist, können wir ein Minimali­

deal m , das durch b teilbar ist, finden. Sei lJ das m zugeordnete 
Primideal und g ein zu m elementefremdes Maximalideal, dann ist 
nach Satz 8 g ein zu p gehöriges Primärideal. Aber g enthält nicht 
m und dagegen enthalten alle verschiedenen minimalen Primärideale 
das Ideal m . Also gibt es ein durch eins aus q1 , .••• , qo echt teilbares 
Primärideal. Das ist unmöglich ; also wird 

(0)=[Q1, •..•. , Qo] . 

Wenn ffi2=lR ist, so wird ~l=Qo; also wird auch (0)=[41, .... , Qm] 
und die Darstellung ist offenbar die kürzeste. 

Im anderen Falle enthält :H einen Totalnullteilern ausser Null, und 
n soll durch alle q1, q2, ... , Qm teilbar sein; damit ist (0)=[Q1, q2, •.• , 
Qm, qo]. Da ffiP=Qo ist so ist klar, dass die Darstellung die kürzeste 
ist. 

Zusatz 2. Sei (0)=[Q1 ..•• , qm, qo] eine kürzeste Darstellung mit 
minimalen Primäridealen und seien 

b;=[q1, •... , Qi-1, Qi+I, .... , Qc] (i=0, 1, .... , m) . 

Dann werden 

[bi, Qi]=(0), ffi=bi+Qi (i=0, 1, ..... , m) 

Denn, wenn i + 0 ist, so sind b; nicht nilpotent, da Q1 ..• QH q;+1 
••. qo = 0 (bi) sind. Damit enthalten bi idempotente Elemente ei und 
Q;=(0): (ei) sind, da für jedes n e;n $ 0 (q;) und Qi Primärideale sind. 
Ferner spielen ei damit in bezug auf bi eine Rolle von Einheitsele­
ment; also folgen daraus 

ffi=bi+Qi (i=l, 2, ..... , m). 
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Wenn i=O ist, enthält qo ein Einheitselement eo in bezug auf qo, 
da qi=qo ist. Weiter ist bo=(O) : (eo), sonst würde qo d=(O) für ein 
Element d ausserhalb eines Primärideals etwa qi (j ==I= O). Das führt 
uns in einen Widerspruch, weil qo ein Element ausserhalb des zu qi 
gehörigen Primideals p3 enthält. Hiermit erhalten wir auch 

lR=bo+qo. 

Daraus folgt ohne weiteres 
Zusatz 3. Das Nullideal lässt eine und nur eine kiirzeste Darstel­

lung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von den zu verschiedenen 
Prim idealen gehörigen Prirnäridealen zu(l). 

Satz 9. Sei mo1' .... 'mono; mu' .... ' lfün1; .... ; Ulil' . ' . . 11tini; 
•••• ; mm1 , mm2 , •••• , mmnm ein System von unabhängigen Minimali­
dealen aus :R . Seien Pi die mi1 , nt;2 , •••• , mini zugeordneten Primi­
deale und seien auch ~J;J die zu 111ij elementefremden Maximalideale, 
welche alle anderen Minimalideale ausser miJ enthalten. Dann werden 

qi=[gi1, gi2, .... , ginJ (i=O, 1, 2, .... , m) , 

wo qi die zu Pi gehörigen minimalen Primärideale bedeuten. 
Beweis. Nach Satz 8 sind gi'i gi2, •... , gini die zu Pi gehörigen 

Primärideal. Damit sind die zu Pi gehörigen minimalen Primärideale 
qi durch gi1, gi2, ... , gini teilbar; also werden 

qi = 0 (q~=[gi1, .... , gini]) (i=O, 1, .... , m) . 

Wenn q~$0 (qi) sind, so geben es in q~ ausserhalb qi Minimali­
deale m~ derart, dass pi=(O) : m~ sind, da nach Zusatz 2 unter Satz 8 
:H=bi+qi sind. Ferner sind m~ damit durch imi=mi1 +mi2+ .... +mini 

teilbar. Andererseits ist kein Ideal aus mi1 , m;2, .... , m;ni durch q~ 
teilbar und folglich werden nach den Eigenschaften von g,3 

Daraus folge m~ $ 0 (q~) mit Widerspruch. Hiermit müssen qi=q~ 
sein. 

Zusatz. Wenn g" die zu Wci elementefremden Maximalideale sind, 
so werden auch 

(1) Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie. § 7. 
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Denn wie beim Beweis von Satz 8 können wir beweisen, dass g, 
auch Primärideale sind. Hieraus folgen, wie bei Satz 9 g,=qi; also 
werden ßi= [gil, !Ji2, .... , 9ini] •. 

§ 4. Ueber eindeutige Darstellbarkeit des Nullideals als 
Durchschnitt der irreduziblen Ideale 

Bevor wir uns zum eigentlichen Gegenstande dieses Paragraphen 
wenden, wollen wir folgende Hilfssätze nachweisen: 

Hilfssatz 1. Sind m1 m2, .•... mn ein System der unabhängigen 
Minimalideale derart, dass alle Minimalideale aus ffi durch m1 + ms 
+ . . . . + mn teilbar sind, und wenn 9i die zu mi elenientefremden Maximal­
ideale, die alle anderen Minimalidea.le des Systems enthalten, sind, so 
wird 

(Ü)=[g1, 92, •••••, 9n] 

eine kürzeste Darstellung des Nullideals als Durchschnitt der irredu­
ziblen. 

Denn 9i sind offenbar irreduzibel. Wenn 

b=[91, 92, •.•.• , On]=½=(O) 

wäre, so würde für ein Element m von einem durch b teilbaren 
Minimalideal m 

m=m1+m2+ • • • • • +mn, 

wobei mi die Elemente aus mi sind. Damit würde 

mit Widerspruch; also muss b=(O) sein. Ferner sind mi durch 
[91, ..•. , OH, 9i+1, •.•. , 9n] aber nicht durch 9i teilbar, womit die 
Darstellung auch eine kürzeste ist. Natürlich ist die Darstellung auch 
reduziert. 

Hilfssatz 2. Ist der ffi entsprechende gr. gem. Teiler imo=mo1 + mo2 
+ .... + mono zyklisch, so sind die zu mo; elementefremden Maximal­
ideale 9.i eindeutig bestimmt. 

Beweis. Nach Satz 8 sind 9.f die zu ffi gehörigen Primärideale, 
damit ist das zu ffi gehörige minimale Primärideal 9o durch 9J teilbar. 
Nach Zusatz 2 (Satz8) ist auch 
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ffi = bo + qo • (1) 

Seien nun flj, g; zwei zu mo1 elementefremde verschiedene Maximal­
ideale. Dann werden 

wobei m1 , g1 , g1 die Elemente aus moj, n1 , n1 sind. Da ~H 11101=(0), 
q5=qo sind, so soll mot=O (bo) sein. Damit folgen wegen (1), (2) 

m1=d1-d1, llJ=d1+qo, g;=dj+qo, dr=!=0, d1°4=0 (3) 

wobei di, d1 die Elemente aus bo sind und qo ein Element aus qo ist, da 
[ n1 , gj] _?: qo ist. 

Da \}V= 0 (qo) ist, so soll b/; =(0) sein, damit enthält bo nur endlich 
viele verschiedene Elemente. Daraus folgen 

für endliche ganze Zahlen s, s', und es sein auch die Zahlen die Grade 
von di, d1. Ferner folgen aus (3) 

Da [moj, n.iJ=(O), [moj, !Ji]=(O) sind, so müssen sm1=s'm1=0 sein. 
Anderseits ist für eine Primzahl p pm1 =0, weil mo1 ein Minimalideal 
ist. Daraus folgen 

(4) 

Ferner gibt es ein m zugeordnetes Minimalideal von der Form 

oder 

wo d'; ein Element aus bo ist. Die Grade der Elemente aus mo1, (s1d1) 
und (s1d/{/) sind p. Nach der Voraussetzung ist Wl:o aber zyklisch, 
daraus folgt wegen Satzes 3 

Also wird nto1 = 0 (g) mit Widerspruch. Hiermit muss g1=g.i sein. 
Satz 10. Damit die kürzeste Darstellung des Nullideals als kleinstes 

gemeinsames Vielfaches von irreduziblen Idealen eindeutig bestimmt ist, 
ist notwendig und hinreichend, dass alle \))ci (i + 0) Minimalideal sind 
und 9Jco zyklisch oder NulUdeal ist. 
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Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Denn, wenn 

(0)=[t1, t2, .... , tn]=[ti, r~, .... , r~] 

zwei kürzeste Darstellungen als kleinstes gemeinsames Vielfaches von 
irreduziblen sind, so sind die Anzahl der Komponenten gleich der 
Anzahl n der unabhängigen Minimalideale. 

Wir setzen nun : 

bi=[r1, t2, ... ti-1, ti+, ... rn], b~=[r:, ... t~-1, r~+1, ... r~] . 

Ferner seien m; , m; die durch bi , ti; teilbaren Minimalideale, so 
werden nach Satz 7 mi unabhängig voneinander und ebenso sind m; 
auch unabhängig voneinander, und alle Minimalideale aus lR sind durch 
m1 + .... + mn, m; + .... + m~ teilbar. Nach der Voraussetzung 
und Satz 3 folgt, dass das System m: identisch mit dem System mi ist. 
Also können wir 

mi=m~ (i=l, 2, ..... , n) 

setzen. Andererseits sind ri die zu mi elementefremden Maximalideale, 
die alle anderen unabhängigen Minimalideale ausser mi enthalten, 
sonst würden ri reduzibel. 

Damit folgen wegen Satzes 9 und Hilfssatzes 2 

t1=ti, t2=t~, • • • • • , tn=t~ • 

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Denn, wenn etwa Wc1 
nicht Minimalideal oder nicht zyklisch ist, so ist nach Satz 3 und Zusatz 
(Satz 4) die Darstellung von Wc1 als direkte Summe der Minimalideale 
nicht eindeutig bestimmt. Also können wir zwei verschiedene System 
von unabhängigen Minimalidealen 

nt 1 , 1112 , • • • • • , lnn ; nti , m~ , • • . • , , m;, 

finden, sodass 
nti=(m1-mz), m:=mi (i=2, 3, .... , n) ,<1> 

wobei m1, m2 die Elemente von m1, m2 sind, die zu 9Jc1 gehören. 
Daraus erhalten wir wegen Hilfssatzes 1 eine kürzeste Darstellung 
des Nullideals 

(0)=fo1, g2, .... , gn], 

(1) Wenn \Ul1 einen von lR verschiedenen Primideal entspricht, so folgt nach 
Zusatz 2 (Satz 8), Satz 9 m (mcm2)=(mcm2)0 
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wobei gi die zu mi elementefremden Maximalideale sind, die alle anderen 
Minimalideale ausser mi enthalten. 

Andererseits können wir gi (i=3, 4, .... , n) als die zum elemente­
fremden Maximalideale betrachten, damit erhalten wir auch eine 
andere kürzeste Darstellung 

(O)=[gi, gL ga, .... , 9n] • 

In den beiden kürzesten Darstellungen sind offenbar g; =t= gi (i =t= 2). 
Dazu wird auch g~ + f12; sonst würde wegen rni=(m1-m2) 

m2 = 0 (g2) 

mit Widerspruch. Also erhalten wir zwei verschiedene kürzeste 
Darstellungen. 

Satz 11. Damit alle minimalen Primärideale irreduzibel sind, ist 
notwendig und hinreichend, dass die Anzahl der unabhängigen Minimal­
ideale aus m gleich der Anzahl der Minimalidealklassen ist. 

Beweis. Nach Satz 4 ist die Anzahl der unabhängigen Minimal­
ideale nicht kleiner als die Anzahl der Minimalidealklassen. Wenn die 
Anzahl der unabhängigen Minimalideale grösser als die Anzahl der 
Klassen ist, so geben es wenigstens zwei verschiedene unabhängige 
Minimalideale, die demselben Primideal ,Pi zugeordnet sind. Nach 
Satz 9 ist damit das zu Pi gehörige minimale Primärideal qi reduzibel. · 

Wenn ein minimales Primärideal reduzibel ist, so wird in einer 
kürzesten Darstellung 

(0) = [ t1 , t2 , ••••• , r,,] 

die Anzahl der irreduziblen Ideale grösser als die Anzahl der Klassen, 
da nach Zusatz 2 unter Satz 8 (O) =p [q1 , .... q~, ..•. qm qo] ist, wenn 
q; ein echter Teiler von qi ist, und da alle irreduziblen Ideale ri ein 
minimales Primärideal enthalten. Damit ist nach Satz 7 die Anzahl 
der unabhängigen Minimalideale grösser als die Anzahl der Minimal­
idealklassen.. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

§ 5. Einige Eigenschaften der direkten Summen 

Der Ring ffi ist als direkte Summe von der Form 

ffi = ffii + ffi2 + . • • • . + mm + ffi' 

darstellbar, wobei ffii die speziellen primären Ringe oder Kör:r:er sind 
und :R' ein endlicher nilpotenter Ring ist. ffi' ist auch gleich dem 
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Idealquotient (0) : qo; wo Qo das zu fit gehörige minimale Primärideal 
ist. Und dabei sind die Ringe iRi, ~H' eindeutig bestimmt, 0> damit 
hängt die eindeutige Darstellbarkeit von ;H als direkte Summe der 
direkt-unzerlegbaren Ringe von der Eigenschaft des endlichen nil­
potenten Ringes \W ab. Deshalb werden wir im folgenden einen 
vollständigen Ueberblick über die Darstellbarkeit von ffi' als direkte 
Summe von direkt-unzerlegbaren Ringen gewinnen. 

Die Gesamtheit l.t\i aller Elemente aus al', deren Grade Potenzen 
einer Primzahl P1 sind, bildet ein Ideal. Existieren in ffi' noch die 
Elemente, deren Grade Potenzen von P2 (=!= p1) sind, so erhalten wir 
auch ein Ideal m; und 

[ffii , ffi~] = (0). 

So fortfahrend erhalten wir die endlich vielen Ideale 

ffif , ffiL . . . . , m: , 
die die Beziehungen [ffi~, (ffif, .... , ffi~- 1 , ffi~+ 1 , •••• , ffi~)] = (0) er­
füllen. Sei nun r' ein beliebiges Elenent aus ;H' und sei p1a1pa2 •.•• Prar 
der Grad von r'. Da wir die ganzen Zahlen s1 , s2, .... , s,. bestimmen 
können, sodass 

l=S1P2a2 ... Prar +S2P1a1 p3a3 .•• Pra,. + •,,. +srPla1 • • • Pr-fr- 1 , 

(si, pti) = l(i= 1, .... , r) , 

so wird 

und die Grade der Elemente SiPial ... p/':..1i-1 Pi+1i+1 •••• Prar r' sind die 
Primzahlpotenzen pti. Daraus folgt also 

m' = mi + m~ + .... + m~ 
Ferner ist die Darstellung offenbar eindeutig bestimmt.<2> 

Es liegt die Frage nahe, ob es möglich ist, die Ringe ffi~ eindeutig 
noch zu zerlegen. Dazu brauchen wir zunächst den folgenden Hilfs­
satz nachzuweisen 

Hilfssati. Ist lR" ein endlicher nilpotenter Ring, in dem der Grad 
J°edes Element.s eine Potenz einer Primzahl p ist, und ist ~H" direkt 

(1) S. Mori, Ueber Primärideale in kommutativen Ringbereichen. 
(2) Vgl. K. Shoda, Ueber die Einheitengruppe eines endlichen Ringes, Math. 

Ann. 102, S. 279. 
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zerlegbar, so stattfindet nicht die Eindeutigkeit der Darstellung von :R" 
als direkte Summe der direkt-unzerlegbaren Ringe. 

Beweis. Sei nun ffi" =ffii' + ffi? + .... + mr, wo ffi/ direkt-unzer­
legbar sind. 

\Hi' ist als grösster gemeinrnmer Teiler ((r1), (r2), .... , (rz)) von 
Hauptid alen (ri) aus \R" darstellbar, und solche verschiedene Darstel­
lungen sind auch endlich. Wenn die Anzahl der Hauptideale in der 
Darstellung am kleinsten ist, dann heissen die Elemente r1, r2, .••• , rz 
eine Basis von ffii' . 

Wenn ri, r2, .... , r1 eine Basis von :Ri' ist, so ist es nicht möglich, 
ri in der Form darzustellen 

ri=q:>i(r1, r2, .... , rz) (i=l, 2, .... , l), 

wobei 'Pi die Polynome mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeuten, 
die kein von r1, .... , rz freies Glied und kein lineares Glied von ri 
enthalten. 

Wenn die Beziehung möglich wäre, so würde 

wobei cp', , q:>? kein von r1 .... , r1 freies Glied enthalten. Also würden 
daraus 

Da ffi? ein nilpotenter Ring ist, so würde für hinreichend grosse Zahl n 

Damit würde 

ri = 0 ( (r1), .... (ri-1), (ri+i), .... , (rz)) 

im Widerspruch mit der Eigenschaft der Basis. 
Es sei 
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wo ri eine Basis von ffi~' sind, und sei m auch ein Element eines 
Minimalideals maus ffi~'. Dann ist mein Totalnullteiler von ~". Es 
sei ein folgendes Ideal gebildet : 

ffii"=((r1+m), (r2), .... , (rz)). 

Dann hat das Ideal die folgenden Eigenschaften : 

1. ffif =t= ffii', [ffii", ffi?J =(O) (i=2, 3, .... , k). 

Wenn r1 === 0 (iRi") ist, so soll 

r1 = (r1 + m)n _fo(r1 • • • r1) + (r1 + mr-l.fi(r1, • . • , r1) + • • • • 
+ (r1 + m)fn-iCr1, •.• , r1) + fn(r1 , ... , r,) 

sein. Dabei enthält fn (r1, .... , rz) kein lineares Glied von r1 und 
kein von ri freies Glied, und ferner sind .fo •.• .fn Polynome mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, da ffi" nilpotent ist. Also wird 

Sei nun sein ganzzahliges Glied vonfn-1 (r1, .... , r1), dann wird 

wo rp ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet, das 
kein vou ri freies Glied und kein lineares Glied von r1 enthält. 

Da [iRi' ffi~']=(O) ist, so soll sm=O sein, also ist s durch p teilbar 
und (E-1, p)=l. Anderseits ist der Grad von r1 eine Potenz zon p. 
Damit ist für eine ganze Zahl t 

wo cp kein lineares Glied von r1 und kein von ri freies Glied enthält. 
Das ist aber unmöglich. 

Hiermit soll r1 $ 0 (ffii") sein. Daraus folgt sofort die Behaup­
tung. 

II. ffii" + ffil = ffii' + ffi~' . 

III. ffii" ist direkt-unzerlegbar. Denn !Ri" ist ringisomorph 
mit ffii'. 
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Damit ist dann der Hilfssatz bewiesen. 
Zusammenfassend kommt 
Satz 12. Der Ring ffi ist dann und nur dann als direkte Summe von 

direkt-unzerlegba.ren Ringen eindeutig darstellbar, wenn jede Gesamtheit 
aller Elemente von (0): (Jo , deren Grade Potenzen einer Primzahl sind, 
stets direkt-unzerlegbar ist. Dabei ist qo das zu ffi gehörige minimale 
Primärideal. 

Satz 13. Für ein Primideal p aus ~l gebe es kein Ideal zwischen 
µ und p2, dann gibt es auch kein Ideal zwischen pn und pn+l fiir jedes n.(1) 

Beweis. Es sei etwa a ein erstes Ideal, das zwischen zwei 
Potenzen des Primideals p liegt und sei auch pm > a > pm+l • Dann 
erhalten wir eine Hauptkompositionsreihe 

p, p2, , , , , , , Pm, , , , , , Q, , • , , , pm+l, 

Der Restklassenring \R' =lll/p2 enthält nur ein einziges Primideal p', 
das p entspricht und von ffi' verschieden ist, und wenn !R=p ist, so ist 
~l' ein einziges Primideal. Damit ist Ji' in der Form zerlegbar 

ffi' = 1111 + m , ffi' = 1111 oder ffi' = 111 , 

wo 1111 ein Körper oder ein spezieller primärer Ring und m ein nil­
potenter Ring ist, 

Wenn m1 ein primarer Ring ist und wenn ~R'=1111+m ist, so 
existiert ein Ideal zwischen p' und (0). Das ist aber unmöglich. 
Damit erhalten wir zwei Fälle 

I. ffi' =1111 (1111 primärer Ring) 

II. ffi' = 111 oder ffi' = 1111 + 111 ( 1111 Körper) . 

Im ersten Falle ist ffi/p wegen des Isomorphiesatzes ein Körper 
und ffip $ 0 (p2). 
Also wird nach Sonoscher Methode 

wo p ein Element aus p ausserhalb p2 ist. Daraus folgt nach dem dis­
tributiven Gesetz: 

(1) Der Satz unter Voraussetzung der Existenz des Einheitselements findet sich 
bei M. Sono. On Congruences II. Memoirs of the College of Science Kyoto Imperial 
University (1918). Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie,§ 8. 
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Für jedes Element a aus a ausserhalb µm+1 wird auch 

wo r ein Element aus \R ausserhalb ,p bedeutet. Da ffi/p ein Körper 
ist, so gibt es stets ein Element r" derart, dass für jedes Element r' 
aus ffi 

r r" =--=r' (p) . 

Also wird 

Im anderen Fälle ist 1:Rp=O (p2) und werden 

wo s eine Primzahl ist, da es kein Ideal zwischen p und p2 gibt. 
Daraus folgen also auch 

Für jedes Element a aus a ausserhalb µm+i wird 

wobei die ganze Zahl s' relativ prim zu s ist. Daraus folgt auch 

Also ist die Annahme falsch und der Satz bewiesen. 
Der Satz 13 ist auch in der folgenden Form ausgesprochen. 
Satz 14. Es sei a ein Teiler einer Potenz eines Primideals \) und 

sei et durch \) teilbar. Dann ist a eine Potenz von \), wenn es kein Ideal 
zwischen p und p2 gibt. 

Sei nun p =I= a, dann folgt aus der Voraussetzung 

µn+l = 0 (a) , µn $ 0 (a) , für eine Zahl n ( > 0) . 

Da et= 0 (p) ist, so können wir entweder eine Zahl m finden, sodass 
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oder wir erhalten a=pm+i. Wenn der erste Fall möglich wäre, so 
hätten wir wegen Satzes 13 

also würde 
,Pn=(a,pn-m' r+l) = Ü (a) 

mit Widerspruch. Damit soll a=,pn+i (n> O) sein. 
Satz 15. Jedes Primärideal aus ~lt ist dann und nur dann irre­

ditzibel, wenn durch jedes minimale Primärideal eine und nur eine 
Hauptkompositionsreihe läuft. 

Denn wenn q ein zu Pi gehöriges Primärideal ist, so ist q auch ein 
Teiler des zu Pi gehörigen minimalen Pri:märideals qi. Wir erhalten 
daher wenigstens zwei verschiedene durch qi laufende Hauptkomposi­
tionsreihen, wenn q reduzibel ist. 

Existieren zwei verschiedene Hauptkompositionsreihen 

ffi, 01 , 02, • • •• , On , qi und ffi, Ui, a,., . • .. , a~, qi, 

so können wir zwei Ideale ak , a; derart, dass 

finden, sonst würden die beiden Kompositionsreihen identisch. Da 
CT1c+i=[a," aU ist, so wird Ok+l reduzibel. Ist das zugehörige Primi­
deal Pi von :H verschieden, so soll ,Pi=a1=ai sein. Ferner ist jeder 
Teiler eines minimalen Primärideals auch ein Primärideal. Damit ist 
a1c+i ein zu .P.; gehöriges Primärideal und reduzibel. Hiermit ist der 
Satz bewiesen. 

§ 6. Ringisomorphismus der verschiedenen 
Zerlegungen von ffi • 

Es seien :R = a1 + 02= {l + c zwei verschiedenene Darstellungen des 
Ringes i1l als direkte Summe. Sind 

b(l) b<2> b(3) (k = 1, 2) k' k, k,••••• 

die Zurückleitungen eines Elementes b aus b hinsichtlich a1c (k=l, 2)Cl>, 
so ist es möglich, dass in der Reihe identische Elemente vorkommen 
und dabei heisst das Element b periodisch in be.zug auf ak • 

(1) W. Krull, Ueber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen, Math. 
Zeitschr. 23 (1925), S. 175. 
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Bedeutet Pk (k=l, 2) die Gesamtheit aller Elemente b aus b, die 
mit einer ihrer Zurückleitungen hinsichtlich ok identisch sind, m.a.W.: 
b ist reinperiodisch, so stellt A ein Ideal von :R dar. Die Ideale E1c 
werden auch definiert als die Gesamtheit aller Elemente aus b , die die 
Eigenschaft besitzen, dass eine ihrer Zurückleitungen hinsichtlich Ok 

verschwindet. Aus diesen Definitionen folgt leicht 
Hilfssatz. Ist dedes Element aus b periodisch inbezug auf 01c 

(k=l, 2), so werden [P1c, E1c]=(O), b=Pk+Ek (k=l, 2). 
Da jedes Element aus Pk mit einer seiner Zurückleitungen hin­

sichtlich Ok übereinstimmt, so ist offenbar 

Es sei nun b ein beliebiges Element aus b und seien b<1>, b<2i, •••• 

die Zurückleitungen von b hinsichtlich Ok. Wenn ein Glied der Reihe 
Null ist, so findet sich die Beziehung b:=O (E1c). Im anderen Falle 
kommen wegen der Voraussetzung auch identische Elemente in der 
Reihe b=b(O), bCl)' b<2)' •••• ' b(m)' •••• ' b(m+n)' •••• vor. Sei b(m+n) das 
erste wiederholte Element in der Reihe und sei auch b<ml=b<m+n) • Dann 
werden 

b<m+<'l =b<m+n+i> ' b<m> =b<m+in> für jedes i . 

Wir können zwei positive ganze Zahlen s , t bestimmen, sodass 

sn=t+m, l<t~n. 

Betrachten wir das Element b<m+t>, so sind seine Zurückleitungen hin­
sichtlich 01c 

b(m+t) , b(m ft+l) • , , • , b(m+n+t) =b(m+t), •••• 

Damit ist also bm+t> ein Element aus P1c. Nun wird b<0>-b<m+tl auch ein 
Element aus b , dessen Zurückleitungen hinsichtlich 01c 

b(O)_b(m+t), b(l)_b(m+t+l), , , • , , b(m)_b(m+t+m), 

sind. Da b(m+t+m)=b(m+sn)=b(m) aber ist, so ist das Element b<0>-b(m+t) 

in Ek enthalten. Hieraus folgt b==O (A+E1c) und der Hilfssatz ist 
bewiesen. 

Satz 16. Ist ITT=o1 +02=b+c, so wird 

o=Pi+E1=P2+E2. 
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Beweis: Wegen des Zusatzes 2 unter Satz 8 haben wir 

lR=qo+bo, 

wo bo ein endliches milpotentes Ideal ist, qo das zu m: gehörige mini­
male Primärideal und qo auch ein Einheitselement eo in bezug auf 
selbst enthält. Somit ist jedes Element b aus b in der Form b=qo+do 
darstellbar, und ferner eo=a1 +a2, wo a1 bzw. a2 Element aus 01 bzw. 
02 ist. Daraus folgt (a1 + a2) b=eo qo=qo; also sind qo und do gleich­
zeitig in b enthalten. 

Wird unter b1 bzw. b2 ein Element aus b1=[a1, b] bzw. b2=[a2, b] 
verstanden, so wird qo=b1 + b2. Die Zurückleitung von b1 bzw, b2 
hinsichtlich <1i ist b1 bzw. 0 und seine Zurückleitung hinsichtlich a2 
auch 0 bzw. b2. Nämlich sind b1 und b2 periodisch. 

Es bezeichne nun bo=[bo, b], dann ist die Zurückleitung J~r jedes 
Elementes do aus bo hinsichtlich Ok auch in bo enthalten, denn aus der 
Beziehung do = a1 +a2, a1 = dW+c, a2=dg> - c folgen eoa1=eoaa=0, 
eodJP=eodM>=eoc=0, da [01, 02] = (0), [b, c] = (0) sind. Wegen der 
Endlichkeit von bo ist bo auch endlich und jedes Element aus fu muss 
daher periodisch sein. Hiermit ist jedes Element b aus b auch 
periodisch, und aus dem Hilfssatz folgt der Satz.<1> 

Wenn bk=[ak, b] (k=l, 2) vom Nullideal verschieden ist, so werden 
Pi, Ei auch vom Nullideal verschieden. Denn die Zurückleitung jedes 
Elementes von b1 hinsichtlich 01 ist mit selbst identisch, und die 
Zurückleitung jedes Elementes von b.2 hinsichtlich 01 ist Null, daraus 
folgen b1 == 0 (Pi) , b2 = 0 (E1) . Wegen des Satzes kommt somit 

Zusatz. Wenn ffi=a1 +a2=b+c, [ak, b] + (0) (k=l, 2) sind, so ist 
b direkt zerlegbar. 

Hilfssatz 1. Ist ffi=a1+a2=a1+c, so ist 02 zu c ringisomorph. 
Es sei a (4=0) ein beliebiges Element aus 02, dann wird 

(1) 

Damit werden wir dem Element a2 das Element c aus c zuordnen. 
Umgekehrt wird auch c= a~ +~, ~ + 0; daraus folgt aber 

(1) Zufolge des Beweises können wir leicht bemerken, dass Ek ein Ideal, das 
nur endlich viele Elemente besitzt, ist, wenn [ak, b]=(O) (f=l, 2 ist; da b durch b0 

teilbar wird. Wenn R Einheitselement enthält, so werden f>=b1+b2, b1= 1=E2, 
b2=P2=E1. 
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Also ist die Zuordnung der Elemente a2 und c umkehrbar eindeutig ; 
nämlich wird a2 ~ c • 

Für ein anderes Element ä2 aus a2 wird auch 

Wegen (1), (2) folgt azä2=a1ä1 +cc. 
Hiermit ist bei unserer Zuordnung auch 

(2) 

Ferner ist klar a2 + ä2 .'.2'. c+ c. Damit sind a2 und c ringisomorph. 
Hilfssatz 2. Es sei iR" ein endlicher Ring, in dem der Grad jedes 

Elements eine Potenz einer Primzahl p ist. Wenn ffi" zwei ver­
schiedene Zerlegungen als direkte Summe unzerlegbarer Ideale besitzt, so 
ist die Anzahl der Faktoren gleich, und zu jedem Faktor der einen 
Zerlegung gibt es einen Faktor der anderen, der mit ihm ringisomorph 
ist. 

Beweis. Es seien 

zwei Darstellungen von ffi" als direkte Summe der unzerlegbaren 
Ideale. Da die Länge der Hauptkompositionsreihe von ~l" eindutig 
bestimmt ist<n, so ist der Satz in Analogie mit dem Beweise von 0. 
Schrnidt<2J bewiesen, unter Anwendung vollständiger Induktion. 

Die Gesamtheit aller Elemente bi aus bi (i=l, 2, .... , s) von der 
Eigenschaft, dass bibi -= 0 (ak), bildet ein Ideal li~ und ferner ist 

ak=O (a~=bf+b~+ .... +o;)' 

denn für jedes Element ak aus Ok wird ak=b1 +b2+ ... +bs und wegen 
bibi=akbi-=O (,ik) erhalten wir bi=O (b~) (i=l, 2, .... , s). 

Setzen wir 

so werden a~=ak+bk, ~H"bk=(O), da [ak, bk]=(O) ist. 
1. Fall. Die erste Zerlegung enthält wenigstens zwei Faktoren, 

etwa a1, n2, die beide nicht Totalnullteiler sind. Wenn ffi" =a~ wäre, 

(1) M. Sono, On Congruences. 
(2) 0. Schmidt, Ueber unendliche Gruppen mit endlicher Kette, Math. Zeitschr. 

29 (1929), S. 34-41. 
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so würden b1=a2+ .... +<1r, ffi"(a2+ ...• +ar)=(0), :R"a2=(0); was 
unmöglich ist. Somit soll a{+ITT" sein, also ist a{ von kurzerer Kom­
positionsreihe als :W'. Wir können daher für a{ den Satz vorausset­
zen, und wir erhalten 

Da Gi + (O) ist, so soll auch b;2 + (O) sein. Wegen b?-= 0 (a1) folgt 
[a1, bi] + (0), daraus folgt nach Zusatz [6i, b1]=(0), da bi unzerlegbar 
ist. 

Ferner wird [6i, a2+a3+ .... +ar]=(0), also folgt wegen der End­
lichkeit von :R" sofort 

und bi = fii ist, da b1 unzerlegbar ist, und Gi == 0 (bi) , bi =-c, 0 (b1). 
Nach Hilfssatz 1 wird also 

Seien nun ai (i=2, 3, .... , s) die durch diesen Isomorphismus bi zuge­
ordneten Ideale, dann wird 

Da der Ring aber von kurzerer Kompositionsreihe als ITT" ist, so 
werden 

r=s , CTi ~ a ::::'__ bi (i=2, 3, .... , s) . 

2. Fall. a1 ist der einzige Faktor, der nicht Totalnullteiler ist. 
Hätte die andere Zerlegung zwei verschiedene Faktoren b1, b2, die nicht 
Totalnullteiler sind, so würden wegen :R"bk=a1bk ,4= (0), (k= 1, 2) 

[a1, t11] =l (0) , [C\1, b2] + (0) 

im Widerspruch mit dem Zusatz. Es kann daher einen und nur einen 
Faktor b1 in zweiter Zerlegung geben, der nicht Totalnullteiler ist, und 
ferner ist a1b1 + (0). Nach der Voraussetzung sind a2, .... , Or, b2, 
..•. , bs zyklische Gruppen, deren Grad eine Potenz der Primzahl p 
ist. Setzen wir 
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so ist die Anzahl der verschiedenen Elemente aus oi' gleich der 
Anzahl der Elemente aus ff, denn für zwei verschiedene Elemente af', 
ai' aus ai' werden wegen [01, bi'J=(O), [oi', b1]=(ü) 

b" J__ -b" 1 -i- 1 

und umgekehrt. Die pa maligen Summen aller Elemente aus :R" 
bilden ein Ideal ffi", und wenn a1, ai', I11, if die 01, o?, b1, bi' ents­
prechenden Ideale bedeuten, so werden auch 

m"=a1+ai'=ii1+bi', [a1, bi'J=(O), [är, b1J=(O) 

und die Grade der Gruppen (Ideale) ai' und bi' sind gleich. Daraus 
folgt leicht<1>, dass die Gruppen (Ideale) oi', b? dieselben Invarianten 
besitzen; also ist oi' mit bi' ringisomorph und r=s, ni.2: bi (i=2, 
2, 3 .... , s). 

Mit Hilfe der Beziehung erhalten wir auch 

weil [01, bi']=(O) ist. Damit folgt auch nach Hilfssatz 1, dass 01 mit 
b1 ringisomorph ist. 

3. Fall. Alle Faktoren sind Totalnullteiler. Der Satz ist in diesem 
Falle ganz klar. 

Aus der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen Tatsache und 
dem Hilfssatz ergibt sich endlich 

Satz 17. Die Darstellnng von 1R als direkte Summe der direkt 
unzerlegbaren Ringe ist bis auf Ringisomorphie eindeutig bestimmt. 

August 1930. 

(1) Speiser, Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. § 16. 
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