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In der vorliegenden Abhandlung soll die Untersuchung iiber die
eindeutige Darstellbarkeit des Nullideals als kleinstes gemeinsames
Vielfaches von irreduziblen Idealen gegeben werden. TUnd hierbei
wird nur ein kommutativer Ring R zugrunde gelegt, der den Doppelket-
tensatz (oder die Existenz einer Hauptkompositionsreihe des Nullideals)
erfiillt. Vor kurzer Zeit habe ich den Satz bewiesen®, dass fiir jedes
Minimalideal m der Idealquotient (0) : m ein Primideal oder der Ring
R ist. Hier soll zuniichst dieser Satz dazu benutzt werden, um alle
Minimalideale in Klassen zu verteilen, und sodann eine Behandlung der
Darstellung des Nullideals als Durchschnitt der irreduziblen Ideale oder
als Durchschnitt der minimalen Primirideale in Angriff genommen
werden. :

Unter einem Minimalideal® wird im folgenden ein vom Nullideal
verschiedenes Ideal, das nur das Nullideal als echtes Vielfaches hat,
verstanden. Ist demnach R ein Korper, so wird R ein einziges Mini-
malideal.

§1. Klasseneinteilung der Minimalideale

Im folgenden wird der zugrunde gelegte Ring R als ein Primideal
betrachtet, und Nullprimideal auch angenommen. Nach dem im
Anfang ausgesprochenen Satz ist der Idealquotient (0) : m damit ein
Primideal, wenn m ein Minimalideal ist. Demgemaéss definieren wir :

Definition : FEin Minimalideal m heisst ein einem Primideal
2ugeordnetes Minimalideal, wenn der Idealquotient (0) : m ein Primideal
P 1st.

(1) S. Mori, Ueber Priméarideale in kommutativen Ringbereichen. Memoirs of
the College of Science, Kyoto Imperial University.

(2) M. Sono. On Congruences. Memoirs of the College of Science. Kyoto Im-
perial University (1917).
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Hiernach leuchtet dann sogleich ein, dass simtliche Minimalideale
des-Ringes R in Klassen verteilt werden konnen, von der Art, dass
alle Minimalideale derselben Klasse demselben Primideal, zwei Mini-
malideale verschiedener Klassen aber nicht demselben Primideal ents-
prechen. Dass die Anzahl dieser Klassen auch endlich ist, ist klar, da
die Anzahl der verschiedenen Primideale aus R endlich ist. Die
genaue Anzahl der Klassen sprechen wir in folgendem Statze aus :

Hilfssatz 1. Existiert in R ein von R verschiedenes Primideal, so
gibt es in R auch ein Mimimalideal, das einem von R verschiedenen
Primideal zugeordnet ist®.

Beweis. Wenn p ein von R verschiedenes Primideal ist, so soll R
ein nichtnilpotentes Element 7 enthalten. Es sei die Teilerkette der
Tdealquotienten gebildet :

©0):Rr, 0): R, ..... , 0):Rr, ..... ,

wobei fiir jedes n das Ideal Rr® vom Nullideal verschieden ist. Dann
bricht nach dem Doppelkettensatz die Kette im Endlichen ab, und wir
erhalten : .

(0) : Rr"=(0) : Rr"*1=(0) : Ryn+2 8))

fiir eine endliche Zahl n. Ferner soll Rr**! ein Minimalideal m enthal-
ten und der Idealquotient (0):m auch ein Primideal sein. Wenn
R=(0) : m wire, so wiirde Rm=(0). Da m durch Rr**! teilbar ist, so
hitten wir

,',,I ,rn+1:}:0 , 7,/ 7.7”2:0 ,
wo 7’ ein Element aus R ist. Also wiirden
20 ((0):Rr), "==0 ((0): Rr"*?)

im Widerspruch mit (1). Hiermit ist (0): m ein von R verschiedenes
Primideal.

Hilfssatz 2. FEs werden alle Minimalideale in Klassen verteilt und
seien Y1, P2, -..., Pm alle verschiedenen zugeordneten Primideale, die
simtlich von R verschieden sind. Dann ist d=[p;, P2, ....Dn] ein
nilpotentes Ideal.

(1) Ecxistiert in ® kein von % verschiedenes Primideal (#0), so ist % ein nil-
potenter Ring oder ein Koérper. Denn, wenn es in ® ein nichtnilpotentes Element
gibt; so existiert in & auch ein idempotentes Element ¢. Ein nicht ¢ enthaltendes
Maximalideal ist offenbar ein Primideal (§3) und folglich enthalten alle Ideale (3£0)
das Element c; also ist & ein Korper, der ¢ als Einheitselement enthalt.
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Beweis. Wenn d nicht nilpotent ist, so gibt es in b ein nichtnil-
potententes Element d. Fiir die Teilerkette der Idealquotienten

0):Rd, (0):Ra?, ..... , (0):Rd™, .....
ergibt sich daher
(0) : Rd"=(0) : Rd**1=(0) : Rd"*2.

Sei nun m ein Minimalideal, das durch Rd"*! teilbar ist, dann wird
nach dem Beweis des Hilfssatzes 1 m ein einem von R verschiedenen
Primideal p zugeordnetes Minimalideal und p soll identisch mit ire-
gendwelchem von pg, b2, ...., bn sein. Damit folgen wegen pm=0

7,.dn-rz_:o , ,rdn+1:i:O ,

wobei r ein Element aus R ist, da d durch p teilbar ist.
Also erhalten wir

r=0 (0):Rd"*?), r=0 ((0):NRd"),

damit ist ein Widerspruch nachgewiesen. Mithin sind alle Elemente
aus D nilpotent, d muss also auch nilpotent sein.

Hieraus ergibt sich nun

Satz 1. Wenn p ein von R verschiedenes Primideal ist, so gibt es
m R auch ein P zugeordntes Minimalideal. v

Es seien 1, P2, ...., Pm alle von R verschiedenen Primideale, fiir
die die zugeordneten Minimalideale existieren. Dann kommt nach
Hilfssatz 2 :

WGPz oonen )’ =(0), fiir eine endliche Zahl p .

Wenn das gegebene Primideal p von jedem aus P, Pz, ...., Pm vers-
chieden wire, hiitten wir daher

Pip2y vvne Pm)’ =0 (b),

WO P1, P2, «..., Pm die Elemente aus p;,...., P ausserhalb b sind.
Das widerspricht der Tatsache, dass p ein Primideal ist. Damit muss
in R ein einem beliebigen Primideal (=FR) zugeordnetes Minimalideal
existieren.

Zusatz. Die Anzahl der Minimalidealklassen ist gleich der Anzahl
der von R verschiedenen Primideale oder der Amnzahl aller Primideale,
jenachdem, ob R Einheitselement enthilt oder nicht.
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Wenn R Einheitselement enthilt, so gilt es kein R zugeordnetes
Minimalideal. Enthilt ®t dagegen kein Einheitselement, so gibt es in
R einen Totalnullteiler® ausser Null; also existiert ein R zugeordnetes
Minimalideal. Ferner ist nach Satz 1 die Anzahl der Minimalidealklas-
sen, die den von R verschiedenen Primidealen zugeordnet sind, gleich
der Anzahl der Primideale (=R) ; woraus der Zusatz folgt.

Wenn m ein Minimalideal ist, so gilt
mi=m oder m?=(0) .®@

Im ersten Falle heisst m ein idempotentes Minimalideal und anderen-
falls heisst m ein nilpotentes Minimalideal.

Nach der Unterscheidung der Minimalideale gilt es

Satz 2. Wenn ein idempotentes Minimalideal m zu einer Mini-
malidealklasse gehort, so gibt es in der Klasse kein Minimalideal ausser
n.

Ein m zugeordnetes Primideal p ist von R verschieden und m=£0 (b),
da m idempotent ist. In unserem Ring wird jedes Primideal zugleich
ein Maximalideal, somit erhalten wir

R=p, m).

Sei nun m’ ein von m verschiedenes Minimalideal, das auch b entsp-
richt. Dann werden

pm’=(0), mm'=(0).
Hieraus folgt

wm'(p, m)=m" R=(0) ;
was einen Widerspruch darstellt.

Zusatz. FEs sein my, Ma, ..... m;, ....m, die n verschiedenen
idempotenten Minimalideale und by, ...., P, die zugeordneten Primi-
deale. Dann ist N als direkte Summe® von der Form

R=my+me+..... +mu+d

(1) S. Mori, Ueber Primirideale in kommutativen Ringbereichen.
(2) M. Sono, On Congruences.

(3) Fir den Begriff der direkten Summe vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau
der Idealtheorie, Math. Ann. €6.
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darstellar, wobet d=[p1, P2, ...., Pu] 15t

Beweis. Jedes der Minimalideale ny, ...., m, ist nicht durch den
grossten gemeinsamen Teiler der anderen Minimalideale teilbar.
Denn, wenn etwa my=0((m,, ...., m,)) wire, so wiirde durch Multi-
plikation mit ny

u2=(0),
was unmoglich ist. Also wird
(me, m2, ..., , My)=my+me+..... +nty, .

Da die idempotenten Minimalideale nicht durch die zugeordneten Prim-
ideale teilbar sind, so ist jedes aus my, ...., m, auch nicht durch b
teilbar. Damit wird [m;+....+m,, d]=(0), denn es gibt ein Element
p; derart, dass

mgp;=my, mp;=(~0) (@+7).
Andererseits erhalten wir
R=, ) (@=1,2, ..... , ),
daraus folgt fiir jedes Element 7 aus R
r=m1+p1=mz+pz=; v s =Myt Pn
wo m; Elemente aus m; und p; Elemente aus p; sind. Mithin

r—mit ... Fm)=p1— M+ ... +my)=.....

=po—m+met ... Fmuy) .

Seien nun =k 1<7, 7<n, dann werden m,=0 (p,), da sonst m; ny;=(0)
einen Widerspruch gegen Primideal p; darstellen. Hieraus folgen

r—mit+ ... +my) =0 (p) (=1,2, ..., n),
oder
r—mi+met ... +m,) =0 ().
Damit erhalten wir

R=my+me+..... +Mp+D .
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§ 2. Unabhangige Minimalideale

Definition. Ist keines der Minimalideale ny, ma, ...., n, durch
den grossten gemeinsamen Teiler der anderen Minimalideale teilbar, so
nennen wir die Minimalideale, ,, unabhingig voneinander.'*

Die idempotenten Minimalideale sind unabhéngig voneinander und
die ihnen entsprechenden Klassen bestehen aus einem Minimalideal.
Wir beschéiftigen uns damit im folgenden mit den Eigenschaften des
grossten gemeinsamen Teilers aller nilpotenten Minimalideale, welche
zu derselben Klasse gehoren. I; (2=0, 1, ...., m) werden als grosste
gemeinsame Teiler aller Minimalideale, die p; zugeordnet sind, bezeich-
net, insbesondere bedeutet My den gr. gem. Teiler, der R=p, zu-
geordnet ist. .

Wenn ein R zugeordnetes Minimalideal existiert, so ist das Ideal
Mo bei Komposition durch Addition zugleich eine endliche Abelsche
Gruppe und umgekehrt ist jede Untergruppe von MMy zugleich ein Ideal
aus R, da der Doppelkettensatz erfiillt ist und alle Elemente aus 9y
Totalnullteiler sind. Damit gibt es in Mo eine Basis My, M, ....,
Mn,? und in unserem Falle ist der Grad jedes Basiselement M; eine
Primzahl p;. Damit werden die Minimalideale (J;) unabhingig von-
einander und 2 ist in der Form

93?0"‘—‘ (M1) + (MZ) +..... + (Mno)

darstellbar.®
Satz 3. Die Darstellung von W als direkte Summe der Minimal-
ideale ist dann und nur dann eindeutig bestimmt, wenn W zyklisch ist.
Beweis. Wenn M, zyklisch ist, so soll die zu einer Primzahl p
gehorige Basiszahl gleich 1 sein. Damit sind in der Darstellung

Wo=(M)+.....+Mn,) 1)

alle Minimalideale eindeutig bestimmt. Also ist die Bedingung hin-
reichend.

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Denn, wenn etwa die
Grade von M; und M, in der Darstellung (1) gleich einer Primzahl p,
wéren, so wire die Darstellung

(1) A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. §15.
E. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen § 8.
(2) Seit=(0): . Dann bildet die Gesamtheit aller Elemente aus t, deren Grad
eine Primzahl oder eine Zahl von der Form pyp, . . . p; ist, ein Ideal. Das Ideal
ist identisch mit M. t ist dann und nur dann zyklisch, wenn M, zyklisch ist.
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Mo=(Mr— M) + (M) + (Ms)+ .. ... + (Mp,)

auch eine direkte Summe von Minimalidealen und von der Darstellung
(1) verschieden, da M;, Mz, .... Mn, eine Basis von My sind. Damit
muss die zu p; gehorige Basiszahl gleich 1 sein; also soll 9% eine
zyklische Abelsche Gruppe sein.

Und nun beweisen wir folgenden Satz, der uns volligen Aufschluss
iiber die Struktur der grissten gemeinsamen Teiler M; gibt, die den
von R verschiedenen Primidealen p; entsprechen.

Satz 4. W sind auch als direkte Summe von endlich vielen
Minimalidealen, die p; (2==0) zugeordnet sind, darstellbar und die
Anzahl der Minimalideale in der Darstellung st eindeutig bestimmt,

Beweis. Wir betrachten nun den gr. gem. Teiler von zwei ver-
schiedenen Minimalidealen m;, m;, die p; zugeordnet sind. Wenn
W=y, my) ist, so wird auch

Mi=ntg+ms .

Im anderen Falle sei m;; ein P; zugeordnetes Minimalideal ausserhalb
von (mt;, M) und es sei (i, Wiz, Ms) auch gebildet. In dieser Weise
miissen wir endlich die Beziehung

Mi=0nar, Mazy «vnn. , Ming)

erhalten, da der Doppelkettensatz erfiillt ist.

Ferner sind i, ...., min; unabhingig von einander. Denn,
wenn

my; = 0 ( (nm ..... Migo1, Mige1, oo mim) )

wire, so wiirde

Mi=mia+ ... +Mijo1+Mija+ .o o +Ming
oder
Mming=mg—Ma+....+Mins_1) ,
wobel M1, ...., min; die Elemente aus nty, M, ...., Min; sind;

also wére min; in (W, ...., Min;-,) enthalten. Das widerspricht
der Tatsache, dass min; ausserhalb von (mg, ...., min;—1) liegt.

Damit wird

Mi=mtg+meg+..... + Ming; .
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Es seien zwei Darstellungen

N=mu+mp+..... +Min; , E)J?i=m§1+m§2+ oot méni

vorgelegt, wobei alle Minimalideale p; zugeordnet sind. Wenn n; > n!
ist, erhalten wir die Beziehungen

Miy=TuMp+TeMz+ .o oo o oo + T Min]
mi2=x21m’il+mzm§2+ Ceheeas +x2n§ m;'n;
’)’I’Liné =xn.§1m§1+xn§2m§2 [ SIS mn: n: m:n;
miné+1=xn§+nm§1+xn,/i+12m:2 T = xn.2+1n:: mfn; ,
WO Mty «uvey Miyft1 die von Null verschiedenen Elemente aus m;,
/ / 3 / P4
cees MGl 41y Mgy eees MGyt die Elemente aus mj, .... G ! und
die Koeffizienten 11, %12, ...., Tl 41 n] die Elemente aus R sind, da
mj;=N m}; sind. Dazu sollen die Koeffizienten nicht durchweg durch p;

teilbar sein. Seien nun A die Komplemente der Elemente m;; aus
der Determinante

My i . . YA
Mz T . . Zom,
miné r ngl . . X /n,: n;
m:’n::H xn§+11 . . wn§+1 'né

' . e @)
Dann erhalten wir AQma+....+Ay/ 1 miy11=0. Da w, .....
min; aber unabhingig voneinander sind, so miissen

AP =0(p) (=12, ..., ni+1)

sein. Weiter seien AY) die Komplemente der Elemente x; aus der
Determinante
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In T2 . . Tnl,
o1 L2 . . Zon),

d= . . . . . ==( (pz)
xngl xnfz . . ﬂ(in n

Dann werden wegen

Ama+ ARma+ . ...+ AV, =0 (k=1,2, .... n))

auch
AR=0 () U, k=1,2, .... n)

da p; mj;=(0) sind. Also ist der Rang von 4 in bezug auf p; niedriger
als nj—1.

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens ergibt sich aber
endlich z;==0 (p;) (4, k=1, 2, ...., n}) im Widerspruch. Hiermit muss
n;=n’ sein, also ist der Satz in allen seinen Teilen bewiesen.

Zusatz. '

[m'u ED}J:l (O) fZlT i:}:j’ Ogi’jgm,

wo m die Anzahl der von R verschiedenen Primideale ist.

Zusatz. Ist M; (2:F0) als direkte Summe der Minimalideale dar-
stellbar, so gilt die Eindeutigkeit der Darstellung wicht mehr.

Es sei nun

M=ma+me+....+0ti,=Rmag+Rmep+.... + Rmin; ,

wo my die Elemente aus m;; sein. Da der Restklassenring R /p; ein
Korper ist, so wird R (myq—m) auch ein von Rm, verschiedenes
Minimalideal und dazu sind R (muy—me2), Rme, ..., Rmin; auch un-
abhingig voneinander; woraus

=f}\‘.(mi1%mi2) +Rmp+ ...+ ?){mim .

Bei idempotenten Minimalidealen m; sind auch EUE =111;; also ergibt
sich nach Satz 4 unmittelbar.

Satz 5. Der grosste gemeinsame Teiler IR aller Minimalideale aus
R ist auch als direkte Summe von n Minimalidealen darstellbar, und
die Anzahl n ist unabhingig von der Auswahl der unabhingigen
Minimalideale.
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Satz 6. Wenn fir ein Ideal a pa=(0), b ein Primideal ist,
dann wird :
a=m+..... +uy+m,

wobet m; die p zugeordneten Minimalideale sind und Rm=(0) ist.
Beweis. Die Gesamtheit aller Elemente m aus a von der Eigen-
schaft, dass Rm=/(0) ist, bildet ein Ideal m. Existiert ein Element a,
in a ausserhalb von m, so wird Ra;=m; ein Minimalideal. Denn, da
der Restklassenring R /p ein Korper ist, gibt es fiir beliebige Elemente
71, 72 aus R ausserhalb von p ein Element s derart, dass ri==1rz27s (p)

ist. Und dazu ist auch
[my, m]=(0) .

Wenn a=m;+m ist, so ist der Satz schon bewiesen. Im anderen Falle
sei a2 ein Element aus a ausserhalb von m;+wm, dann wird Raz=m,
auch ein Minimalideal und

[mz, ny+m]=(@).

Sonst wiirde me=0 (u+m), rws=rom+m;
also wiirden

Parsle =110z =71rs01 , T1(@G2—7rsa)=0, RN(aa—rsa)=(0).

Damit wiirde
as—rat; =0 (m), oder @ap=0 (m+m)
mit Widerspruch. Daraus ist es auch klar, dass m;, mz, m unabhiingig

voneinander sind. Indem wir so fortfahren, bis alle Elemente aus a
erschopft sind, erhalten wir endlich

a=m+ne+..... +n+m

Satz 7. Sei (0)=[t1, 2, ...., t.] eine kiirzeste Darstellung des
Nullideals als Kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen. Dann
ist die Anzahl der Komponenten gleich der Anzahl der unabhingigen
Minimalideale derart, dass jedes Minimalideal aus R durch ihre direkte

summe teilbar ist.
Beweis. Seien nun

b'i:[rly ----- s Ticiy Tivls eeve ’ r'n] (?::1’ 2, couy 7’&) .

Dann werden
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[ri ) b’L]=(O) ’ b'& :{: (0) .

Es seien auch m; die durch d; teilbaren Minimalideale, dann sind m;
unabhiingig voneidander, da

=0 (), my=0 () t=F7.
Sind m} die nicht durch t; teilbaren Minimalideale, so miissen
[, ma), (v, m)] > 15
sein, da t; irreduzibel sind. Daraus folgen
m;=0 ((r;, my));

also geben es in b; nur ein einziges Minimalideal wt;, da [x;, 2:]=(0)
sind.
Sei nun m auch ein beliebiges Minimalideal und sei durch 11, 12,
.., %, aber nicht durch v;:1, ...., 1, teilbar. Dann werden

M=Mj a1+ 0=Mi2Frje=..... =Mp+Tn

wobei m, mj.1, ...., m, die Elemente von m, w1, ...., m, und
Tj+1, +..., o die Elemente aus v.1, ...., 1, sind. Hieraus folgt

Mt 1= ——mj;2+’i"j+1=Cj+1.j+2 ’
w0 Cji15+2 durch 11, 1.2 teilbar ist; also erhalten wir
m=m;i1+Mj 2+ Ci150=Mj.3FPj3=.o.. =Mp+ 7y .
Daraus folgt wieder
— (M1 +my.0) +rie=—Mj,54 Cis15:2=Cjr1.25.8 »
w0 Cji1j+2,+8 dureh vy.1, iz, Vs teilbar ist; also erhalten wir auch
M=Mjp1+ M2+ Mira+ Cii1442518= o o o =My +7y ©
Indem wir so fortfahren, erhalten wir schliesslich
M=+ Mjsat . ... +Mn+Cji1..im
WO Cjitjiz....n durch tj1, Yz, ...., T, teilbar is’. In der Formel

m—Mi1+ o oee. +Mp)=Cii14u2....n
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ist das Element linker Hand durch 1, tz, ...., 1; teilbar und das
Element rechter Hand ist durch v1, iz, .... 1. teilbar. Da
0)=[x;, 12, ...., 1,.] aber ist, so muss

m—m;a+..... +Mn)=Cji1442....0n=0
sein.

Hiermit sind alle Minimalideale durch m;+me+..... +m,, teilbar,
also ist der Satz bewiesen.

Aus den Sitzen 5,7 folgt weiter :

Zusatz: Die Anzahl der Komponenten in der kiirzesten Darstel-
lung des Nullideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen
Idealen ist eindeutig bestimmtV.,

§ 3. Die zu m elementefremden Maximalideale

Sind my, my, ...., m, die voneinander unabhingigen Minimali-
deale, so existiert auch nach dem Doppelkettensatz ein Ideal g; von der
Art, dass [m;, g;,]=(0) und jeder echte Teiler von ¢; ein von Null
verschiedenes gemeinsames Element mit m; enthédlt. Auf Grund dieser
Betrachtung wollen wir die folgende Definition aufstellen.

Definition. Gilt die Beziehung [a, §]=(0) fur die Ideale a und g,
aber keine Beziehung [a, 6']=(0) fiir jeden echten Teiler g’ von g, so
heisst g ein zu a elementefremdes Maximalideal.

Daraus folgt unmittelbar

Ist m ein Minimalideal und ist g ein zu m elementefremdes Maxi-
malideal, so wird g irreduzibel, '

Wenn g reduzibel wére, so giben es zwei echte Teiler g, g» von
g. Das ist aber nicht moglich, da nach der Voraussetzung g und g
das Minimalideal m enthalten miissen.

Satz 8. Ist g ein 2u etnem Minimalideal m elementefremdes Maxi-
maolideal und ist p das m zugeordnete Primideal, so wird g ein zu p
gehoriges Primarideal.

Beweis. Da p=(0) : m und [m, g]=(0) ist, so wird

g=0 (p) .

Ist p==0 (g) fiir jedes n, so kénnen wir in p ein Element p finden,
sodass fiir jedes n p*=£0 (g) ist. Damit ist das Ideal Rp fiir jedes n

(1) Der Satz unter Voraussetzung des Teilerkettensatzes findet sich schon bei
E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen. Math. Ann. 83.
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stets nicht durch g teilbar. Nach der Voraussetzung konnen wir in
der Teilerkette der Idealquotienten

die Beziehung
g: Rp*=g: Rp*'l=q: Rp**? 1)
finden. Setzen wir nun (g, Rp**!)=g’, dann wird
m=0 (¢),

da ¢’ ein echter Teiler von g ist. Fiir ein Element m aus m erhalten
wir also

m=g+,’.ps+1 , Tps+l$0 (g) s

wo ¢ ein Element aus g und » ein Element aus R ist. Wegen mp=(0)
folgen durch Multiplikation mit p

rp”t=0 (9), rp™'=E0(9),
Daraus folgen auch

r=0 (g: Np**?, r==0 (g: Np°),
mit Widerspruch gegen (1) Hiermit wird

p*=0 (g), fiir eine endliche Zahl n.

Wenn p=%R ist, so ist es klar, dass g ein zu R gehoriges Priméri-
deal ist. Im anderen Falle nehmen wir ein Element ' ausserhalb von
p und ein Element p’ in p ausserhalb g. Dann wird stets

o' =0 (g) .

Sonst wiirde m’ ' =0 (g), wobei m/(-=0) ein Element aus m ist; also
wiirde

m' =0,
da [m, g]=(0) ist. Damit wire wegen m’p=(0)
m'R=(0), oder mR=(0)

mit Widerspruch.
Hiermit ist der Satz bewiesen.



90 S. Mori.

Nach der Voraussetzung des Doppelkettensatzes erkennen wir
sofort, dass der Ring R nur endlich viele verschiedene minimale
Primirideale enthidlt. Daraus ergibt sich leicht

Zusatz 1. Sind q1, G2, ...., Qm, Qo alle verschienenen minimalen
Primirideale und gehort qo zu R, so wird

0 =[q:, g2, ----.- , Qm, qol, wenn R2=NR,
(O)=[q1, qg, - ..‘.. ) qm] , wenn ERZ_____?)‘{

und die Darstellung ist auch die kiirzeste.

Wenn d=[q1, G2, ...., Gm, Go}=F (0) ist, konnen wir ein Minimali-
deal m, das durch b teilbar ist, finden. Sei p das m zugeordnete
Primideal und g ein zu m elementefremdes Maximalideal, dann ist
nach Satz 8 g ein zu p gehoriges Primérideal. Aber g enthélt nicht
m und dagegen enthalten alle verschiedenen minimalen Primérideale
das Ideal m. Also gibt es ein durch eins aus qi1,...., qo echt teilbares
Primérideal. Das ist unmoglich ; also wird

(O)=[q1 s seees s QO] .

Wenn R2=2R ist, so wird R=qo; also wird auch (0)=[q1, ...., qul
und die Darstellung ist offenbar die kiirzeste.

Im anderen Falle enthilt R einen Totalnullteiler » ausser Null, und
n soll durch alle q1, gz, ..., g teilbar sein; damit ist (0)=[q:, g2, ...,
qm, qo]. Da RP=q, ist so ist klar, dass die Darstellung die kiirzeste
ist.

Zusatz 2. Sei (0)=[q1...., Gm, qo] eine kiirzeste Darstellung mit-
minimalen Primaridealen und seien

i=[q1, +.vr) Gicty Qisty ceves g (B=0,1, ..., m).
Dann werden
[0, qi]=(0), R=di+q (¢=0,1, ..... , m)

Denn, wenn 40 ist, so sind d; nicht nilpotent, da qi... qi-1 qi1
... qo=0 (b;) sind. Damit enthalten bd; idempotente Elemente ¢; und
q:=(0) : (e;) sind, da fiir jedes n ¢”»==0 (q;) und q; Primérideale sind.
Ferner spielen e¢; damit in bezug auf b; eine Rolle von Einheitsele-
ment ; also folgen daraus

ER=bq,+q1, (’l:=1,2, ..... y m).
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Wenn =0 ist, enthilt qo ein Einheitselement ¢, in bezug auf qo,
da qo®=qo ist. Weiter ist Do=(0) : (&), sonst wiirde qo d=(0) fiir ein
Element d ausserhalb eines Priméirideals etwa q; (j=+0). Das fiihrt
uns in einen Widerspruch, weil qo ein Element ausserhalb des zu g;
gehorigen Primideals p, enthdlt. Hiermit erhalten wir auch

R=D0o+qo -

Daraus folgt ohne weiteres

Zusatz 3. Das Nullideal liisst eine und nur eine kiirzeste Darstel-
lung als Kkleinstes gemeinsames Vielfaches von den zu verschiedenen
Primidealen gehorigen Primaridealen zu®.

Satz 9. Sei Moy, vove, Mopy 3 Mity o veey Miggy s evwe s Wity oo Wlipy s

3 W, W2y o e v, Wnn,, €0 System von unabhingigen Minimali-
dealen aus R. Seien p; die Wy, Mz, ..., Ny, 2ugeordneten Primi-
deale und seien auch q; die zu my elementefremden Maximalideale,
welche alle anderen Minimalideale ausser wy; enthalten. Dann werden

=g, g2, .oy gin] (6=0,1,2, ..., m),

wo q; die zu p; gehorigen minimalen Primirideale bedeuten.

Beweis. Nach Satz 8 sind g, g2, - ... , Gin; die zu p; gehorigen
Primérideal. Damit sind die zu p; gehorigen minimalen Primérideale
q; durch ga, gi2, ..., Gin; teilbar; also werden

0 =0 (q7=[ga, -..., gim]) @=0,1, ...., m).

Wenn ¢;==0 (q;) sind, so geben es in g ausserhalb q; Minimali-
deale m derart, dass p;=(0) : m} sind, da nach Zusatz 2 unter Satz 8
N=>b;+q; sind. Ferner sind ] damit durch M;=nt;1+mpe+....+n1y,
teilbar. Andererseits ist kein Ideal aus wt;y, My, ...., My, durch qf
teilbar und folglich werden nach den Eigenschaften von g

Daraus folge mi==0 (q}) mit Widerspruch. Hiermit miissen g;=q;
sein.

Zusatz. Wenn g; die zu IN; elementefremden Maximalideale sind,
80 werden auch

g¢=[gu, Qizy eoees ’ gim] .

(1) Vgl E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie. §7.
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Denn wie beim Beweis von Satz 8 konnen wir beweisen, dass g,
auch Primérideale sind. Hieraus folgen, wie bei Satz 9 g;=q;; also
werden g;=[Gi, Gz, +++v, Ging -

§4. Ueber eindeutige Darstellbarkeit des Nullideals als
Durchschnitt der irreduziblen Ideale

Bevor wir uns zum eigentlichen Gegenstande dieses Paragraphen
wenden, wollen wir folgende Hilfsséitze nachweisen :

Hilfssatz 1. Sind m; ma, ..... m, ein System der unabhingigen
Minimalideale derart, dass alle Minimalideale aus R durch m;+me
+ ... +my, teilbar sind, und wenn g; die zu m; elementefremden Maximal-
ideale, die alle anderen Minimalideale des Systems enthalten, sind, so
wird

©0)=[g:, g2, --... s Gn)

eine kiirzeste Darstellung des Nullideals als Durchschnitt der irredu-
ziblen.

Denn g; sind offenbar irreduzibel. Wenn

b=[91’ 025 eeees ’ g'n]:':(o)

wére, so wiirde fiir ein Element m von einem durch d teilbaren
Minimalideal m

wobel m; die Elemente aus nt; sind. Damit wiirde
mi=m—(me+..... +my) =0 (q1)

mit Widerspruch; also muss d=(0) sein. Ferner sind ny durch
[91, «ves Gicty Git1s .--., O,] aber nicht durch g; teilbar, womit die
Darstellung auch eine kiirzeste ist. Natiirlich ist die Darstellung auch
reduziert.

Hilfssatz 2. Ist der R entsprechende gr. gem. Teiler Mo=1mo1+ Mg
+ .... + mon, zyklisch, so sind die zu my elementefremden Maximal-
ideale g; eindeutig bestimmdt.

Beweis. Nach Satz 8 sind g; die zu R gehorigen Primiérideale,
damit ist das zu R gehorige minimale Primérideal go durch g; teilbar.
Nach Zusatz 2 (Satz8) ist auch
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m=bo+QO. (1)

Seien nun g;, g; zwei zu mq; elementefremde verschiedene Maximal-
ideale. Dann werden

mi=g¢;—g;=+0, ¢;=0 (1), ¢=F0 (), 2

wobei m;, g;, g; die Elemente aus mg;, g;, gf sind. Da R me=(0),
92=0qo sind, so soll me=0 (D) sein. Damit folgen wegen (1), (2)

mj=di~d;, ¢i=di+q, ¢;=dj+q, di==0, &0 (3)

wobei d;, d; die Elemente aus b, sind und g, ein Element aus qo ist, da
[gj’ g;] rZ Jo ist.

Da R* =0 (g0) ist, so soll dj=(0) sein, damit enthilt d nur endlich
viele verschiedene Elemente. Daraus folgen

sd,=0, §&d;=0

fiir endliche ganze Zahlen s, s/, und es sein auch die Zahlen die Grade
von d;, d;. Ferner folgen aus (3)

smij=—sd;, s'm;=s'd; .

Da [my;, a51=(0), [my;, g;]=(0) sind, so miissen sm;=s"m;=0 sein.
Anderseits ist fiir eine Primzahl p pm,=0, weil my ein Minimalideal
ist. Daraus folgen

s=sip, §'=sp, pm;=0 4)
Ferner gibt es ein R zugeordnetes Minimalideal von der Form
(Sldj) ’ oder (Sldjd;/) y

wo d; ein Element aus d ist. Die Grade der Elemente aus my;, (s1d;)
und (s1dd;) sind p. Nach der Voraussetzung ist M aber zyklisch,
daraus folgt wegen Satzes 3

my=(sid)), oder wo=_(s1d;d}) .

Also wird my, =0 (g) mit Widerspruch. Hiermit muss g;=g; sein.

Satz 10. Damit die Lirzeste Darstellung des Nullideals als kleinstes
gemeinsames Vielfaches von irreduziblen Idealen eindeutig bestimmt ist,
ist notwendig und hinreichend, dass alle M; (¢ 0) Minimalideal sind
und Mo zyklisch oder Nullideal ist.
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Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Denn, wenn
O)y=Tr1, t2, «ev., tol=[xl, 15, ...., 1]

zwel kiirzeste Darstellungen als kleinstes gemeinsames Vielfaches von
irreduziblen sind, so sind die Anzahl der Komponenten gleich der
Anzahl » der unabhingigen Minimalideale.

Wir setzen nun:

bi:[rl,l‘z, cee Loty Yy, ..;I‘n], b;_—“[l‘;, ‘Cg,l,rgn, I;,]

Ferner seien m;, m; die durch d;, b; teilbaren Minimalideale, so
werden nach Satz 7 m; unabhingig voneinander und ebenso sind m.
auch unabhingig voneinander, und alle Minimalideale aus R sind durch
m -+ ...+ m,, m+ .... +m, teilbar. Nach der Voraussetzung
und Satz 3 folgt, dass das System m/ identisch mit dem System m; ist.
Also konnen wir

m=m; (=1,2, ..... , 1)
setzen. Andererseits sind 1; die zu m; elementefremden Maximalideale,
die alle anderen unabhingigen Minimalideale ausser m; enthalten,
sonst wiirden 1; reduzibel.

Damit folgen wegen Satzes 9 und Hilfssatzes 2

=1, 2=1th, .co.. , Th=1, .

Die Bedingung ist aber auch notwendig. Denn, wenn etwa 9%
nicht Minimalideal oder nicht zyklisch ist, so ist nach Satz 3 und Zusatz
(Satz 4) die Darstellung von M als direkte Summe der Minimalideale
nicht eindeutig bestimmt. Also kénnen wir zwei verschiedene System
von unabhingigen Minimalidealen :

My, Mz, eevne , My mp, ms, ..... , N,
finden, sodass
m=(m—m), ni=m; =2,3,....,n),Y

wobei ml., mp die Elemente von m;, me sind, die zu 9% gehoren.
Daraus erhalten wir wegen Hilfssatzes 1 eine kiirzeste Darstellung
des Nullideals

(0)':[91’ 02y eveey Q'n] ’

(1) Wenn M, einen von R verschiedenen Primideal entspricht, so folgt nach
Zusatz 2 (Satz 8), Satz 9 R (my—me)=(m—my).
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wobei g; die zu m; elementefremden Maximalideale sind, die alle anderen
Minimalideale ausser m; enthalten.

Andererseits konnen wir g; (1=3, 4, ...., n) als die zu m elemente-
fremden Maximalideale betrachten, damit erhalten wir auch eine
andere kiirzeste Darstellung

(0)=[9{, gév 3, eeeey g'n] .

In den beiden kiirzesten Darstellungen sind offenbar g;==q; (¢ == 2).
Dazu wird auch g} =& g2; sonst wiirde wegen mj=(m;—my)

me=0 (g)

mit Widerspruch. Also erhalten wir zwei verschiedene kiirzeste
Darstellungen.

Satz 11. Damsit alle minimalen Primarideale irreduzibel sind, ist
notwendig und hinreichend, dass die Anzahl der unabhingigen Minimal-
ideale aus R gleich der Anzahl der Minimalidealklassen ist.

Beweis. Nach Satz 4 ist die Anzahl der unabhingigen Minimal-
ideale nicht kleiner als die Anzahl der Minimalidealklassen. Wenn die
Anzahl der unabhingigen Minimalideale griosser als die Anzahl der
Klassen ist, so geben es wenigstens zwel verschiedene unabhingige
Minimalideale, die demselben Primideal p; zugeordnet sind. Nach
Satz 9 ist damit das zu p; gehdrige minimale Primérideal g; reduzibel.

Wenn ein minimales Primérideal reduzibel ist, so wird in einer
kiirzesten Darstellung

(0) = [rl s Y2y eeenen y r'n]

die Anzahl der irreduziblen Ideale grosser als die Anzahl der Klassen,
da nach Zusatz 2 unter Satz 8 (0)=F[qi, .... 64, .... G, qo] ist, wenn
q; ein echter Teiler von g; ist, und da alle irreduziblen Ideale t; ein
minimales Priméirideal enthalten. Damit ist nach Satz 7 die Anzahl
der unabhédngigen Minimalideale grosser als die Anzahl der Minimal-
idealklassen.. Hiermit ist der Satz bewiesen.

§ 5. FEinige Eigenschaften der direkten Summen

Der Ring R ist als direkte Summe von der Form

darstellbar, wobei R; die speziellen primiren Ringe oder Korper sind
und R’ ein endlicher nilpotenter Ring ist. R’ ist auch gleich dem
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Idealquotient (0): qo; Wo qo das zu R gehorige minimale Primérideal
ist. Und dabei sind die Ringe R;, R’ eindeutig bestimmt,® damit
hingt die eindeutige Darstellbarkeit von R als direkte Summe der
direkt-unzerlegbaren Ringe von der Eigenschaft des endlichen nil-
potenten Ringes R’ ab. Deshalb werden wir im folgenden einen
vollstindigen Ueberblick iiber die Darstellbarkeit von R’ als direkte
Summe von direkt-unzerlegbaren Ringen gewinnen.

Die Gesamtheit 0] aller Elemente aus R’, deren Grade Potenzen
einer Primzahl p; sind, bildet ein Ideal. Existieren in R’ noch die
Elemente, deren Grade Potenzen von p: (5=p,) sind, so erhalten wir
auch ein Ideal R; und

[R1, RiI=(0).
So fortfahrend erhalten wir die endlich vielen Ideale
/ 4 g{/
1 29 vy 7y

die die Beziehungen [R;, (Rf, ...., R, Roe, o ooty RD]=(0) er-
fullen. Sei nun #’ ein beliebiges Elenent aus R’ und sei p11p%.... p%
der Grad von »’. Da wir die ganzen Zahlen s, sz, ...., s, bestimmen
konnen, sodass

1=81P% .. D% +8DA D% o D oo S D™ L D o,
(s p*)=1(=1, ...., 1),
80 wird
=8P o DO S D D D S D

und die Grade der Elemente s; p1%. .. p%1i-1 P, %+1 ... % 7' sind die
Primzahlpotenzen p;%. Daraus folgt also

R=R+Ro+....+R.

Ferner ist die Darstellung offenbar eindeutig bestimmt.®

Es liegt die Frage nahe, ob es moglich ist, die Ringe R} eindeutig
noch zu zerlegen. Dazu brauchen wir zunichst den folgenden Hilfs-
satz nachzuweisen

Hilfssatz. Ist R’ ein endlicher nilpotenter Ring, in dem der Grad
jedes Elements eine Potenz einer Primzahl p ist, und ist R'' direkt

(1) S. Mori, Ueber Primirideale in kommutativen Ringbereichen.
(2) Vgl. K. Shoda, Ueber die Einheitengruppe eines endlichen Ringes, Math.
Ann. 102, S. 279.
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zerlegbar, so stattfindet nicht die Eindeutigkeit der Darstellung von R’/
als direkte Summe der direkt-unzerlegbaren Ringe.

Beweis. Sei nun R"=R{+R/+....+R;, wo RN/ direkt-unzer-
legbar sind.

N7 ist als grosster gemeinsamer Teiler ((ry), (r2), ...., (7)) von
Hauptid alen (r;) aus R’/ darstellbar, und solche verschiedene Darstel-
lungen sind auch endlich. Wenn die Anzahl der Hauptideale in der
Darstellung am kleinsten ist, dann heissen die Elemente r1, 72, ...., 7
eine Basis von Ry’ .

Wenn 71, 72, ...., 7, eine Basis von R/’ ist, so ist es nicht moglich,
r; in der Form darzustellen

7"{:(])«5(’}"1,’)"2,....,77) (1,::1, 2,..'.,0,

wobei ¢; die Polynome mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeuten,
die kein von 7, ...., 77 freies Glied und kein lineares Glied von »;
enthalten.

Wenn die Beziehung méglich wiire, so wiirde

/ 4
Ti:Tz‘q)i(’rl, ceey Ty ---"'z)+¢)¢(7‘1y R TR eI 1) I

wobel ¢}, ¢f kein von 7, ...., r; freies Glied enthalten. Also wiirden
daraus

V= (1" ) (]); + q’)i/) (pg + (])2/

ri=(ri i+ @) p¢ + g i + g
ri="r; (p:” +¢;nflc]).’i' +.oo+qh q;é’ —l—q)é’ .
Da RY ein nilpotenter Ring ist, so wiirde fiir hinreichend grosse Zahl »
=0
Damit wiirde

7"7550 ((7”1), P (1"7;..1), (’)"ﬂ]), ceeay (7'1))

im Widerspruch mit der Eigenschaft der Basis.
Es sei

?T{f'= ((’rl)y (7'2); seeey (7'1)) ’
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wo 7; eine Basis von R sind, und sei m auch ein Element eines
Minimalideals m aus R . Dann ist m ein Totalnullteiler von R”’. Es
sei ein folgendes Ideal gebildet:

R"=((r+m), (r2), «..., (1)) .
Dann hat das Ideal die folgenden Eigénschaften:
I. ER{”#zER{’, R, RY1=0) (=2,8,...., k.
Wenn 7, =0 (R ist, so soll

ri= (ri+m)*folry ... r)+ @ +m)" (e, .., )+ ..
+ 1+ m) foa(r,y oo, )+ a1, oo, 1)

sein. Dabei enthélt f,, (r;, ...., 1) kein lineares Glied von 7; und
kein von 7; freies Glied, und ferner sind f ... . . Polynome mit ganzen
rationalen Koeffizienten, da R’/ nilpotent ist. Also wird

r=1for, o, ) F AL, )

+(’7‘1+m)fn_1(7'1 g se ey ’}"l) +ffn(’l'1 y aee ’I"l)
Sei nun s ein ganzzahliges Glied von f,-1 (11, ...., 7), dann wird
r—sr=sm+@ry, ...., 1)

wo @ ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet, das
kein vou 7; freies Glied und kein lineares Glied von 7; enthélt.

Da [R R{1=(0) ist, so soll sm=0 sein, also ist s durch p teilbar
und (s—1, p)=1. Anderseits ist der Grad von 7, eine Potenz zon p.
Damit ist fiir eine ganze Zahl ¢

r=tp(ry, ..... , T,

wo @ kein lineares Glied von 7 und kein von r; freies Glied enthdlt.
Das ist aber unmoglich.

Hiermit soll #1220 (R]’) sein. Daraus folgt sofort die Behaup-
tung.

L. R+ Ry =7+ R

III. R ist direkt-unzerlegbar. Denn R’ ist ringisomorph
mit R .
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Damit ist dann der Hilfssatz bewiesen.

Zusammenfassend kommt

Satz 12. Der Ring R ist dann und nur dann als direkte Summe von
direkt-unzerlegbaren Ringen eindeutig darstellbar, wenn jede Gesamtheit
aller Elemente von (0): qo, deren Grade Potenzen einer Primzahl sind,
stets direkt-unzerlegbar ist. Daber ist qo das zu R gehorige minimale
Primarideal.

Satz 13. Fliir ein Primideal p aus R gebe es kein Ideal zwischen
p und p?, dann gibt es auch kein Ideal zwischen p™ und p™*! fiir jedes n.

Beweis. Es sei etwa a ein erstes Ideal, das zwischen zwei
Potenzen des Primideals p liegt und sei auch p™>a > pm*1. Dann
erhalten wir eine Hauptkompositionsreihe

VI (L S L« SN (L

Der Restklassenring R’=NR/p? enthélt nur ein einziges Primideal yp’,
das p entspricht und von R’ verschieden ist, und wenn R=p ist, so ist
R’ ein einziges Primideal. Damit ist iR’ in der Form zerlegbar

R=m+m, R'=m oder R'=m,

wo m; ein Korper oder ein spezieller primérer Ring und m ein nil-
potenter Ring ist.

Wenn my; ein primirer Ring ist und wenn R’'=m+m ist, so
existiert ein Ideal zwischen p’ und (0). Das ist aber unméglich.
Damit erhalten wir zwei Fille

I. R'=m (nmy primirer Ring)

II. R'=m oder R'=my+m (m; Koérper).

Im ersten Falle ist R/p wegen des Isomorphiesatzes ein Korper
und Rp==0 (p?).
Also wird nach Sonoscher Methode

p=Rp, p), pp=0 (¥),

wo p ein Element aus p ausserhalb p? ist. Daraus folgt nach dem dis-
tributiven Gesetz :

pm_:.(mpm , pm+l) , pmp = 0 (pm+1) .

(1) Der Satz unter Voraussetzung der Existenz des Einheitselements findet sich
bei M. Sono. On Congruences II. Memoirs of the College of Science Kyoto Imperial
University (1918). Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie, §8.
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Fiir jedes Element @ aus a ausserhalb p™*! wird auch
o= /rpm (pm+l) .

wo r ein Element aus R ausserhalb p bedeutet. Da R/p ein Korper
ist, so gibt es stets ein Element 7/’ derart, dass fiir jedes Element »’
aus R

rv’ =r" (p) .
Also wird
Rp"=0 (1), p*=0 (a).
Im anderen Fille ist Rp=0 (p?) und werden
p=(®), ), Rp=0(), sp=0 (),

wo s eine Primzahl ist, da es kein Ideal zwischen p und p® gibt.
Daraus folgen also auch

pr=(@"), p*ty, Rpr=0 (pmY), spr=0 ().
Fiir jedes Element a aus a ausserhalb p™*! wird
a=s"pm (p»1),
wobei die ganze Zahl s’ relativ prim zu s ist. Daraus folgt auch
(@M =0 (a), p*=0 (a).

Also ist die Annahme falsch und der Satz bewiesen.

Der Satz 13 ist auch in der folgenden Form ausgesprochen.

Satz 14. E's sei a ein Teiler einer Potenz eines Primideals p und
set a durch p teilbar. Dann ist a eine Potenz von p, wenn es kein Ideal
zwischen p und p? gibt.

Sei nun p == a, dann folgt aus der Voraussetzung

pl=0 (a), p"==0 (a), fiir eine Zahln (>>0).
Da a=0 (p) ist, so konnen wir entweder eine Zahl m finden, sodass

a=0 ("), a=E0 (™) QA=m<n+l),
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oder wir erhalten a=pm*!, Wenn der erste Fall moglich wire, so
héitten wir wegen Satzes 13

pmz(a , pm+l) ,

also wiirde
pr=(ap™, p*) =0 (a)

mit Widerspruch. Damit soll a=p»*! (n > 0) sein.

Satz 15. Jedes Primirideal aus R ist dann und nur dann irre-
duzibel, wenn durch jedes minimale Primirideal eine und nur eine
Hoauptkompositionsreihe lauft.

Denn wenn q ein zu p; gehoriges Primérideal ist, so ist q auch ein
Teiler des zu p; gehorigen minimalen Primérideals ;. Wir erhalten
daher wenigstens zwei verschiedene durch q; laufende Hauptkomposi-
tionsreihen, wenn q reduzibel ist.

Existieren zwei verschiedene Hauptkompositionsreihen

4 4
R, 0,0, ooy, q und R, af,al, ....,a, q,

so koénnen wir zwei Ideale az, af, derart, dass
arFa a;=a; (j=k+1,k+2, ..., n, n+1, WO Qn.1=0,,1=05)

finden, sonst wiirden die beiden Kompositionsreihen identisch. Da
=[x, a4l ist, so wird az+1 reduzibel. Ist das zugehbrige Primi-
deal p; von R verschieden, so soll p;=a;=aqaf sein. Ferner ist jeder
Teiler eines minimalen Primirideals auch ein Primérideal. Damit ist
ax+1 ein zu p; gehoriges Priméirideal und reduzibel. Hiermit ist der
Satz bewiesen.

§ 6. Ringisomorphismus der verschiedenen
Zerlegungen von R.

Es seien M=a;+a:=b+¢ zwei verschiedenene Darstellungen des
Ringes N als direkte Summe. Sind

B0, B2, B9, ..... (k=1,2)

die Zuriickleitungen eines Elementes b aus b hinsichtlich a (=1, 2)®,
so ist es moglich, dass in der Reihe identische Elemente vorkommen
und dabei heisst das Element b periodisch in bezug auf ax .

(1) W. Krull, Ueber veraligemeinerte endliche Abelsche Gruppen, Math.
Zeitschr, 23 (1925), S.175.



102 S. Mori.

Bedeutet P; (=1, 2) die Gesamtheit aller Elemente b atus b, die
mit einer ihrer Zuriickleitungen hinsichtlich a; identisch sind, m.a.W.:
b ist reinperiodisch, so stellt P ein Ideal von R dar. Die Ideale E}
werden auch definiert als die Gesamtheit aller Elemente aus b, die die
Eigenschaft besitzen, dass eine ihrer Zuriickleitungen hinsichtlich a;
verschwindet. Aus diesen Definitionen folgt leicht

Hilfssatz. Ist jedes Element aus b periodisch inbezug auf a
(k=1, 2), so werden [Ps, Er]=(0), b=P+E};, (k=1, 2).

Da jedes Element aus P mit einer seiner Zuriickleitungen hin-
sichtlich az iibereinstimmt, so ist offenbar

[Pr, Ex]=(0) (k=1,2).

Es sei nun b ein beliebiges Element aus b und seien %, 5@ .. ..
die Zuriickleitungen von b hinsichtlich a;. Wenn ein Glied der Reihe
Null ist, so findet sich die Beziehung b=0(E:). Im anderen Falle
kommen wegen der Voraussetzung auch identische Elemente in der
Reihe =59, p®, p@ .. b ..., b" ., vor. Sei b das
erste wiederholte Element in der Reihe und sei auch d™=ptm*» . Dann
werden

pm+d) = pm N +E) , pow =pimtin)  fijp jedes 7.
Wir kénnen zwei positive ganze Zahlen s, ¢ bestimmen, sodass
sn=t+m, 1t n.

Betrachten wir das Element b™*9, so sind seine Zuriickleitungen hin-
sichtlich a,

b(m+t) , b(m+t+1) e, b(m—+'n+t)=b(m+t) y eean
Damit ist also b™*9 ein Element aus P,. Nun wird 6@—pm+d gyuch ein
Element aus b, dessen Zuriickleitungen hinsichtlich a,

b(O)_Qb('mﬁt) , b(l)*b('mﬁrt-%l) s veen, b(m)__b(m+t+m) ,
sind. Da pimtttm=pm+sn=pm gher ist, so ist das Element 50—ptm+
in Ej enthalten. Hieraus folgt b=0 (P,+E)) und der Hilfssatz ist

bewiesen.
Satz 16. Ist R=a;+a;=b+¢, so wird

b=Pi+FE,=P,+FE, .
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Beweis: Wegen des Zusatzes 2 unter Satz 8 haben wir
R= qo+ Do ,

wo Do ein endliches milpotentes Ideal ist, qo das zu R gehoérige mini-
male Primérideal und qo auch ein Einheitselement ¢ in bezug auf
selbst enthélt. Somit ist jedes Element b aus b in der Form b=qo+do
darstellbar, und ferner ey=a;+a:, wo a; bzw. a; Element aus a; bzw.
az ist. Daraus folgt (a1+az) b=e; qo=qo; also sind g0 und do gleich-
zeitig in b enthalten.

Wird unter b; bzw. b; ein Element aus d;=[a;, b] bzw. d.=[az, b]
verstanden, so wird go=b:1+b;. Die Zuriickleitung von b; bzw, b,
hinsichtlich a; ist b, bzw. 0 und seine Zuriickleitung hinsichtlich a
auch 0 bzw. b;. Néimlich sind b und b. periodisch.

Es bezeichne nun d,=[bdo, b], dann ist die Zuriickleitung d jedes
Elementes do aus Do hinsichtlich a; auch in Do enthalten, denn aus der
Beziehung do = a;+az, o =d® +c, a:=dP — ¢ folgen eoar=eya=0,
eod’ =eod®=e,c=0, da [ar, az]=(0), [b, c]=(0) sind. Wegen der
Endlichkeit von o ist Do auch endlich und jedes Element aus 9, muss
daher periodisch sein. Hiermit ist jedes Element & aus b auch
periodisch, und aus dem Hilfssatz folgt der Satz.®

Wenn b,=[ax, b] (k=1, 2) vom Nullideal verschieden ist, so werden
Py, E; auch vom Nullideal verschieden. Denn die Zuriickleitung jedes
Elementes von b; hinsichtlich a; ist mit selbst identisch, und die
Zuriickleitung jedes Elementes von b, hinsichtlich a; ist Null, daraus
folgen b1=0 (P1), =0 (E;). Wegen des Satzes kommt somit

Zusatz. “enn R=a;+az=b+¢, [az, b]=F(0) (k=1, 2) sind, so st
b direkt zerlegbar.

Hilfssatz 1. Ist R=a;+az=a;+¢, so st az zu ¢ ringisomorph.

Es sei a (=R0) ein beliebiges Element aus a;, dann wird

te=a1+c, c+=0 (0))]

Damit werden wir dem Element a; das Element ¢ aus ¢ zuordnen.
Umgekehrt wird auch c¢=a/+aj, a;=4=0; daraus folgt aber

/7 /
dG—ay=o1+al, a=aj.

(1) Zufolge des Beweises konnen wir leicht bemerken, dass E} ein Ideal, das
nur endlich viele Elemente besitzt, ist, wenn [az, b]=(0) (=1, 2 ist; da b durch b,
teilbar wird. Wenn R Einheitselement enthilt, so werden b=b4b,, b= =K,
bg‘——- P 2=E‘ .
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Also ist die Zuordnung der Elemente @, und ¢ umkehrbar eindeutig;
nidmlich wird a:>¢.
Fiir ein anderes Element @. aus a; wird auch

Qo=0a1+¢, OAz=¢ 2)

Wegen (1), (2) folgt asG.=a;d.+cc.
Hiermit ist bei unserer Zuordnung auch

azdzxcé .

Ferner ist klar az+ad: 2 c¢+¢. Damit sind a2 und ¢ ringisomorph.

Hilfssatz 2. Esset R’ ein endlicher Ring, in dem der Grad jedes
Elements eine Potenz einer Primzahl p ist. Wenn R’ zwei ver-
schiedene Zerlegungen als direkte Summe unzerlegbarer Ideale besitzt, so
ist die Amzahl der Faktoren gleich, und zu jedem Faktor der einen
Zerlegung gibt es einen Faktor der anderen, der mit ihm ringisomorph
1st.

Beweis. Es seien

R'=aqi+ae+....+ar=0i+bs4....+Db,

zwei Darstellungen von R’ als direkte Summe der unzerlegbaren
Ideale. Da die Linge der Hauptkompositionsreihe von R’/ eindutig
bestimmt ist®, so ist der Satz in Analogie mit dem Beweise von 0.
Schmidt® bewiesen, unter Anwendung vollstindiger Induktion.

Die Gesamtheit aller Elemente b; aus b;(1=1,2, ....,s) von der
Eigenschaft, dass b;6;=0 (az), bildet ein Ideal bt} und ferner ist

ap=0 (a},=b{+b}+....+b),

denn fiir jedes Element a; aus ap wird ar=bi+bs+...+b, und wegen
bibi=axb; =0 (1z) erhalten wir b;=0 (1)) (:=1, 2, ...., s).
Setzen wir

bk=[a1+ veestaratarpaat e a0, C(;c] ,

so werden a,=a;+bdz, R''d.=(0), da [az, d.]=(0) ist.
1. Fall. Die erste Zerlequng enthialt wenigstens zwei Faktoren,
etwa ar, az, die beide nicht Totalnullteiler sind. Wenn R’ =aq] wire,

(1) M. Sono, On Congruences.
(2) O. Schmidt, Ueber unendliche Gruppen mit endlicher Kette, Math. Zeitschr.
29 (1929), S. 34-41. _ .
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so wiirden bi=as+....+aq,, R(az+....+a)=(0), R"a:=(0); was
unmoglich ist. Somit soll aj==R’’ sein, also ist af von kurzerer Kom-
positionsreihe als R/, Wir konnen daher fiir af den Satz vorausset-
zen, und wir erhalten

Q=b{+by+.... b, ambi, B=0 (t).

Da i (0) ist, so soll auch 62=(0) sein. Wegen h?=0 (a)) folgt
[a;, b]]==(0), daraus folgt nach Zusatz [b], d]=(0), da b] unzerlegbar
ist.

Ferner wird [6], az+as+....+a,]=(0), also folgt wegen der End-
lichkeit von N’ sofort

R'=aq+az+ ... +or=0+ 0+ ... +0,=b1+bs+...+bs

und bj=0; ist, da b, unzerlegbar ist, und =0 (b)), {=0 (by).
Nach Hilfssatz 1 wird also

Gzt ... Q20+ b

Seien nun q; (1=2, 3, ...., s) die durch diesen Isomorphismus b; zuge-
ordneten Ideale, dann wird

atat....ter=at+at.... .

Da der Ring aber von kurzerer Kompositionsreihe als R’/ ist, so
werden

r=s, aqaxaxb (#=2,3, ...., 9.

2. Fall. a, st der einzige Faktor, der wicht Totalnullteiler ist.
Hitte die andere Zerlegung zwei verschiedene Faktoren b;, b2, die nicht
Totalnullteiler sind, so wiirden wegen R’’br.=a:b;=F (0), (k=1, 2)

lar, &= (0), [ar, be] = (0)

im Widerspruch mit dem Zusatz. Es kann daher einen und nur einen
Faktor by in zweiter Zerlegung geben, der nicht Totalnullteiler ist, und
ferner ist aby=4=(0). Nach der Voraussetzung sind az,...., a,, bz,
«..., b, zyklische Gruppen, deren Grad eine Potenz der Primzahl p
ist. Setzen wir

N'=q;+af =b+b, af/=a+...+a., b/=bs+...+0s,
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so ist die Anzahl der verschiedenen Elemente aus qaf gleich der
i&nzahl der Elemente aus b/, denn fiir zwei verschiedene Elemente a/,
ai aus a werden wegen [a;1, b/1=(0), [af , 6:]=(0)

al =b+b, a/=b+b/, b/=b/
und umgekehrt. Die p* maligen Summen aller Elemente aus R”
bilden ein Ideal R’’, und wenn ai, af, by, b die a;, af, b1, b ents-
prechenden Ideale bedeuten, so werden auch

R'=mq+a/=b+b/, [, 6/1=0), [, b]=(0)

und die Grade der Gruppen (Ideale) af und b} sind gleich. Daraus
folgt leicht®, dass die Gruppen (Ideale) af, by dieselben Invarianten
besitzen; also ist af mit b ringisomorph und r=s, a;=b; (1=2,
2,8....,9.

Mit Hilfe der Beziehung erhalten wir auch

?){”=a1+a{’=a1+ B{’=b1+ b{’ ,

weil [a;, b/]1=(0) ist. Damit folgt auch nach Hilfssatz 1, dass a; mit
b; ringisomorph ist.

3. Fall. Alle Faktoren sind Totalnullteiler. Der Satz istin diesem
Falle ganz klar.

Aus der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen Tatsache und
dem Hilfssatz ergibt sich endlich

Satz 17. Die Darstellnng von R als direkte Summe der direkt
unzerlegbaren Ringe ist bis auf Ringisomorphie eindeutig bestimmdt.

August 1930.

(1) Speiser, Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. §16.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


