
Zerlegung der Hauptideale aus Polynornringen 
in minimale Primideale. II. 

Von 

Shinjiro MORI. 

(Eingegangen am 27. 9. 1938.) 

In der vorangehenden Arbeit<1> haben wir unter der Voraussetzung 
der Teilerfremdheit von verschiedenen minimalen Primidealen, die kein 
Hauptideal sind, den folgenden Satz bewiesen : 

Ist jedes Hauptideal im Integritätsbereiche 0 als Potenzprodukt der 
in 3 minimalen Primideale darstellbar, so gilt dieselbe Eigenschaft aiwh 
für jedes Hauptideal im Polynomring 3[x]. 

In den folgenden Zeilen soll der genannte Satz ohne Benutzung der 
erstgenannten Voraussetzung bewiesen werden und ferner zu einem noch 
schärferen Resultat erweitert werden. 

Der allgemeine Zerlegungssatz der Hauptideale in ,St[x]. 

Im folgenden sei 3 ein Integritätsbereich mit Einselement und 
,S{x] seine transzendente Erweiterung. 

Zum Beweis des allgemeinen Zerlegungssatzes werden wir zunächst 
zwei Hilfssätze vorausschicken: 

Hilfssatz 5. Wenn jedes Hauptideal in 0 als Potenzprodukt von 
endlich vielen, in 3 minimalen Primidealen darstellbar ist, so ist jede 
Potenz eines in 3[x] minimalen Primideals von erster Art immer 
primär. 

Es sei ~ das in 0[x] minimale Primideal von erster Art. Dann 
ist die Gesamtheit p aller Elemente aus ~. welche zugleich zu 0 gehören, 
ein in ,St minimales PrimideaI,<2> und folglich ist jede Potenz von p 
primär.<3> Wir nehmen an, dass für zwei Elemente f(x)=Uo-'l)m+a1xm-1 

(1) S. Mori und T. Dodo, Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in mini
male Primideale, dieses Journal 8 (1938), 135. 

(2) S. Mori, loc. cit., 140. 
(3) S. Mori, Über die. Produktzerlegung der Hauptideale, dieses Journal 8 (1938), 12. 
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+····+am, 9'.'(x)=boX"+b1x"-1+ · · · · +b„ aus 3[x] 

/(x)=\:O{~),/(x)9'.'(x)=Ct,X"'+"+c~x"'+"'-1+ · · · •+cm+i.=O (pk) 

ist. Dann ist 

(ao, ai, , ... , a,,.)~0 (p), (c0, Ci, •••• , Cm+n)=O (p1), :\:0 (p1+1) 

(l>k) .m 

Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 1 

(bo, bi, .... , b,.)=O (p1) (l > k) , 

;;ils ist 9'.'(x)=O (pk) und unser Satz ist bewiesen. 
Hilfssatz 6. Jedes Hauptideal in 3 sei als Potenzprodukt der end

lich vielen minimalen Primideale darstellbar. Weiter sei p ein in 3 
minimales Primideal. Ausserdem sei (p): p=a für ein Element p 
aus p. Dann ist ap = (p ). 

Nach unserer erster Voraussetzung ist (p)=p1pi1 · ... Ptk, (l > 1) und 

.dabei sind alle p1 ein in 3 minimales Primideal. Daher ergjbt sich 

(1) 

Aus pa=O (p) folgt 

a=OO❖> 
da p~i primär ist.<2> Weiter ist • 

(i=l, 2, .... , k), 

a=O (pz-1). 

Sonst würde a=\:O (p1- 1) für ein Element a aus a. Aber aus (a) p=O (p1) 

folgte .pp1'p' .... =O(p1) (l'<l-1), das ist aber unmöglich, da .p"~p8+1 

für jede positive ganze Zahl s ist. Danach ist a=O([.p1-1, p~1, .••. , p~k]). 

Da nac.h unserer Voraussetzung für 3 aber [pH, .1J!1, •... J:l!k] = 
.p1-1.pi1 •••• Pik ist, ergibt sich nach (1) 

p1- 1pf1 .... p~=a oder (p)=pa. 

Satz 6. Ist jedes Hauptideal in 3 qls A1tenzprodukt der eruJJ,ich 
vielen, in 3 minimalen Primideale darstellbar, so lässt sich jedeJJ Haupt
ideal aus 3[x] auch als Potenzprodukt der eru11ich vielen, in J[x] 
minimalen Primideale darstellen. 

(1) S. Mori, loc. cit., 10. Für jede natürliche Zahl n ist I'" :\= i,n+ 1. 

(2) S. Mori, loc. cit., 11. 



Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in minimale Primideale. II. 3 

Ist ein Element f(x) von 3[x] gleich einem Element p aus 3, so 
wird nach unserer Voraussetzung für 3 (p) = P1P2 : •.• Pm, und daher folgt 

(p)=Mx]P:i[x] .... p.,.[x]. 

Dabei ist p.[x] nach Satz 3 ein in 3[x] minimales Primideal. 
Ist f(x) kein Element aus 3, so nehmen wir zunächst an, dass 

f(x) ein Primelement in 3[x] ist. Da eines ~ der höchsten Primideale 

von ( f(x)) zugleich ein durch f(x) erzeugtes Primideal in 3[x] sein 

muss, sei es ~ das durch f(x) erzeugte Primideal in 3[x]. Dann können 
wir für ein beliebiges Element f'(x) aus µ in 3 ein Element a finden, 
sodass 

(1) af'(x)=J.(x)f(x) 

ist. Wenn µ ein Hauptideal ist, so ist µ= (f(x)) und unsere Be
hauptung ist schon richtig. Im anderen Fall ist nach Satz 2 das Ideal 
(ao, ai, ...• , am) durch ein in 3 minimales Primideal P1 teilbar, wenn 
wir f(x)=aoXm+a1xm- 1+ ····+am, ao::.\=O setzen. Nach Hilfssatz 6 ist 
damit 

(2) (ao) = OP1 , 

dabei ist (a0) : p1 = a. Aus (2) folgt die Existenz eines Elementes b~ von 
der Art, dass für ein beliebiges Element a' aus a 

(3) (i=O, 1, .... 1 m) 

ist. Im allgemeinen können wir für ein beliebiges Element a' aus a 
und für ein beliebiges Element Pa aus Pi ein Element b~ finden, so dass 

(4) a'pa=b~ao 

ist. Da das von diesen Produkten a' Pa erzeugte Ideal das Produkt OP1 
ist, muss nach (2) 

(5) (b~, b~, .... )=3 

sein. Durch Multiplikation mit a3 folgt aber aus (3) a'a,.ai=b~a3a0, und 
daraus erhalten wir wieder nach (3) 

b'p,,=b~a; (i,j=O, 1, 2, .... , m). 

Im allgemeinen ergibt sich nach (4) 

(6) (i=0,1,2, .... ,m). 
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Nach (6) ist 

(7) 

Setzen wir nun 

S. Mori. 

b~f(x)=Pa (b~m+bixm+i+ · · · · +b;..) 

b~f(x)=Pa(b~'xm+bi'Xm.-l+ • • • • +b~) 

f{(x)=b~m+bix"'- 1+ · · · · +b~, 

f{'(x) =Wxm+bi'x"'-1+' '•' +b~, , , , . , 
so ist nach (5) 

( f(x)) = iJi ( fi(x).Jnx), .... ) ' 

und dabei ist aber nach (7) f{(x)-0,f{'(x)-o, •.•• (p). Sind alle Koef
fizienten von f{(x), f{'(x), •... durch ein in 3 minimales Primideal lJ2 
teilbar, so erhalten wir auf gleicher Weise 

(f(x)) =p11J2(f{(x),f;'(x),f;''(x), ..•. ) , 

wobei f{(x)=O, ft(x)=O, •... (p) ist. So gelangen wir schliesslich iu 

(8) (f(x)) =P1P2 •. ,. Pn(f~(x),J;:(x), J::'(x), ... . ) , 

wobei f~ (x)=O, J::(x)=O, J::' -0, .... (:P) ist. Dabei sind aber nicht alle 
Koeffizienten von f~(x),J;:(x), .... durch ein in 3 minimales Primideal 

teilbar. Nämlich das Ideal an= (f~(x), f~'(x), .•• • ) ist durch das Prim
ideal :j5 von zweiter Art, aber durch kein in 3[x] minimales Primideal 
von erster Art teilbar. 

Andererseits erhalten wirnach(l) (af1(x))p11J2 .... Pn=(f(x))a' und 
nach unserer Voraussetzung ist (a)=pi .... p~. Da das durch die Koef
fizienten von f(x) erzeugte Ideal (ao, ai, ••.• , am) nach (8) durch 
P1 P2 .•.• pn, aber nach Hilfssatz 5 durch kein anderes in 3 minimales 
Primideal teilbar ist, müssen nach Hilfssatz 1 die Koeffizienten eines 
beliebigen Elements aus a' durch a teilbar sein, und daher folgt 

( f'(x) )P1P2 .... Pn = ( f(x)) a". 

Dabei ist f'(x) ein beliebiges Element aus :j5 und daher folgt PP1P2 ..•• 
Pn , 0 ( f(x)). Nach (8) erhalten wir danach 

(f(x)) =:PP1P2 .... Pn oder (f(x)) =:j5Pi[x]P2[x] .... Pn[X]. 
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Endlich sei /(x) kein Primelement in 3[x]. Dann ist 

af(x) = a'f1(x)/2(x) .... fs(x) , 

wobei /,(x) ein Primelement in 3[x] bedeutet. Bezeichnen wir mit v. 
das durch f.(x) erzeugte Primideal, so ergibt sich aus dem soeben 
gewonnenen Resultat 

(af(x)) =~1~ ..•. VsP1[x]Mx] .... Pt[x]. 

Dabei ist P;[x] ein in 3[x] minimales Primideal von erster Art. Aus 
(a)=p~[x]~[x] .... p~[xl folgt damit 

~[x] .... p~[x](f(x)) =V1~2 .... VsP1[x] .... pt[x]. 

Nach Hilfssatz 5 und der Tatsache, dass p~m[x] =\= p~m+1[x] für jede ganze 
Zahl m ist, muss jedes p~[x] mit einem aus Mx] identisch sein. Also gilt 

(a>(f<x>) =V1~2 .... Vs(a)vi+1[x] •••• vtCx], 

und daraus ergibt sich 

(f(x)) =V1V2 .... ~sPm[x] .... Mx], 

wobei•~ ein in 3[x] minimales Primideal von zweiter Art und p;[x] ein 
in ,3[x] minimales Primideal von erster Art bedeutet. Also ist unser 
Satz in allen Teilen bewiesen. 

Nachweis des Hauptsatzes. 

Satz 7. Es sei je<les Haupti,deal, in 3 als Potenzprodukt der endlich 
vielen Primideale au.s 3 darstelll>ar. Dann müssen die Primi,deale, 
welche in die Darst~Uung <1es Hauptideals als Potenzprodukt auftreten, 
immer in 3 minimal sein. 

· Es sei (p) ein beliebiges Hauptideal in 3. Dann ist nach unserer 
Voraussetzung 

(1) (p)=pkp:l .... p!m=pa, 

Hier nehmen wir ,an, dass ein Primideal p'(::\=(O)) durch p teilbar ist. 

Ist p' ein vom Null verschiedenes Element aus p', so ist auch nach 
unserer Voraussetzung 

(2) (p') = .p" a" ' p"C.p'C.p. 
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Aus (1) folgt damit die Existenz eines Ideals a' derart, dass 

(3) (p )a' = .p" a 

ist. Multiplizieren wir (3) mit .p, so ergibt sich nach (1) 

.p(p )a' = .p".pa = .p" (p) , 

und daraus erhalten wir leicht 

(4) .pa' =.p". 

Nach (2) muss damit a'=O(.p") sein, und daraus ergibt sich 

(5) .p" :::, .p".p:::, a'.p . 

Aus (4) und (5) folgt unmittelbar 

(6) .p" .p = .p" . 

Multiplizieren wir (6) mit a", so ergibt sich nach (2) 

(p')p= (p') • 

Ist e das Einselement von ;J, so ist für ein Element p" aus .p 

p'p''=ep'. 

Das ergibt einen Wiederspruch e=O(.p). Also ist unsere Annahme, dass 
.p kein in ;J minimales Primideal ist, falsch, und unser Satz · ist be-
wiesen. 

., 

Nach Sätzen 6 und 7 ergibt sich unmittelbar der folgende Haupt
satz als das Hauptziel dieser Abhandlung. 

Hauptsatz. lfft jedes Hatptideal im lntegrität,sbereich 3 als Pot.enz
'J)'f'Odukt der endlich vielen· Primideale darstelJl>ar, so lässt sich jedes 
Hauptideal in ;J[x] auch als Potenzprodukt der endlich vielen, in ;J[x] 
minimalen Primideale darstellen. 

Als ein spezialer Fall dieses Hauptsatzes gilt : 
Satz. Es sei m der Ring aller ganzen algebraischen Zahlen, die 

einem Körper endlichen Grades angehören, und der Polynomring 
m[x1, x,.i, •••• , Xn] bestehe aus allen Polynomen der Unbestimmwn Xi, x,.i, 

•••• , Xn, deren Koeffizienten die Zahlen aus :R sind. Dann lässt sich 
jedes Hauptideal in :R[x1, x2, •••• , Xn] als Potenz'J)'f'od,ukt der endlich 
vielen, in m[x1, Xi!, •••• , Xn] minimalen Primideale darstellen. 
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