Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen
in minimale Primideale. II.

Von

Shinjiro MORI.

(Eingegangen am 27. 9. 1938.)

In der vorangehenden Arbeit” haben wir unter der Voraussetzung
der Teilerfremdheit von verschiedenen minimalen Primidealen, die kein
Hauptideal sind, den folgenden Satz bewiesen :

Ist jedes Hauptideal im Integrititsbereiche I als Potenzprodukt der
m & mintmalen Primideale darstellbar, so gilt dieselbe Eigenschaft auch
Siir jedes Houptideal im Polynomring [x).

In den folgenden Zeilen soll der genannte Satz ohne Benutzung der
erstgenannten Voraussetzung bewiesen werden und ferner zu einem noch
schirferen Resultat erweitert werden.

Der allgemeine Zerlegungssatz der Hauptideale in J[x].

Im folgenden sei & ein Integrititsbereich mit Einselement und
$[x] seine transzendente Erweiterung.

Zum Beweis des allgemeinen Zerlegungssatzes werden wir zunichst
zwei Hilfssédtze vorausschicken :

Hilfssatz 5. Wenn jedes Hauptideal in & als Potenzprodukt von
endlich vielen, in & minimalen Primidealen darstellbar ist, so ist jede
Potenz eines in [x] minimalen Primideals von erster Art immer
primdr.

Es sei p das in [x] minimale Primideal von erster Art. Dann
ist die Gesamtheit p aller Elemente aus p, welche zugleich zu & gehoren,
ein in § minimales Primideal,”? und folglich ist jede Potenz von p
primir.® Wir nehmen an, dass fir zwei Elemente f(x)=ap™+a;x™!

(1) S. Mori und T. Dodo, Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in mini-
male Primideale, dieses Journal 8 (1938), 135.

(2) S. Mori, loc. cit., 140.

8} S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale, dieses Journal 8 (1938), 12.
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+ oot @) =bg"+ba" - - - 4D, aus Jx]
S@)F00), f(@)e(x)=cat™ "+ e@g™ ™+ + -+t in=0 ()

ist. Dann ist

(ae, A1y e onny a‘m)¥0 ('p): (co, Clysosey cm+'n)EO (Pl), $0 (pt+l)
(Z-Z k) Y

Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 1
(bO’ blr see ey bﬂ)EO (pl) (le) y

als ist ¢(x)=0 (p*) und unser Satz ist bewiesen.

Hilfssatz 6. Jedes Hauptideal in  set als Potenzprodukt der end-
lich vielen minimalen Primideale darstellbar. Weiter sei p ein in
minimales Primideal. Ausserdem set (p):p=a fiir ein Element p
aus p. Dann st ap=(p).

Nach unserer erster Voraussetzung ist (p)=p'pp....plx ({=1) und

dabei sind alle p; ein in § minimales Primideal. Daher ergibt sich
(1) pphL L ph=0(a).
Aus pa=0 (p) folgt
a=0 () (=12,....,k),

da pli primir ist.® Weiter ist

, a=0 (p"7).
Sonst wiirde a3:0 (p*~?) fiir ein Element @ aus a. Aber aus (a) p=0 (p)
folgte pp*y ....=0(p") (' <<l—1), das ist aber unmoglich, da p*3p**!

filr jede positive ganze Zahl s ist. Danach ‘ist dEO([p“‘, i NP pfck]).
Da nach unserer Voraussetzung fir J aber [p'7 pj,.... p,"k]=
plph. ... pk ist, ergibt sich nach (1)
ppha.... pe=a oder (p)=pa.
Satz 6. Ist jedes Hauptideal in  als Potenzprodukt der endlich
vielen, in § minimalen Primideale darstellbar, so ldsst sich jedes Haupt-

ideal aus [x] auch als Potenzprodukt der endlich vielen, in Slz]
minimalen Primideale darstellen.

(1) 8. Mori, loc. cit.,, 10. Fiir jede natiirliche Zahl » ist pn 3 pn+tl,
(2) S. Mori, loe. eit., 11.
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Ist ein Element f(x) von [x] gleich einem Element » aus &, so
wird nach unserer Voraussetzung fiir § (p)=ppz. ... Pm, und daher folgt

@) =plxlpdal. . .. pale].

Dabei ist px] nach Satz 3 ein in 3[x] minimales Primideal.
Ist f(x) kein Element aus ¥, so nehmen wir zunichst an, dass
f(x) ein Primelement in J[x] ist. Da eines p der hochsten Primideale

von ( f(x)) zugleich ein durch f(x) erzeugtes Primideal in J[x] sein

muss, sei es P das durch f(x) erzeugte Primideal in J[x]. Dann kénnen

wir fir ein beliebiges Element f(x) aus § in & ein Element a finden,

sodass '
(1) af ()= 2(x)f (x)

ist. Wenn P ein Hauptideal ist, so ist b= (f(x)) .und unsere Be-
hauptung ist schon richtig. Im anderen Fall ist nach Satz 2 das Ideal
(@ @1, .+ .., @p) durch ein in I minimales Primideal p, teilbar, wenn
wir f(@)=a@™+a™ 4 -+ - - +am, 4y 0 setzen. Nach Hilfssatz 6 ist
damit

@ (ag)=apy,

dabei ist (ao) : ;y=a. Aus (2) folgt die Existenz eines Elementes b; von
der Art, dass fir ein beliebiges Element a’ aus a

3) a'a;=ba, (Z=0,1,....,m)

ist. Im allgemeinen kénnen wir fiir ein beliebiges Element o’ aus a
und fiir ein beliebiges Element p, aus p; ein Element b, finden, so dass

4 a'p,=byag

ist. Da das von diesen Produkten a'p, erzeugte Ideal das Produkt ap,
ist, muss nach (2)

(5) % b5, ....)=J

sein. Durch Multiplikation mit a; folgt aber aus (8) a’a;a;=ba,a, und
daraus erhalten wir wieder nach (8)

bja;=bia; (5,5=0,1,2,....,m).
Im allgemeinen ergibt sich nach (4)
(6) bip,=bla; (3:=0,1,2,....,m).
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Nach (6) ist v
by f (@) =p, (o™ + ™+ -+ - - +b)

@ by f@)=p, (b6'x™ +b/a™+ -+ - - +bn)

........................

Setzen wir nun
A@)=bgm™+bx™ 4+ -+ +b,
- @) =bam e+ b, .,
so ist nach (5)
(f@)=n(fil=), Fi@),....),
und dabei ist aber nach (7) fi(x)=0, fi’(®)=0, ....(p). Sind alle Koef-

fizienten von f{(z), fi'(x),.... durch ein in & minimales Primideal p,
teilbar, so erhalten wir auf gleicher Weise

(F@) =ppe( fil), 7' @), @), .....)
wobei f3(2)=0, fy'(x)=0, .... () ist. So gelangen wir schliesslich zu
®  (f@)=pp.... 0. (o), f@), F@), ..,
wobei f,(@)=0, f;/(x)=0, f’=0, .... ) ist. Dabei sind aber nicht alle
Koeffizienten von f (), fu' (x), .... durch ein in & minimales Primideal

teilbar. Namlich das Ideal @,=(f7(®), (@), ....) ist durch das Prim-

ideal b von zweiter Art, aber durch kein in §[x] minimales Primideal
von erster Art teilbar.

. Andererseits erhalten wir nach (1) (af ’(x))plpz vees Pu= (f (x))ﬁ’ und

nach unserer Voraussetzung ist (a)=p{....p,. Da das durch die Koef-
fizienten von f(x) erzeugte Ideal (ay oy, ....,an,) nach (8) durch
PiPe....Ps aber nach Hilfssatz 5 durch kein anderes in  minimales
Primideal teilbar ist, miissen nach Hilfssatz 1 die Koeffizienten eines
beliebigen Elements aus @’ durch a teilbar sein, und daher folgt

(F@)pita.. .. b= (F@)T .

Dabei ist f’(x) ein beliebiges Element aus § und daher folgt Ppips....
pa=0 (f (a;)). Nach (8) erhalten wir danach

(f@)=Fpipe....p. oder (f(@))=Pplzlpfal....pula].
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Endlic%h sei f(x) kein Primelement in ([x]. Dann ist
af @ =afi@)f)....fi(z),

wobei fi(x) ein Primelement in $[x] bedeutet. Bezeichnen wir mit P;
das durch fi(x) erzeugte Primideal, so ergibt sich aus dem soeben
gewonnenen Resultat

(af @) =FiPe. ... Bobilalpale] . . .. plal.

Dabei ist px] ein in J[«] minimales Primideal von erster Art. Aus
(@)=ypilx]palx]. ... pilx] folgt damit

pilal. ... pilx)(f @) =FiPe. ... Babila] .. .. pila].
Nach Hilfssatz 5 und der Tatsache, dass p;™[x] ¢ p;™*[x] fiir jede ganze
Zahl m ist, muss jedes pix] mit einem aus p,{x] identisch sein. Also gilt
G)(f(@) =hifa.... B@pralz].. .. plal,

und daraus ergibt sich

(f@)=FFe....Pubrale]. ... pdal,

wobei p ein in J[x] minimales Primideal von zweiter Art und p;{x] ein
in J[x] minimales Primideal von erster Art bedeutet. Also ist unser
Satz in allen Teilen bewiesen.

Nachweis des Hauptsatzes.

Satz 7. Es sei jedes Hauptideal in  als Potenzprodukt der endlich
vielen Primideale aus & darstellbar. Dann miissen die Primideale,
welche in die Darstellung des Hauptideals als Potenzprodukt auftreten,
mmmer i § mintmal sein.

"Es sei (p) ein beliebiges Hauptideal in . Dann ist nach unserer
Voraussetzung

ey (@)=p*pkr. ... prm=pa.

Hier nehmen wir an, dass ein Primideal p(3(0)) durch p teilbar ist.
Ist »’ ein vom Null verschiedenes Element aus ¥/, so ist auch nach
unserer Voraussetzung

@) @®)=p"a", Y SPp.
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Aus (1) folgt damit die Existenz eines Ideals a’ derart, dass"
@) (p)a’'=p"a
ist. Multiplizieren wir (3) mit p, so ergibt sich nach (1)
p(p)a’=p"pa=y"(p),
und daraus erhalten wir leicht

() pa’=p".
Nach (2) muss damit a’=0(p”) sein, und daraus ergibt sich
(5) P29 p20ab.
Aus (4) und (5) folgt unmittelbar
(6) ' Yp=p".
Multiplizieren wir (6) mit a”, so ergibt sich nach (2)
@Wp=().
Ist ¢ das Einselement von &, so ist fir ein Element p” aus p
v’ =ep .

Das ergibt einen Wiederspruch ¢=0(p). Also ist unsere Annahme, dass
p kein in § minimales Primideal ist, falsch, und unser Satz ist be-
wiesen.

Nach Sitzen 6 und 7 ergibt sich unmittelbar der folgende Haupt-
satz als das Hauptziel dieser Abhandlung.

Hauptsatz. Ist jedes Hatptideal im Integrititsbereich & als Potenz-
produkt der endlich vielen Primideale darstellbar, so lisst sich jedes
Hauptideal in J[x] auch als Potenzprodukt der endlich vielen, in J[x]
minimalen Primideale darstellen.

Als ein spezialer Fall dieses Hauptsatzes gilt :

Satz. FEs set R der Ring aller ganzen algebraischen Zahlen, die
einem Korper endlichen Grades angehiren, und der Polynomring
Ry, 22, . ..., ] bestehe aus allen Polynomen der Unbestimmien x;, x5,

vee, Xny, deren Koeffizienten die Zahlen aus R sind. Dann lisst sich
jedes Hauptideal in Rlxy, %3 ....,x,) als Potenzprodukt der endlich
vielen, in Rlwy, 25, . ..., 2] minimalen Primideale darstellen.
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