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Die vorangehenden gleichnamigen Arbeiten® des Verfassers befassten
sich nur mit der Struktur der Integrititsbereiche, in denen jedes Hauptideal
sich als Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen darstellen ldsst. Der
vorliegende dritte Abschnitt setzt die in den vorigen Arbeiten begonnenen
Untersuchungen fort und erklirt die Struktur der allgemeinen kommutativen
Ringe mit Einselement, in denen jedes Hauptideal sich als Potenzprodukt
von endlich vielen Primidealen darstellen ldsst.

Ringe, in denen jedes Hauptideal sich als Potenzprodukt
von endlich vielen Primidealen darstellen lasst..

In diesem Paragraphen wird folgendes stets vorausgesetzt :

Voraussetzung. Im kommutativen Ring R mit Einselement ldsst gedes
Hauptideal sich als Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen darstellen.

Aus dieser Voraussetzung ergibt sich ohne weiteres der folgende Hilfs-
satz, der im folgenden immer brauchbar ist.

Hilfssatz I. Gibt es in R einen Nullteiler, so besitzt R nur endlich
viele, in R minimale Primideale p;(1=1,2,....,n) und das Nullideal ist
als Potenzprodukt dieser Primideale darstellbar,

Nach unserer Voraussetzung erhalten wir (a)=pi'ps2.... o ()
=ppebe. ... pds fiir zwei Nullteiler @ und b, und daher ergibt sich
(1) ©O)=pfpsz....pe,

wo alle p; von einander verschieden sind. Unter den Primidealen p; gibt es
mindestens ein minimales, d. h. ein solches, das keines der iibrigen umfasst.
Diese seien p; (7=1,2,....,n); dann miissen p; nach (1) ein in R minimales
Primideal sein und alle in  minimalen Primideale miissen in die Darstellung
(1) auftreten. Ist b,.,; in der Darstellung (1) kein in R minimales Prim-
ideal, so muss P,..; mindestens eines, etwa by, aus p; (¢=1,2,....,n) umfassen.
Dann koénnen wir in der Darstellung (1) fir p,.; das in R minimale Prim-
ideal p; setzen. Auf solcher Weise erhalten wir endlich

@) O =pfpg.. O

(1) S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale, dieses Jour. 8 (1938), 7
S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale. II., dieses Jour. 9 (1939), 145,
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wobei p; (1=1,2,....,n) alle in R minimalen Primideale bedeuten.

Zunichst nehmen wir an, dass das Nullideal in R als Potenzprodukt
eines in R minimalen Primideals p darstellbar ist. Dann gilt

Satz 18. Ist (0)=p* fiir ein Primideal p(3(0)), so ist R ein primirer
Ring™® und p st ein Hauptideal.

Ist 7 ein durch p unteilbares beliebiges Element aus R, so ist nach unserer
Voraussetzung

1) (r)=PpPpE. ... P =My al—P1 Pélz P,

und jedes p; ist ein echter Primideal-teiler von p. Wenn fiir ein Primideal
P PPy ist, so erhalten wir

©) @)=p/ps ....pi=plal, PP SHH
fiir ein durch p unteilbares Element pi aus pi. Aus (1) und (2) folgt

(r)a’=p{a, fir ein Ideal a’. Durch Multiplikation mit p; erhalten wir darans
(M)’ =(r)p!, und daher folgt

(3) ) (pla/r P) = (Pi’; ‘p) =Pi’ 1
da 2=(0): () durch p teilbar sein muss. Nach (3) ergibt sich a’<p{’ und

daraus folgt (Mpi, p)=py. Multiplizieren wir wieder mit ai, so erhalten
wir nach (2)

()b, )=t p),  also  pi=pip (),

wo p; ein Element aus p; bedeutet. Ist e¢.das Einselement von R, so folgt
daraus e=p; (p), und daher e=0 (p;). Wir sind damit bei einem Widerspruch
R=p angelangt; also kann kein Primideal zwischen p und p, elngeschaltet
werden.

Es sei nun p ein von Null verschiedenes Element aus p, dann ist »+p
durch p unteilbar und

' a; a; a
4 : (r+p)=p1 P2 %.... 00",
wo jedes p; ein echter Teiler von p ist und nach dem soeben gewonnenen
Resultate kann kein Primideal zwischen p; und p eingeschaltet werden. Da-
mit sind, mit Riicksicht auf (1) und (4), die Beziehungen pi=p;(t=1,2,....,n),
n=m gegeben. Hieraus folgt nach (1) und (4)

b, by % %,
(5) (Mps, oo 0 =(r+p;, ... 0,
wobei P, .... 0,0 ....P;, die verschiedenen Primideale aus p;, ps,....p, be-

. . . b b, .
deuten. Hier nehmen wir ¢; %0 an. Dain p;”....»; * wir dann ein durch p;
J1 1 8 J1

(1) Ist im einartigen Ringe mit Einselement jeder Nullteiler nilpotent, so bildet die
Menge aller Nullteiler das einzige Ringprimideal. Dann wird der Ring als ,, Primdrer
Ring*“ bezeichnet. W. Krull, Idealtheorie, 22,
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unteilbares Element 7 finden konnen, so sich ergibt aus (6) ' =(r-+p)»”,
r"=0 (p;,), woraus wir erhalten, dass ' —7’=0 (p) und daher +'=0 (p;) ist.
Damit sind wir bei einem Widerspruch angelangt. Also muss ¢;, =0 sein.
Auf solcher Weise erhalten wir endlich (r)=(r-+p), oder p=0 (('r)). Danach
muss p=7rp’, P"=0(p) sein, da » durch p unteilbar ist. Dieses Tatsache
gilt aber fiir alle Elemente aus p und folglich erhalten wir fiir ein beliebiges
durch p unteilbares Element »

6) p=0(()p), p=(p.

Aus p*=(0), px(0) folgt weiter p3xp% Ist p ein durch p? unteilbares
Element aus p, so wird (p)=pp;....9, und dabei muss jedes p; durch p
unteilbar sein. Sonst wiirde p=0 (v?) gegen unsere Voraussetzung. Aus (6)
folgt damit pp;....pr=pb=(p); also ist p ein Hauptideal. Wenn p’ ein be-
liebiges, von Null verschiedenes Element aus p ist, so wird (p")=p*p;....P.
=) (0) nach (6) und unserer Voraussetzung. Wire rp'=0 fiir ein durch
p unteilbares Element 7, so folgte daraus ein Widerspruch (rp’)=7rp*=p*=(0).
Damit miissen alle Nullteiler aus R durch p teilbar sein. Endlich sei #
ein beliebiges, durch p unteilbares Element. Dann folgt aus (6) p=r"pr",
7" % 0(p). Ist e das Einselement, so erhalten wir nach dem obigen Resultate
daraus e—77'=0(p) und nach p®=(0) ergibt sich (e—7'r") =0, e=r"r"
fiir ein Element "/ aus R. Damit ist R einartig und unser Satz ist in allen
Teilen vollstindig bewiesen.

Nun miissen wir zum Falle gehen, wobei das Nullideal sich nicht als
Potenz eines Primideals darstellen lésst.

Satz 19. Es sei in R (0)=pipg. ... (n>>1), wobei jedes p; ein in R
minimales Primideal bedeutet. Ferner set r ein durch jedes p; (1=1,2,....,1)
unteibares Element aus R. Dann ist jedes Primideal p;in der Darstellung
(r)=pops . = pam ein minimaler Primideal-teiler von einem aus Py, by, ... Pu.

Da () durch jedes p; unteilbar ist, so muss p; ein echter Teiler von
einem aus P, Ps,....Pn sein. Nun setzen wir

-1
@) )=popse. . pem=pia,  a=pptople... . pm

und hier nehmen wir p; <p;y <pi an, wobei p; ein Primideal aus R be-
deutet. Da b nur endlich viele Primideale pi,....p,(s<n) aus dy,....pn
enthalten kann, so wihlen wir aus p{ ein durch jedes py,....P, unteilbares
Element p{. Dann wird

@ =w"a", PP S <hi,
wo P, ein Primideal aus p;,...., ps bedeutet. Aus (1) folgt damit (r)a” =p{"a.
Durch Multiplikation mit p; ergibt sich daraus

(Ma”pi=py",  (a”p1, p) =17, pe)=p1" .
Aus (2) folgt damit a” < py” und daher erhalten wir unmittelbar (py"p1, pi)
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=p;””. Multiplizieren wir mit o/, so ergibt sich daraus (0! v, Pe’) = (p7).
Danach haban wir py=p{pi(p;) fiir ein Element p; aus p; und daraus ergibt
sich ein Widerspruch p;=%R, da »{30(b.), pi=0(p)) ist. Hieraus folgt,
dass jedes p; in der Darstellung (r)=p.... ;Z’" ein Teiler von einem, etwa
P aUS Py,....0, ist, und dass kein Primideal zwischen p; und p; eingeschaltet
werden kann. :

Satz 20. Ist pr=0 fir ein nilpotentes Element p(30) aus R, so muss
r durch ein in R minimales Primideal teilbar sein.

Da p nilpotent ist, so gibt es in R nach dem frither erwdhnten Hilfs-
satz nur endlich viele, in R minimale Primideale p;, pz,....0, (n=>1). Zum
Beweise nehmen wir an, dass » durch jedes p; (=1,2,....,n) unteilbar ist,
und dass p’ ein beliebiges Element aus d=[p;, s, .... 0] ist. Dann miissen
in den Darstellungen

O @=Ly, )=
jede b, b/ ein echter Teiler von einem aus Py, Py, ....», sein. Nach Satz 19
sind ¥}, p; ferner ein minimaler Primideal-teiler von einem aus py, Ps.... Pn.
Da ¢ durch jedes p; teilbar ist, so erhalten wir ganz genau wie beim Be-
weise von Satz 18

(2) (r)=(r+p).

Daraus folgt r+p =r7" fir ein Element " aus R. Aus p'=0(p), r0(p;)
(2=1,....7n) ergibt sich damit »'=e+p”, =0 () und p’=1fp”. Dabei ist
p’ ein beliebiges Element aus d und. folglich muss =0 (rd) sein. Daraus
ergibt sich ohne weiteres

3) d=(r)d.

Setzen wir nun ' =pP,.... D, so ist offenbar » <. Fiir ein beliebiges
Element d aus d haben wir nach unserer Voraussetzung die Darstellung
(d)=pt ... 007 0 (6:;=>1,i=1,2,....,n) und dabei ist P’ ein echter
Primideal-teiler von einem aus iy, bz, ....9.. Danach ist d=0 (v'), also

(4) PxPz----Pn=[P1, Prov. bal.

Aus (8) und (4) folgt nnn

(D)=PEP5 ... D= Pub. o pabE P
=()Pree .. PbP L0 =1(0)=(0)
Cigl, 'l:=1,2,....’n.

fir das im Satz angegebene Element p, womit wir bei einem Widerspruch
angelangt sind, da im Satz p30 vorausgesetzt ist. Es muss demnach 7»
durch ein in R minimales Primideal p; teilbar sein.

Eine unmittelbare Folgerung von Satz 20 moge noch besonderes formu-
liert werden.
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Satz 21. FEuwistiert in R ein Nullteiler, so ist jedes Element, welches
durch.kein in R minimales Primideal teilbar ist, reguldr.

Wir wenden uns jetzt zur Ubertragung von Satz 10 dem Falle all-
gemeiner Ringe zu. Zundchst sei es die Grundbegriffe der Umkehrbarkeit
eines Ideals im Quotientenringe Rg erinnert.

Es sei S die Gesamtheit aller reguliren Elemente aus R, dann ist S
ein multiplikativ abgeschlossenes System. Man versteht unter dem ,, Quo-
tientenring “ Rs dei Menge aller der Elemente, die sich als Quotienten von
Elementen aus R mit zu S gehorigen Nenner darstellen lassen.® Ist a ein
beliebiges Ideal aus R, so bedeutet a=! das Ideal aller Elemente aus Ry,
deren Produkte mit sdmtlichen Elementen von a ganz ausfallen. a heisst
» wmkehrbar ““, wenn aa =R ist.®

Eine Verallgemeinerung von Satz 10 mége auf folgender Form formu-
liert werden

Satz 22. Jedes minimale Primideal eines beliebigen reguliren Haupt-
ideals aus R st stets im Quotientenring Rs wmkehrbar.

Nach Satz 10 geniigt es, unseren Satz fiir den Ring mit Nullteiler zu
beweisen. Ist R=(r) fiir ein regulires Element 7, so ist offenbar RR1=R.
Im anderen Fall ist (r)——-p""....p;im, wo p; nach Satz 19 ein minimaler
Px:imideal-teiler von einem aus den in R minimalen Primidealen qj,....J, ist.
Fiir ein beliebiges Element p aus pi~1p%:, ., .p;f:’” erhalten wir daraus

o (Ma=yi(p).

Verstehen wir unter t die Summe aller zu p entsprechenden Ideale a, so
-ergibt sich aus (1)

(2 () e=piptpge L pam= () .
Da r aber regulir ist, erhalten wir aus (2)
(3) =R,

Ist Rs der Quotientenring von R durch dem System S aller i'egul:li.ren
Elemente aus R, so gehért ein Element 1:' aus Rg nach (1) zu p;! und

folglich erhalten wir aus (2) und (3) pi™'pi="R; also ist unser Satz bewiesen.

Aus beiden letzten Sdtzen folgt :

Satz 23. Gibt es in R einen Nullteiler, und ist Y ein von R ver-
schiedener minimaler Primideal-teiler eines in R minimalen Primideals b,
so ist P im Quotientenring Rs umkehrbar.

Es seien by, 9s....0, alle in R minimalen Primideale. Dann kénnen
wir ein Element p; finden, so dass

(1) S. Mori, loc. cit., 147.
(@) W. Krull, Idealtheorie, 18.
) Krull, loc. cit., 18.
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'pzééo(pz)’ 'piEO(p,), szO(pj) (j=1:25'-5-1:_1! 7:"‘1,....7&)

ist. Setzen wir nun r=p,+pet----+p,, so ist » nach Satz 21 regulir und
r=0 (). Folglich ist ein Primideal p{ in der Darstellung (r)=pips’. ... p:;fm
durch p’ teilbar; namlich ist p,<pi <), wobei p; ein in R minimales Prim-
ideal bedeutet. Nach Satz 22 ist pipi =R, Setzen wir nun b '=aq,
so wird p;=ap{ und daher a<<p, Damit muss p=pp; sein. Ware P
von Jp; verschieden, konnte wir in p; ein durch p unteilbares Element
p, finden, und wir hitten (p)=pip!....p7 . Nach p=pp; folgte daraus
pi(p) =(py), oder ep,=pp1, wo p; ein Element aus p; und e das Einselement
wire. Aus p, 3% 0(p) ergibe sich damit ein Widerspruch e—pi=0 (p),

R=(p, p)=p". Also muss p=p,, p'=p] sein. Damit muss p" nach 22 in Re
umkehrbar sein.

Daher ergibt sich leicht

Zusatz 1. Gibt es in R einen Nullteiler und ist p”’ ein Primideal-
teiler eines in R minimalen Primideals p, so wird py”’=p.

Ist =R, so ist unsere Behauptung ganz trivial. Im anderen Fall
konnen wir ganz genau wie beim Beweise von Satz 23 einem minimalen
Primideal-teiler § von p finden, so dass p<Zp’ <p” ist. Da nach Satz 23
aber p'p =R ist, erhalten wir pp’'=a fiir ein Ideal a aus R. Daher folgt
p=ap’ und a<<p. Damit muss p=pp’, also p=pp” sein.

Daher folgt ferner

Zusatze 2. Gibt es in R einen Nullteiler und sind py,p,....0n die
echten Primideal-teiler eines in R minimalen Primideals p, so wird
p=ppiapye. ... pam  fir jede positive ganze Zahlen a;.

Aus Zusatz 1 folgt p=pp. und daher ergibt sich p=pp;/* fur jede posi-
tive ganze Zahl a;. Auf gleicher Weise erhalten wir auch

P=PpEe, ..., p=pp .
Danach ergibt sich unmittelbar p==ppa=pp]/@pyoe= -- .- =pp{'aps'®= ... . pm ™

Um die Teilerfremdheit von zwei in R minimalen Primidealen zu be-
weisen schicken wir zwei Hilfssdtze voraus.

Hilfssatz 2. Es seten Py Ps....0, (n=2) alle in R minimalen Prim-
ideale und Y sei ein minimaler Primideal-teiler wvon p. Dann st
Ve ....0m VO =R fiir jede positive ganze Zahlen a; k. :

Ist p’=%R, so ist unsere Behauptung trivial. Im anderen Falle sei es
p1 ein solches Element, dass ;=0 (b)), p1E0(p) (1=2,3,....n) ist. Dann
wird (p)=pfpy....Pm wobei p” ein echter Primideal-teiler von einem in R
minimalen Primideal ist. Da p, <’ ist, ergibt sich nach Zusatz 2 (p,) p™®
=pEpapl . L e =piy ..y =(p) fir jede positive ganze Zahl k. Be-
zeichnen wir das Einselement aus R mit e, so folgt daraus ep,=pp’, wo p’
ein Element aus p* bedeutet. Aus p;20(p;) (¢=2,8,....n) folgt damit

(e—p)=0() (1=2,8,....n).
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Setzen wir jetzt a=astagt----- +a, so ergibt sich daraus (e—p")*=0
(b2 .... %), oder e+pr=0(p%....p"). Dabei ist p’r aber ein Element aus
p'*; also ist (pf=....pe" VH) =R,

Aus Hilfssatz 2 folgt ohne weiteres ;

'Hilfssatz 8. FEs sei Y von R verschieden und ein minimaler Pmmzdeal-
teiler eines in R minimalen Primideals p, dann enthilt Y kein in R mini-
males Primideal ausser P.

Nun sind wir in der Lage, das Ziel zu beweisen :

Satz 24. Jede zwei verschiedene, in R minimale Primideale sind stets
teilerfremd, wenn es in R einen Nullteiler gibt.

Zum Beweise nehmen wir an, dass die Anzahl n der in R minimalen
Primideale y, ps,.... P, grosser als 1 ist. Es sel dy=pobs....p, und p; ein
solches Element, dass p,=0 (p), p: &0 (b)) (¢:=2,3,....n) ist. Ferner sei d;
ein durch p; unteilbares Element aus b, Setzen wir r=d;+p;, so ist r
nach Satz 21 regulidr und durch a=(p, d;) teilbar. Wenn (r)=R ist, soist
p, mit anderem p; teilerfremd. Im anderen Falle kénnen wir zwei ver-
schiedene Falle unterscheiden :.

I. Es sei (r)=pip....0, wobei jedes p; kein Teiler von p, ist. Dann
folgt nach Zusatz 2 von Satz 23 (r)(d)=(d)) und aus (d;) %0 (p) ergibt
sich damit e=rr (p). Also ist a=R und in diesem Falle ist unser Satz
bewiesen. , '

II. Es sei (r)=pips....Pm, wobei p; durch p;(5=1,2,....5) 1<s<m)
teilbar ist. Dann erhalten wir nach Zusatz 2

1) (MP1=PPisre... P

Multiplizieren wir (1) mit po.... P abie1.... 0. (231), so ergibt sich nach
Hilfssatz 3 und Zusatz 2

(2) (T)plpz [P l’i_lbiﬂ cens Pn-'—‘blpz ceen piqpﬂ.] e pn , oder
(P2 oo PicaPiite e Pa=PP2e oo PimaDulite oo PDit1e e Pas

wo jede P, P,+1,....0: ein minimaler Primideal-teiler von p; bedeuten.
Im ersten Falle von (2) ergibt sich »7p'=9" fiir ein Element p’ aus
Prove.Pi-tPisr.... s, das durch p; unteilbar ist. Da " % 0(p;) ist, so folgt
e=rr' (p;) und e=0(a,p;). Da aber »=0(p;) ist, so erhalten wir daraus
e=0 (b, ;) oder (p,p;)=R. Im zweiten Falle von (2) ergibt sich auch
P Wer. ... pi=r(p) fir ein durch P; unteilbares Element p; aus
ProveeDicaPinteee Do da (OD)=PP. .. opripedt. L ! ... by ist. Daraus
folgt Yp1....P:=0(a,p;), oder J,),,....pZIO (py, p)). Nach Hilfssatz 2 er-
halten wir aber (p, P)=R, (b, Pos)=R,.... (P, P)=R und folglich ist
(b, P,.... p)=R. Danach ist (p, p;)=R und unser Satz ist bewiesen.

Satz 25. Gibt es in R einen Nulltetler, so ist eine hinreichend grosse
Potenz jedes in R minimaelen Primideals immer ein idempotentes Ideal mit
E'inselement, wenn wenigstens zwet in R minimale Primideale existieren.
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Nach Hilfssatz 1 gibt es nur endlich viele in R minimale Primideale p;,
P2y ....Pu, und wir erhalten die Darstellung

(1) 0)=pPpg....pw".
Aus Satz 24 ergibt sich e=pi+p, e=p!+ps....e=p"V+p, Wwo
2§, Dy, . ... D, die Elemente aus py, b, .... P, bedeuten. Im Produkt

@  e=@itp)e.. . G+ p)" =t rpg. P

ist p; ein Element aus ¥, und aus (1) folgt pyxrpg....p"=0. Multipli-
zieren wir (2) mit p,, so ergibt sich leicht p;=p}30. Ist p ein beliebiges
Element aus pf*, so wird nach (1) und (2)

P=De=pP=D""DE.... D" =PP1.
Danach ist p* ein idempotentes Ideal mit Einselement p;.

Beweis des Hauptsatzes.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, den Hauptsatz als das
Ziel dieser Note zu beweisen :

Hauptsatz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, und
jedes Hauptideal in R als Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen
darstellbar. Dann besitzt R eine direkte Summenzerlegung

?R=§R1+§R2+ cect +§Rn,

wobet n eine endliche Zahl und R; einen solchen Ring bedeutet, dass

a) R, Einselement besitzt,

b) R; ein primirer Ring, oder ein Integrititsbereich ist,

c) Im ersten Fall von b) das einzige Primideal ein Hauptideal ist,

d) Im zweiten Fall von b) jede Idealquotienten-kette (a):a, < (a): ap
T(a):a3<.... von einem beliebigen Hauptideal (a) aus R; im Endlichen
abbricht, und ferner jedes hiochste Primideal eines beliebigen Hauptideals
aus R; stets wmkehrbar ist.

Dieser Schluss kann auch umgelcehrt werden.

Ist R ein Integrititsbereich, so sind die im Satz ausgesprochenen Be-
dingungen erfiillt. Im anderen Fall gibt es in R nach Hilfssatz I nur
endlich viele, in R minimale Primideale py, ps,.... P, Ist m=1, so ist unsere
Behauptung nach Satz 18 schon einleuchtend. Im falle n>>1 besitzt R
nach Satz 25 eine direkte Summenzerlegung

R=R+Ro+ -+ R,
wobei R; einen Ring mit Einselement bedeutet. Ferner ist
pgi=§Rl+§R2+ et +§R,~_1+ER,-+1+ ttte +§Rn .

(1) S. Mori, loc. cit., 153.
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Ist dabei a;=1, so ist R; offenbar ein Integrititsbereich, und weiter ist
jedes Hauptideal aus R; auch als Potenzprodukt von endlich vielen Prim-
idealen aus R, darstellbar. Folglich miissen in R; die im Satz gegebenen
Bedingungen d) erfillt sein¥ Ist a,>1, so besitzt R; ein nilpotentes, in
R; minimales Primideal. Da jedes Hauptideal in R; auch als Potenzprodukt
von endlich vielen Primidealen aus R; darstellbar ist, so muss R; nach Satz
18 auch ein primérer Ring sein, deren einziges Primideal ein Hauptideal
ist. Also ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen.

Zum Beweise des zweiten Teiles bendtigen wir folgenden Hllfssatz

Ist das einzige Primideal b; im primdiren Ringe R; ein Hauptideal,
so st jedes durch p; teilbare Hauptideal in R; als eine Potenz wvon p; dar-
stellbar.

Da p;=(p;) und p; ein nilpotentes maximales Ideal in R, ist, so wird
p=rpf, rE0(p) (k=1) fir ein belicbiges Element p aus p;. Daraus er-
halten wir

(1) pr’ =rr'pf=(e+pa’)p¥,
da R; primdr ist. Da p; aber nilpotent ist, ergibt sich daraus

2) pr/'ph=eptt =pi=0 ((p))

fiir eine hinreichend grosse Zahl I. Aus (1) und (2) folgt damit
prpii=ept =0 ((p)) .

In solcher Weise erhalten wir endhch pF=0 ( (p)), also ist (p¥)=pt=(p)
oder (p)=pt.

Nach diesem Hilfssatz und nach dem in meiner Arbeit bewiesenen
Hauptsatz® ist jedes Hauptideal in R; als Potenzprodukt von endlich vielen
Primidealen aus R; darstellbar. Dies zeigt uns, dass jedes Hauptideal in
R=R"+ ---+R, sich als Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen
darstellen lasst. Damit sind wir am .Ziel.

Am Schlusse fiigen wir noch einen Satz hinzu.

Satz. Es sei jedes Houptideal tm kommutativen Ringe R mit Eins-
element als ein Potenzprodukt von endlich wvielen Primidealen darstellbar.
Dann st die Darstellung eindeutig, wenn wir in der Darstellung nur die
moglichst kleine Potenz des Primideals nehmen.

Beim Beweise stiitzen wir uns auf die im Hauptsatz gewonnene Dar-
stellung R=R;+R,+.... +R,. Ist R; ein primirer Ring, so ist die Dar-
stellung jedes Hauptideals in R; als Potenzprodukt des Primideals offenbar
eindeutig. Im anderen Fall ist jedes in R; minimale Primideal p umkehrbar

(1) S. Mori, loc. cit., 153.
(2) S. Mori, loe. cit., 153,
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und folglich muss p"xp**Y, und p* fir jede ganze Zahl n primir sein.V
Ferner ist jedes Primideal, welches in einer Produktdarstellung eines Haupt-
ideals aus R; auftritt, stets in R; minimal. Aus diesen Tatsachen folgt
auch die Eindeutigkeit der Produktdarstellung des Hauptideals in R; Die
im Satz behauptete Eindeutigkeit folgt nun aus der Bemerkung, dass jedes
Primideal in R stets n—1 Ringe aus Ry, R, .... R, enthalten muss, und
dass jedes R; das Einselement besitzt.

(1) S. Mori, Uber die Produktzerlegung der Hauptideale, dieses Journal 8 (1938), Satz. 5.
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