
Zerlegung der Hauptideale aus Po]ynomringen 
in minimale Primideale. III. 

Von 

Shinziro MORI. 

(Eingegangen am 21. Okt., 1939.) 

In der Note II dieses Titelsm zeigte ich als Hauptsatz : 
Ist jedes Hauptideal im Integritätsbereich S als Potenzprodukt von end

lich viel,en Primidealen darstellbar, so lässt sich jedes Hauptideal in S[x] 
auch als Potenzprodukt von endlich vielen, in S[x] minimal,en Primideal,en 
darstellen. 

Die vorliegende Note beschäftigt sich mit der Behauptung, dass dieser 
Satz auch dann noch gültig bleibt, wenn man den Polynomring S[x] durch 
den Polynomring 3=S[xi, ~ •.... J ersetzt, der aus Polynomen in einer Un
bestimmtenmenge X1, ~. • • • • von beliebiger Mächtigkeit mit Koeffizienten aus 
S besteht. Für diese Untersuchung nimmt der folgende Satz<2) eine wichtige· 
Schlüsselstellung ein: 

Ist jedes Hauptideal im Integritätsbereich S als Potenzprodukt von end
lich viel,en Primideal,en darstellbar, so ist jedes höchste Primideal eines be
liebigen Hauptideals aus 3 stets umkehrbar . . 

Hilfssätze. 

In diesem Paragraphen bedeutet 3 einen Integritätsbereich ~it Eins
element, in dem jedes Hauptideal als Potenzprodukt von endlich vielen Prim
idealen darstellbar ist, und ~ = S[xi, ~ •.... ] bedeutet den Polynomring in 
einer Unbestimmten-menge Xi,~ •••.• von beliebiger Mächtigkeit. 

Satz 8. Ist p ein in 3 minimales Primideal, so ist ~ = p[xi, x2, •••• ] 

auch ein in ~ minimal,es Primideal. 
Zunächst ist ~ ein Primideal in 3,<3> 

(1) S. Mori, Zerlegung der Hauptideale aus Polynomringen in minimale Primideale. II., 
dieses Journal 9 (1939), 1. 

(2) S. Mori, Über die Produkt2erlegung der Hauptideale. II., dieses Journal 9 (1939), 163 • 
. (3) IJ[xi] ist ein Primideal in .;3[xi], Wir können daher vollständige Induktion anwenden 

und voraussetzen, dass ll[x,,, Xis, .... , Xi„J auch ein Primideal in .;3[Xi,, Xi2, •••• , Xi,.] ist. Ist für 

zwei Polynome f(xi,, .••• , Xi,.+1), fi(xi,. .. .• , Xi„+l) in Xi,. •••• , Xin+l aus § f(xi,, •.•• , Xin+l) 

fi(xi,, .... , Xin+l)=0 (p), SO wird f(xi,, ••.. , Xin+l)f1(Xii, •.•• , Xin+l)=O (ll[Xiv •... , Xin+l]). Da

mit ist f(niv .••• , Xin+l)f1(Xi1, •••• , Xin+I) ein Polynom in Xin+I mit Koeffizienten aus 

IJ[Xi1, •••• , Xin+l]. Nach unserer Voraussetzung ist aber IJ[Xi,. .... , Xi„l ein Primideal in 

.;J[xi1, ..•. , Xin] und folglich muss/(xi,, .... ,Xi..+1) oder /1(xi,. .... , Xi..+1) durch \l[Xii, .•.. , Xin+ll' 

oder v teilbar sein. Also muss ii ein Primideal in ~ sein. · 
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Zweitens sei i5 ein echter Teiler eines Primideals W aus .~. Dann ent.-
. hält µ' kein Element aus .S:. Denn, sonst würde i.i=i5', da p ein in .S: mini
males Primideal ist. Es sei ä=ä(xi,, •••• xim) ein Primelementm in i5'. Dann 
besitzen die Koezienten aiJ = 0 .... n) von ii keinen gemeinsamen Teiler, und 
nach unserer Voraussetzung für .S: erhalten wir 

{ 

(ao) = pa0pf0 • • • • Pi0Po1P02 • • • • Poko 

(1) ~~1!.~ ~~,-~~: ... : ... :~~:~~~~~~ .. •: .. •: -~~~l 
( ) -1-/n ßn Ann 
an - t' Pi • • • • Pk t'n,Pn2 • • • • Pnkn • 

Dabei sind alle p nach Satz 7 ein in .S: minimales Primideal, und die Prim
ideal p, Pi, .... , Pk sind alle gemeinsamen Primideale von (aJ) U =a, 1, .... , n). 
Nun können wir annehmen, dass a0 < ai (i= 1, 2, .... , n) ist, und ein Element 
p finden,<2) so dass 

p=O (pa0), $0 (pao+l), $0 (pi) (i=l, 2, .... ,k), $0poj{J=l,2, • ••· ,ko) 

ist. - Nach unserer Voraussetzung ist aber (p)=pa0p'p" •••• , wobei alle p', 

p" •••• von p verschieden sind. Ferner muss (p)=l=pao sein, sonst hätten 
ao, a1, •••• , an einen gemeinsamen Teiler p. Wenn wir beide Seiten von (1) 
mit p'p'' . . . . multiplizieren, so ergibt sich 

{ 

p'p" • • • • (ao) = (p) pf0W • • • . pl0Po1 • • • • Poko 

(2) ::::~ :. : .·.: -~~~~-~~~~ -~~:~~~~~-)-: .·.: .·.:~~:.1~---: ... : -~~~). 
' II ( )-( ) nan-aonßn nAn n p p .... an - p t' t'l •••• t'n Pnl .... t'nkn . 

Ist p' ein solches Element aus p'p" .... , dass (p')$0 (p) ist, so ist 
(3) (p'ao)=(p~, (p'a1)=(paD, .... (p'an)=(pa~). 

Da nach dem am Anfang ausgesprochenen Satz p umkehrbar ist, so ergibt 
sich aus (3) 

W ~=l=OM. 
Anderseits folgt aus (3) p'ä(xi, •••• , Xim) = pä'(xi,, •••• , Xim), wobei ä' (xi,, .••. , Xim) 

ein Polynom mit Koeffizienten a;,, a~, .... , a~ bedeutet. Da i5' aber kein 
Element aus .S: enthält, so muss ä'(xi,, •••• , ximr 0 (fJ') sein. Aus i51 C i5 folgt 

(1) Ein element ä(xi,, ... . , Xim) aus"§ heisst Primelement in fj, wenn die Koeffizienten von 

ä(xi, .... , Xim) keinen gemeinsamen Te_iler in :;J haben und wenn das Produkt von ä(xi,, ... . , Xim) 

mit irgendwelchem Element aus :;J stets irreduzibel in W bis auf konstante Faktoren ist. 
(2) Da in :;J pao;:j:pao+l ist, so können wir ein Element p finden, so dass P'=0 (pao). 

$0(1Jao+l) ist. Nach unserer Voraussetzung ist aber (p')=paop~ .... Pill~' .... ll;', da 11ao primär 
ist. Dabei bedeutet \l~ eines aus IJi(i=l, .... , k), )loj(j=l, 2, .... , ko) und V_;' keines aus Pi, IJOi· 

Nun sei p'' ein solches Element, dass 

p 11=0 (\Ja6) (a~>ao), $0 (\J~) (i=l, 2 ...•. , l) und P11=0 (\li), (\loj) 

mit Ausnahme von \J~(i=l,2, .... ,l) ist. Setzen wir p=p'+p", so wird 

P=0 (\Jao), $0 (pao+l), $0 (\li)(i=l. .... , k), $0 (\loj) (j=l, 2, .... , ko). 
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damit C½-0, ai=O, .... , a:====o (.p) und wir erhalten einen Widerspruch gegen 
(4). Also muss p ein in ~ minimales Primideal sein. 

Dieser Satz erleichtert die Auffindung eines in 3 minimalen Primideals 
p, welches ein Element aus 3 enthält. Ein solches Primideal .P heisst ein 
in 3 minimales Primideal von erster Art. Enthält dagegen ein in 8 
minimales Primideal p' kein Element aus 3, so · heisst p' ein in 3 minimales 
Primideal von zweiter Art. Dann gilt 

Satz 9. Es sei Pii die Gesamtheit aller Elemente aus ,3, deren Produkt 
mit . irgendeinem Element aus 3 durch ein Primelement if aus· 3 teilhar 
ist. Dann ist Pii ein in 3 minimales Primideal von zweiter Art. 

Erstens müssen wir beweisen, dass Pii ein Ptjmideal in 3 ist. Zu diesem 
Zwecke werden wir zeigen, dass das Produkt von ä, oder ß, mit einem 
Element aus 3 durch n teilbar ist, wenn für zwei Elemente ä und 71 von 
~ aäß = 'irqj gilt, dabei bedeutet a ein Element aus 3 und qj ein Element 
aus 3. Die Behauptung ist •richtig in 31 = 3[xi,], welches aus der Menge 
aller Polynome in einen Veränderlichen xi, mit Koeffizienten aus 3 besteht. 
Wir können daher vollständige Induktion anwenden und die Behauptung für 
den Polynomring 3n voraussetzen, welcher aus der Menge aller Polynome 
in n Veränderlichen xi,, xi., •.•• , xin mit Koeffizienten aus 3 besteht. Es 
seien Xi,, xi., •.•• , xin+1 aller Variablen, die in die Darstellung aäß=ifqj aµf
treten. Dann wird ä=ain>xfn+l+ain>xr.:-11+ .... +a~n>, ß=W•>x!n+1+bin>xt!1 
+····+bin>, ir=p&n>xIZ.+i+ · · · · +p~>, dabei sind a<n>, b<"'>,p<n> die Polynome 
in n Variablen xi,, xi., •••• ' Xin• Ist m= 1, so muss amn)ka=ri°qj1 oder 
ap&n>1ß='irqj2 sein. Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von xin+i 
links und rechts ergibt die Teilbarkeit des Produktes von qj1 oder °qj2 mit 
einem Element aus 3 durch p&n>k oder Pön>i, da in 3n unsere Behauptung 
vorausgesetzt ist, und da n ein Primelement ist. Also erhalten wir aa'ä = n°qji, 
oder ab'ß = ifqj~, dabei bedeutet a' oder b' ein Element aus 3. Indem wir 
damit noch einmal vollständige Induktion anwenden, nehmen wir an, dass 
unsere Behauptung für t < m gültig ist. Dividieren wir p&n>ka, p&n>lfi durch 
'ir, so erhalten wir 

(1) -rfp _ --1 -1 _ (n) k' + (n) k'-1+ + (n) · aa ,-, -TC'f/1, a -Co Xin+l C1 Xin+l '''' Ck,, . 

ß'=~"'>xi:+1+din>xt-:;.\+ · · · · +df!'>, k', l' <m. 
Wenn beide Pön>kä, Pö"'>1-p durch 'ir unteilbar wären, so folgte nach unseren 
Voraussetzungen aus (1), dass ein Produkt von n mit einem Element aus 3 
zerlegbar würde. Damit muss Pön>kä oder Pö"'>!(i durch n teilbar sein. Setzen 
wir p&n>ka='ifili\ oder Pö"'>1ß=nih, und vergleichen wir die Koeffizienten der 
Potenzen von Xin+1 links und rechts in dieser Gleichung, so muss das Pro
dukt von ä oder ß mit einem Element aus 3 durch ir teilbar sein, da in 3,,. 
unsere Behauptung vorausgesetit ist. Also ist Pii ein Primideal. 

Zweitens gibt es in Pii offenbar kein Element aus 3. Wäre Pii:::, p' für 
ein Prim.ideal p', so würde n $ 0 (p'), sonst würde Pii = p'. Da das Produkt 
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eines Primelement.es i' aus ~' mit irgendeinem Element a: aus 3 durch n 
teilbar wäre, und da W kein Element aus 3 enthälte, so ergäbe sich ein 
Widerspruch, dass für jede ganze Zahl n a11'ii1 = 'irn~ wäre. Damit ist ~ ein 
in ~ minimales Primideal von zweiter Art. 

Im folgenden wird die Gesamtheit aller Elemente aus S, deren Produkt 
mit irgendeinem Element aus 3 durch ein Primelement 7f teilbar ist, das 
durch ir erzeugte Primideal genannt und mit \_j;; bezeichnet. 

Nachweis des Hauptsatzes. 

Nach den Vorbereitungen im vorigen Paragraphen kehren wir wieder 
zum eigentlichen Thema dieser Arbeit zurück und beweisen jetzt 

Satz 10. Ist 'ii ein Primelement aus S, so i8t das Hauptideal (ir) als 
Potenzprodukt von endlich vielen, in S minimalen Primidealen darst.eJJbar. 

Da 'ii ein Polynom in Variablen xi,, Xi,, •••• , Xim mit Koeffizienten aus 3 
ist, so wird 

wobei jedes p ein in 3 minimals Primideal bedeutet. Da jedes p aber um
kehrbar ist, erhalten wir daraus im Quotientenkörper ~ von 3 

v-a v-A( )- pµ" P''1k1 { 
P1a • • • • p,;A(ao)=pgt · • • • Ptt0 

(2) .. 1 ..... : ... : •• ~-. -~~. -~-. ~~ .... : .'.: •• ~~' 
1,-a 1,-A( )- 1-,µn, 1-,µnkn 
t'l • • • • t'k an - t'n1 • • • • t'nk,,. • 

Dabei besitzen P~' .... P&t", Pfi" .... PU~', .... , p:~, .... p:z!n keinen gemein
samen Faktor. Ist p1/p' ein beliebiges Element aus p1a •••• p,;A, so können 
wir nach (2) die Elemente a:i, a~, .... , a~ finden, so dass 

(3) 

ist. Es sei \_j;; das durch 'ii erzeugte Primideal und es sei q = ('ii, rr', ir11 , •• .. ), 

wo rr', "ii11, • • • • alle zu "ii proportionalen Elementem sind. Dann muss q C ~;; 
sein, und aus (2), (3) erhalten wir 

P1a .... p,;A("ii)-o (q). 

Umgekehrt sei (3) vorausgesetzt und es gebe zwischen ~. a~, .... , a~ keinen 

(1) Zwei Elemente ir und ir' in :§ werden proportional genannt, wenn aii=bii' für die 
Elemente a und b aus ~ ist. 
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gemeinsamen Teiler in 3. Da in 3 die Darstellung eines Hauptideals als 
Potenzprodukt. von Primidealen eindeutig bestimmt ist, so. ist (P1).PT •••• .Pi 
der grösste gemeinsame Teiler von (p' a~), (p' aD, .... , (p' a~). Damit ist 
(p1).pf •••• .pf durch (p') teilbar und das Element P1!P' ist ein Element aus 
.p1a .... .p;;A. Daher erhalten wir nach (3) 

Q-Ü (.P1a. • .. .pi;A(ir)) • 

Also ist q ~ .p1" .... p;;A(ir) oder 

(4) (-)-ha „A-
7( -t'l • • • • t'kQ • 

Es sei nun das Produkt aä eines Elementes ä aus 3 mit einem Element 
a aus 3 durch ir teilbar, nämlich es sei aa='irß. Dann wird für ein zweck
mässiges Element a' aus 3 aa'ä= b'irir1 •••• rr., wobei rr. ein Primelement _be
deutet. Daraus erhalten wir nach (4) 

( ')(-)-(b) ,.a „A „1a' ,., A' ,.<s)/8 ) · ,.(8)/8)-- -aa a - t'l , • , , t'kt'l • • • • t'k' • • • • t'l • • • • t'k(B) QQ1 • • • • q., 

dabei ist qi=(rri, ir~, rr? .... ). Da aber qi durch kein in ~ minimales Primideal 
von erster Art teilbar ist,<D so muss nach Satz 8 (a) = p~~/1 .... ~v)Aqq1 .... q. 
sein. Also ist ä=O (q), nämlich ~;.=q. Nach Sätze 8 und 9 ist ('ir) damit 
als Potenzprodukt von endlich vielen, in~ minimalen Primidealen darstellbar. 

Aus dem eben formulierten Satz folgt nun leicht der 
Hauptsatz. Es sei jedes Hauptideal im Integritätsberewh 3 als Potenz

prodnkt von endlich vielen Primidealen darstellbar und 3=3[x1, X:!, •••• ] sei 
ein Polynomring in einer Variabelnmenge Xi, X:!, • • • • von beliebiger Mächtig
keit. Dann lässt sich jedes Hauptideal aus 3 als Potenzprodukt von endlich 
vielen, in 3 minimalen Primidealen darstellen. 

Es sei ä ein beliebiges Element aus .S:. Dann erhalten wir für ein ge
eignetes Element a aus 3 aä=bir1'ir2 •••• in, wobei 'i'i. ein Primelement in 3 
und b ein Element aus 3 bedeutet. Ist ~;.. das durch rr. erzeugte Primideal, • 
so ergibt sich nach Satz 10 

(1) ( -)- (b) ,.a, ,.A, h „a2 ,.µ2 i, ,.an „vn h · aa - t'll • • • • t'1k1t'i1t'21' • • • t'2k2t'i2 • • • • t'n1 • • • • t'nknt'iin • 

Es sei p ein in 3 minimales Primideal, welches ein Teiler von (a) ist, und 
es sei ~=p[xi, X:!, •••• ]. Dann ist (b)pf{ .... ~;. =O (~). Aber ist ~;.. ein in 3 

n • . 
minimales Primideal von zweiter Art, und folglich muss (b)pf{ •••• PU,.P~ .... 
v2kµ• •••• .p!; .... p:i =o (p) sein. Da p aber umkehrbar ist, können wir die 

• n 

(1) Wir nehmen an, dass q, durch ein in 3 minimales Primideal p von erster Art teil
bar ist. Dann sind alle Koeffizienten a0, ai, ..•. , at von 'ii durch i, teilbar. Wir können ganz 
genau wie beim Beweise von Satz 8 die Elemente p, p', a~, . •.. , a; finden, so dass p' a0=pa~, 

p'a,=pa;, .... ,p'at=pa;, a~$0(i,) ist. Aus p'iii=Piii folgt iii=O(ii"i) und nach unserer An· 

nahme ergibt sich n;=o (P), oder ein Widerspruch a~äc:O (p). 
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beiden Seiten von (1) durch p dividieren. Auf solcher Weise erhalten wir 
endlich (ii) = l:>f' .••• p:,m~"' .... ~" . Setzen wir nun ~1 = Pi [xi, X2, •••• ], •••• n 

~m = Pm [xi, x2, •••• ], so ist ~i nach Satz 8 ein in ~ minimales Primideal von 
erster Art und daraus ergibt sich (ii) = ~f1~ 22 •••• ~m~"' ...• ~" . Also ist unser n 
Hauptsatz bewiesen. 
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