
ベクトル束論 (I)

小笠原藤次郎

（昭和 17年 6月 8日受附）

アJVキメデス的公理を滴足するベクトJV束は輩ー的に定まるビコムパクト

空問(1) の述紐函敷族のベクト JV束に依つてベクト JV束的同型に表現される~)

この種の表現問題に就ては我閾に於ても多くの昴者に依つて多くの寄典がな

された~3) 本論文の主要な目的の一つは上述の特性に某いてベクト JV束を背景

とする諧理論に宜函敷論的方法を逝用して理論を精密にすることである。か

やうな思想は StoneがスペクトJV論を代敷的位相的に研究しやうとした際に

も見受けられる~4) べ．クいV束論 (I) では表現プーJV空問，半順線形空間に就

て論ずる。即ちベクトJV束を表現する述績函敷族の定義範閲である表現ブー・

JV空間の位相的，束論的特性づけを行つて以下の研究の足楊を作り，之を利用

して具閥的半順序線形空間の抽象化である Kantorovitch空間(5)及び Bochner

の條件 (L)を湖足する空間(6)の性質を詞べた。稽詳しい内容は次に示す目次

に依つて知ることが出来る。

第一絹表現プーJV空間

第一卒群束，・ベクトJV束

第二章．ブーだ代敷，プー”杢間

•第三卒環束

第四章ベクトだ値測度

第二編 半順序線形空間

第一衆作用索の披大定理

(1) ピコムパクト Hausdorff空間と・いふべきであるが以下紺平のためビコムパクト空間といふ

ことにす知

(2) 前1lt文友，小笠原藷次郎： ペグトル束の表現，本紀要 12巻（昭祁 17年）。
(3) 角谷罪夫： 帝國l'}~士院記事 16(昭和 15年）， 63-67.
吉田耕作： Wi既尿士院記事 17(昭和 16年）， 121-124.
中野秀五郎： Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 23 {1941), 485-511. 

(4) M. H. Stone: Proc. Nat. Acad. Sci. 27 (1941), 83-87. 
(5) L. Kantorovitch: Recucil Math. 44 {1937), 121-1絋
L. Kantorovitch, B. Vulich: ・Composilio Math. 5 (1937),.i19-165. 
(6) S. I如 hner: P1-oc. Nat. Ac.'ld. Sci. 26 (19-10), 29-31. 
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第二究 Kantorovitch空間・

第三窄條件 (L)を洲足するベクト）V束

第四卒抽象L紗空間'

尚ベクト JV束論 (II)に於てはベクト）V値函敷の萩分論， Radon-Nikodym型

定理，作用索表現論に就いて論ずる豫定である＇。
ヽ

第一編表現ブー Jじ空間

第一章群束，ペクトル束

§1~ 群束。

Gを要索 a,b, c, x, y, …からなる群束とする。即ち Gは1;11群で半順序が

定裟されそれによつて束を作り a ・~b のとき {J:~なの C について a+c~b+c

が成立する。 a~O なる要素 a を正要素， a~O なると送 a を負要索とい
ふ。 aと 0,-aと 0との結び aッ0,(-a) uOを夫々 aの正部分，負部

分といひ a+,aーで表す。 m と aーとの結びを aの絡翌環索といひ !_alで

表す。二爽索 a,bが !alハlbl=Oを滸足するとき aと bは直交すると
いふ。

続J:;J定理 1.'I) ．
 

a+b=avb+arib 

磁1l!J1。avb-b=(a-b) v (b-b)=(a-b) v O=(a-a) v (a--,b) 

=a+(...:.a) v (-b)=a-ar¥ b 

これから

a+b=a~b+a·ri b 

即湖定理 2.'2' G は配分束である。

以上。

誠叫。 aub=auc, aハb=aricとすれば補助定理 1から

a+b=au b+a r-. b=au c+a f""¥ c=a+c 

が成立つから b=cとなり Gは配分束となる翌以上。

枷苅定理 3.'° 正淡素 a,b,cの間に a;:;;油+c,af""¥c=Oが成立つとき

a:: こbとなる。 ． ． 

(1) G. Birkhoff: Lattice TlteortJ Ne.w York (19-10), 108。
(2) 詞上， 108頁。
(3) r,,u, 75虹。、
(4) F'. Rie:;z: Annal:; of 1-Iath. 41 (19,10), 18:3, 定珂.5. . 
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證明。 a+c=a v c+a r-i c=a v c~b+c から a~c 以上。

補助定理 4. a=a+-a-, a+ na_=O 

證明。 a= av O +an O = a v 0-(r-a) v O~a+ -a_ 

a+ ri a_=c と骰くと全 0~f=a+-c, g=a--cとすると a=f-gとな

る。これから

a+=av O=(f-g)vO~fv O=f=a+-c. 

従て c~o. 故に c=Oとなる。 叫。

疇定理 5. a=J:.....g, f・~o; g~O のとき妬 ~f, a一 ~g 且つ fr-.g=O
のときに限り妬=/,a~=g となる。
證明。 佑 =avO=(f-g)vO~fvO=f, 同様にして a一 ~g. 次に c=

f-a+=g-aーと岡くと

f 0 g= (a+ +c) r-. (a_十c)=c

となり c=Oのときに限つて f=a+,g=aーとなる。

糀劫定理 6.・ial='av(-a) 

敗明。 c=av(-a)と置く。 ， 

2c=a v (-a)+a v (-a)_ 

={av (-ci)+a} + {a ¥..J (-a)・-a} 

=(2a) v 0+(-2a) u 0 

=!2a)~O. 

これから 2c+-2C五2:0従つて

2c十 ~2c:..~c-. 
補助定理 3 から C五~cー故に c_=c+ric_=O.

zれから c~O となる C\ C の庭義から c~a, -a, 従て c~a-+, aー故に

c~lal. また一方 lal~a, -a であるから lal~c 故に lal=c· となる。

柿助定理 7.

證叫。 殆どn明。

(a+b)十三釦+b+'
(a+b)_~a-十 b_

la+bl 5・la・l+lb:I 

稲助9坦旦 8. nを「！然敗とすれば

、 以上。

以_{--_o
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n(avb)=nav袖， n(arib) =na ri nb 

證明。 補助定理 6を使つて

2a+=I a l+a=au (-a)+a=(2a) u 0=(2a)十・

これから nが 2の⇔ のとき・

na+=Cna)+ 

が成立つことが判る。 nが 2の口でないときは niを nより大な 2のロ

とする。

ma+=na++Cm-n)a+~(na)++Hm-n)a}+~(ma)+ 

然るに ma+=(ma)十従て na+=Cn.a)+が成立たねばなら注い。I

n(au b)=n{(a-b) u O}+nb= {n(a-b)}、JO+nb=naunb. 
定理の後半も同認こ誼明される。 ．， 以上。

訊助定理 9. an b=Oならば任意の自然敷 ni,1しに針し mannb=O.

證明。 m とnの大なる方を例へば nとする。

mar-. na~na ("¥ nb=n(a rib)=o・ ・ 以上。

粕男J定珪 1o.0> {叫， {bp}を任．なの添敗をもつ G の部分集合とし Vaの

Vb;1が(f在するとするこのとき
ll 

(i) V (a叶妬）か存在して Vaa+Vb11に等しい。a,(¾a B , 

(ii) V (a4 V bp)が存在して VaavVb13に等しい。
a,/l a fl 

(iii) V (a,. r'¥ b11)が存在して V心r'lv加に等しい。
a.fl a fl 

闘明。 f=Va,., a= Vb13と慨くと
" /l 

“ 

(i)については， a叶 b。:;;;;J+gが成立つことは自明。今 Cがすべての aa,
的に到し a,.+b11~c とすると f+bp~C 従て J+g:~c となり V(aa+bp)

曇,fl

=f+gとなる。 以上。

(ii)については， (i)の楊合と同様の方法で證明される。

(iii)については，先づ Va""b=V(a""b)を認明する。有限個の％の
" a . 

結びを一般に出で表すと

Va叶 b=V(aa+b)= V(i.i叶 b)=V {a,. v b)+(ci,. rib)} 
" a " " 

= V {a" 0 b)+(aa, r. b}} 
"・,,., 

(1) rQlifj}人は fi.Frcurlc~thal: Proc. Acad. Amsterdam, 39 (1£t3G), 641-661 I噂る； ． 
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= V (a" u b)+ V (a" f""¥ b) 
11 11 

= V (a .. v b)+.V (a" r'I b) 
" " 
一Vaa U b+ V (aa" b) 
a a 

従て補助定理 1から Vaan b-= V (a" n b) 
a a 

Va11n Vbp=Vaang=V(aaf"¥Y) 
a P a 

= V V (aa n bp)~ 
a 8 

咄(aaf"¥ b8). ・ 以上。

41 

G の二要索 a,b の間に任衣の自然敷 n について nlal~lbl が成立し
圧。のとき aを bに対して無限小， bを aに剪して無限大といひ，或は

部に aを相到無限I卜， b を相翌無限大ともいふ。 G に相関無限小要索が存

在しないときは G はアJVキメデス的といふ5

翻劫定理 11. Gがア炉キメデス的なるための條件は次の (i)又は (ii)が

成立つこと戸ある。

(i) . b~na~0, n = 1, 2, 3 ... が成立つとき常に a_=O.

、(ii) b~0, b+na~0, n=l, 2, 3…が成立つとき a~O.

證朗。 (i) については殆ど暉。 (ii) については a=a+-aーとして na-~
na++b然るに na_r'¥ na+ = 0 故に，na一 ~b となる。 G がアJV キメデス的の

ときはこれから a...,=O となり従て a~O となる。逆に (ii) が霜に成立つと

する。このと者 (i)が成立つことを證明すればよい。 (i)を

b-n(-a)~0、

の形に粛くとき z..a~O となるから a=O とならねばならぬ。 以上。

§2. 正規イデヤル。・

，ITT, 況等で群束 Gの部分梨合を表す。 9Jlのすべての要素と直交する要索の
全盟を mrで表すとき

抽助定理 1. ~-:'二lIJlならば '!JR.... c町．

釘r=illl
.L.LJ. 

誼明。 定理の袖半は殆どt'i明。後半は 9.lc...__._..._= (9R.L .... r C':JJl .... C (9Jc-'-t:'-= 
~lJl..._ ....... から。 ▲ ・ ． 以上。
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以下本節では G をアJVキメデス的と慨定する。

球が G の部分群で aと共に↓ bl~.lal なるすべての b を含むとき四

は正規部分群といふ。 ' 

咽＝面...のとき球を正規ィジ切Vと云ふ。

稲助定理 2. 9Rを正規部分群， aを任衣の正要索とする。 aより I卜な正

要素で皿に凪する要索の全囮を {xa}とする。 aが Vx≪ とならないとき
ll 

は O<c~a, ce刃rなる要索 Cが存在する。
證明。椴定により a>a1~叫，”戸｛叫なる約が存在する。 C=a-a1

とする。 C 紅町ならば 9~Ci>0, Ci e fileなる Ciが存在する。 .a>,c1である

から C1 はある xtl に等しい。故に a1~Ci, 従て a=c+a1~2c1e 9Jt これ

からまた a1G 2c1 となり a~3Ci となる。かやうにして任立の日然敷 n に

対して a~叩となる。従て C1=0でなければ・ならぬ。故に ce9Jrとな
る 。・ 以上。

稲劫定理 3. 刃しが正規イテ・ヤIVとなるための條件は次の (i),(ii)が成立

することである。
., 

(i) 9Jlは正規部分群である。

(ii) Cが fillの正要素のある集合 {aa}で Vaa として表されるとき
ll 

C€ :I.le となる。

随明。 必要條件となることはい．補助定理)0を使つて殆ど自明である。

9J国 IJ]l....... とすると 9)1に属しなt.Awr ... の正要素が{i在し，相助定理 2か
ら 'JR... , M ...... に同時に閲する 0でない正要索が存在することになり矛盾す

る。 • 以上。

定理。 アJVキメデス的群束の正規イデヤJVの全盟は完全プーだ代数とな

り~(を疋規イデヤだとするとブー炉f\';敷に於けるその補要索辺＇は別... で

典へられる。

注店。 正規イデャ炉を包含闘係で半順序をつけてそれによつて完全フ~~

炉代敷になる衣である。

迩明。 正規イテ叩Vを ~c,>B, er等で表す。完全束となることは殆ど自明。
配分永となることを知るには ~{v お=~(VC£, 2{ r-. 想 =2( ハ C から ~=G:

が成立することをttQrリ］すればよい~1)'l,キC とし例へばおcf:erとすると柿助

(1) G. Hirkhoff: l11J昂 75頁。
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定理 2,3 から C に直交する 0 ならざる、おの正要索 bが存在する。

be2CvG: となることから b囀が證明出来る。従て be別＾おCG: とな

り矛眉が起る。 2!v町は町と町↓ との共通要素のすべてに直交する要'

索の全囮であるから G と一致する。別＾町=(O)となることは殆ど自明。

，叫。

正規イデャ）Vの作るフ~-;v代数の表現フ,._JV空間を群束 G の表現ブーJV

空間とい•ふ。

漑を正規イデャ）Vとし要索のにつきの＝呪十物，叫 E&, X:;iE &'の如く”

を分解することが出来るならば功を”の 2(べの射影といひ P認で表す。

Pma: が存在すれば箪獨的に定まることは定義から殆ど自明である。

舗助定理 4. P~i:>}, P,icYが存在するとする。

(i) P,ic叫=(P,2tX)+, p認 =(P,2,x)—, Pqdxf=IP<iゃl
(ii) p企 vy)=P,i-cJ;vP'llY,_ P<ic(ぉr-.y)°=P辺xr-.P糾，・ P¥!1(の士y)=

P~ca: 土P畑..

(iii) X~y のための條件は p~~p汎y, Pwx~P'll.,Y• 

證明。 (i), ;t=功十X2,X1 E 2£, X2 E 2('のとき X+=知＋知が成立つことから

P~cX+=(P詔）＋．他の證明も同様。 (ii) 凡(x土y)=P紅土P迎は殆ど自明。こ
れと (i)から (ii)の他の部分が證明される。 (iii)は(i),(ii)から。以上。

補助定理 5. 硲~o のとき P迎は O~aa~X, a註別なるすべての aa

の Vaaとして特性づけられる。
a 

瞭明。 P、！心が存在すると者 P炉+P.匹~X~~a 且 aan P2,,x°== Oから
P認~a~ 故に枷=Vaa. 逆に V知が存在するときこれを功とし X2=か切

,..- a a 

とする。補助定埋 2を使って翌年汎’なることが證明出来る。 以上。

釉助定理 6. {ぬ｝に針し V叫， P~cV ,t~,., P,l心が在在するならば VP~l(Xa 
a a a 

=PiicVXa, 
II 

‘ 證明。 補助定理 4,(iii)を使って殆ど自明。 以上。

甜劫定理 7. {叱｝を正規イデヤ）Vの集合で aキa'のとき 2(ar¥ 2(4,=(0). 

v氾=Gが成立すると~ぶる。
a . 

(i) X が正英索ですべての i につ送 P~caX が(l在すれば x=VP'!I"ぉと
、“

なる。
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(ii) すべての a囀に対し Per呼力碓在する？については炉=y Pm: 笠+
-VRザ—、.. 

證朋。 (i) x>  C なる Cが {Psic"X};'の上界とするとの一C はすべての叱

に直交する。何者，”―c~ae如なる正要素を考へると x~a+Psic11X となり

捕助定理 5 から a=O となる。従て”―CE/\叩=(V別ar=(~) となり炉=c
““• 

とならねばならぬ。 (ii)は (i)から殆ど自明。 以上。

皿を含む最I卜の正規イテ;切V 殴...J. を皿によつて生起されな正規イデヤ

JVといふ。一個の要素 a から生起された正規イデヤJVを主イ・デ切Vといひ

~((ci) で表す。別(a)=~HI al)が成立するから今後斯らない限り 2((a)と密け

ば aは正なるものとする。

籾惰定理 8.

(i) 2((a) v 2{(b)=~{(a vb) =2((a+b) 

(ii)~((a)n~!(b)=2((anb) , 

(iii) a= Vaa, aふこ 0 のとき ~(a)= V~((aa) 

糾［明。 (i)は自明， (ii)は c=ar-i b, a=a1十c,b=b1十eとする。・

':2((a) n~{(b) = {~((a1) v~(c)} r-i {~l(b1) v~((c)} = {~((a1) r-i lJ((b1)} v~((c) 

然るに a1r-i b1=0 から W(a1)r. ~((b1)=(0) が容易に判る。 (iii) は {ar=

I¥ {au} ... から ~C(a)={ar:v {aJ~... = V2f(aJ. • ・ 以上。
a
 

a Cl 

注衣。 (iii)の双翌抄該理は成立しない。

G が 9ー完全のときは主イデヤJVへの射影は常に在在し主イデヤ）Vの全盟

P It n-完全な炭義のプーJV代敗となること， Gが完全のとき正規イヂヤJ".'ヘ

の射彩は1;tにイ1:、在し主イデヤJVの全盟 P は完全な炭義のブーJV代敷となる

ことを注滋する。

靱． ペク！渭ル束。

群束 G が、Ii設として'.t't敗若くは有理敷からなる作用隅をもち，入を正敗， a

を,Gの:it.要索とするとき常に }.aが正要索になるとの條件を糊足するとき，

群束 G は1梵敗若くは布理敷からなる作用四をもつと云ふ。特にt'l数からな
る作JH門をもつ群束を宜ベクト炉束或1文部にベクト JV束といふ。ベクトJV束

については §1,2で述べた結果の外，作用間に闊係したものがあるが多くは

闘知のてとであるからそれ等に就て違べることは略する。
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群束 G の要索と正盤敷から作られた紺 (¾,a) の全盟を考へ ma=nb の

とき(¼か(¾, b) と定めて類別し (¾,a) の凪する類を [¾,a] で表
しかやうな類の全骰を Grとし

(1) mai nb のとき[¾,a]~[¾,~]

(2) [¾,a]+[_!_, b]=[ ,_!_, -ma+nb] 
侃 1mn 

(2) f;[い]=[1p玉].Vは正整敷， qは整敗と定める。この定茂ほ
類の代表者の如何に関係しないことは， (i)については 1 1 ― 一ー，伍＝一，a と. [n1 ] [n」
すると na1=n1a が成立し ma~nb から mn1a~mゆ従て mna1~呻心と

なり §1 ネ粛助定理 8 を使つて 1na1~1心が成立する。 (ii), (iii)については

殆ど自明である。以上の定義から Grが1f理敷からなる作用園をもつ群束と

なることが容易に證明される。 [1,a]と aとを恒等視するとき Gは G,.の

部分群束となる。これを定理の形で逹べると・

響り定理 1. 群束は布理敷からなる作用閲をもっ群束に埋蔵することが

出来る。 " 

弓甫図J定理 2. 群束 Gが有理敷からなる作用固をもつときは G=Grであ

み。・

詭llJj。 定義から殆ど自朋。 以。

補助定理3.GがアノVキメデス的のとき _: もアJVキメデス的となる。

證明。 [1 ] 戸 ~o 且任知の正益数について n[-i-亨[—い］とすると
nqa~pb となり G がア炉キメデス的のときは a=O となる。 以上。

補助定理 4.-GがアJV免メデス的のとき， ic,.を G,.の任謡の正規イデヤ

JV. 逍を飢に凪する G の要索の全閤とすると~(は G の正規イデヤだと•

なる。訊と別との街應で GとGの正規イデヤJVの束同型対應が定義さ
れる。従て G,.と Gは同一の表現ブーJV空間をもつといふ事が出来る。

諏朋。 先づ虹が G の正規部分詳束となることは I~明。今 Gでa=Va.,,
1 [ l • “ 

a., E~{ 且 a.. ~o. とする。 G,.で一-,C が｛％｝の1:界となるとする c~
n -
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＼ V皿=1心=na となり[—,c]2: (1, a] となるから aは G,.'に於ても
a n 

a=Vaa従て icはG の正規イデヤ）Vとなる。 9Rが G の部分集合のとき
II . 

ある aに到し Ix I ;$; I a i, a e file, を滴足する aの要素全匝を額＊で表し，
四が Grの部分集合のとき G,.,Gの要索のうち叩のすべての要索に直交

する要索の全盟を夫々 fill....... , fill ... で表すと

fill ... 五週附*;・ fill*-'-T = fill ... * 

の成立することが容易に證明され乙。別を G の正規イデャ~v とずると
汎...r-'-r=別-'-*-'-*= 2£....... * =~(*となる。これから叱と別の製胞が束同型とな

ることは明かである。 以上。

定理 1. アJVキメデス的群束はビコムパクト空問の連紐函敷のある族で群

束的同型表現される。 • 

注邸。 群束的同型とは対應が群及び束として同型となることをいふ。

證明。 G をアJVキメデス的群束とすると Gr もアJVキメデス的になる。

有理敗からなる作用園をもつ群束で本定理が成立するから， Gはその表現ブ

ーJV空間の述ぎ嗚敷で同型に表現されることが判るし~)

定涅 2. アJVキメデス的群束はベクト）V束に埋蔽することが出来る。 .' 

證明。 定理 1を使って殆ど自明。 ~ 以上。

騨束 Gの正要索 e について a を任意の G の要素とするとき l(il~ne
なる正批敗 nが存在するとき Gの各要索は eに闘して束的有界といふ。

定理 3. 群束 Gの各要索が正要素 eに闘して束的布界のとき eに闘して

無限小要索の全閤は正規部分群束を作る。これを G。とすると差群束 G-G。

はア炉キメデス的群束である。 一

證明。 有理散からなる作用開をもつ群束に翌！して本定理が成立する，こと

から(2)容易に判る。 ；、 以上。

第二章プール代数，プール空問

§1. 完全プール代数とその表現プール空間。

よく知られてゐる様に完全不連結ビコムーパクト Hausdorff空間をプーJV

(1) 前田文女，小笠原巌次郎，新l褐。 1濯数からなる作m四をもつ掲合にも ~t出のプj法が迩JJJ~
れる。

(2) 詞J石
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空問Cl}といふ。その甚本閲集合即ち開集合で同時に閉集合となるものは包含

誂係で半順序を定めると送プーJV代数となる。逆に任意のブーJV代敗はある

定まつた方法でプーJV空間が定義されその基本開集合の作るプーJV代敷と束

同型となる。かやうにフ＊ーJV代敷とその表現プーJV空間とが一到一針應して

ゐる。 プーJV空間を代敷的，位相的に特性づけやうとするのが本章の主要な・

目的である。

補助定理 1.<2> A を a-ブーJV代敷， BをA と箪1位を共有する A の部分

プーJV代敷とする。 Bを含む最;jヽ _a-のブーJV代敷 Bは Bを含み次の性質

をもつ最I卜の集合 B1と一致する。

(1) 叫€ふ， n=l,2, 3, ... x,. nx11,=0, _n =I= m のとき '-£XnE B1. 

(2) 石 eB1, n=l, 2, 3, …，”丘;;;;x2~·-· のとき A叫 EB1 • .. 
證明。 Bは (1),(2)の性質をもつから Ji?B_! 故に Bi力{a-完全プーJV
代敗なることを證明すればよい。氏の二要索の交りが Biに屈することを

鐙明する。 Bの任衣の要素との交りが Biに凪するものの全儒は B を含み

(1), (2)の性買をもつから Biの定義により Bi・の任意の要素と Bの任意の

姿索との交りは Biに屈する。同じ給法を Bの代りに Biに対して繰返し噛

て Biの二要索の交りは Biに屈す。次に Biの要素でその補要索がまた Bi

の要索となるものも B を含み (1),(2)の性質をもつから Bi自身その任衣

の要索の補要索は Biに屈する・。これから Biの任寇の二要素の結びも Bi

に凪すること従て Bi がフ•一JV代数となることが判る。ブーJV代数で (1), (2) 

の性質をもつとき a-完全となることは容易に判る。 以上。

補助定理 2. 補助定理 1に於ける條件 (2)は次の條件 (2')で訊きかへ.ら

れる。 (2')のeB1のときその捕要素ぶもん恒糾

謎朋。..補助定理 1 と同様 Bi が (1•完全ブーJV代数なることを證明すれ

ばよい。 Bの任衣の要素との交りが氏に凪するやうな A の要索の全憫は

B を含み (1)を足糊することは自明。 (2')を滴足することはすべての aeB

に到しのnaeBiとなったとすると x'r,a=(:>;'u a') r-. a= {~x n a) u a'Y e B1 

が成立することから判る5・従て Biの定義から Biの任意の要索と Bの任

(1) M. H. Stone:'1'1•ans. Amer. Math. Soc. 41 (W:.m. 376--181.' 
(2) S. &1ks: Theory ofしheIntegral (193,), 85頁。



48 小笠原藤次郎

在の要索の交りは比に屈する。 Bの代りに氏に到してこの論法を繰返し

て B1の任立の二要素の交りは Biに屈する。この性質と (1),(2')から Bi

が (1-プーJV代敷となることが容易に示される。・

捕助定理 3. A を (1- フ~-JV代敷とし二要素の到稲差を叫y で表すとき

(V x,.)L1(Vy ..)~V (x .. t1y .. ) 
” ” ” 

證明。 CV叫）f""I (V YnY = V Xn r'I /¥ Yi五~V(Xn fl Y~) 
”’‘”””  

同様に <V心'n(Vy,.)~V (x~n y,.)~ 2. れから定理の成立つことが容易
”””  

に判る。 以上。

定理 1. !Jをフ'°-JV代敷 Aの表現フ'°-JV空間とする。このと送次の諸命

題は互に同義である。

(i0) A は完全である。

(20) .Qの任衣の _Borel集合は第一種集合を法として 9の始4Bf1集合と

一致する。

(30) !Jとの任在の有界 B河測 (Borel可測の意．）函数は第一種集合上を

除いて迩禎函敗と一致する。

(40) 第一種集合を除いて有限値をとる 9 上の B呵測函敷は第一種集合

を除lp.て布限値をとる連紐函敗と第一種集合上を除いて一致する。

證明。 北本闘j集；＿•開集合， Borel 集合，第一稲集合を夫々 O,G,B,P 及び

蔀敷をつけて表すことにする。

. (10)→ (20)の證。

OJP (0とPの針稲姿）の形をもつ集合の族を fillとすると送 ill!が次の

語性買をもつことを1厳めればよい。

(i). E砂）tのとき E咋 9Jl.

(ii) E,. e 9Jl, n = 1, 2, 3, ... のとき :SE,、E球．

(iii) Ge 9Jt 

(i)については， E=OdPから FJC=OCJPとなることから， (ii)については，

E,'.,. = 011t1P,. から (:S広）J(~0,.) C :S Pnと (iii)から :'.EE.,.e 9R. (iii)につ

いては， A が完全でぁるから G に含まれるすべての•入に本甘,J集合に腎する A

、)1、足柘叫..端に対する某繹.J集合を考へるとと (iii)の成立が容易に分る。
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ぽ）→(30)の證。

f(p)を有昇 B呵詞函敷とし B,.= [J(p) < a], aは有理敷，と置く。

低定から B戸 f!11t1P,.,a< P, のとき 0,.C:Opが成立する。痙紐函数 h(p)を

h(p)=g. l. b. (a; p E 0,.)=1. U. b. (a; p $ 0,.) 
a
 

“ 
で定義するとき第一種集合を除いて f(p)=h(p) となることを證明すればよ

い。然るに

[h(p) <a]=図Op=区(BpJPp)=BaJP:zの形。従て
{l<a fJ<a 

[h(p)~a]= B~t.1P~. 

これから

[f{p) =r= h(p)]=~[f(p)~a> h(p)]+~[f(p) <a;$ h(p)] 
““  

=~B~(Ba.1P:)+~Ba(B~dP',J = P となり (2c)→(30)の
a a 

成立が判る。

(20)→ (40)の證。

f(p)を (40)に述べられた BぷI測函数とする。 B戸[f(p)<u.] とすると

Ba=OadPa,, a<~ のとき OaCO/lとなる。且 no。9ー::800.が第一稲集
“ 

合なることを顧廊して (20)→(30)の證明法に依つて (20)→(40)の成立を證

明することが出来る。

(40)→ (30)の成立は殆ど自明。

(30)→ (10)の證。

任衣の派数の集合を考へその要索を a で表す。 {Oa} を考へ ~Oa の特性

函敗を f(p)としそれに満應する連紐函数を h(p) とす・ると h(p)は図万a

の特性函敷となるから図万:Iま某本餅l集合となり A が完全なることが判

る。 以上。

以下に於て混同の虞のないとき次の定義に従ふ。 Borel集合と第一稲集合

を法として一致する集合を可測集合，可測集合全胆からなる集合族を可洞集

介族といひ研で表し，第一狐集合を除いての代りに殆ど到る所或はそれと

同義の言葉を使ふ。殆ど到る所一致する集合或は函数は到等でぁるといふ。

以下本紐jで若へる1利数は殆ど到る所布阪な依をとるものとするQ

定理 2. Q をフ~-JV代敗 A の表現ブ~1v宰fBJ とする A が完全のとぎ次

の諮命題は互に同：；佑である。
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(1°) f(p)は 9上で可測である。

(2°) f(p)・は Baireの性質をもつ。

(3°) f(p)は連紐函敷と朗等である。

證明。 定理 1の證明から殆ど自明である。 以上。

定理 3. !Jをビコムパクト Hausdorff空間（以下部にビコムパクトと去

ふ），その上の有界連紹函敷全盟からなる族を＆，非調密集合を除いて布限

値をとる辿紐函敷全閤からなる族をむとする。このとき次の諮命題は互に

同筏である。

(10) .Qは完全ブーJV代数の表現フ.-_JV空間である。

(2°) 2,, は完全ベクトJV束である。

(3°) 211は完全べ＇クト JV束である。

. , 

注訟。 (30)に於て ％の函数の和は有限値をとる製iのみで胃惚図的に定ま

るやう定義されるものととする。詳細は以下の證明で朋瞭になる。
／ 

泣明。

(2'))→ (1") の證。 9 の開集合の某底として。 ~f~l, Je島による

[f(p)>O]の形の開集合全盟をとることが出来ることは殆ど日朋。先づ 9

がブーJV空間となることを閤明するため gの任窯の一凪1Poを考へ f(Po)>

,1.>0とする。 /1={/-a)uOと散くと [f(p)> a]=[fi(P) > 0]が成立する。

J,. = nfi r"I. 1, n = 2, 3, …と四いて VJ.. を考へると，これは [/1(P)> 0]の特
” 

性函数を表す連紐函敗となる。従て [J~(p)> O]は開且閉で [f(p)> O]に含

まれる。即ち .!1IまブーJV空間となる。次に某本開集合の族 {Oa}を考へそ

の特性函敷を fa(p)として Viaを作るとこれは図瓦の特性函敗を表す述

紐函設となり 9 は完全ブーJV代敗の表現ブーJV空間となる。

(1")→ (30)の證。 f,g e .2!1のとき J+gの定義の可能なること及びfぶ：0, 

f註％ のとき /¥f≪ の1J:在證明を行へば充分である。有限値をとる眺で
h_<P>=J<P>+g(p) と定義しその他の勁で k(p)を任謡に定めると h(p) は可

洞園敷になる。従て定理 2からこれと型等な述紐函数が存在する。 h(p)の

定義を任衣に定めた点翡でこの述飢函数と一致するゃう h(p)の定義をかへ

J+a=h. と定める。次に /(p)=g.Lb. f,,(p) と骰くと f(v)は上半迎積函敗

である。これに数れ佑な述禎函敷を 1しとするとき h=/¥f≪ となることが容易
に判る。
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(30)→ (20)は自明。 以。

定理 3の條件が成立するとき f=(o)項mf,.c束的上極限）は殆どすべての
貼で面迄(p)を考へそれと到等な連紐函数が fとなることを注謡する。

プーJV空間が完全ブーJV代敗の表現プーJV空間となるとき完全ブー）V空間

といふ。 9が完全プ-;v空間のとき有昴連紐全盟の族島は定理 3から完

全ベクト JV束となる。島の正規イデヤJV~( には別の何れかの函数が 0 に

ならない期からなる集合を到應させると，これは某本開集合でかやうにして

正規イ~..ャJVと某本開集合の間の一翌←贅應から !J.ヵ{L,. の表現プ＊ーだ空

間と見倣されることが分る。

訟． 腐蕊の完全プール空間。

・完全不述結且局所的ヒ中コムパクト空間のことを炭義のブ.-JV空間といふ。

これはr闘',:0 をもつ炭義のフ~-炉代敷（以下箪に炭義のブー）V代敷といふ）

の表現空間と見倣される。制限的完全な炭義のフ・ーJV代数の表現空間となる

殷義のブーJV空間を炭義の完全フ・ー）V空間と・名付る。＇

定理 1. Q を炭義ーのフ會ー）V代翌tAの表現空間とする。このとき次の諮命

題は互に同義である‘。..

(1。) A は完全な痰義のブ-Jソ代数である。

(20) Q の任政の B。rel集合は第一稲集合ぢ法として 9 の開且枠］集合
と一致する。

(30) g上の任謡の Bー可測有界函数は第一稲集合を法として連紹函散と

一致する。

(40) 第一種集合上を除いて有限値をとる 9上の任滋の B呵測園数は

第一種集合を除いて布限値をとる料＇［函敷と第一種集合上を除い

て一致する。 ・

j 證明。 廣義の完全フ~-;v空間では任衣の訓集合の閉位は開且閉集合とな

ることを注滋して §1定理 1の盟明に準じて證明を行へばよい。以上。

§1に於けると同様可測集合，可測函敷，殆ど到る所等を定義すると

函敷 2. !J を炭義の完全フ•-;v空間とする。次の諧明題は互に同義であ

る。

(1°) f(p)は 9上の可測函敗である。

(2") f(v)は Bairoの'I生1tをもつ。
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(3°) f(p)は連椒函数と到等である。

定理 3. !Jを局所的ビコムパクト空間とし，その上の有界連禎函敷全盟か

らなる族を＆，非桐密集合も除いて有限値をとる連紐函敷全骰からなる族を

らとする。このとき次の諸命題は互に同義である。

(10) !Jは炭義の完全ブーJV空間である。

(2°) £b は完全ベクトJV束である。

(3°) ,29 は完全ベクト JV束である。

定理 2,3の證明は前§ の定理 2,3の證明に準じて行へばよい。

定理 4. 廣義の完全フしーJV空間は之に第一種集合を附加して完全ブーJV.

空間にすることが出来る。かやうな完全ブーJン空間は雌獨的に定まる。従て

殷裳のフ~-;v代数は完全フ・ーJV代敗に埋蔵することが出来る。

誼明。 9を廣義の完全フしーJV空間とし定理 3の＆を考へる。＆の正

規イデヤJV卜 9の開且閉集合の間には §1の終で述べた封應の仕方で一蔚

一卸應がH在する。 ,2bの表現ブーJV空間に 9をよく知られた方法で埋薇す

ることに依つて(1)定理が容易に證明される。 • 以上。

殷義のブーJV空間は唯一期の附加によつてフ'°-iv空間になるが炭裟の完全

ブーJV空間では唯一：期の附加によつて完全フ-ブV空間になるとはいへない。

例へば無限憫の孤立『れのみからなる空間は炭義の完全プーJV空間であるが唯

一罪を附加しただけでは完全フ・ーJV空間にならないことは明でおる。炭義の

完全フ~-;v空間で殆ど到る所有限な連紐函敗は上述の完全フ;,-JV空間に訊獨

的に定まる殆ど到る所布限な述紐函数に恢大される。この性質は應用に際し

て軍要なものと息はれる。ベクト JV束の表現問題に於ても箪位が存在しない

とき殷義の完全フニーJV空間上の連紐函敗に依つて表現することが自然に思は

れるに悶らず完全ブーJV空間上で問題にするに何等不自然でないことが定理

4に依つて明になる。また 9を完全フ'°-;v空問， {!Ja}を 9の某本且l集合

で任応の二つは互に索で !J-~J]a が非桐密とする。各々の .Qa 上で勝手に

典へた連紐伐l敗から 9上の追紐極I数が箪獨的に定まることを注謡する。

§3. a-プール代数とその表硯プール空問。'

(1) H. WallmaD: Annals of Math. 39 (1938), 422 -455. 
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(1ープー）V代敷とその表現フ"-JV空間に就て §1の所論に類するものが得ら

れる。

定理 1. JJをプーJV代敷 Aの表現フ・ーだ空間とするとき次の諸命題は互

に同義である。

(1°) A は (1•ブ-JV代敗である。

(20) .Qの某本開集合を含む最I卜の 'Borel族の任在の集合は第一稲集合

を法として恭本開梨合と一致する。

(30) Q 上の任意の有界な Baireの函敷は第一稲集合上を除いて連禎函

数と一致する。

(40) 第一種集合上を除いて有限値をとる 9上の任意の Baireの函敷は

第一種集合を除いて有限値をとる 9上の連禎函敷と第一種集合上

を除いて一致する。

定理 2. g がフ,_炉代敷： A の表現フ・ー）V空間で A が (1•ブーJV代数のと

き第一種集介を法として某本開集合と一致する集合の族を皿とする (9.nは

Borel族になる）とき次の條件は互に同義である。

(10) J(p)は第一種集合上を除いて連禎函数と一致する。

(20) J(p)は四に闘して可測である。

定理 3. .Qをヒ＊コムパクド空間とするとき次の命題は互に同義である。

(10) .Q は (1•ブー）V代敷の表現プーJV空間である。

(2°) £bを 9上の布界連禎函数の全盟とすると 2biま (T-完全ベクいv
束を作る。

(30) むを 9 上の第一稲集合を除いて有限値をとる連頼函敗の全骰と

すると 2!J1ま a-完全ベクト）V束を作る。 • 

§4. アルキメデス的ベタトル束の完全化。

Lをア）V:\• メデス的ベクト炉束， Nをその正規イデヤJV全阻の作る完全プ

-;v代敷， 9を N の表現ブーJV空問とする。｛％｝を 8の正災索の集合で

叶 fのと送 e,.0e11=0, 及び {eぷ=(O)を淵足するも．のとする。入を任衣

の有理敗とし xe2 に対し潤(~'")=V {~r((x ―加）—) (\~((叫｝‘と骰いて特·!生族

｛測(~'>}を作り 9の諜即ち N の英索から作られた椋大双翌、J-イデヤJV¥)*に

対し・
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/..(μ)* =g. l. b. (i; ~r~z) e p*)=l. u. b. (l; 2cr $ p*)で

Lを 9上の殆ど到る所有限値をとる述紐函敷よりなるあるベクト JV束 8に

ベクト JV束的に同型表現される~1> 2Ce Nのとき漑を含む極大双到イデヤJV

の全憫が？［に到する 9 上の恭本開集合になるからこの甚本開集合自身を

2(で表すこととすると p*E別と 2{e p*とは同義になる。 e,..は別（％）の特

性函数を表す連絞函数で表現される。

豆を 9 上の述紐函敷1:2のある函数の劣函敷となるものの全囮， llllち．

田 ~f, he 29, f e 2なる開係の成立する h全閤からなるものとする。
アJVキメデス的ベクド）V束 L の完全化(2)に就て表現空間を通して精密な

結果を得るため先づ二三の定義を設ける。

Lがベクト）V束じの部分ベクト）V束 L**.と同型で x,..e L, x:* e L** 

が到胞するとき A加の存在と八x;*が L**の要素として I,*で存在する

ことが同義て，それ等が存在するとき八必と /¥x:*が針應すると逹（従て

その双対命四も成立つ） Lはかに完全に埋蔵される， Lは L*の部分ベク

トJV束 Lぷ＊に完全に同型であるといふ。 LC:::::L*のとき L**=Lとし自己

卸應で L がかに完全に埋歳されるとき'L は L* に完全に含まれると~­

ふ。・

Lの空でない部分集介 M,Nが xeM,yeNのと送のiYが成立つ極大
集合のとき (M,J:..~ を切翫といふ。 L*が完全ベクトJV束で Lを完全に含む

とき L*の要索がに既し L の要索からなる切斯 (M,N)が存在しの＝

V(x; 廷紅）= /¥(の； xeN)・ が成立するときがは Lの切斯で定義される
といふ。

袖曲定理 1. アノVキメデス的べ、クトJV束 Lはが→I公(μ*)の到應で 2aに

完全に埋馘される。

謡明。 た '/¥Xaが Lで成立するとき島で fぷ=l¥f:e.. が成立することを

證明すれば充分である。今 g=Af:e.. とするとき f名~g の成立は日明であ

る。もし fェ<g とすると逝僻な別(ea)に含まれ某本開集合別でfじ(p)<

g(μ"')-,l, l>O が成立する。このとき O<y~ 知， ye~! なる yをとると

(1) T;i!tfl文女，小笠原股次郎： 前t!ふ，
(2) lヽ':!:i-術五郎： 11り1恥
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Jv<v*) は 2{ 上では 0~fz(p*)~-l, ~('上では fv(\.l*)=O となり， fx(µ*)+

/u(p*)~g(p*) 従てん+11l\.l*)~g(µ*)$./11/P*)が成立つから，すべての aに

ついて叶y~のa力咳立しの十ぃ臼となつて y=Oとならねばない。これ
は明に矛府である

゜
、 以上。

・ う謂助定理 2. 豆は完全ベク 卜炉束で 8の要索の切断として定義される。

事。 £ が完全ベクト）V束となることは明である。従て、hを団の任寇

の要索とするとき h=l¥(f;f~lいf€,8)を證明すれは充分である。これは

柿助定理 1と同牒こ麿明される。 以上。

補助定理 3. L*を完全ベクトJV束とし， Lがかに完全に含まれるとす

る。 L*の要素のうち， L の切間として定義せられる要索の全盟を Liとす

れば Liは完全ベクトだ束で L は Liに完全に含まれる。

證明。 がEL1 r, ぅ岱件は Lの部分集合 P,Qが存型し任慈の匹P,yEQ

に翌·.、J- しぉニが ~y が成立し且 /\(y--,x; XEP, yEQ)=Oとなることである。

これは殆ど自明である。この條flfから Liが完全ベクト JV束て:)ることが容

易に證明される。 Lが.Liに完全に含まれることほ明．である。

定理 1. アJVキメデス的ベクト）V束 Lは豆に完全に埋改される。 Lを9

完全に埋嶽する完全ベクト）V束には極I卜なものが仔在しそれは何れも豆に

詞型である。

悶明。 定理の前半は捕助定理 1,2から自明。次に I』＊を Lを完全に埋

政する完仝ベク・ト）V京として補助定理 3に於ける i1を考へる。豆，L1Iま夫

々 2,Lから切斯に依つて定義されるから 8と L との切類を翌應させるこ

とに依つて§ と L1,,v同型を證明することが出来る。ムが枢I卜の性質をも

つことはf'I明である。 ‘ • 以J::。 . 

以上に於てア炉キメデス的ベクト ;v束の完全化について考へたが，アJVキ

メデス的群束 Gではこれから有理数からなる作月］関をもつ群束 Grを作り，

本節の初めに述べた方法で表現空問 9上の述紹函敗で表現し上述のやうに8

を考へ Grの完全化が得・られる。アJVキメデス的ベクト）V束に本節の定茂を

脳Jljして

耕助定理 4. アJンキメデス的詳束 Gはの<-->fx(v*)の対應で島に完を

に趾載される。
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證明。 x= /¥xaが Gで成立するとき 2gで f.,=/¥f.,aの成立を證明すれ

ばよい。先づ x=/¥XaがGで成立することは第一窄 §3,補助定理 4の證

明中と同様の方法で示される。（即ち Gが Grに完全に含まれること）。 Gr

について補助定理 iと同様に證明すればよい。 • 以上。

定理 2. 有理数からなる作用園をもつアJVキメデス的ベク・トJV束 GrIま

豆に完全に埋識される。 Grを完全に埋蔵する完全ベクトJV束には極小のも

のが有在して，それは何れも 8に同型である。

證明。 定理 1の證明法に準ずる。
ヽb

以上。

以上の所論から判る筒吼な注意をする。 Lが完全ベクト JV束の揚合は2=

8となるから％の任蹂の函数で Ih(μ*) I~/:z:(p*) が成立するとき h(µ*) は

Lのある要索の表現となる。例へは Lが箪位 eをもつとき .fe(p*)=lとな‘

る表現では 9上のすべての有界述飢函数は Lの要索の表現である。

§5. 分踏空問。

9 をビコムパクト空問，行をその上の述紐函数のある族とする。Fの任窪

v.)函敷が常に相等しい値をとる、阻料を恒等視し分離空間鉛を作りその上で 8

を考へると最早馬の任謡の二期は府のある函敷で異なつた値が．とられる。

約がビコムパクトとなることは殆ど自明である。

益劫定理 1. Q をビコムパクト空間， 8を9の連績函数からなる 1を含

むベクト）V束で 9 の任衣の二勁は府のある函数で粟なつた値がとられると

する。 このとき 9 上の任慈の布界述紐函数は府の函敷で一様に近似され・

る。

紅明。 <p(p) を 9 上の任意．の有界連絞函数とする。 1~<p(p)~O のとき

定匹を設明すれば充分である， 9が1::."'コムパクトであるから 9の開集合の

甚底として (f(p)>OJ, o~f~1, /E~ の形で典へられるものをとることが

麟る。 O~/~l を祁足する府の函数で [<p(p)~ ¾J. i=l, 2, …, n, で
, 1, [<p(p)~ 号］で。•となるものを加）とするとき。 ・

l<p(p)-1翫 (p>I旦
n n 

となる。 ‘ 以上。

注衣。 府が-:ff理敗を作川NIIとする群束の楊に於ても柿助定理 1が成ゞ／：す

るてとは上の記隅111~から「'.!明。
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補助定理 2. Q 及び納をビコムパクト空間，行と和とを夫々 9及び

島上のすべての有界連禎函敷からなるベクトJV束とする。行と ijlがベク

9 卜JV束的同型で 1が 1に到應するとき 9 と島とは位相・的に嗚等である。

瞭明。 Pを 9 の任慈の一励とする。 pを零幽とする行のすべての連績

釦敷の全盟を mp),で表す。 mP>に到應する和のすべての連頼函数は唯一
勘 Plを共通の零とする和のすべての蓮績函数からなることが容易に證朋

される。 pに Piを到應させるとき 9 と !J1とは位相的に到等となる。

何者， feij,fie和が互に到應するとする。 f(p)=.<と四くとき f-lには

Ji-lが針應し /1(P1)=lとなることから容易に判る。 ー 以上。

, ‘‘ベクト JV束の表現"に於て主イデヤJVによるものと正規イデヤJVによる

ものとを考へた。耶ち L を (1•完全ベクト JV束且箪位 eが存在するとする。

主イデヤJVの作る a-フ・一JV代敷 P の表現ブー;v空間を Q,正規イデヤJVの

作る定全フ・ーJV代敷 N の表現フ..—JV空間を !J1 とする。 e を恒等的に 1 に

なるやうに L を 9 及び fl1上の連績函数で表現する。 9 から表現函敷で

分躁空間を作るには eに開して有界な要索に到底する表現函数だけを考へれ

ば充分であるから !Jは !J1の分躍空間となり且 9上のすべての有界連績ヽ

函数が表現函数になる。従て !J上への表現は補助定理 2が示す様に箪獨的

に定まるビコムパクト空間上の表現である。アJVキメデス的ベクトJV束の場

合も表現空間を表現函散から分離空間を作るとき箪位 eを恒等的に 1にす

るやうな箪獨的に定まるビコムパクト空間への表現になることが判る。

§6. 腐萎の牧欲及び有界性。 ヽ ． 

Lを完全ベクト JV束， 9をその表現プーJV空間， 211を 9上殆ど到る所有

限な値をとる連禎函散の作る完全ベ・クト JV束とする。 L を 9上の連釈函敷・

で表現し％に埋馘する。

定理 1. Eを Lの部分集合とする。・次の二つの命題は同義である。

(1°) E は％で束的有界である。 • 

ぼ） 別を Lの任衣の主ィ？令ルのと者その(0)でない部分主イデ・ヤ

JV~!i が；仔在し妬への E のJJt影は束的有界である。
證明。

. (1) 前田文女，小笠）i瑣次郊：前褐。
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(1")→ (2") の證。 E の任在の要索”につき 1 叫 ~h, he妙とする。

~{=~(e) と殴く。 h(p*)=O のとき (2") の成立は自明。然らざるときは正敗．．

nと某本開集合〇．が存在して 0上 J.,(p*)> 0, li(p*)~nfc(p*) が成立する。
0の特性函敷を <p(いとするとき fe(p*)rp(p*)'.に應ずる Lの要索を匂と
すると妬=~He1) とすれば (20) が成立する。
. (2")→ (1")の證。 h(p*) =tu. b. (1iz1(p*) ; -~e E) と匹く。 h(p*)が殆ど有

限値をとるときは (1")が成立する。そうでない場合には (p*;h(*)= +co) 

と到等な某本開集合を 0 とずる。 0の部分甚本開集合 01(その特性函敷
e1 e L). が存在しそこである咋E に到し＇釦 (t)>Oが成立する。．かやうな

一つののに贅し e=f叫f""'¥e1と訳くと 2!=2!(e)に到し最早 (2")は成立しな

ぃ。 • 以上。
定理 1の條件 (20)を滴足する L の部分集合 Eは炭義の束的有昇であ
ると云ふ。

定迎 2. Lの要索列｛叫と要素廷L について次の二つの命題ほ同義

である。

(1°) x". → X (o)が％で成立する。
(20) ~(を L の任滋の主イデヤ ;v とするとき (0) でない？［の部分主

．ィ・ デヤ JV~Ii ・が存在し P<icふ→P研 (o) が成立する。

il登IJJI。 (1")→ (2"')の證。・ 定理 1、から虹に翌j しその部分主イデヤjv~{1

がイi在し叱への｛ぉ，，｝，”の射影は束的布界となるから (20)が成立する。

(2")→ (10)の證。 (ii*; 匝 /z,.(p*)圭た(μ*))が第一稲集合となることが前
n->oo 

庄哩 1の後半の諒明と同様に示される。 ・ 、 、• 以上。

・ 定理 2 の條件 (2"') を油足するとき {x,.} は X~こ炭義の (o)地：欽をする

と云ふ。

定理 3. Lの要素列｛叫が咋L に (o)-牧放する條件は {x,Jーが束的

布昇で”に放議の (o)敗飲をなすことである。

第三・章環 束

§l.・::.:: 環束。

環箪位 0 もつ累 Rが次の條件を滴足するとさ環束といふ。

(l) R liltf求である。
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(2) eは群束の箪位である。即ち e>Oで x>O,xeRのとき e0x>O

となること。

(3) x > o, y > O; :r:, y e R のとき呵~o.

特にアJVキメデス的公理を滴足するときアJVキメデス的環束といふ。第 3• 

節まで環束とはアJV キメデス的とする。尚完全環束， (1•完全環束等の窪義も

自明のことと恩ふ。本章の目的は表現空間を通して環束の可換性及び連禎函

敷による表現(1) を論ずることである。•

§2. 各要素が箪位 eに関して有界な環束。

Gを箪位 eもち各要索がeに閥して有界な群束とする。 Gの任意二要素
の間に配分の法則が成立るやうな積が定義され， eが萩の箪位となる。即ち

a,b,ce Gのとき
‘’ 

a(b+c)=ab+ac, (b+c)a.=ba+ca ea=ae=a 

が成立し a>O,·b>O のとき ab~O を諜足するものとする。

精について結合の法則を低定しない。 この條件のもとに積の性質を調べて

見る。補助定理の形でその性質を述べると

補助定理 1. Gが完全ベクトだ束のとき萩は可換である。

證明。 a>O, b>Oのとき ab=baを證明すればよい。更に-:,bはeに

闘する特性要索の正有理敗係敷の一次的結合で eに闘して一様に近似する
ことが出来るから a,bが特性要索のとき證明すれば充分である。 このと送

ab~a,r"\b が成立するから e を恒等的に 1 ならしめるやう G を表現ブー；

JV空間上の連組函敗で表視すると

fab(p*)~/a(p*)/6(\>*) 

が成立する。 e-a=a'とすると a',bについて

la'6(p*)~la•Cv*)f,,(v*) 
この二式を過々相加へて

/1,(p*)~/b(p*) 

となるから fa1,(μ*)= fa(¥.'*)Ji,(μ*)が成立する。 aとbとを入れかへて考へる
ことにより /ai,(¥,l*)= /1, .. (})*)即ち ab=baが成立する。 • 以上。

補助定理 2~ Gが完全ベクト）り束のとき eを恒等的 1ならしめる様G
--・- .. 一ー・..一...

(1) 11.1野秀五郎： P1-oc. Phys.-Math. Soc. Ja1:ian 23 (19-11), 485-511 に於ても同様な1閉因が
取仮はれて）.;;-るu
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をその表現プーJV空間の述紐函敗で表現するとイ丘在の a,beGに針しfab(p*)

= fa(p*)fb(p*)となる。

證明。 特性要素 a,bについて成立することから容易に證明される。

• 以上。

補助定理 3.・aがアJVキメデス的群束のとき萩 a,bは可換である。

證明。 第一章 §3,の方法で有理敗からなる作用固をもつ Grを作り同所

の記法で［い］•［い］一｀ゅ］と定めるとき Gr につき G に設けた
本節の始めの仮定が成立する。従て最初から G=Grとして差支ない。 Gを

完全に含む完全ベクト JV束の極I卜なもの G* を考へる。第二窄 §4の所論

から G* の任滋の淡索がには11向集介を臨敗とする eに閥して一様有界
な {aふ {wa},aa, WaeGを適償にとり

I が一 a』三叫， a</1 のとき叫 ~'I,じji, A叫=O

ならしめることが出来る。この性質を使つて G*の要素の間に極限方法で杭

の定義を檄大すれば補助定理1から姉助定理 3の成立が分る。 以上。

ぶ？勁定理 4. GがアJVキメデス的のとき e を恒等的に 1となる様に G

の表現空間の辿紐函敗で G を表現すると任謡の a,bEGに到し

fab(p *) = fa(V *迅(p*)
が成立する。

誼明。 柚助定理 2,3から。 ' • • • • 以上。

定理。 各要素が eに閥して7ff界なア）Vキメデス的環束 R(科の結合律を

似定する必要はな½')は常に可換で箪獨的に定まるビコムパクト空間の有界

述絞函敗娯と菜束的同型に表現される。特に Gが有理数からなる作川園を

もつときは籾密な述紐函敗環で攻束的詞型に表現される。

證明。 定理の前半は補助定理 3,4に依つて自明。定理の後半は補助定理

3, 4と第二済'i:§5の所論から容易に證明出来る。 以上；．． ｀ 

§3. I姦哀の可挽性とその表現。

R をア）Vキメデス的環束とする。 §2の定理を一般にして論ずるため若干

の1庸助定狸から始める。

料叫J定坦 1. a> 0, ・ 且つ eにf紺して布界のとき

(a幻）+={(tぉ）-i-, •·(a:i;)_ =a叫

応1✓i . 
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證明。 a~ne とする。匹=ax+ー邸＿，匹+ n匹_~n(x+n x_) =O. 

以上。•

補助定理 2. x>Oのとき x=V(x nne). ,. 

證明。 xe2((e)=Rから第一章 §2補助定理 5から容易に證明される。

以上。•

補助定理 3. a>Oを eに闊して有界，任意の x>Oに剪し拓=xr.ne

と訊くと匹=Vax,.. ,. 

＼證明。 a~me とすると/\ (ax-·ax,.)_~m /¥ (← Xn)=Oから。 以上。

補助定理 4. x>O, y>O, 切y=Oならば:x_ny=O. 

瓢。,x~= x rime,_釦=yn neとするとき XmYn;$ 1切=Oから％釦=O.

x,,., y,. Iまeに闘して有界であるから §2の定理から％＾釦=O.従て第一

釣'i:§1補助定理 10と本節補助定理 3から xny=O.• 以上。

糀助定珪 5. a>Oがeに闘して有界のときが>Oに到して af"'¥x=O
ならば aか=O.

證明。 匹=xnneと骰<-・と a~x,. ~a rix=O且 aとx,.は e.に随し

て布界従て §2の定理から已=0従て補助定理8から邸=:==O, 以上。

補助定理 6. Rが有理敗からなる作用圃をもつならばが>0,妬↓0のと

・き窃”↓ 0~ . 

證明。 Rをeが恒等的 1となる様に R の表現ブーJV空間 9上の連絞
函敷で表現する。任窪の自然敷mに蜀して Xm=Xrime,X缶＝か―Xmと翫く。

誓 lμ*で f.,(μ*)<mとするときその期の近傍虹（別＇は正規イテ：切 v).で

f郎）<m となり従て別上で f.,~(µ*)=O となる。従て任寇の正の有理敷入

に対し 2£r,2{(x箪’―le)+>=(0). eに閥して有界な別の任寇の正要索 Uを

とる。 un(必―).e)+=O=(四な一.<U)+(補助定理 1,5). 従て U必三畑． 然

るに iは任立であるから囮:,=O. 故に it(必加—J.e)_+~(1l必叫—).ith= 

（ール）+=O (補助定理1). 従て itri (x~11Y11 —J.e)+-=O (補助定理4). . これから

彰遺（（なl—砥） =O となる。即ち µ"'e 別のとき J~;,.uCl>*)=O. 故に
f.,11,.(¥>*)===f.,,,,.11,.(lJ*), Xmは1f界であるから似→ 0 のとき如恥↓ 0が成立

する。従て第一種集合を除い_-cf,,11,.<v*>↓ 0なることが判る。これからか恥↓0
が成立することになる。 以上。
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定理 1. アJVキメデス的環束 R は可換である。

證明。 R を §2に於ける様に,ff理敷を作用圃とする釈束に痰大して考へ

る。従て始めから R は有理敷からなる作用園をもつ揚合を考へればよい。

の>O,y>Oのと送幻y=yxを證明すれば充分である。のが eに閥して有界

のと送は y,.-=yn neと訊くと §2の定理を使って

窃,=V年 =Vy.芯＝匹

ぉが有界でないと者は/¥(幻y-窃n)=I¥の(y-y,.)=O(補助定理 6)から判＝

V巫 =Vy迎 =y幻を得る。 以上。

糀勅定理 1. アJVキ；デス的環束 R の訊位 eが恒等的に1となるやう

に R の表現フ、,-;v空間 9上の連禎函敷で R を表現するとき，第一種集合

．を除いて'

fo:y(lJ*) = f,,,(p*)fuClJ*) 

が成立する。 I -

設明。 x>O, y>Oをして證明すれば充分である。 x,yが eに閥して有

界のときは §2の定理から本補助定理が成立する。の，y の何れか例べtま”

は eに闊して有界 yは1J界でないとすると妬=neハyと骰いてオ粛助定理3

を位つて

·1石(µ*)=把f~u,.(μ*) = f,,(p*)肥l.,.(μ*)=J;郎）Ju(μ*) 
A、

が第一種集を除いて成立する。幼Y訪）何れも布界でないときは再び同じ方法

を繰返せばよ’い。 以上。・

宝理 2. アJVキ、メデス的環束 R は箪獨的に定まるビコムパクト空間の第

一稼集合上を除いて有限値をとる連頼函敷族の環束に依つて哀束的同型に表

現される。

證明。 捕助定理 7及び第二章 §5の所論から。 以上。

定迎 3. 訊位eもつアJVキメデス的詳束 Gは必要あるときは Gを披大

して eを環訊位とする環束に製大することが出来る。且つ萩は G上では箪

獨的に定まる。

盆叫。 定理 2 を使って• 以上。

L を}'μ.位 eをもつアJVキメデス的ベクトJV束とし eが1豆等的に 1・になる

杜にその表り監JIH!J上の連舷薗敷でL を表JJJする。 ;i;を Lの任登:(/_)要索
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としすべての有理敷入につき VC2畑一入2)が在在するとき之を x2と定める。

之を表現笙；問の上で考へると 9上のすべての連禎函敗の完全ベクトJV束％

では l.u. b. (2,lf,,(p"')-J.2)= {f,,(p*)}2 なる。従て之に應ずる Lの要索が存．

在するとき之を炉と定めることである。 I』の表現に固有な上述の表現空間

の分隣空間を考へても呼の表現函敷はのの表現函敷の自乗となる。 x,yの

1 
萩として窃=--{の十y)2ー(x―y)りで定義するのが Rieszの萩の定義(1)の方

4 

法であり， Rieszの税に閥する性買はこれから明瞭になる。

§4. 有限次元の環束。

Rを宜敗よりなる作川園をもつ布限次元即ち一次的獨立な要素の敗が打限

な環束とする。 ア炉キメデス的公理を代敷的性質で究めるため，始め Rに

ア炉キメデス的公理を｛股定せずに進む。 Rbで eに閥して有界な要索からな

る Rの部分環束とする。

補助定理・1. Rbの、辰払は eに牒する無限I卜の全髄と一致する。

誼明。 のを eに閥して無限I卜とする。砧炉．．．が 0でないとする。この

と _,,'さ x>Oとして一般性を失はない。何者 Ix" I= I x l"が容易に證明出来る

から。 x"flしまがに闘して無限小となることから有限個の炉の一次的緒合

が o_となtlばその係数は悉く 0 となり矛盾が起る。即ち無限小製索は⇔
塔元となる。”が無限I卜のとき ax,四も無限,1ヽ，従:.c_¥J 塔元となるから

0 は根北に凪す。逆に根店に屈する任謡の要素”は無限I卜である。之を證明

するには x>〇として呼=0のときのが無限I卜なることを證明すれば充分

である。 (1 を任衣の正敷とすると呼―,h<O 従て（、に一ae)+~(~+o.e)(か一 iヽe)+

= (ii-― ,le)+=O 従て x~ae となりのは無r,iv卜となる。 以上。,- . 

定理 1. 凡に於ては“ア）Vキメデ吋内公理,, と“半箪綽"とは[nl義で

ある。

證明。 柚助定埋 1から。 以上。．．

袖助定理 2. RbがアJVキメデス的公理を油足するとき R=Rbが成立す

，る。 aマ

泣明。 凡がア）V ,. メデス的公理を計i'J足すると送は凡は完全環束(2)とな

(1) I<'. Ricsz: Acta Szcgcd 10 (19-11), !>. 

(2) 小笠闊滋:x.n~: オ温;11 {li/l fil 17年）， 127. .. 



“ 小笠原蘇次郎

るから宜敗全閤の作る環束の直萩となることは §3に述べた表現論から容易

に判る。 eを原始ウ等元 Bi,i=l, 2, ... nに分解する。今 RがアJVキメデ

ス的でないとすると正要素 x,y が存在して任意の正敗 a に到し X~ay>O

が成立する。 Yr-.ei > 0を滴足する e、をとると yr-.e,=).e,).>0の形に書

かれる。従て x~ae., xei=xが任滋の正敷 aについて成立するとして差支

ない。 これから ,fl~ax, ..• となる。この無限大的性質が矛府を起すことは

補助定理 1の證明中と同様に論ずることが出来る。 R がアJVキメデス的と

なると R は完全環束となり各要索が箪位に闘して有界となることは自明で

ある : 以上。

定理 2. R ガア炉キノデス的となる條件は⇔零元の非在（或は x>Oの

と苔炉>O)である。

館明。 補助定理 1,2から。 以上。

定迎 3. R が可換のとき‘‘アJV~ メデス的公迎"と“半箪純,,とは同義

である。

證明。 補助完理 1,2から・ 以上。

~ti限次元でない哀束では定理 3 は成立しない。例へばすべての宜係数の一

ゥ級敗を若へ之を陪害的に順序づけ積として Cauchy萩をとるとアJVキメデ

ス的でないがウ苓元は存在しない。

第四章ペクトル値測度

§1. ベクトル餡測度。

A を完全フ・ー）V代敗， 9 をその表現フ・ーJV空問とする。

第二布ではかやうな 9 を完全ブーJV空間と呼んだ。 Aの要索 a・に到應す

る 9の甚本開集合を Oaで表す。 9の某本即集合を含む誠I卜の Borel族を

沿とする。

LをアJVキメデ碓9ベクト;v束， μ(a),a e A を A上で定義された Lを
杭域とする完杢加法的ベクト JV値函散とする。即ち a=図a,..,an "・am=O, 

(n =!= m)のと送 p(a)=図μ(a,.),((0)-匝限で）が成立することを椴定する・。今

μ(Oa)=11(a.)とtr,'.嶋いて 9 の枯本開集介上のベクトJV値集合飢散を定義すると

定迎 1. p(Oa) ぱ氾上の完全•加法的ベクト JV値集合函訟こ｛廣大される。

面も恢大の仕方は唯一通りに限る。
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證明。 Ee氾とする。第二章 §1の所論から E=OdP(基本開集合と第

一種集合の到稲差）の形で表すことが出来る。 μ(E)=:=μ(0) と骰くと E=

~E,., Eぷ~=O, (n=l=m)のとき E,.=On.d凡とするとき O,Onに到應する

Aの要索を a,a11 とすると a~Va,., an r, am=O, (n =I= m)となることは容

易に判るから μ_(E)= p(0) =~µ(On)=~ μ(E, 霞）となる。今 v(E)をμ(Oa)の

氾上での搬大とし μ(E)=v(E)となるおの要索の全盟を況とすると

(i) Ee況のとき E咋況， (ii)En e呪， E,.Em=O(n4=m) のとき ~E.•咽

(iii) Oa e況の成立は明である。従て第二章 §1補助定理 2に依つて氾＝況

となる。 • • 以上。“

μ(a) ?: 0, a e A のとき µ(E)~o, Ee >aとなる。特に a=I= 0 のとき
μ(a)>Oとなるならば μ(E)=O,E沿と E は氾に凪する第一種集合とは

同義である。

血をおの集合と第一種集合を除いて一致する(~ の代りに某本開集合，

或は Borel集合をとつても同義）集合の族とする。第二章では殴に脳する

集合のことを可測集合と呼んだ。｀

定理 2. μ(Oa)は四上の完全加法的ベクトJV値集合函敷に製大される。

證明。 Ee9Jlは E=OJPの形で表されるから μ(E)=μ(O)と骰ばよい。

これが完全加法的となることは定理 1と同論法で證明される。

Lが完全ベクトJV束で 9がその表現空間のときを考へる。 Lが箪位eを

もつとき正規イデヤJV別への射影 P,ueは正規イデ了だの完全プー.JV代敷

N上の完全加法的ベクトJV値函敷である。これから 9の任立の可測集合に

到し定理 2 に依つて測度が典へられる~l) 之を 9 のベクト JV値測度函敗と

いふ。

以上完全フ"r-JV代敗の表間プーだ空間に到して論じたが Aが、ブーJV代

敷で 9が A の表現空間の揚合にも同様の結果が得られる。

吹に A をフ＊ーJV代敷， 9をその表現空間， Lを Kantorovitchの衣味での

Ki 型正則ベクト JV束とする~2, μ(a)をA上で定義された Lを値域とする
束的有界な加法的函敷とする。従前通り p.(Oa)= p.(a)と骰くと ．． 

(1) 前lfl文友，小笠匝蔵次郎： 前褐。
(2) L. Kantorovitch : RecuP.il Math. 49 (19-10), 209--284特に 211ジ{_,Yr-1:: 正J!i]ペクトル束

ともいふ.,1,\J第 .:::{j~ 第二な §1を見よ。
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定理 3. 加法的集合函敗 μ(Oa)は 9のBorel集合族上の完全加法的集合

函数に搬大される。・

證明。 µ(Oa)~O として證明ずれば充分である。何者，、一般の場合はµの

正及負部分について論ずればよいから。 f'O,E及びそれに添敷をつげて夫

々開集合，某本開集合，一般の集合を表 ': にする。

p*(G_)= V {t』(0); 0 c:: G} , /・,・:]) = I¥ {p*(G); E c:: G} 

と散いて

(1°)µ(GサG2)+µ*(Gふ）~ µ*(Gi)+1~*(G2) 

(10)の證。 0 c:: Gけ伍， 01c:: G1G2なる任衣の 0,01をとる。 02をo,
と索な 0の部分で 0-Gzc:: 02 c::.G1を糊足するやうにとる。 Oa=0-02と

定めると

p(O) + p(01) =μ(02) +μ(01)+μ(Oa) = p(Oけ·02)+µ(0a)~µ*(Gi)+µ*(Gz)

の成立から (10)が揺叫される。

(2°) G と 0が互に索のときい(G+O)=μ*(G)+μ(O)

(20)の？忍 。1CGなる任立の。1をとり 02=0凸 0 とする。 μ(01)+

µ(0)~p*(G+O) これからが(G)+!-'-(0)~が(G+O).

然るに (10) から Iド(G)+p(O)~が(G+O)故に (20)が成立する。

(30) 瓦と品が互に索のときが(E:サ品）=:μ*(E,)+p*(島）

(3つ）の唸。 E2が開集合のとき OCE2なる任在の 0に到し μ*(E叶品）

~ μ*(E1+0)=11*(E1)+/'(0). 従て p*(Eサ・E2)?;,_μ*(E1)+p*(E2). (1°)に依

つて (30)が成立する。一般の楊合には G:::>E:サ品なる任衣の G をとり

Gi°=応と定めるとが(G)~I』*(E1 + GG1) =μ* (E1) +μ* (GGぶ~µ*(尻）+μ*(E: ふ

これから (30)の成立が證明される。

次に可測集介に定義を典へる。 Eが 9のすべての部分集合 X に対して

μ*(X)=μ*(XE)千11*(X炉）

が成立するとき Eを可測と云ふ。

(,1°) Eが可油1のとき Ee・ も可測である。．

(40)の設。 殆どH明。

(50) 瓦，E2が可測のとき Ee日E2,E1E2も可測でが(E:叶品）+μ*(E1島）

＝が(E1)+p(E2)が成立する。
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(50)の證。 μl(E)=μ*(XE), μ;.(E)=μ*(X)-μ*(XEC)と骰くと可測の條

件は心(E)=μx*(E)となる。 (10)から

必(E叶恥）+μ1(.E; 品）三成(EJ+fJ~EJ

阪.(E叶E2)+11x*(E1励） ~I』X*(E1)+Px*(E2) 

が成立する。この式から容易に (50)の成立が判る。．

以上で可測集合は盟 (Korper)を作ることが判る。

(6°> on集介は可測である。．
(60)の證。・ (30)と可測の定義から。

(79) G=エGれのとき μ*(G);$~ μ*(G,.) 

('t)の證。 Gの柿集合を Fとし G,.・を FCGaなる任衣の開集合とす

る。 9 は Gaと有限個の G,.で被覆されるから

µ(!l)=µ*(G)+µ*(F)~IドCGa)+~µ*(Gn}

これから (7°)が證明される。

(8°) E=図 E,、のとき µ*(E)~図p*(E,.)

(80)の證。 Lが正則でぁることから正要索 eが廿在して(1)各の E,.fこ

到し

μ*(E,.) ;$µ*(G11)~ μ*(E,.)+-!_e, .: は任意の正敷
. 2" . 

なる広が存在する。 (70)を使つて

µ*(E}~ が（区 G,.)~ 区 µ*(G.,.)~図が（凪）+.:e 

これから (80)の成立が判る。

、(90) 尻， n=i,2, …が可測のとき図E,.も可測でもし Eaが互に索な

らば p*(エ尻）＝図μ*(尻）

(90)の證。 可測集合が囮を作ることから E,.が互に索として證明すれば

ょい。 (50)の記法を使つて (80)から

バ(~E,.)~~ μl{尻），

また瓜·*(~E,.)~ ~Px*(E,.) が容蒻に證明出来るから (90) が成立する。

μ*(E)は某本開集介の上では、μ(Oa)と一致することは自明。これから定理

3の成立が容易に判る。 以上。

(1) I、.Kantorovitch: Rccueil Math .• 11.1 (1937), 12l-1G8. 定氾 27+a.
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集合函数の掠大に開する E.Hopfの定理(1)もKi型正只ljベクトJV束を値

域とする集合函散に到して披張することが出来る。

§2. 正則ペクトル束の表現プール空問。

L を箪位 eをもつ Ke-型正則ベクト JV束， 9 を L の表現空間とし， ,89

を第一稀集合を除いて有限値をとる連紐函敗の全盟とする。％が完全ベク．

トJV束であることは第二章 §1で證明したが直に次の定理が成立する。・.

定迎。 E!Jfま氏型正則ベクトJV束(1)である。

瞭明。 Lを eが恒等的に 1となる様に表現空間 9上の述頼函数で表現

し品に埋蔵する。％の要素は”或は f.. (}J*)等で表す。第 1節で定義し

た 9の可測集合の洞度姻数をμ とすると 9上の可測函敗に到し Lebesgue-

Stieltjes萩分が定義される。”心に勢し p(幻)= r _lb_(りし~
, l+lfx(}J*) I 

dp換言す

II, 竺．（江一ればー を表す島の要素を p(x)とすると p(x)eL, 0~p徊） ~e
1 + IJ12;(JJ*) I 

が成立する。これについて次のことがいへる。

(J.) p(~) 2: o, か=Oのときに限り p佃）=O. 
(2) p(,i:+y)~p(x)+p(y). . ,, 

(3) I叫<IYIのとき p(x)< p(y), Iのl=IYIのときゆ）=p(y). 

(4)年↓ 0のとき p(叫↓ 0. 

(5)~i;n > 0, Xn↑ 十0 のとき
lim lim p(Xn+p―ぬ）>.O 
n->00 p-

lim lim p(J.x,.) > 0 
k>O n・>oo 

但し， limは (o)-Iimを衣味する。

Kantorovitchの證明法(3)を多少修正して％が氏型正則ベクト炉束とな

ることが認明出来る。それには次に述べる二三の注窪で充分であらう。

(1°) Eを％の1.f:滋の部分集合とすると Eの可附函部分集合 E'が存

在して V(幻咋E)=V(x; 咋 E.1).m

(10)の誼。 Eが正要索からなるとき證明：すればよい。 E=:=V (か；が：E) 

(1) A. Kolrnogoro『: GriindbegrijJe der Wa.h.rsclte・inl・ichkeitsrechm111g, Berlin, 1933, 
15--16頁。・
(2) Kantorovitch: Rccucil Math. 49 (19,W), 200--28,1, 特に 211頁。
(3) J.,. K[lniorovitch : Hccucil Math. 44 (1~:n), 121--168, 特に 1•17-150.



ベクトル束論 (I) 69 

と骰く。 L が正則であるから<a>E の可附番部分集合 {x.. }が存在し z=;:

V p(x,.)が成立する。

1/,,,..(p*) I I I. u. b./,,,,.(p*) I 
” ・= f屈）=I. u. b. 

,. l+lf (p*) I 
"'n 
1+ IL u. b:/,,, (p*) I 
” ” 

が殆ど到る所で（第一種集合を除いてと同義）成立つ。

Vx,.= + coのとき VC幻廷E)=+co となることは自明。 Vx,.=ye船

のときは上の等式から

血＊）＝―頃むL
1+1/iv*>I' 

殆ど到る所で，

これから p(y)=zとなる，任怠の咋E を考へる。明かに

xv y = V (x,. v y) , 従て z= V p(x,. v y) 

これから上と同論法で p(y)=z=p(xvy)故に (3)から y=xvyPIJちy=

V(x; 咋 E)となる。

この改明から判る様に V(x;が辺')=+coのときでも 9上の函数として

・考へると殆ど到る所で Vx,.と一致することを注立する。

. p(叫岱，．．．ふ）=V(巫）； l~i~n) と定めると叫→0 (o)の條件は．
lim p(x,., 知 1,…，X,n)=Oとなることに吋しては上述の Kantorovitchの證明
叫いOO

を殆どそのまヽ成立つ。

(20) :i:,, ↓ 〇， X炉↓ 知 (k→ OO のとき）からな→0 (o). なる列｛心｝が

1-i: 在する。

(20)の證。 p(x炉）一 p(叫 ~p(X~k) ― x,.} から K → 0 のとき p(心）↓ p(叫．

従て L の正則性(1) から正要素リが~(I在し

p(x~ 炉）一~p(xn)~占y; kn<kが 1 n=l,2,3, ... 
これから

p(ぶ， :l~白訊…ふ）） ~p(Xn; Xn+h…％）＋ ・

ぶ，/p(店）一p(叫）印(:>.ふ，知1~…叫+2!孔

これから硲炉→0 (o)が成立することが判る。

(1) L. Kantorovitch: 前掲，定四 27+a•. ; 
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(3°) E を 211の部分集合で1梵数列に｝につき)."-→0が成立つとき
{x,.}を Eの部分列とすると i,.x,.→ 0 (o). この命題が Eについ

て成立するとき Eは (O)有界である。

(3うの證。 Eが正裂索からなり有限個の部分集合と共にその結びを含む

と考證明すれば充分である。 この場合に％↑+oo, x,.eE とする。 また

).n↓ 0 なる任意の宜数列を考へる。 (5) から， limp(l?"Xn) = Zm と餃くと,. __ 

な~z>O なる z が存在する。このとき正要素 y が存在し

心％）江—圭y, nm< nm+':_ m=-1, 2, 3, ... 

が戊立つ炉然るに AmXn,,.→ 0 (o)であるから甑→～とすると

りz>Oに反する。故に Eは (o)宥界である。

第二絹半順序線形空間

第一章作用素の披大定理

§1. Hahn-Banach型定理。・

ぢs;0とな
以上。

定珪 1. Xを線形空間， Yを完全ベクトJV束とする。如）を Yを値域

とする X上の函数で

p(公1十物） ~p(叫）+p(叫， tが正敷のとき p(紐）=tp(叫

沢戊立つとする。 ‘ • 

今 f(x)を Y を値域とする X の部分線形空間 X。上の線形函放で X。

上で /(-;r;)~如）が成立するときこの闊係を保在して｝に）を X上の線形函
数 F(x)に披大される。即ち X。上で F(の）=J(x), X 上で F(;,;)~p(t) が成

立つ線形函数 F(x)が打在する。

證明。 Banachに従って(1)殆ど文字通り證明を行へばよい。 以上。

定理 2. 定理 1 に於て X をベクト JV束で， p(の）~;更に 1 叫 ~lx-zlのと
老 p(x1)~p(硲）が成立つとき定理 1 の F(の）は正則である。

注窓。 F(x)が正則とは正綜形函敷を優函敷としてもつことをいふ。その

ための條件は1阻足の正災索”に針し (F(x');I x'I ;;;; 池）が束的有界のことで

あろ ~3)

(I) Kantorovitch: 削掲，定珂 274a.
(2) S. Banach, 1'h紬 ・i.edes opみ・ati珈 sli-neares, (1節2),28頁。

. (2) L. Kantorovitch, Recueil Malh. _ 7 (1940), 特に 219-223頁。．
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證明。 lx'l~x のとき IF(x') I~p(x) が成立つことから容易に判る。

以上。

Yを完全ベクト炉束とするとき y叶iyい/1,Y2 E Yの形で表される要索の全

憫を Zで表し Zを通例の方法で線形空間とし 1い十iyzl=V(c幽＋伶釦； Ci, 今

は cI+ci=lを糊足する任衣の宜敷）と定めるとき Zを複索ペクト）V束と云

ひZ=Y+iYで表す。 Bohnenblust,Sobczyk<0に倣つて次の定理を瞭明する。

定理 3. ?Cをノ JVムの定義された抜索線形空間， Y を完全ベクト）V束，
Z=Y+iYとする。 p(の）が Yを1直域とする X上の函敷で

p(x)=p(ll叫I), v(x1 +~)~p(叫+p(叫， 正敷 tに封し v(如）=_tp(x), 

が成立つとする。

今 f(x) を Z を値域とする， X の複索部分線形空間 x~ 上の複索線形函敷
で lf<x>にごp(x) を淵足するものとする。 このとき X 上の複索線形函敷

F(x)で、・

X。上で,F(x)=f(の）， X 上で·IF(叫 I~p(x>

を糊足するものが仔在する。

證明。 f佃）=/1(x)+鋲(x),/1(x), h.(x)は f(x)の宜及び虚部分とすれば， X。

上でf2(x)=. --:-11(訟）が成立することが容易に判る。而も i/1に） l~f<の） I~p(x) 

が成立するから定理 1による /1(の）の披大を尻（叫と股き F(の）＝尻（叫一

iF1(加）と定めこれが問題の F(x)となることを證明すればよい。先ずぉEx;。
のとき f(x)=F(x) となることは定義から明である。次に が：xのとき
F1(ei'1x) =cos a・F1(の）+sinaF1(iぉ）となるから lcoso.F1に）+sinaF1(加） I~p(eiax) 

=p(x)従て

l F(x) I~p(x). - 以上。・

定理 4. X を (1•完全ベクト）V束， W=X+-iX,Yを完全ベクト JV束， Z=.

Y+iYとする。 p(w)を Yを値域とする W 上の餡敗で

p(iり）=p(lw I), p(wサ叫） ~p(叫）+p(i叫， 正敗 tに針して p(tw)=tp(w) 

が成立するとする。

今 f(w)を W の似素部分線形空間 W。上で定義され Zを値域とする複

索線形函敷とし lf(w)I名ヽv(w)・が成立つものとする。このとき W 上で定没

(1) Bolmenblust-Sobozyk, Bull. A. M. S. 44 (1933), 91-93, 
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され Zを値城とする複索線形函敗 F(w)で W。上で F(w)=f(iv),W 上で

I F(w) I~p(w) となるものが存在する。

證明。 定理 3の證明に準ず。 以上。

§2. 正線形函数の攘大。

定理 1. X をベクトIV束， X。を,xの部分線形空間で任寇の咋X に翌｝
し x~;$ の三揺’が成立つ函，叫~€Xi。が存在するとする。 Y を完全ベクトJV
束とし，f(x)を X。で定義され Yを値域とする正線形函敷とする。このと

きX。上で f(公）と一致する X上の正線形函敗が存在する。

證明。 Krein-Smulian の證明法(1) による。”を X。に凪しな~x の任意

の要素とする。玲三釘三叫', 碕，叫~eXi。とすると f(叫）;$!(叫＇）となるから

V(f<叫）； x~~ の，叫eXo) ;$ y~I\ (!(~') ; ~'?, 訊幻~'E ぷ）を滴足する yeY

が存在する。カヽヽる一つの yをとる。 X。と”を含む最小の線形空間を X1

とするとぷの任応の要索叫は X1=X゜十枷， Xo€X, tは宜敗，の形で表され

る。 f此）=f(叫+tyと定めると苔八(x)はふ上の花線函数であることが容｀

品に判る。本定理の證明はこれから容易である。 • 以上。

定理 2. x;。をアJVキメデスがJベクトJV束， X を X。を含む極1Jヽ完全ベク

トJV束， Yを完全ベクト J_V束とする。 Yを値域とする， X。上の正線形函数

f(x)は X上の正線形函敗に披大される。

證明。 前定理から。 ． 以上。

アJVキメデス的ベクトJV束 X。に次の方法で極限概念を披げる。任寇の有

向集合を添敗とする束的有界な X。の部分集合 {x,..}ががe.x;。にふ牧飲す

るとは l 研-xal~1Va を濶足し応噸とき叫:;;; Wp 且・、Vw≪=〇となる X。
の部分集合 {wa}が仔在すること定める。 X。上の正線形函敗 /(:i;)がこの

ふ栢限で述禎のとき即ち上の瘍合に l¥f(wa)=?が成立するときは定理 2の

恢大は訊獨的に定まる。

• 第二章応ntorovitch空問

§1. Ifant~rovitch 空問。

X をベクトJV束とする。若し Yの各要素のに宜敗 II叫［が対應し

(1) Krein-Smulian, Annals of Muth .. 41 (1940), 658頁。
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(1)·llxll~o, x=Oのときに限り II叫l=O.

(2) llxi十疫 1l~llx』 +I頃 11.

(3) aが宜敷のとき II叫 =lalllxll.

(4) I 叫三国のとき !lx11l~II如I.

(5) 叫↓0のとき llx』→o. 

73 

(6) Xn~Xn+l n=l, 2, 3, ● 且つ {II叫｝が有界のとき Vx.. 存在する¥0

口のうち (1)ー(4)が成立つと送 X ・Vムの附けられた半順序空間とい

ひ，科IXが完俯のとき X を Banach束といふ。 (1)一(6)が成立すると者

X を Kantorovitch空間，或は簡訊に K空間ど云ふ。 Kー空間の性質を刷ベ

る。

糀助定理 1. Kー空間は a-完全ベクトJV束である。

證明。 0~ 叫;Sx, n = 1, 2, 3, ... のとき V叫の存在を證明すれば充分で
” 

ある。益＝研V窃豆… VXn と腔くと O~x:~ 必,+1~X が成立ち！！必II名訟l
となるから (6)により V必即ち V心が存在する。 以上。

” 
莉劫定理 2. Xが K空間のとき叫→ (o) ならばに—叫→0. 

詭明。 骰定から 1如ー”ピ印ら， a・は0なる｛＃｝が存在する。従て(4),(5) 

から II如ーxii→0が成立つ。 以上。

稲劫定理 3. l! くー空間は完備である。

瓢。 limllx,.-xmll=O とする。｛叫の部分列｛”心を四<Pn+u, 
m, n->oo・ 

n=l, ~• 3, ..• , ~i >四のとき llxp11― Xml1~1-;- なるやうにとる。←lxv1I+ 

lxp,-XP1 I+・・・+I Xp,. ―”な1I と置くと (6) により Vx~ 、；、べ存在する。これから

(o)-~~ 四Xp.,.の存在が判る。これをのとすると柚助定理2により llxp,.—xi! → 0. 

従て !Ix,.―xi! →0か成立つ。 以上。

甜助定理 4. ]◄ ー空間に於ては位相的牧飲（或は {t)-牧飲）はノJンムでの牧

飲と，束的JI父欽（或は(0)-1枚飲）は複ノJVムでのI枚飲と一致する。

注寇。 複/JVムでの収然とは II功，X2,·•• 叫1=11(は !vi 硲llv··•vl~i;,.lll と

閻いて lim!Ix几,X,.+1,... , の，,.ll=Oが成立つとき {x,.}は複ノ Jンムで 0に収飲
11.m->心〇

すると云ふ。ド虞で叫→ (゚/;)と許く。 1 

證［りl。 ．じ、，→0 (t) とすれば (t)敗然の定義から {;1•、,}の任愁立）ri:t: 分吹］は 0
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に (o)牧飲する部分列をもつ。補助定理 2を使つて l!x,.II→ o. 逆に II叫→0, 
のとき柿助定理 3の證明から判る様に｛％｝の任衣の部分列ぱ (o)敷：欽部

分列をもつ。故に””→0 (t). 吹に拓→0 (k) とするとき (6)から元,.=

V(lxml; m~n) が存在し，歪れ↓ 0 なることが知られるから如→0 (o). 逆に

叫→0 (o) とすると上に定義した祐について Xnt 0が成立ち，これから
Xn→ O (k)が容易に判る。 以。

稲助定理 5. Kー空間が可分のとき束的箪位をもつ。

證明。 調密可附番集合を {xn} とし正数列％を適醤にとり ~an は、 I が
(o)飲するやうにとる。これを eと餃くと eが束的部位となる。何吝正要索'

”につきがヽe=O とする。”に (o)地：欽する {xn}の部分列を｛必｝とす

ると“交り"の述頼性から Xr'¥炉=O即ち x=Oとなる。 以上。

K-・空間と正則ベクト JV束の闘係を調べるため次の條1生を思ひ出す~1)

完全ペクトJV束について次の條件を考へる。

(a) {En}を有限或は無限の枢限 (o)-limV(かが尻）．が-{:f:在する束的有
界部分集合列とする。 このとき En-(/_)打限部分集合 E~ が存在し (o)-

lim V佃；江Eか）=(O)-lim V佃；咋E)が成立つ。

cm vc幻尻）＝十=n=l, 2, 3, ... が成立つ部分集合 Enに到し有限部分、
集合 E、：が叩起 V(V(の；がE:,))=+ooが成立つ。

11 

(r) 部分集合 Eについて任江の 0に牧欽する宜敗列｛入n}に到し如何な

Eからの要素列｛叫｝をとるも常に .A.nX謬→0 (o)が成立つならば Eは束的

布界である。

このうち (a)の成立つとと正則ベクト・JV束或は Ki型正則ベクトJV束と

云ひ，（、z),(r)が成立すると送狭義の正則ベクト・JV束或は氏型正則ベクトJV

束と云ふ。

祁切J定理 6. 可分な K-空間は完全ベクトJV束で (a),(/1), (r)を滴足する。

即ち狭茂の正則ベクトJV束である。

瓢。 X を可分］（•空間とする。 E. を X の任恋の部分集合とすると E

に於て0揺な叩H番部分集合 E'力珀在する。もし V(幻咋四）=·+~ の

(1) L. Kantm・ovitch, Rccucil Math, 44 (1937), 138, Recueil Math. 40 (ll.110), 211. 
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ときは明に V(x;咋 E)=+ooとなり。又 V<幻炸E')=x0eXとすると

Eの任衣の要素のに到しこれに (o)敷激する E'の要素列｛必｝が存在す

る。これから容易に広こむ。が判る。故に Xo=V (x; のeE)となる。 (r)の成

立つことは (6)を使つて容易に判る。 (a)の成立つことを見るには E,.の有

1 限部分集合 E~ を IIV (x ; x e E,,)-V (ぷ；炸 E~)II~一ーで定めればよい。
2..' 

((})は他の性質から出る。 • 以上。

補助定理 7. K-空間の任立の可附番部分集合に剖し之を含む可分部分 K-

空間が11-在する'o

證明。 X を K—空間，｛％｝を X の要索列とする。正敷列 {a,.} を涸常に

とり }.Jfl,, は』が (0)牧欽するやうにする。之を eと置いて Xの主イデヤ

JV~{(e) を考へると容易に別(e) 自身が Kー空間となるから最初から X が束

的箪位 eをもち各要索％が¢ に闊して有昇と椴定してよい。 eが恒等的

に 1となる様に X を主イデヤJVによる方法で(1) I:.:.~::r .t、パクト空間の述禎函

敗で表現し｛叩｝に対應する述禎函敗にぶる分離空間 9 を考へる。 9はコ

ムパクトfit証空間となるからその上の有界連預函敷の全囮は一様位相で可

分，従て之に翌J應する Xの要索の全囮を X。とすると X。は可分な Xの部

分ベクト）V束となる。 4心の計址的完俯化をふとしふが問題の可分 Iくー空

問となることを示せばよい゜ぶが可分，ベクト炉束で (1)一(4)を滴足する

ことは容昴に分る。 X1で心↓ 0のとき Xに於ても加↓0となる。何者X

で x'=Ax冗と詔くと Xn↓ぷとなり!.!Xnーバ→0 となるからかx~ 従て
x'=Oとなる。故に II叫Iー・>Oが成立つ。 (6)についても同様に證明される。

• 以上。‘•

注寇。 補助定理6の證明からぷの部分集合Eが可分のとき V<ぉ；xeE) 

はふに於ても Xに於ても同一の要素を表す。

定理 1. K竺間に於て束的有界な集合は弱コムパクトである。

注窪。 こヽの弱コソパクトは制阪的弱コムパクトの訟。

賄明。 K生問が可分のとき證明すれば充分である。 X を訊位 eをもつ可

分 K-空間，｛叫を l 叫 ~e なる列とする。 X が可分であるから•その共椀

鉗IIJXのなかに可附香集介からなる X の全身；介 (totalset)が--{fl在する。

(1) 前 Ill 文女，小笠原牒・大郎，本誌 1~(昭和 17 年）3
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従て X の連紐正線形汎函敷 F(ぉ）が存在し x~O, F(ぉ）=Oのときの=Oと

なる。 XをXの表現フ＊ーJV空間 9上の連禎函敷で而も eが恒等的に 1と

なる様に表現する。叩を 9 の可測集合族としベクトJV値測度函敷を p.(E),

E幽とする。 m(E)= F(p.(E))と骰くと切(E)は跛上の完全加法的測鹿

函敷で m(E}=O と Eが第一種集合とは同義となる。年に渕應する 9上

の連紐函敗を J.. (p*)と詔くと IJ.. (v*) I~1 となる。 F(,i:..)= f,.(p*)dmと害J ， 
かれることから可萩分函敷の作る L 空間の揚合の定理(1)を使つて次の事が

判る。可測函敗 f(v*),lf(v*) I~I が存在し任意の有界可測函数叩＊）に到

し部分互rJJ;ぶ）につ応て f/~,(p*)rp(p*}dm • J f(p*)年）伽． 今 G(x) を， 
任在の連絞正線形汎函敷とするとき m'(E}=G~p.(E}) と骰く。 m(E)=O の

とき悩(E)=Oとなるから飢'(E)= j rp(p*)dm, f(p*)は可測函敷，の形に表
E 

される。正敷.).を充分大にとり E。=(v*; I f{p*) I~;. と樅くとき m!(Ei。)<e .)  .、

ならしめる。 G(石）=I; ぶ）dm'= f~_·J, ぶ）灼~µ*)dm+し砂*)~加＇と置い
て容易に limG(x.,.,)= f(v*)d訊＇となることが判る。従て f(p*)に應ずる X！ D 
の淡索をのとすると l 叫 ~e 且 limG(知）=G(叫．次に任意~の Gぷは正線

形汎函敗の淡となるから定理 2が完全に證明された。 • 以上。；

定匹 2. K空間は弱完備である。・

證明。 K-&; 間が可分でその箪位 eに閥して {x,.}が有界とし任意の GeX.

について limG(x,.)が布限確定のと送 limG(x.,.) = G(幻）なる炸Xが存在す

ること證明すればよい。・

前定理の事1中の記法を踏製すると f,.(p*), は有界な述禎函敷である。

() J G p(E) = rj,dm, <J,(p*)は可洞函敷と骰くと G(x,,)= f,,(p*)if(p*)血となり
E 

Jim J,;: 詑dm が•j作に1確するから fj.1d,n は一様絶翌!~禎となる炉 ~(p') が
有界可測のとき ,p(p*)に対應する Xの要索が存在する。即ち jfcpdmが， 
x、_)要索のに到應する函数を f(p*)として連籾正線形、汎函数となる。何者

(1) N. Dunfold, Compositio・Math. 5 (1939), 6:15-646, 定洲 3.
(2) 8. Saks: Trans. Amc1・. Math. Soc. 35 (1:)33), !)66-970. 
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I f(ll*) I 訊とすると IJ/cpd叫 ~Mj lfldm=MF(I 叫） ~MIIF~II の II とな
IJ 

るからである。故に可釈分函敗空間の定理から可測函敷/(μ*)が什在し任窪

の有界可測函数呻＊）に到して

limし互dm=)j<pdm
となる。 QA=(p*; Q~f(p*) 印） と図く。 in.iv*>を Q-QAで 0QAで

J .. (p*)となる函数，それに到應する X の要素をむ．』とする。同様に f(p*)

に針し f.ip*),X, Aを定義する。明かに可測集合 E に到し

lim j f, 遺 *)¢(p*)dm
E 

は有限確定で有界な <p(p*)について ／
 

吋 fn.l'-Pd加= f.Arpdm , , ・ , L 
これから m(E)<J のとき 1しい(µ*)¢(p*)dni·1~e'. I JEム(μ*)¢,(p*)d・mI< e . 
ならしめ得る。従て

砂(n.Av*)り(p*)dm~ff血*)¢(µ*)dm
が成立する。即ち limG(xn, J.) = G(x, i). {IIがI} は有界であるから !Iがl~c と

” 
すると llx.J~c が成立する。故に (6) から max (f(p*), 0)に到應する X

の要索が仔在する。 min(/(μ*), 0)についても同様にして結局 /(p*) に賛

肥する Xの要素が存在することを知る。これをぉとする。 limG(x,.) = G(x) 
” 

なることは上と同様に證明される。 以上。

定理 3. K芸間は狭茂の正月ljベクトJV束である。

證明。 Xを K空間とし E を Xのイ止なの部分集合とするとき Eの可

附番部分集合 E'が在在し V(x ; x e E') = A (x~ おeE)の證明すれば補助定

理 6 の諭怯で X が狭義の直,1~ クト JV束になる。 ((f,).も成立する）。その
ためには E が正要素からなりその任訟の有限部分集合と共にその結びを含

むものとして一般性を失ばない、。 (Hx!I;x e E)が布界でないときは明に Eは

虹,.II→+co なる＇{叩｝を含むから E,"= {叫とすれば V(: ℃；咋E')=

V(x; XE{t)が成立つ。大に (llぶII;如eE)が仔界のとき砧を Eの可附滸
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個の要素の 1.u. b. からなる全盟とするとき朋に 1.u. b. (II X II ; が€瓦）=1. u. b. 

(!IのII;のeE). 

この共通の上端を Mとして .E2=(x;llill=M, 炸 E1)と定める。品の要

索の中に最大なものが什在することを證明すれば E'の存在が判ることにな

る。広の中に最大要索が存在しないとすると，第一級及び第二級の順序数を

派敷とする列｛叫，（の4€E2, a<[1のときx,.<x~) が存在する。釦=y,i+l-y,i

繹＜と・き、l!y,.11>0 で｛叫は非可附番であるから正数 iが存在して，9

無敷に多くの Yaについて llY;1ll>lが成立する。かやうな Ya、の列｛リa鵡｝，

(a,.< Un+1)をとる。 (x,.Jを考へると (6)から Vx.. ,. が存在する。このとき

II西，,-Vxanl¥→0が成立しなければならないと共に ll℃ ― • "n V Xa,.U~II恥ll>l

となるから矛后が起る。

定郡 3により Iくー空間は Kantorovitch-Vulichmの島型空問と同義にな

ることが判る。 KantorovitchIま！叫<l叫のとき l!:t:11!< llx2llが成立する

K空間を特に B2型空間と呼んだ。

訟. Banach束と K空問。

X をノ炉ムの附けられたや即芋線形空間とする。 Xの共祝空間 Xの要索
f(:,;)が Xのすぺての正要素”に到し f(の） ;;:;:o を満足するとき J~O と定
める。 、

1罪認理 1.xは完全ベクトJV束である。
證明。 Jぷのとき f の正部分 f+ は定義により·x~O のとき!+(:>;)=
I. u. b. (J(x'); 0~x'~ 丘）従て lf+(x)I~l!fll U叫lが成立する。任衣の xeX

についても If上）I ;$. l!f ii II X IIとなるから fぷr.これに依つて Xはベクト
炉束となることが判る。主た Eを束的有界な Xの部分集合としその I.u. b. 

が Xに屈するこどが［可論怯で證明される。 以上。 .• 

記り定理 2.. X は Banach束である。

疇。 先づ Jexのと送 llfll=ll・IJIIIの謡。 Iiiにつ応て次の二つの性質，(3)

即ち (1°)If(幻） l~.lfl (!;1:J) (2°) x>Oのとき IJ!(x)=I.u:b.(!f(x')_l; I ぷ l~x),

を町慮するならば容易に lllflll=l.u.'.b.(IJl(lx!); tlxll=l)=I.u.b.-(IJ(x')I; 

(1) L. Kantorovitch, B. Vulich: Compositio Math. 5 (1987), 120. 
(2) I、.Kantorovilch:. Rccucil Math. It、1,(1937), 163. 
(3) I、.Kantorovitch : Rccueil Math. 7 (19-10), 訟2-223.
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II かl=l)=llfll なることが判る。また !/l~lol のとき IIJll~llgfi も同様に

證明される。 Xがノ JVムについて完備であるから補助定理 2が成立するこ

とが判る。 • • 以上c
--

補助定理 3. X を X の中に通常の方法で埋蔵するとき X は笈の部分

ベクト束となる。

證叫任謡の X.;つ正要索 f に針し f(x)~0 が成立するときら~o な

ること， 及"CJ: f (; ーとこ）= I. u. b. (f'(叫；〇 ~f'~f, I'ぷ）を證明すればよい。

X->Oとすると考ふと直交する Xの全閣は正規イデヤJVを作る。これを

X。とし y=x。+tふ，).● i;E ふ，のとき f(y)=tll叫1 と定める響と l/(y}i~IIYII と

なる。 fを X上にノムJVを裟へないやうに檄大する。これを矢張り fで表

認いでfの汗瑯分を gとすると g(叫）=O, a(叫）>Oとなる。依て g匂
=-a(, ℃ __) < 0 となる。従てすべての正要索 f に到し /(x)~_o のときは

疇0 となる。宍こ上；ご考へた X。と， x~ の生成する主ィデャJV・xlを考へ
y=Xo十叫；叩X。 ;•:1 Eふに野し Xの正痰索 f(x)から g(-y)=f(Xo)によっ

て g(y).を定義し次、,,,-cX上にノム）Vを綾へない様に披大し，これを矢張り

{]で表して f'=fr-. (']ッ 0) を作るとき。 ~f'~f 且 f'(x)=f(妬）となる.o

また任、の。 ~f'~f なる f' に針しては f'(~じ） ~f'(む） ~Iに）となるか

らJ(ふ）=Lu. b. (f'V・）；〇 ~f'~f) となる。 以上。

一補助定狸 3に依つて Xは，完全ベ・クト JV束を作る Banach束 Xに埋政

されることが判つたc

こそからしてもノJンムの附けられた半順序線形空間は遥常用ひら．孔るノJV

ムによる完俯化にとつて Banach束となる。 ． 

定理 1. X を Ba唸 ch束とする。 Xヵ:;IC-空間なるための條•［中は X が弱

完備なることである：

證明。 §1で K-空間は弱完餅iなることを的明した。 次に X を弱完備

Banach 束とする。 ~1 の性買 (6) についてみるに。;$x,. ;$叱，+1n=l,2, ..• 

且 llx,.11~M とすると送打滋の X の正要索 f~こ翌牙,Llimf(:'l・,,)は有限節定，

従てff:謡の /EX; こついてこのことが成立するから岱，は X のある述索

例へば幻に¼::\l['J.欣すろ,{(滋の X(J)]E嗅索fに対しf(;じ，，）三j(.し・）となる
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から Xn~X が成立つ。次に x,.~ぷ， n=l,2, …とするとき正要索 Jex
に討し f(x)= limf(x,.)~f(x'), これからぢ丘＇と・なる。故にぉ =Vx,.とな

る。 X の箪位球に X の要索による弱位相を典へるときビコムパクトにな

る炉これから。 ~fiぷ且 llfll~l なる f の全盟を r とすると考 r もピ

コムパクトになる。今％↓ 0とすると送％は 0に弱牧飲することが容易

に示される。 r上でf(Xn)をfの函敷と考へるとき迎絨函敷を表し n→+ 00 
のとき訊調に 0に牧欽する。 Diniの定理を使つてこの牧飲が一様であるこ

と叩ち llxnll→0 なることが知られる。故に §1の (5)の性質が成立する。

これから Xが K-空間になることが判る。 以上。

Banach空間が正則のとき弱完備となるから

定理 2. Banach空間として正則な Banach束は K生間である。

定理 3. 一様凸性をもつ Banach束は Kー空間である。

諒門。 一様凸性をもつ Ban!lch 空間は Banach 空間として正則である~2)

従て定理 2から定珂 3の成立が判る。 以上。

§3. Banach束とその正則怯。．

可分 Banach~間が正則となる條件は局所弱コムパク「である。これはよ

く知られた事であるが一般な Banach空間に於ても局所弱コムパクトガ正則

となるための條件か否かは末知の間題である。然し Banach束に鉗してはこ

の問四が肯定的に痔決されることを本節で述べる。

X を Banach束， Xをその共椀 Banach束とする。 H が X の部分集合

のと考 IT'"ですぺての x.:Hに翌．｝し IFl(I叫）=Oとなる Xの要索 Fの

知砂表す。 IIが Xの音[S分集介のときには H""でずべての F.:IIに対し

!Fl(! のl)=Oとなる X の要索”の全開を表す。

脳冗凜珪 1. Ile: Xのとき Hやは Xの正規イデ和Vである。

證明。 H"'"'が Xの正規線形部分空間となることは殆ど自明である。従て

Xの正要素 Fヵ{H""のlE要索のある集合｛凡｝の上路のと送 F吐R、な

ることを證明すれは充分である。

これも」孔＇店の定義から殆ど AJ]である。

(1) I、.Ala叫 u: Annals of Math. 41 (WlU), 252-267, 定課 1_-3.
(2) D. Milman: C. R URSS, 20 (1~38), 2,13--2-16. 

以上。
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補助定理 2. Xが正則ベクトJV束のとき Xの閉ぢた正規形部分空間は正

規イデャ）Vである。

證明。 H を Xの閉ぢた正規線形部分空間とする。ジを H の正要索の

ある集合の上端とすると ・xは H.の正要索列のノJVムによる椒限となるか

ら(l)炸 H となり，従て H は正規イデヤだとなる炉

糀助定理 3. Hc:X. で且 X が正則ベクト）V束のとき H'I.~ は Xの正規

イデヤJVである。

揺明。 補助定理 2を使つて。 以上。

定理 1. Xが正則ベクト JV束のとき X と Xの正規イデヤJVは 1-1到

應をなし同じ表現フ＊ーJV空間をもつ。

證明。 ~(を X の正規イデヤJV とするとき明かに別 c2r~ヽ 幸. :l.~o€ ~.... な

る正要索 :l'.。を考へる。 Fを％ーで正値をとる Xの任寇の要素とし兄(x)=

F(P'lf. .... ~ じ）と定めると F1E~("'"' 且 !F1! (!~:o!)>O となるから％点別や竺故に

~=~r"'"'". 
次におを X の任滋の正規イデヤJV とする。明かに想 c::お‘竺お =t=~"''''I:ヽ・

とすると .GE5<3'" "'", 町なる正要素 Gが存在する。 aを G(a)>Oを滴足

する正要索とする。 G(a)=G(b), O<b~a なる b ので·證を B_ とすると

b砂2EBのとき G(a)-G(b1r辺）=G((a-b1) v (a・ ーゆ） ~G(a-b1)+G(a-b2)

=Oの成立から b1.r..b2eB なることが判る。今 C= A (b ; b E B) とすると
如↓Cなる Bの箪調列｛如｝が:f{在する。故に G(a)=G(c). 後窄に示す定

理(3)に依つて任衣の FEおに針し F(c)=O即ち CE氾士となるから Gが8'"""" 

となる。

故に想＝想‘‘‘となる。

以上で~(→茫，氾→的に依つて X と X の正規イデ和Vの 1-1 野

應の成立が判つた。これから容昴に別→ ~("'" ...'氾→沿'"... • に依つて X と

Xの正規イデヤJVの作る完全ブーJV代敷 N,Nの「nJ型が知られる。従て X

とXの表現ブーJV空間は同一になる。 • 以上。

定理 1 の仮定のもとに X の表現フ~-}吃繍りを 9 とし， {ea} を a=I= /1の・

(l) I、.Kantorovitch : Recudl Math. 44 (1937), 139, 定兜 23a.
(2) 第一紺第一J~ §1柚Jl}J定迎 3.

(3) 針汗'I卒 §1柿Jl}j定）阻 8.
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とき ear'le戸=0,{ear=(O) を滴足する X の正要索の集合とする。 eaを

~((ea) に針應する 9 の某本開梨合 .!Ja の特性函敷となる様に X を表現する。

記述を簡箪にするため {ea}が唯一個の要素からなるとき，即ち Xが輩位 e

をもつ塩合を考へ eを 9の特性函敷になる様に X を表現する。こめとき

μ(E)をベクト）V値測度函敷とする。 Xの正要索の集合｛尻｝を上述の {ea}

と同じ性質をもつやうにとる。別(Fa)に対應する（定理 1.で述べた同型到應

で） Xの主イデャだの生成要素を eに闘する特性要索(l)eaに選ぶ。 ma(E)=

（）  Fa p(E) とすると Eが eaに封應する某本開集合 O"と共通踏を有しない
ときは叫E)=O となる。 G灌(Fa) なる任衣の G をとる。 G(μ(E)) は

叫~)に脳してぷ邑競連級となるので G(~(E))_=j cp(μ*)d叫となる .!J-Oa
. 1l 

で 0となる可測函数 rp(p*)が存在する。 rp(μ*)を連紹函放として選ぶ。.z. の

とき呻＊）は Gに賛し箪獨的に定まる。且つ G(x)= j f..(μ*)rp似）dmaが成
!J 

立つ。 iを任意の宜敗とすると送別((G-エ））に到應する Xの主イデャ）V

は上の式から (v*;r-(v*)-l < ofと針等な甚本即集合の特性函数に毀應す

る Xの正要索で生成される主イデヤ）Vである。

従て瓦を祝の特性函敷となる表現に於て G.・Iま <p(μ*)で表現されるこ

とが判る。任窃の G についてはその ic(Fa)への射影を G"とするとき Ga

に野應する rpu(p*)から吼獨的に定まる連紐函敷が G に到應ずる・。

．定珪 2. X とXが共に K空間のとき X は Banachふ間として正則で

ある。

證明。 x,x,、では共に同一の表現プーJV空間 9 をもつ。（定理 1から）。

X の淡索を上に述べた方法で •Q 上の迎積函敷に依つて表現するとき X の

要索に対應する連紐函数は f.,(p*)になることが容易に確められる。従て X

は gのIXIぢたIE嵐線型部分空間を作り且 X のすべての要索と直交する X

の正要素が;(f-在しないことが判る。今知,X,E$Xなる正要索 Eが存在す
るとすると， 0~ぢ念なる X のずべての要索を考へる。 II のll~UEII からかや

うな幻の上端を X。とすると :t~。 EX で烏=2―r。と骰くと気は X に直交

(1) a r. b=O, a+li=eのとさ、tを eに1俎ナる特性要索と云ふ。
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＝ 
する正要素となるり矛府が起る。故に X=X即ち X は Banach空団とし

て正則である。

定理 3: Banach束 Xが正則となるための條件は Xが局所弱コムパクト

となることである。

證明。 Xが弱コムパクトのときは X も局所弱ゴムパクトであ砂叉局

所弱コムパクトのときは弱完備であるこ ．朋である。従て ・x,x的ぶこ

k空間となるから定理 2に依り X は正則である。必要條件であることは自

朋 。・ • 以上、

定理 4. Banach束 x,xが共に弱完備のとき X は正則である。

證明。 x,xが共に K-空間になるから，定理 2により Xは正則になる。

以上。

定理 5. K—空間が局所弱コムパクトのとき Banach 空間として正Jlljでお

る。

泣明。 庄理 3から。 • 以上。

§4. K笠問に於けるエルゴード定理。

定理 1. Tを Kー空間 X を X自身の内へ移す斎岐形作用索且つ IIT"に5:c, 
n=l, 2, 3, ... なる岱数 Cが存在するとする。今ア）1/要素”について {T'な｝

n==l, 2, 3, ... が束的布界のとき

Tx+T知＋…十T効
n 

は n→十00 のとき Xの一要素に強牧欽する。

證明。 I(.(空間に於ては束的有昇な集合は弱コムパクトである。従てNffl

氏の平均エJVゴード定理から(2)木定理の成立が判る。

定理 2. T を K空間 X を X 自我の内へ移す線形作用索且つ各々の

XEXについて {T"x}n=l, 2, 3, …が (o)屯界のとき

T心十T2;-c+…+T"x
n 

は n→十 00 のとき (o)敗飲をなす。

證明。 IITnll~c, n~1,·2, …が成立つ常．敷： Cが存在する。

(1) V. Gantmaclwr um! V. Smulian: C. R. URSS, 17 (19:17), 91-9-1, 定理 3.
(2) K. Yosida:'.'j"i[_': じ}H:『;:氣!!J~, 14 (r:"[HU 13°1'), 29'2--2v8. 
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Tx=(o)-lim Tx+T袖十…+T冠 Tx+T伝十…十T"x-(o)-lim 
n~+oo n n->+oo n 
～ 

と沢くと知はノ JV ムで”の連禎函数である~l)

~ ~ ~、~.~ 四=T(→） ~O_, T(叶リ）~Tx十 Ty

が成立つことは自明である。

x,.= Tx+T'-a:+…+T咄・'
n 

と慨くと定理 1により凸は Xの一要索・xに強牧飲する。

”―元＝”―”が十””―己

から、 ~ ~ ~ T(か-x)~T(x―叫）+T(xnー元）．

然るに x'=x―％と骰くと IX喝 ~Xo として，
.,, 

I四'+T烈十'…+Tm門＜蓋IT知ーT,,,.+kxl<~ 
切ー. m .=節 :1・。

～ 
の成立から T(x-x,.)=Oとなることが判る。

故に 炊”― 元）:;; T(xn ― ii) ・・

然るに !I:<后 -xii→0のため n→+=のとき釈x,.-x)→ 0 (t}. 
～ 

故に T(x一氏）
～ 

=Oとなる。また T元＝己であるから Tx=O.

~ ~ ~ 
従て Tx~T(か一元）+Tx=O 

即ちー
Tx+T2x+・・・+T咄

一ーは n→+coのとき (o)牧飲することが判る。
n 

以上。

次に X を箪位 eをもつ K芸；間とする。 eが恒等的に 1になる様に X

をそD表現ブーJV空間 9上の述紐函敗で表現する。 9 上殆ど到る所有限値

をとる 9上の述級函数の全盟を％とし X を％に埋蔵する。％の要索

は”或はfか）等で表す。-上吐ー
1+1叫
は Xに凪することから島に計批を邪

入して界型空間にする•ことが出来る。叩ち

鵡 =I青贔II

(1) K. Yo::Ja: 1ii図ら:'::I:院記事， 16(昭fn15年）， 280-28,t,定四 l.
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と定義すると p(x)は

(1) p(叫 ~O, x=Oのときに限り p(x)=O.

(2) p(叶y)~p(x)+p(y).

(3) IX I~:1 y I のとき p(x)~p(y)
(4j Xn↓ 0のとき p(叫→O

(5) のふ ~o. 伍↑ 千co.のとき

-lim limp(知 r古）>O 
n--p->+oo 

lim limp()心，,)>O
l->0 n➔+oo 

(6) x,., 江 X且 II咋ーXII→0のとき p(,c,.ーの）→o

を滴足する。

85 

此等の條件が湖足されることの證明ほ容易になされるから此虞では略す

る。前 (t)牧飲と pによる計址での牧飲と一致する。かやうにして Xから

誘尊された空間％を Xの誘祁 S-空間といふ。誘邪 S-空間はまた Xから

計批 pに依つて完備化によつて得られたものとも見倣される。

誘罪 S空間の按をかりて吉田氏の事lエ戸プード定理(1)を K-空間で論ず・

ることが且l来る。

第三章條件 (L)を滞足するペクトル束

.§1. ・條件 (L). . . 

ベクト JV束 Xが

(L): (o)速紐正線形汎函敷列 {F,ふ；）｝が在在し任衣の正・要索の訊犀靱IJ

初三咋~--· に到し limF .. 似）＜十 0 のとき V邸が存在する~2)
N-:>= 

麟足するとき X を Bochner束或図織 (L)を祁足するベクト）v束とい

ふ。

例へば O~t~l 上の可秋分函数の作る L 空間は :i;(t) を可積分函敷とす

るとき F(尤）として『x(t)dtをとれ：ま (L)を利；足することが判る。列繹I

゜(s)に到しては F,.(x)として”の第 n滸目の限椋を表すものとすれば (L)

を悩i足する。

(1) K. Yosida: i沼阿/J:'d:院芯Ji:,16 (哨租 15年）， 280-23,1,定環 2.
(2) S. Bochner: Proc. Nat. Acad. Sci. 2G (10.W), 29-31: 
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猜助定理 1. Bochner束は <J-完全ベクト）V束である。

證明。 條件 (L)から容易に判る。 、以上。

補助定理 2. Bochner束に於てすべての nについて條件 (L)の函敷 Fn

に対し凡(lxl)=Oが成立つとき x=Oとなる。

證朋。知=NII叫と既くと凡（のN)=N凡（国）=O となるから V録が存

在する。これから lxi=O従て炉=Oが成立つ。 • 以上。

補助定理 3. Bochner束に於て. .J叫<Iv!のとを條件 (L)の何れか一つの

函敗 Fnに到し凡（国）＜凡<lvl>が成立つ。

／ 證明。 補助定理 2を使つて。 以上。

Xが Bochner束のとき Xの各要索ぉに宜敷心）を次の式で定める。
()0 

p(x)=~-ー
1 瓦（国）
1 2" 1十凡<I叫）←

このとき以上の有n助定理から直に次のことが判る。
(1) p(a;)=p(I 叫） ~o の=0 のときに限り p(①）=Oとなる。

(2) p(叶~)印(x)+p(y). -

(3) l叫<IYIのとき印）<p(y). 

(4) X11↓ 0のと送 p(x,.)→o・ 、

(5) Xn > 0 X,. ↑ 十00 のとき

lim lim p(x,. 十P―x,.)>O
冗←>co~>〇

lim lim p(A知）>O 
A-►0 n->oo 

定理 1. Bochner 束は狭義の正月I~ベクト JV束であるi・0

證明。 上述の (1)ー (5)が成立することから第二章 §1の (a),(r)が成立

する完全ベクト JV束になる~l>• 以．。

益助定理 4. X を Bochner束とするとき次のことが成立つ。

(1°) E を X の位送の部分集合とするとき E の可附番部分集令庁

か存在して V(x;xeE)か有限たると無限たるとに開せず V(幻

X€ E').;, V(の； xeE): 

(2") X lま pによる計址で完俯である。

. (1) L. Kantorovitch: Rccueil Math. 2 (ln~7), 147-153. 



ベクトル京諭 (I) 87 

(30) 叫→(o)と limp(拓，年1,…Xm)=Oとは同義。こヽに p(Xi,窃，．．．心
n,m--

=p(l叫 Vは!v・・・vlxn!)を表す。

(40) 叫→0 (t) と p(Xn)→ 0 とは同義。即ち位相的牧飲と Pによる計

址的牧飲は同義である。

證明。 Kan torovi tchの所論から炉

補助定理 5.、Bochner束の正規イデヤJVは Bochner束である。従て主ィ

デ切りま Bochner束である。

證明。 Bochner束の正規イデヤJVが條件 (L)を糊足することは殆ど自明

である 以上。

定理 2. Bochner束に於ては束的有界な集合は弱コムパクトである。・

注衣。 玄女で“弱コソパクト,,は Banach空間に於けると同様の寇味で使

用される。詳籾は證明から明になる。

泣明。 X を B帥ach束とし， I-Iを束的有界な X の部分集合とする。補

助定理 5 に依つて H が箪位 e をもち xeH に翌J- し 1 叫 ~e が成立つ楊合

につき證明すれば充分である。

先づ eが恒等的に 1になる様に X をその表現プーJV空間 9上の連紐函

敷で表現する。 μ(E)を .Q$可測集合族上で定義せられたペクト炉値測鹿函

数とする。條件 (L}の凡に駕し叫(E)=F,.(μ(E))を定めると砒(E)は

完全加怯的測度函敷となり補助定理 2に依つてすべての几について m,.(E)
co 

·=o と E が第一種集合とは同義になる。正敗列 {aれ｝を ~a,.1叩(!J) が1枚欽
. . 1 

co 

する様にとり m(E)=図a,.mn(E)に依つて完全加法的測度函数 -in(E)を邪
l 

入すると 1n(E)=OとEが第一稲集合とは同義になり‘‘殆ど到る所”を雨
奇fl("測J変 0を除いて"と“第一稲集合を除いて")に解しても混乱が起ら

ない。 ＇ 
ノ．

次に f(p*) を 9 上の可測飢数とし/(~"!<)が加に閥して可萩分の．とき・

f(p*)に針應する X の要素か存在することを證明する。 これには殆ど到る

所で J(\.l*)~0 として論じて淡支ないことは自明である。 J(p*) は各々の切”

にfilr.lしても可積分となることは m の定義から判る。・今 f.v(¥.l*)を自然敗 N

に針し・・

0) I、.Kantorovitch: liiJJ:0 
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/(p*)<Nのとき f如）=/(μ*)、

/(p*)2::Nのとき .f血 *)=N

と定める。 IN(p*Jに到應する Xの要索が存在するから之を邸で表す。こ

のとき

F似）＝！虐）dm,. ， 
が成立つことが判る。 N→00のとき limF.,(知）＜十oo とがるから條件 (L)

'N~ 

に依つて V知 eX. 明に f(p*)は VxNに到應する函敷である。之に依つ
N N・ 

て Xに到幽する 9 上の函敗は m に闊して可積分函敷を悉く含む（殆ど

到る等しい値をとる函敗は同一とみる）。｀

-J.: 述から X の {f:~なの (o)-連頼正則函数<1>F(x)には殆と到る所布限な値を

とる可測函敗 <p(p*) が到應して， 9 上の叩に閥して可秋分な函敷/(~*)に

到應する．咋Xについて

F(x)= j /(μ*)r.p(μ*)d加
!J < 

が成立つことが恕明される。（但しこの遥は一般には成立しない。）そのため

には F(x)の定義域を m に闊して可萩分な函敗に鉗應する X の要素全盟

に限り之を L空間と考へて Fが連紐汎函数になることをみればよい。これ

は殆ど明である。

これから證明の本筋に入る。 Hに剪唐する函数は殆ど到る所抱翌値が高々

1に等しい。｛％｝を H の任、なの列としそれに應ずる函敷を f,.(μ*)とする。

L空間の定理(2)から {f.. }の部分列 {f.. ,}が存在して任意の打界可測函敗

¢(p*)に対し

c10> r四j/ぶ）¢(μ*)佃=j/C~*)<f(p*klm 

．が成立つ 9上の可積分函敷 f(p*)(明に lf(p*)I~1) が存在する。 f(P*) に

闊態する Xの要索をのとすると任慈の (o)翌紐正則線形互L函敗下に朗し

. lim F(:i.-,,)=F(x) 

. n->oo . 

となる 以上。

注衣。 定理の證I月中 (lo)から次のことが判る。加に闊して紐対値のn莱

(1) L. Kantorovitch : Rccucil Math. 49 (1汎O),219. 
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と共に可秋分な函敷の全骰:i叩ち Hilbert空間ムを考へると In'Iまfに弱牧

飲する。これから F•. Riesz の證明法(1) に依つて f に (o)—牧飲する

a a 

区舷fK, CK~O, 区cK=l
r r 

なる形の列が存在する。 fi,1r Iま如何程にも大きくとることが出来る。

訟．．條件 (L)を涵足する K空間。

條件 (L)を湖足する Kー空間について簡箪な考察を加へる。

、定理 1.X を條件 (L)を満足する訊位をもつ J(-'.空間とすると X は ~JV

ムの造常なつけかへに依つて可積分函敗（ある測度函敷に就て）の空間と同

型；ごなる。

證明。 條仲 (L)に表れる (o)ー連禎正線形求函敷を F,.eXとする。正数

列｛叫を泣laぶ』が牧欽する認ことる。

F=区a,.F.. 

と骰くと F を條件 (L)に表れる (o)ー連絞正線形汎函敷として差支ない。 e

を X の訊位とし e を恒等的 1 となるやう X をその表現フ•一JV空間 9 の連

絞謡数で表現する。 μ(E)を 9の可測集合に鉗し定義されたベクト JV値測度

麟とする。 m(E)= F(µ(E~) と骰くと ni(E)=O と E が第一種集合である

こととが同裟になる。以p*)を xeLに到肥する連績函敷とすると明に F(x)

= /"'(p*)dm となる。逆に f~p*) を f)f(p*)ld節<+oo なる 9 上の任意) 
の可欄函数とすると f(p*)に針等な連禎函敗は Xのある要索の表現になつ

てゐる？それを證明するためには f伽）を負ならざる値をとる連禎函敷とし

て一般性を失はない。今f.,(μ*)= min (f (p*), n) と誼くと明に f,.(p*)に X

のある迎菜叫の表現である。 F(xn)=L虚）d,~< j /(p*)d訊から VxneX
且/(p*)が Vなの表現になることが判る；

次に X に新しいグVムとして 1はIIF=F(I割）を導入する。この新しいノ）V

ムをもつ Xを必で表すと X と一石が共に Kー空間であゐから

1 
M 

II 叫l~!!xllF~.ll,fll叫I

たる正敷 M が{f在する。これから定理の成立が判る。． 以上。

(1) F. Ries?.: Acta Szcgcd. 10 (l!>.U), 14-15. 
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定理2. X を K-!空間とするとき XがノJVムの適常なつけかへで (l)空

間になる條件は X が條件 (L)を洲足する可分空間で弱牧飲と強牧欽が同義

になることである。

證明。 條件が必要であることはよく知られた定理から判る。定理の條件

が淵足されたとする。 X は可分のため箪位 e の存在が判る？゜ ~x;臼なる

腐間は弱コムパクトであるが定理の條f牛からコムパクトになり，従て Xは

列寮間になる。これから前定理と同證朋法で XがノJVムの適’詣なつけかへ
で (l)空間になる，ことが判る。

§3. エルゴード定理。

Bobhner束に於ける一つのエJVゴード定理に就て述ぺる

定理 1. X を Bochner束とする。 Tを X を X 自身に錢換する (t)-述

蹟線形函数とし{I:応［の咋X に到し {Tnx}{n=l,-2, ...)は (o)屯界とする。

このと送

(o)北lim・T;1:+T2x+・・・+T吻
. れ->+.., n 

がイf在する。
～ 

・證明。 T:i;= (o)-T1m — 、T；じ十T2x+…+T"x 四+T知＋…十T"x
-(o)-lim ---

n->+oo n n->OO n 

～ ~ ~ ~ ~ ~ と ;;,:tくと T:e は (t)-51鉛＇饂1敗である ~2) 明に T(x+y)~Tか十 Ty; T: じ=T(一幻）

~o が成立する。

x,.= Tx。+T2x。+…+T冨｀
n 

と骰くと｛心}(n=l, 2, …)は (o)ー有界であるから前節定理 2に依つて弱コ

ムパクトである。 {.r.,、｝の部分列の弱牧飲極恨を元とすると前節定理 2注，

から元は

叫
釦＝込 C,、ぶ;, Cnr~0, Li c,,,.==l r-, 贔

なる形の｛比｝の (o)舟牧飲極限となる。

F(:i;) を任衣の (o)逃禎正線形汎菌数とする。このと送 IT'加l~e として

liF(Ty,、)-F(恥） l謬 c,,,.F(I竺竺芦。I)~ ーg_F(e).
t・ • n 

(1) T. Ogasawara: ・、オ~.:t.. 11 (ln-12), 127-u. 
(2) K. Yo:-ii<la : Wif'!'}', こf:V,,ら迅:1i1:,lo (19-iO), 280-28,1, うi!.J"J!2 •. 
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然るに F(Tx)は”の (o)逃禎線形汎函数であるから

F(Tx)=F(x) 
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となる。従て T元＝るとなり西=Oヽ が成立つことが判る。釦を Tな。の項

で表すと

の形で苫かれる。

と凶くと

~"'' .,., 
Y,l=因 c~江•rx。, C~1・ ~O, :Sc盆=l
r-1 r-l 

,,., 
窃一歪=,ro―~c缶T·"xo+xn

r-1 

~ m'~ ~ 
T(:t·o ―歪） ~~cら.T(xo-Trxo)+T(元..). 

r-1 

然るに Xn.→ 0 (o)となるから n→+coのと考子に）→? (t). 一方←
Xo・・・T富と固くと

.. 
I Ti+T袖＇；ニ・豆",;+I 因 (T•x。-T叫,) I·~ 2r 

n 
I;;;;; 一 en -

／ 

～ T;l+T冠＋・・・十T"'x'
これから一―--・--- ・-―→ 0 (o)が成立つ。故に T(;t0-T富）=O. 

n・ 
1 

硲て T<咋—元） ~T(x,i), n→ +coとして T(xoー研）=O. 故に
Tx,。 ~T(:i~。―元）+'l1(x)=O 

即ちff:窪の咋Xに翌、｝して

(o)-lim -1}吐四圧・・+T"x
n 

が存在することが判る。

第四章抽政 Lp一空問

§1. 追紐函数空問の総形汎函数。

9をビコムンゞクト空間とする。 E及びそれに添敗或は訂符をつけて 9の

Borel集合を， Gに就ても同様の記法で 9の開集合を示す。また m(F)に

就ても同様の記法で完全加怯的宜敗伯集合函敷を表しその全盟を 1llで示

す。特に館に 1n(E)~0 のとき m を測度因敷とい・ひ，更に
(1)・1認J:の E に対し m(E)= lim m((},.), G,. ::::> E 

なる G,.が-YI在するとき ?nばIE則であるといふ。¥ . 

1n~ni' を任滋の E に対し，m(E)~ 叫(E)が成立することと定めるとき
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M は完全ベクト.JV束を作ることは周知である。

補助定理 1. 伽，m'が正則な測度函敷のとき，すべての G に到し飢(G)

二飢'(G) ならば m~m', 特に 1n(.Q)_=m'(Q)が成立つとき飢＝加＇となる。

證明。 (1)から容易に判る。 ＇， • 以上。

菰助定理 2. m, 加＇が測度函敷で切~m' が成'Sf.っとする。 m'が正則な

らげ叩も正則である。

證問）。 (1)から。 以上。

加睛定理 3. 測度函敷 m,切’に蜀し(E;m(E)=O) :::> (E; 飢'(E)=O)の

とき悩が正則ならば m も正則である。 ‘ 

誼Iりl .(1)から。
゜

以上。

仰麟理 4.. 叫， n=l,~, …を正則測度函敗とする。 V叫が存在すると

送¥/{心もIF.比lである。

竺りj。t諜i助定理 3を使って。 • I 以上。

加が正則詞度図敗の姿として表されるとき叩は正則といふ。或は niの絶

勾頴•りが叫!IJのとき ;ti を正則と定義してもよい。正月IJ な m の全閣を: 111/r・ 

で．ー:-~すと

竺哨 1. ?:l, lJlrは共に狭義の正具IJベクト）V束で， Dirは M の茫規イデヤ

だてふる。

的明。 飢E1'.fに翌し llmll=Im l (!?)と定めると， MはKー空間となるから

ill Iま猿茂の.TI:JllJベクト JV束である。 l,Jrについても同様。

,;n=V叫， 0印m迂 11-Irから令籾J定理 4により伽EJ.lfrとなるか・ら第一編

第一掌 §2ネ庸卯諏 3により D1rIま麟規イプヤだとなる。 以上。，

Cを 9上の1i界追紐函敗全監全の作るベクト JV束とし， FをCの任衣の

謬霞汎函敗とする。 F と正則測度函数 m との間に

(2) fU)=r f(p)cl?n, J(p)E C 
“ 

(3) m(G)=l. u. b. (FU); Je S(G}), m(E)= . I. b. (祝(G)';G:::, E) 

に依つて l-c-1翌且悲が在在する。但し S{G)は G の補集合上で 0となる

砧f~l なる /EC の全船を表す。＇ • のことは A.Markoffmに依つて度叫

された。

(1) A. l¥! 昌rnfI: Rccueil Math. 1~,., ぐ塁）， 1G3-四．
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Cの共椀空fillCの要索は正線形汎函敷の差として表されるものの全盟か

らなる。

稲助定理 5. (JとMrは (2)なる関係でベクトJV束的に同型である。

謎明。 FECとし瓦，Fーに加，加が到應するとする。 m=m+-mーと

定めると明に (2)が成立つ。．逆に (2)が成立つ 11Irの任衣の要素を m'と

し， m~十，叫に F1,F2が到態するとせば

F+-F-=F=F1-F2・ 

．となる。 Fi"凡に應ずる IJ,Jr の要素を加”とすると叩"~m:,m~ーのため

節"=O となる。これから瓦~＝兄，尻＝凡従て節+=m:, 1叫=m~ー,m=甑’

となる。補助定理の證明はこれから容易である。 以上。

甜助定理 6.F1"凡=Oなる任底の兄，凡心に到し次の性質が成立つ。

(1") Je Cを任衣の正要索とすると

（凡＋凡）(f)=l. u. b. (凡(f')+凡(f") ; f'~Ji'= o: f',f" :s; f) 、
(2") f, gを Cの任衣の正要索とすると，任窪の正敷 eに汀し l兄(J)

一尻(!')!<€, I凡(g)-Flf") I< e, 0~f'立。~f"~g. f'へfグ
=O、なる fりf"e Cが{1:在する。 ． ． ． 

證叫。 (2") を證明すれば充分である。尻，凡に剖應する'lJ1rの要菜を

叫飢：とする。 1n=叫＋叩と似くと ． 

叫 (E)=m(Eふ） ri½(E)=ra(E島） 島島=0 島＋島=-!J

なる Borel集合 !Ji,島が存在する~I> 閉集合氏， H2 を切(.Q1-ll1) <---~-, 
U引l

-m(島-H2) < -~- !21 ::::, Hi, .Q_戸比なるやうにとる。 Ji,J2eCをふハ/2=0,
IIF2II 

0 邸， f2~l 且 J1 は Hi・上で 1, /2は比上で 1となるやうに定める。
f'= Jfi, f" =叫と定めると 。 -;;.11~!. 0~f"~g f'ハf"=O となり，

尻(f-f')吋.Jdn心，同様に F2(a-f") < e: となる。 叫。・
!Ji-JI, 

如 jj定瑶 1. lj't位 eに閻して各要索が布界なアノVキメデス的ベクト，ヅ束

Xに於て

IIぉll=g.I.b. (a;! 叫 ~ae)

(l) !・:,,.,!on-Nik,;d戸¥lの定江から" S. Saks, Theory of the Inlegrul (1937), 参照。
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と定めたとき X がノ JVムに開して完備となるならば，F1へF2=0なる Xの
正線形汎函敗F1,F2につき，次の性質が成立つ。

(1°) L の任衣の正要素”に蜀し・

（ {F1+F: 北）=I. u. b. F: 紅')+F:紅）；の'r.x"=O, ぷ， x''~x)

(2°) X の任衣の正要素 x,yに翌｝し任意の正敷eを典へるとき

I兄(:i;)-F(x')I <e, I凡(y)-Fz(x")l<e,・x':'炉=? パJ 印，五('~y

なる x',x" e Xが存在する。 ・

證明。 X はあるビコムパクト空間のすべての有昇連紐函数に依つてベク

卜JV的同型に表現されるから前補助定理 6から自明となる。 以上。

．次に 9 を 6ープー）V代数の表現ブ-JV空間とし， 9上の有昇追禎函敷の作

るベクト）V束を Cとし， Cの線型汎函敷を考・へる。 F が (o)-辿禎」モ線形汎

函敗のとき Fに到應する正則な測度函敷 m(E)について次のことが判る。

0 を甚木開集合，fをその特性函敷とすると (1)から

m(O)=F(f); 

おを某本開梨合を含む最I卜の Borel族とし））(E)を Ee氾のとき E と

整｝等な某本開集合 0をとり））(E)=m(O)と定めるときッ(E)はお上の測

度函敗になる。 m(E)=v(E)を油足する E.:5Sの全盟を的とすると Ee割

のとき明かに E冦 ~1- E戸訊， n=l,2, ... • 且品が互に素のときヱ甑(E,.)
=~v(011) が成立つ。但し 0,. は E,.に到胞する甚本開集合である。 Fが

(o)漣絨なることから因〇＂，従て z::e冗に到態する茄本開集合を 0とする
と ~v(O.,)=v(図 0,.)=1J(O) となり因 EnE 践．またすべての甚本開集合が

割にJ品するから訊＝おとなる。

F1,F2を Fir¥凡=Oなる Cの {o)-連頼線形汎函敷とする。 Fi,F{に毀應

する正則な測度函数を m1,叫とすると補助定理 5から加r-.1112=0. m= 

叫＋叩と骰くとすべての E に卦し四(E)=rii(EQ1), m1::(E)=m(E島），

.Q1+島=.Qが成立つ互に素な Borel邸合島，島が存在する。飢は正則測度

園敗であるから

ll1CH2C・・・C'f21こ・・・こG2CG1

lim ni(G,.-Il")=O 
t&->+w . 
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が成立つ閉集合及開集合の列 <aふ｛伍｝が,{j.在する。某本聞集合列 {O冗｝
をHnC:: 0,. C:: Gnとなる様にとり LimO,.と到等な某本翡l集合を 0とする。

容易に切(!21'10)=0となることが判る。但し島JOは !}1と 0 との到稲差

、を表す。 0 の補甜合を O'とするとすべての E に針し

叫 (E)=m(EO),'mz(E)=・ni(EO') 

となる。 f(p)を任慈の正連紐函敷とし f1(P)を 0上で f(p)と一致し o;-...1::. 

で 0となる函敷， f2=f-f1とすると

F1U2)+凡(Ji)=O, fin/2=0, /1+/2=/ 

が成立つ。これから次の補助定理が得られる。

補助定理 8. Xを <1-完全ベクト JV束， Fi,Fzを F1t'"'¥,F2=0 をi胤i足する
Xの (O)菰絞線形汎函敗とする。今 aを Xの任意、のIE要素とすると aを

直交する二つの部分 ai,a2に分け

兄(a1~=0_, . Fi0r2)=0 

ならしめることが出来る。

證明。 a によつて生成される主イテやャJVをその主イデヤJVによる表現空

間上の連紐函敗で表現し， aが恒等的に 1となるやうにすれば上述の結果か

ら補助定理 8が成立つことが判る。 以。

§2. 抽象 Lが空問。

Xをノ JVムの附けられた半順序線形空間とし夏に

-..!. 
Ip 幻ハy=Oのとき IIか十Yl!={liぷl!P+IIYIIP}P .l~p~ 十00 ' 

..!. 
を祁足するものとする。但し p=+coのとき {IIぉUP+IIYIIP}1> は

max{llのII,!lull} 

を表すものとする。 Xがノ JVムについて完備のとき抽象 Lが空問といふ。

X のノJVムに依る完備化を X1で表すと X1はBanach束であるがtlil次の

補助定理が成立する。

補助定理 1. ぷは抽象 Lが空間である。

諒明。 ；じ，リ EX1,Xr¥'JJ=Oのとき /JI・が成立つことを證明すれば充分でお

； る。 I!:じ，＇― XII→o, i!y,.--yll--:>0なる Xの正奨諏lj{心｝，｛リ＇，｝をとる。心＝
[ . (:t・, ロゴ,.).ト9正 (;1:n-加）ー、とすると lh心・-xii→o, !I此一yll→:oとなる
b' 
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.!. 
Ux+yl¥=lim II益十y~.ll=lim {llx~U13+1払!IP} p 

1 

={II叫IP十liyl!P}P

となり Ipが成立つ。 以上。

・1  1 
P の共板数をがで表す。即ち l<p<+oo のとき—+--,=1 に依り，

p p 

p=l のとき p'~+co, p=+ooのとき p'=lに依つて p'を定義する。

柿助定理 2.X ． の共棘空間 Xは完全ベクトJV束を作る。

また Xほ抽象 Lpr空問である。

證明。 Ip, が Xで成立することを證明すればよい。 X=X.1となるため最
初から X を抽象 Lが空間として論する。 FnG=Oなる F,GeXを考へ

9ると

(1) llF+GR=llFu Gll=l. u.・b. (F(x)+G(y); xr,y=O, II年+lly!IP~l)
(§1補助定理7)

cf+c.f=l を油足するあらゆる C1~0, C2~0 を名・ヘると (1) の右邊は

}. u. b. (C1F(ぉ）+c2G(y); xr,y=O, cf+cf=l, llxl!=!lyll=l) 
上

=I. u. b.'({F(x)P'+G(y)P'} P'; xr.y~O llx¥l=l!Yl!=l)) 
_!_ 

I 

=OFll、pl+II G!IP'} P' (§1補助定理 7)

が成立つ ・
゜

• 以上。
＝・

謂助定理 3.Xは完全ベクト）V束を作る抽象 Lが空間Xに埋敷される。

證明。 補助定理 2; を他つて。 以上。

雷．勺定理 4. 笈は l<p<+coとき一様凸性をもつ。・故に正則 Banach

空間である。

證明。窃Yをえの任邸の要素とする。 eを Ix!,lvl~e なる及の正要
索とし x,yを eに脳する特性要索の一次的結合で eに闘して一様に近似す

る。例へば

” Ix―エ栖l_~ee
1 

” lv-2!11叫 ~te.
1 

介x'=図厄， 'JI=因μ函と骰くと

(2) p~2 のとき llx'十が1111十llx'-y'11v:;;;21'ー1(11:i;'l!P + IIリ守）

1<p~2 のとき 11.v'+u'l!1ど+11:i.:しがllv'~2(11x'!!''+II リ'!IP)が-1
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が成立つことが計算される炉

従て (2)に於てぷ，がの9代りに x,yと閻いた式が成立し茨が一様凸性

をもつことが判る。 • . • 以上。

定理 1. Xが抽象Lぶ空間， l<p<+ooのとき次の性質をもつ

(10) 完全ベクトJV束である。・

(2°) Ban~ch 空間として正則。

(3゚） K-空間である (B2空間）。 1

一
證明。 Xが正則 Banach空間であ・るから X も正則 Banach空間となる。

(lo), (3o)は第二章の所論からその成立が判る。 以上。

補助定理 s.xは p=lのとき K-空間 (B2空間）になる；
＝ 

證明。 の，yを Xの任慈の正要素とし，補助定理 4の證明中の x',y'を

考へる。 (J.ゎ佑~o としてよ I[-\) 。

. Iぼ十y'll=Iぼll+lly'U

が成立つことから 肋十yll=恥ll+llyll

となる。 x,.! 0 とすると {I!叫｝は箪調減少列を作るから

＂！皿lぶ—叫=n!~びII叫ーllxmll}=O
故に Ux,.一のII→0となるぶが存在する。 x.. ~o から x~O となる故に炉=O
でなければならない。故に II叫→0. 0~ の,.~X,,.+1,_ {llx,.11} か有界のとき上

＝ 
と同様の方法で V拓の存在を證明するここが出来る。故に XはKー空間で
ある。 ・

定理 2. Xが抽象 Li-空間のとき次の性質をもつ

(10) 完全ベクト）V束である。

(20) J(空間 (B2空間）である。

證明。 XのI汎 Banach束となることから容易に判る。 以上。
＝ 

柚劫定理 6. p= +°'? のと送 Xに於て

硲;;:O,y~O のとき 1!:i;vyll=max {If: ℃ II, llyil} 

が成立つ。

證tlJ1。 補助定理 4 の證明中の様にぷ， y' を考入る（柘 Pi を hl'.~0 と

(1) R. P. Iloas, J. R. : Bull. A. M. S. -46 (19-IO), 304-311_. 
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してよい）。明に llx'vy'll=max{IIぷII,lly'II}これから llxvyll=max{II叫I,llyll} 

が成立つ。

定理 3. p=ooのとき Xに於て

x~o. y~O のとき .l!xvyl!=max {!!xii, l!ytt . . } 

が成立つ。

證明。 補助定理 6から。 以上。

X が少くとも三つの互に直交する 0 でない正要索をもつとき Ip を

Bohnenblustの條件 (P)<!->

(P): x=俎+:砂， y=y1+Y2, x1f"'\:1~2=0 Y1f"'¥Y2=0 llx1ll=・IIY1II, llx21l=llil2ll 

のとき llxll~Hyll が成立する。

で四きかへて諭ずることも出来る。 ｀ ． 

§3. 拍象 LP一空問の具骰的 1ャ一空間こよる表現炉

Xを抽象 Lが空間とする。先づ p<+ooの揚合を考へる。 Xの正要索の

;U~ 合・ {ea}を aキPのとき ea("'¥e戸=O,{eぷ=(O)なる様にどる。筒吼のた

め {e.,}が唯一個の要索からなる場介叩ち Xが箪位をもつときから考へる。

Xの表現空間を 9 としeを恒等的に 1ならしめる様 X を 9の迎禎函敷
で表現しのには f.,(p*)が到應するものとする。ベクト）V値洞度函敷を μ(E)

とし可測集合 E に穀し切(E)=llμ(E)IIPと骰くとき m(E)は完全加法的洞

胆函敗で，第一種集介と零測度集合は同義になる。従て可測函敷，針等，．殆ど

到る所等をH噂（第一編第二7i'i:第一節の立味と測度函敗m(E)に闊してとの）

に考へても混乱は起らない。ぉ= f,.(μ*)dμ と書かれることから §2,Ipを使

つて ― 

し．
1佃11=[しlf郎）l玉]{-,• 

と者かれることが容易に判る。逆に JIf(μ*) lvdm < + 00 なる 9上の可測
. JJ 

餡敷 f(l,>*)を考へると f(¥.l*)に到等な蓮績飽敷が Xの一要素の表現函敗に
なることを泣明する。そのためにほ f(p*)を負ならざる値全とる述頼函敗と

して諭じて淡支ない。今fゆ＊）を min(f(p*),n) 

(1) Bohnenblust, Duke Math. Jonrnal 6 (19-IO), G27-G-10. 
(2) II. Na屈no: 帝周l'f~-J:r.,;,Jむ'lf 17 (IT[{.f:1 16年）， 311-317:
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で定義すると J.(p*)は1f昇連紐函数となるから Xの要索 Xnの表現になっ

てゐる。

II叫＝［し(fnM)囁戸[L(f(μ*))71dm]¼ 
且 Xn~Xn+1 となるから抽象 Lp 空間の性質によって VxPeX 且 f(p*) は

v~;n の表現となる_om に関して p 束が可萩分な可測函敷の作る Banach 束

をら(.Q;・m)で表すと X は LJ)(.Q;m)で同型表現されたことになる。

次に一般の畠介即ち Xが箪位をもたない鴇合を考へる。佑が別（心に朗

應する 9の某本開集合 f!aの特性函敷になるやうに Xを 9上の連禎函数
で表現する。 E を9の可測集合とし E に卦等な 9 の恭本開集合の特性
函敷を表現函敗とする Xの要素が在在する楊合には例へば之を aとすると

疇）=II咋とITTき，そうでない場合には ;i(E):=+ coと附<。 m(E) 、 9

の可調l集合に対して定義された +coをも含めて負ならざる値をとる完全加

法的集介凪敗であり，上の場合と略々同様にして Xはら(JJ;・m)ーで同型表

現出来る。今 X の表現ブーJV空間を考へる代りに X が ~(ea) の直和とな

つてゐることに注窯すると ll{(ea)に針應する測度歯敷 maを本節の始めに述

べた様に定める。,xが LP訊； ?na) の［灯•和として同型表現されることが容易

に證明される。

次に Xが抽象 Lぷ空間の場合について若へる。 Xは抽象 Li-空間である

から上述に依つて 9を Xの表現フ・ーJV空間とするとき L1l!J;m)なる形の

同型表現が得られる。、ての要素は 9 の有界可測函散，従て 9の有界連預函

数の全盟て表現され Xの要索のノJVムは対應する述禎圏数の絶到値の上端
＝ 

で典へられる。 Xの要索は Xの要菜として若へられるから X は 9の連

飢函敗で表現され X の要素のノJVムは翌｝應する追飢函敷切麟値の上端で

典へられる。

l<p<+co のと逹抽象 L/J-空間とその共甑空間は同一の表現フ~~;v空lnJ

をもち， Xがら(.Q;ni)で表現されると送 Xはら(!J;?)し）の共脈琴j置

型表現される。之ほ X を抽象 Lp,•空間， ＋ 
1 1 -1, として」：述の方11泣
、V p 

'
 

表現したものと本買的に異なる所はない。
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以上は抽象 Lぷ空間 Xの表現に就いて述べたがXがノJVムに就いて完備

でないときは上記の表現に於てその胴密な部分空間で表現される。． 
I 

本研究に於て御懇切な御指部を賜った前田孜授に深く賦謝するc 尚本研究

は文部省科序研究費の補助に依つてなされたものである。
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