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ベクト JV束の函数による表現については，すでに角谷 [1],m[2], Stone [2], 

吉田 [1], 吉田—深宮 [1], 中野 [2]等によつて論ぜられて居るが，こヽでは

Wecken [1]の特性族を川ふる比較的初等的な方法を述べる。

§1に於ては，訊位元を布するベクト JV束 Lを考へる。 Lの主イデヤJVの

全慨 Pは配分束をなし， Lの要素に剖應する特性族は主イデヤJVの列 (tlパ

-co<J<oo)であるから， Pを Wallman[1]の方法で集介族に表現すると

きは，｛む｝は邪調に埒加する集合列に表現される。これから咄函敗を作れば，

L は羽鵠'.I 極！敗の族に線形ー束—準［司型に表現される。 L がア JV キメデス的であ

るときは，この表現は線形一束ー同型である炉しかるに LがアJVキメデス的で

ある．ときは L は完全ベクト JV束に埋歳される~3) しかして←完全束に於ては

本節の表現の方法は中野 [2]の相到的スペクト炉と本質的に一致する。

訟に於ては，箪位元の存在を椴定しないアJVキメデス的ベクト JV束 Lを

若へる。このとき Lの正規イデヤ;vの全悶 N は完全フ＊ール代数をなし， L

の要素に翌J-lf.熊する特性族は正規イデヤだの列になる。この N を §1の如く

表現することによりて Lの表現を求める。・

§3に於ては u.-完全或は完全ベクト炉束 Lを考へる。このときに上の方

法で唯のベクト炉束として・は表現出来るが，それが q-完全或は完全ベクト JV

束として束ー同型であるとは云へない。故にこ・ヽでは Lの要索を依に持つ測'

度の概念を蹂入して，測度雰の集合を熊視すれば成立することを示す。

§4に於ては補遺として，ラドンーニコパウふの定郡こ針應するベクトjv

束に於ける定理を特性族を用ひて證明する一方法を示す。

(1) 括弧［］内の数字ば末記の引Jjf文欺中の番焚を示す。

(2) <11rJ1 [1]によれば， Lがアルキメデス(l(r(ないとさでも，“伯数1:::よる表現”の代 lJに“線

形順序ペクト／し!Iiの要索を成分とするベクトルによる表現"を考へれば， Cl瑣ord[1] の方は、1こょっ
て，粒形—束ー阿·吼の表現が得られる。

(:l) Clifforu ll], tJG!), r11.Tr (2], 507-511. 
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1. L をベクト JV束とする。 nuち L は1兄敗を係敗とする線形空間にして，

半順序 x2:y をの一y~O で定義するとき L は束をなしてゐる。 このとき

Lは配分束にして，尚

(xvy)+z=(叶 z}ubi+z}, (xf"'¥y)+z=(叶 z)f"'¥ (y+z) 

が成立する。

x;=xv(), 皿＝一（幻ヽ o), I叫=x++X-

と定義する。このとき”＝妬ーx-である。

定義 1・1. x, yeLとする。もし 1叫＾位l=Oなる、すべての U に到して

IYIハ!iii=Oであるときは y<xと害く。 y勺，．が(yが同時に成立すると

きは x-yにて示す。すべての年L に到して x<eなるが如き e>Oが

存在するときは， eを Lの箪位元と云ふ。

補囮 1・1.-(i) の~I叫， x-畑 （入キO).

(ii) x, 妬~o なると送はかJY,..,_x-t-11. 

［證] (i) X ,.,:,, I X Iは定義 1・1より明らかである。今 lxlr'¥Jiil=Oなる u'

をとり， !lxlr. iul =y-とおく。 IJ.の l~Y. I~ 叫~I 入 111 であるから lll<lxいlul>
~y叫疇0. 故に y=O. 即ち柚ぐ._J. の代りに｝をおけば召泣．

故に x--泣．

(ii) は xuy~叶 y=xuリ十Xf"'¥ y~2 (x U y}から明らかである.0

定芸 1•2. ベクト!v束 Lの部分束 aに於て，咋a,y<xならば yeaであ

るときは， 0 を Lのイデヤルと云ふ。

応窟 1・1.・£ のイデヤ;va Iま綜形空間である。，

[i證］ 定義 1・2よりのeaにして:,Y ,,.._x 或は IYl~I叫なるときは yea で
ある。今叫，祝EO.とするときは補題 1・1より Xi・,._栖，故に屈E(l. 又 l叫，

図IEll, I 叫 +I叫 -I叫 vi叫なれば屈＋叫 ~I叫+!叫€0. 故に呪十x~ea.
定義 1•3. Hを Eの部分集合とするとき， II'を”のすべての要索リに

針して国吋Y!=Oなるが如きのの集合とす／る。

肛笈11•2. H'はイデヤJVである。

饂] Xi, 疫€げとするときは，任謡の加11 に鉗して

O~I 功 vx2! ハ!Yi~(!功1ハ1引）v(I咋I("'¥IYl)=O' 

0~I X1 ("'¥ X2 I ハ IYl~(I叫r'\1-yl)~O.

故に :;:11..」X2,:l¥<'XiEH'. RflちH'は Lの部分束である。又咋Hり・;y<!Cな
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るときは明らかに yell'. 従つて H'はイデヤ）Vである。

定理 1・2. q; 心が典へられたるときか勺を滴足する yの集合 a(x)は

イデヤ）Vである。

［證］囀 1・2,に於て， H を唯一つの要索”からなる集合とすれば，

a(x)=H"なれば a(x)はイデヤ）Vである。 J 

定毅 1·•4. a(の）を主イデヤルと云ふ。

捕題 1・1よりの"'I叫なれ庄叩）=a(! のI>である。故に今後は a(x) と

かけば x~O なるものと約束する。

補題 1•3. a(の）ua(y)=a(xuy)=a(x+y), a(x)r.a(y)=a(xr¥y). 

［證] a(x)~a(xuy), a(y)~a(xuy) は明らかである。 a<の）， a(y) を含む
イデヤJVQを考へるときは， x,yeaなればかJyea. 故に a(xvy)~a. 従

つて a(;1;)va(y)は存在し a(xvy) に等しい。又補題 1・1 より a(x・vy) 

=a(応じ十y).

吹に曲）G a(xriy)、， a(y)~a(xr'ly) は明らかである。今 z を a(の），ヽ a(y)

の共通元とすればの>・z,y>zである。 Xr¥yrilul=Oとするときは x>z

なれば i叫r'IY吋叫=0. しかるに y>zなれば lzlハlztn.lul=O. 即ち

国ハIiii =_O. 故に xny>z.従つて zea(xr.y). 故に a(xr¥y)=a(x)r¥_a(y). 

定理 1•3. Lの主イデヤJVの全盟 Pは配分束である炉

園］ 補題 1・3より Pは束を作り，尚 Lが配分束であるから Pも配分束

であることがわかる。・

定義 1•5. Lがif't位元 eを有ずるとする。任寇の咋L に競して

aA=a (x―le)ー とおくとき (aA;-co<l<oo)を eに閲する”の特性族と（）  
云ふ~2)

螂 1・4. eに閥する”の特性族を｛叩｝とし， f,¥Jb~ 玉）=a((x―) le)+)と

おくときは次のことが成立する。- : 

(i) A<μ なるときは a't'~a~> 彎

(ii) 1 <μ なるときは W>va~"''=L. 

(1) 前III[1]に於ては類 A.,(即ち z~xなるが如き zの集介）の全を3を考へたが， z~xと a(z)
=a(ぶ）とは同義であるから泊lA., の全骰を考へることは，主イデ·\'ル a(x) の全硲 P を··'~・ヘること

と同一である。

(2) 定筏 4・1に於てこの定義をり船uする。
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(iii) a~z>" b'.t'> = o .m 

(jv) a~;r;>va~,>~a~ 芍、r>・

(v) aや"a炉=a~か、11>・・

［證] (i) 定義より明らかである。

(ii) ). <μ なるときは

(x—le)~+(x-µe)_= (の一入e)vO+(一叶μe)vO

=(µ-l)ev(の一 le) ツ (~·x+µe)辺~(µ-).)e.

故に a((x —le)++Cx—µe)-)~a((µ-l)e) =L ." 

従つて捕題 1・3より a((の一le).小）va((か一μe)-)=L.

(iii)・（の一J.eJ_r. (x一入e)戸=Oなることから明らかである。

(iv) (x― ).e) — +(y~ 、r1e)_=().e-x)vO+(μe-y) v_O 

から成立する。

= (O+μ)e-(叶 y))ツ (le→)v(μe-y)uO 

~((l+µ)e-(叶y))vO= (x+y-(l+µ)e) — 

(v) (xvy-Je)_ = ((の一Je)v(y-Je))-=(x―Je)_"(y_. le)_ 

から成立する。（證明終）

Pは配分束であるからこれを Wallman[1]の方法によつて表現する。先づ

Pは Wallmanの所謂 disjunctionpropertyを滴足する。即ち曲）， a(y)を

Pの相異なる二要索とするときは， n(x)r, a(z), a(y) rs a(z)の何れか一方が 0

にして他方が 0 ならざるが如き a(z)が存在する。それは例へば a(の）手a(y)

なるときは，”米yであるから，ynz=O,xr-.z~O なる z>O が布在する。

そのと i'sa(z)が求むるものである。

Pの極大双翌｝イデヤ）VPの全盟を 9とする。 aePに対して 0を含む極大

双翌Hデヤ）Vの全位を a*にてあらはすときは， Pは a"'の如き集合の族 p*

によつて束ー同型に表現される。今 P*を底とするが如く 9を位相化すると

きは 9は完全不連結であつて， a*は開集合にして同時に閉集合であるf>. 

このとき特性族｛叫は 9 に於ける集合族｛叶｝に寓される。｛叶｝から

次の女flくして開函敷/(μ)を作る。

、-- -・・. —• -・-・・----・--- ! -

． 
{l) 0 は（）のみからなるイデヤルを示す。

(2) Wallman [lj, llG, n問；it。
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f (p) = g. l. b. (A; PE叶）=l. it. b. (.J.; 匹叶）．

こ＼で P国及び P匹は，前の表現の方法により，・夫々色昨及び a心

と同義である。入の如何に闘らず pearなるときは /(p)=-ooであり，また

iの如何に開らず pも叶なるときは f(p)=+ 00 である。

補題 1•5. eに閥する Xの特性族を {a伊｝とし，これに朗應する黙函敗を

fェ(p)にてあらはすときは次のことが成立する。

(i) l:i:(P)は連紐函敗である。 • 

(ii) Xが0なるときは l:r(P)は恒等的に 0である。

(iii) jこ:r(i>)=-fa:(P). 

(iv) /μ:i:{p)=1公(p).

(v) f:x:+v(p)=f: 公(p)+fu(p).

(vi) J:i:vv(p)=max [fx(P), fu(~1)]. 

(vii) .fx,._11(i1) = min [J,,(p), Ju(p)] • 

・-. 

虞] (i) 今 /ii10)=入。（有限）なるときは叶。十.-aio-• は il。を含む開集合

であつて， pea!゚．＂―叶。-・ なるとき lfu:(t>)-1。 l~e である。故に /.,(p) は Vo

で速禎である。又 j~(l-10)= + 00 なるときは， fJ-aIIま i10を含む開集合にし

て， pd?ー叶なるときは J~(V)~l. J.,().lo) =ー 00 のときも同様に云へる。

(ii) 炉=Oのときは

炉 a((-.le)-)={ 
. L J.>O なるとき

o .l~O なるとき

なることから明らかである。

(iii) a~ →)  =a((一“―le)-)=t1((叶叫）＝釘である。今ム(p)=g.l. b. 

().; a仔 ep)=l。（有限）とする。任在の μ<i.。に針して μ<lく入。なる入を

とれば珂=as-:t)秤．然るに補題 1・4(ii),より b竺lva⑰=Lなれば， a匂ep:m

従つて l:i:(P)= g. l. b. (J.、； aS"'>ep)~-µ. μ →i。ならしめれば

/,.(μ) ,s; → 0. . . (1) 

次に任衣の Iらもに到して砥=at一叫）ep. 故に補題 l·•1 (iii)より a匂糾).

従って以p)~ 一μ..fl. →入。 ならしめれば

/:,;(µ)~ ー J.a. (2) 

故（こ fx(p)=-lo= -f-. .,n,). 次に f_.,(p) = + co (/)ときは (1)の揺明の女nくし

(l) ff! 大双対イデヤルは索双対イデャルである。 (Wallman,[1], 116, 闘i1)
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てJ:i:(!J)=-oo. 又ム(}J)=-00 のときは(2)の證明の女L1くして fェ(}J)=+oo.

(iv) (ii), (iii)から μ>Oのときを證明すればよい。このときは

. ;, . <:i:> 
炉 =a((仰ー_le)_)=a ((x―---・e)_)=a.1._ 

μ.  /J'  

から成立する。

(v) 先づ fz(v)=J.。,fu(v)=μ。が共に有限とする。 l<J.。,μ<μ。なる任衣

のl(敗).,μ をとるときは， a~"'' 秤， at11>$p. 故に a~z)u at>$ p. ・従って補題

1・4 (iv) より a~%11> 仰． 即ち fx+u(P)~l+µ.' 従．つて

fz+u<v>~f.,(v)+fu(v). . (4)・ 

(4)は x,yの代りに一x,-yを入れたるときも成立するから

. f_., 北）i. に(p)+ム(p).

故に (iii)から fx+u(!J)=J.,(v):1-fu(P). . (5) 

却こ j~(p)= + co, Jy(p)=μ。（有限）・なりとする。 l<+oo,μ<μ。なる任在の

宜敷).,μ をとるときは，上の如くして ·f.,+ 、11(P)~A+µ. 赦：に fz+u(P)=+ 00. 

ょって (5)が成立する。同様にして fz(P),f11(P)の一方が +oo,他方が一oo

の均合以外は (5)が成立する。

(vi) 柚題 1·4(v) より aS"'"11>=a~名）("'¥Qiu?. 故に

J~..., 丸）=g. l. b.(A; a~"''("'la~11>ep) 

=max [g. l. b. {A; a¥"'>ep), g. l. b. (.l; a~11>1:µ)]=max [/, 山），/_11(1->)].

(vii)は (iii)及び (vi)から成立する。

定涅 1•4. J闘位元を有するベクト JV束 Lは完全不連紹な広空間 9に於て

定義せられた連紐囲数の族かによつて線形一束ー準1明型に表現される。

rnff] (f.,(p); xeL)を L*にてあらはすときは，補題 1・5よりこの定理は

成立する。但し xuyに到血する餡敷は max[f.,(p},f11Ct1)], 即ちー叫ipに於

てf.,(p),fv (p)の大なる方を値にとる函敷である。 ・

稲題 1・5. ぉの表現 /,11(p)が恒等的に 0であるための必要且つ充分なる條・

件は，すべての l>O に針して 1叫 ~le が成立することである。

［證] f,,(p)が恒節的に 0なるためには

0『=a((x.:._).e)-)={
L l>O だるとき

t) 入<O なるとき

なることが必要且つ,t:分である。しかるに n((か）le)-) r-i n((x―).e)+)=oで
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あるから， ~>O のとき. a((x―)，e)_) =Lなることは a((x―).e>+)=l¥ 即ち

(x―le)+=O, 即ち幻印e なることと同義である。又 .t<O なるとき

a ((x一le)-)=Oなることは le全なることと同義である。．よつて證朋せら

れた。

［注意］ すべての 1>0に到して国 :;;;;ieなるが如き”の集合を N とす

るときは， Nは明らかに正規部分空間である。故に L→ L/N は線形—束—準

同型なる針應である炉よつて捕題 1-6から L/NとL*との到應が考へられ

るが，これに於ても一針ーの針應力！得られるとは云へない。 L/Nの中の二つ

の異なる元 x,yのL*に於ける表現 f.,(p),fv(P)が何れも恒等的に十 OOで

あるときは， x~y•なるに閥らず， f.,(p)=f11(P) なることがあり得る。（屈部的

に無限大のイ直をとる楊合でもか＼る楊合が起り得る。）これは 00-00 が不定

であることからtliて来る。次に述べるが如< Lがアたキメデス的であると

ぎは，これが除かれるのみならず L→L*が同型となる。それを考へる前に

若干の補題を典へる。

補題 1•1. E を Lの部分集合とするとき，もし Vの， Aぉが存在すると
zeB zeE 

きは

(i) V叶 y=V(の十y), I¥ぉ十y=I¥ (x+y). 
zeE 11:eE :r:eE zeE 

(ii) V xny= V (xny), I¥ xvy= I¥ (xッy).
xeE zeE zeE'xeE  

［證] (i) すべての xeEに針して Vx+y~ の十yてある。今すべての
X EE  

xeE に針して心こか十y とする。 z―妬~x であるから z-y~Vx, n11ち
:i:eE 

z~V の十y. 故に VCの十y)は存在し V叶 yに等しい。故に (i)の第一式
劣eE . zeE zeE 

が成立する。第二式は第一式に於てのの代りに一ぉとおけばよい。 ． 

(ii)<2)すべての xeEにつきて Vxr-.y~xny. 次にすべての炸E につ
zeE 

者て咋~xny とすれば心こx+y-xvy. 故に V(z+:,;vy)~V(ぉ十 y).
o:eB . ぉeE

(i}からz+V(x¥..栂） ~v叶y. 即ち z~V叶y:_ V~ivy. 故に z~V釘"'ly.
:ioeE :,;eE :z:eE ェeE• ,:eE 

従つて V(幻 ,y)は在在し V幻r,yに等し。 (ii)の第二式は裕一式に於て”
zeE :ioeE 

の代りに一t とおけばよい。

(1) Birkhoff [1], 109.'・  

(:.!) q, 野の方法に .I:3" (洞田一森田 [1},176.) 
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定姦 1•6. 如｝をベクト JV束 Lの要索の打(11雌g評とする。もし”及び

二つの打[11j集合 {ua},{wa}が存在し，

(i) すべての 3に到し--t u心~xa~w,,

(ii) a<がなるときは ii,~ 叫,,Wa~Wa, にして，

V吟及び A叫が存在し: V四=x=/¥ w.,, 
a . . a a 1 

が成立するとき Xa→”にてあらはす。

補頴 1・8. 功→”なるときは

(i) 硲 vy→のvy, Xa吋 l→xny, 

(ii) 切→柚， • • Xけ y→叶十y.

［證］ 定義 1·6 の｛叫， {w.} を用ひれば， U,;UY~硲 uy~wav?J. 又

柿題 1・7より V(iiavil)=xuy= I¥ (wau y)なればのaVY→xvy. 他も
. a " 
同様。 I 

定裟 1•7. ベクトノン束 Lに於て，すべての咋L に対して:).→oならば

泣→0であるときは， Lはアルキメデス的であるといふ。 ． ． 

稲題 1•9. Lがア JVキメデス的なるとき， eに開する”の特性族を仙｝

とすれば I¥aA =o である ~2)

［證) l<O の如何に闘らず・ zeaA~a((x― i.e)_) なる z~O が存在すると
すればがく(x―).e)_, 故に zr-.(x―}、e)+=O. 即ちすべての l<Oに到して

(X Zr¥).-→) -=O. 入→ -ooならし切れば捕題1・8より zne=O. 故に z=O.

従つて I¥aA=o. 
A 

定理 1•5. Lが箪位元 eを布するア JVキメデス的ベクト／ン束なるときは，

任衣の xeL に対して fゆ）が無限大なる四~i pの集合は非胴密であり， Lは

L*によつて線形ー束ー同型に表現される。 ． 

．［證｝ぶ(y)をp*に凪する{f:慈の開集合とするときは，補題 1・9より相

露 I卜なる入。<Oをとれば a(y)手ai0=a((x-—J.[)e):..). , .!![l ち加!((x―ゅ）ー•

故に (~J~砂 r"'¥Z=O,町ヽ叶0なる ,z.>Oが存在する。即ち a(y r-z) =¥= 0 

にして a(yr.z)r"'¥0A0=0. jz(p)= -oo なる任衣の偲tpefl をとるときは

(1) <lir瓜:te:しl:;ct.

(2) fi',J V OF-=I』が成立rる｀，これは定烈 2・2に於て訊位元 e;が存{r:する均合と考へればよい。
A 
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虹 Ep. 故に a(y0z)$p. ltf]ち匹a*(y"z). 然にが(yr.z)~a*(y) である

から f.,(p)=-00 なるが如き謡Pの集合は非桐密である。”の代りに ...:xを
考へれば， j~(p)=+ 00 なる勘 Pの集合につきても同様に云ひ得る。然るに

/:i:(p)は連紐函敷であるから， J.,(p)の値は函敗値が有限なる貼によつて定ま

る。補題 1・6から”の表現 J.,(p)が恒等的に 0なるための必要且つ充分な

る條件はの=O であるから，定埋 1·4 より L は L* に線形—束ーI司型に表現

される。

2. 次に箪位元の存在を似定しないベクト JV束の表現を考へる。この節で

は始から LはアJVキメデス的であると仮定する。（但し＊のついた命題には

アJVキメデス的なる似定を用ひて居ない。）

＊定義 2•1. ベクト JV束 Lの・イデヤJV Q が a=a"を満足するとき， aを

正規イデヤルと云ふ。

Hを唯一つの要素”を有する集合とするときは a(x)=H"であるから，主

イデヤJVは正規イデヤ JVである。

＊補顆 2•1. 正規イデヤJV Q は1汎ぢて居る。即ち叫eaにして y叩或は

A叫が存在するときはこれらは _aに含まれる；
a• 

［證］，后>0 にして Vxaが存在する場合を考へれば充分である。 itea' 
a 

とするときは，すべての a に到して Xa'1!~!=O. 故に補題 1・7 より

V Xa r'IJ ti I =O. J!JJ ち .v のa€a"=a. 
a a 

*j覇題 2•2. 正規イデヤJVの全囮 N は補完全束である。

［證］ ｛％｝を正規イデヤJVの任衣の集合とする。 H を｛％｝の集合和とす

るときは H"=V aa である。なんとなれば II~_aa なれば II"~叫 ＝ 心 又
a 

すべての aに到して a~a,. なるが如き正規イデヤJVQ を考へると送は ll~ll.

故に a=·a"~H" .. しかるに H"は正規イデヤJVなれば H"=Va,... 同様に

“ 
して， D をすべての％に共通なる要素の集合とすれば D"=I¥ aaなること

fl 

が云へる。 a/""'¥a'=o は明らかである。 -(ava')'= a'/""'¥ a"= a'r¥ll= ll. 故に

a v a'~L. llfJちa'は 0 のt,f国である。

補題 2•3. a をイデヤノVとし， y>Oとする。もし、リが北合 (!J.fl;1; ; ¥l: Ca) 
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の結び(1)でないときは， (y("'¥お．；のea)の任在の上界 Yi<Yをとればリー狛ea'

である。

［證］ もし y-y1$a'とすれば (Y-Yi)r'lx:¥=0,xeaなる x>Oが存在す

る。 U,;(y....: y1) f"'¥ X とおけば， iiea なれば Yi の定義より Y1~Yr'IU=1t. 他方

y-yi~tt なれば， y2: Yi+ u 2: 2u. 又 2iiea なれば， Yi の定義よりリt~Yf"'\2u

=2u. 故に viu+2it=3u. l. れを繰り返へせば，すべての 1しに針して

咋:nu. しーかるに LはアJVキメデス的なれば u=O.. これ u>Oに矛盾す

る。故に y-yiea'.

補題 2•4. 正規イデヤ.JVClに到して，.y$a, y>Oなるときは， u>z>O,

zea'なる zが存在する。

［證］ もし yが (yr-ox;xea)の結びであるときは，補題 2・1より yeaと

なりて骰定に反する。故に補題 2·3 より z=y-yl€Cl'· である。

号はrn2-s. 正規イデ切v a, bに3針して O<yeavb,yeb' なるときは

昨 llである。

［護］ 匹 aなると送は，補題2・4より y>z>O,ze'a'なる Zあり：四,(""¥ &' 

=(aub)'. c.. れ ZEllVbに矛盾する。

定理 2・1. 正規イデヤ JVの全盟 Nは完全ブーJV代敷である。

瞬］ 補週 2・2より Nは捕完全束である。 これが配分束なることを云ふ

ためには， Nに於ては相針補元が箪ーであることを云へばよ・い炉今

aub=auc, a0b=.ar1c 

とする。もし b::¥= Cとすれば，例へば咋b-,雌 Cなる x>Oが存在する。補

題 2・4より x>xi>O, x1ec' なる叫がある。 x1eb~auc であるから補題

2·5 からか1€0, 故に叫ear-.b=a r-.c~c. 

である。・

雷い・S. IE元の釦）｛炉｝があつて

(i) (_/_ :.¥= {? なるとき e<a> 0炉=O•

(ii) L = V t1 (e<o.>) 
“ 

ならしめ得る。

これ X1€C' に矛盾するこ釦こ b=c

ヽ

(1) join, I. u. b. 
(:.:) ilirkho!f [l], 75. 
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［證］超限蹄納法により次の (1),(2)を滴足する {e'"'}が仔在する。

(1) a~{J なるとき ta> f""¥ e<fJ> = 0. 

(2) すべての aに針して Xf"'¥ _ef≪> = 0なる x>〇は存在せず。

~> Va(eCa>) とするときは雌Va(炉）なるむ>Oが存在する。．補題 2・4
a ( a  

よりやや0,x1e y a (e<≪>))'なる勾がある。・しかるときはすべての aに

蜀して X1f"'¥炉 =O.故に (2)から叫=O. これ不合理である。故に (ii)が成

立する。

定毅 ~-2. のeLに調じて <!A・=V {a ((か一-te'"')... J f"'.'¥ a (eea>) とおくとき，正

“ 
. J. 

規イデャだの列 (aバヽ一ooく ..t<oo)を {e<a>}に関する”の特性族と云ふ。

定理 2•2, {e(≪l}に闊する”の特性族 (dA; _: ooく A<oo)は次の性質を

有する。

(i) た<pなるとき_a心；。μ・
(ii) A aA=o. 

(i~i) V aA = L . 

［證] (i)は定義から明らかである。

(ii) もしすべての }.<0 に到して zea』なる z~o ありとすれば， a(z)~a』

=V{a((x―,te<11>)_) ri・a (e呵}. N は完全ブー炉代敷なれば a(z)ria(e<11>)
. II 

. l t. 印(ex―}.む)~)("\a(む）．即ち zri e<≪><(x―,te<≪>)_, 故に Zf"'¥e'"'<(竺-sea,

即ちすべての入<O に競して Zr"\814>r-i(-} — 6'11') =O. A→ ~00 ならしめ
れぱ補題 1・8から z("'¥ e<a> =・・o. これはすべての、ヽに到して成立するから

z=_O. 故に (ii)が成立する。

(iii)を誼明するには,y {a((x―). e<≪>)_)r¥a(e呵}=a(e≪<>)なることを證朋す

ればよい。もしこれが成立しないときは補題2・4から zea(む）にして， l:>O.

の如何に閥らず ze{n((x―J.e<≪>)_)f"'¥a (む）｝’なるが如き z>Oが存在する。

• し如、るときは Z0(f-e<11>)_ f"'¥炉 =O.:・l→ 00 のときは補題 1・8 より

Zr'¥炉 =O•. これ zea(e<11>)に矛盾、する。

補題 2•7•. {炉｝に閥する”の特性族を {a~"'>} とし，尚

附=V{n((x-記）-~) ri a (e<11>) とおくときは次の事が成立する。｝・

(i) 入<P.なるときは b~"')\ぷ炉=L.
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(ii) ai"'> ribや=o.

(iii) a~"'> v a~r> ?; a~ 守．

(iv) . a~"'> n alY>°=~l:a:vu>. 

饂] (i)補題 1・4(ii)の證明の如くして a((かー｝必収）va((x―μe<a>)_)?; 

a (e<11>). 故に {a((x―入e叫）na(e<a>)} v { a((x―μe<a>)_)へa(e呵}=a(だ）．こ

れの aにつきての結びをとる。

(ii) a((x―;.e<a>)_)na((x―入e叫）=o, a(む）n a(e<f1>) = o (,i号）なれば

a~ がいV{a((x―入だ）-)na(e呵}n'{{a((x一).e<B>)十）na(四 }=o.

“ (iii) 柚題 1・4(iv)の證明の如くして

、{a((x―).e)_)r¥a(e呵}v {a ((y-pe)-)na(e呵｝`

~n((x十y)-().+µ)e<11>)_)na(炉）．

これの uにつきての結びをとる。

(iv) a ((かvy-).e<a>)_)= a ((x-).eCa>)_)n.a ((y-).e呵）なれば (ii) と同様

にして防明し得る。．（謄明終）

Lの表現を得るためには，プー）vf~ 数 Nに Wallmanの表現方法を適用す

る。且flち §1に於けるが如<N に於ける極大双耐イデヤ）VPの全盈を 9と

し， aeNに針して aを含む Pの全盟を a*にてあらはすときは Nは a"の如

き集介の族 N*によつて束ー同型に表現せられる。今 N*を底とするが如く

9 を位相化するときは 9 は完全不連結ビコムパクト空間であつて，ぶはビ

コムパクトなじ｝］集合である ~l)

定理 2•3. Lを吼位元の{J-在を｛段定しないア炉キメデス的ベクトJV束とす

る。 (a1;-oo<).<oo)を｛炉｝に闊する¢ の特性族とするとき Xに紺し

て

J.,(~)=g. 1. b.(A.; a心）= 1. u. b. (A. ; a心）

を鉗應せしめると送は， f..(p) が無限大なる盟tipの集合は非桐密であって，

L は 9 に於ける述糾函敗 f.,(p)(おEL) の族 L* によつて線形一束—同型に表

現される。

(1) N はプール代敗であるから臨な大双針イデわルと素双；サイデヤルは詞ーのものであり， Pの捕

集合は N 、)素イデ・ヤルである。放に 9は N の索イデヤルの集合と考へてよく， Wallmanの表硯

と ;-,tone(11 v>;}<現とは一致する。 ・ 
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［證] (i) 補題 2・7と捕題 1・4とは同ーであるから，今の場介も補題 1・5

が成立し， L は L* に線形—束—準同型である。 ' 

(ii) 次に 以p)=-oo なる貼 Pの集合が非桐密なることを證明する。 a*

をN*に屈する任慈の開集合とする。 Va(e<0>)=Lであるから Qr'¥ Q (e< a)) :¥:: 0 
a 

なる aが少くとも一つ存在する。 yearia(e<≪>)なる y>Oをとるときは a(y)

~a(炉）．亨理 2·2 より J\ QJ.=O なれば相営に小なる i。<O をとれば
). 

a(y)印 ((x―l。e<a>)_)n a (i">). 即ち y,((x―入。炉）-("'¥ e<a>. 故に（の一i。e"''>-

ne<≪>nz=O, yハ五0なる z>Oが存在する。即ち a(y l"lz)~o にして

叫nz)na((x―i。e<"')-)r, a (i">) = o. 故に； a(ynz}riaか=o. /:c(}J)= -co 

なる任滋の開tiμ をとるときは QJ.0Ep, 故に a(ynz)釘μ.即ち匹a*(110z). 

然るに a*(ynz)~a* (y)~a* であるから fx(p)~- 00 なるが如き謡 Pの集

合は:JI哨密である。 /.,(p)=〇なるが女n考諜につきても同様。

(iii) 硲 ~o の表現 /.,(\.1) が恒等的に 0 であるとする。然るときは

炉 V{n ((x- 入だ）—）n ll (e<a>)} = ゚
a {L 

.l.~O なるとき

.l.>O なると逹。＼

故に l>O なるときは a((か-;.e<a>)_) r'¥ a (e'">) = a (e<">). 即ち.ll ((x-J.e<a)>-) 

~a(eea,). 故に (x―Je<a>)今>e<a>. 即ち l>Oの如何に開らず (x―le<a>)+r'¥ 

e<a>=o. l→0ならしめるときは Xf"'"¥ e<a>=O. これは aの女II何に閥らず成立

するからぉ=0. 故に一般に”＝叫一”ーの表現 l:i:(l->)が恒等的に 0になるの

は 炉=Oのときに限る。・然るに Ix(i,)は連紐函敷であるから (ii)より /.,(t,)

の値は函敷値が有限なる勘によつて定まる。従って L は L*に線形ー束ー同

型に表現される。

3. 次に L は a—完全（或は完全）であ・つて箪位元 e を打するものと椴定

し，(1)その表現を考へゐ。（但し＊をつけた命題は箪位元eの打在を阪定しな

ら ）．

*¥ 甜題 3•1. y~O 及び主イデャ jン a(;t) が典へられたるときか"'V (yr. 加）
鶉

とおくときは， zea(x),y-,zea'(x)である。

(l) {1—完仝ペクトル束 IJ: アルキ｀・デス的である。 (Birkhof![lJ, l(){l,) 
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饂］補咽 2・1より zea(叫．

O~(y-z)f""'\x=(y-z)c\Yc\~~(y-z)nz=yn2~ → 
=yn2V(yf""'¥匹）一z=V(yn加）一z=O.

霞”
故にy-zea'(x): . 

.*定理 3•1. yeL及び a(x)が呉へられたるとき， yの唯一通りの分解

Y=Y1十Y2, Y1Ea(x), . Y2紐 '(x)

が存在する。～

［證］補題 3・1より

Z1= V<v+r"¥加）ea(の）， v+-Z1ea'(叫，

” 
な=V(Yぶ匹）ea(叫， 払ーZ2Ea'(叫・

” 
故に 狛＝な一Z2EO(叫， 狛=CY+ー叫ー(y_-z2)ea'(叫. , -

尚他に y=Yt十y~, y~e a(x), 吟ea'(x) なる分解あるときは，狛一弘=y~-Y2,

Yi -yiea(x), 吟一Y2ea'(x) なれば Y1―y~=y~-v2=0 である；

＊定義 3•1. 定理 3・1ょり得た Y1を yの.a(叫への射影と云ひ，狛=Pac』）y

にてあらはす。

濯題 3•2.'a(名） ~a(y) なると者は Pnc函,..::.,x である。

［證] z=~n<z,Y とおけば， y~O なるに‘より全 0. 姉題 3・1より zea!x).

即ちがくx. zr"l!ul=Oとするときは， V(y (""'¥加）n!ul=O なれば Xr"IYi'¥ 

” 
lu I :=O. しかるにが<Yであるから xn x ("¥ I u I = 0. 即ち X(""'¥ I u I = o: 故

にx<z. 従って z--x.

定理 3•2. 訊位元 eを有する←完全（或は完全）ベクトだ束 Lの主イデ

ヤ JVの全盟 P は a—完全（或は完全）プーだ代敷である~l) • . . . ..•• 

図] (i) pが完全ブーJV代数 N の部分束である(2)といふ立場から證明す．

る。 {a(叫｝を可附番個（或は任在）つ主イデヤJVの集合とするとき， Y11=Pac:r茫

とおけば補題 3・2から Y9-X;,である。 y=VYB とおけば， YtJ<Yである
. • (1 . 

から N に於て Va(yp)~a(y) である。今咋[Va(yp)]'= A a'伽）なる x>〇
fl " (1 ¥ . 

をとるときは， Pの如何に閥らす xea'伽），即ち Xf"'¥yp=O. 故に Xf"'¥y=

(1) e が存在しないとさは， P は制双芍 9—完全（戎は11郷的完ぶ）プール代歎である，一
(2) このことは植Jt.J1・3の證11JJから男らかである。
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xr. V釦=O. 従ってのEa'(y). RPち [Va(y11)]'~a'(y). 故に Va(yfl)~a(y}. 
、 fl fJ fl 

従って Va(yp)=a(y). 即ち主イデヤJVの結びiょ主イデャJVであるのみなら
＆ 

す，尚上式に於て y=VYpなる闘係がある。
fi 

(ii) 次に任寇の曲）をとり， X1=P,ゃ）e, x2=e_:_研とおけば定理 3・1、より

Xi, 物~o にして 'e=研＋祝， X1r'I 功=O. 故に補題 1・3から L;:;a(e)=a(叫u
a(叫， a伝）r'¥ a(物）=o. 従つて a(~} は aに）=a(x)の補元である。しかるに

Nはプー炉代数であるから補元は唯一つである。故に a(叫=a'(x):、

(iii) 次に {a(叫｝の交りを考へる。 N に於て[/¥a(xp)]'=Va'知）． しか
fJ 、 p

るに a'伽）は (ii)から主イデ和Vであるから，(i)から Va'匂）は主イデャ
, 8 

JVである。従って (ii)から I¥a(x8)は主イデャjVである。
fJ 

補頌 3•3. llEPなるとき， y(a)=P,。,yとかくときは， y(ll)は Pに於て定義

せられた完全加法的函数である。即ち a=V ai, air心j=O(i=¥=j)なるとき

y(a)=y(a1)+…+y(ai)+・・・ 

である。

• [證] y~O の楊合を證明すれば充分である。定理 3·2 の證明 (i) に於け

るが如く a=a(z),a,=a(yi), z= V Yiならしめ得る。
ヽ

y(a) = Pa<z>Y = V (』yr.nz)=V (yr.n V Yi)= V V (yr.ny;) 
””  9ヽ ・

= ¥/ Pa<ui)y= V y(a;). 

又 む"fj なるときは y(ai)"y(ai)e ai" ai= oなれば y(aJ"y(a;) = 0. 故に

＇ y(a1)+…+y(an)= V y(ai)→ y(a). 
一ヽ1

詞図 3•4. Pを §1の女ll< pの栖大双翌｝イデヤJVの空間 9に於ける集合

族 P*によつて表現するとき，非桐密集合を無視すれば P は p*に正完全

（或は完全）ブー）V代敷として束ー同型である。

饂] {au} を P の可附番個（或は1.f:;謡）の集合とし ll=Va,. とする。
II 

心 ~a• であるから吝叶こがである。今任在の『eP*をとる．もし『が

o* —因心の一団ti pを含むときは， pen*,iie『なれば anb::¥= o. 故に
a 

o .. 0b :\:co なる Oa が少くとも一つ存在する。 (11"n6)*~叶なれば (oanb)* 

はゞーエ心の黙を含まず。しかるに {n、「¥6)*~-u.* であるから 11*-予吋
“ 
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は非四密である。/¥Oa の場介も同様に云へる。

定義 3•2. Qの策一種集合の全憫を I*にてあらはし， 9の二集合 c*,b* 

に到して c*-i)*eI*,b*-c咋 I*なるとき c*哉*(modi*)とあらはす。あ

らゆる a*e・P*をとりたるとき c*=a*(mod I*)の如くあらはされる c*の

麟を p*にてあらはす。

捕問 3•5.. P*は←集合盟である。

［證] neP*にして，又 c*謹＊なるときは !J-c*西＊である。今 c!eP"

(n=l, 2, ...)とし， t;:=a!(mod I*) とする。補題 3.4より (Va.. )*=~a! 
. .. " 

(modi*). しかるに ~c!=区a! (mod I*)なれば図c!=(Va..)* (mod I*). 
, .. .. .. " . 

即ち因c!<:P*でおる。従つて p*は a-集合盟である。
霞

定義 3•3. c"'=ぶ (modI*), a e p なるとき e(c*)=e(a)とおき，これを c*

の e-測度ど云ぷ。

訊坦 3•6. e(c"')は P*に於て完全加法的である。

［證] c*=図c;,c:ic! = 0 (111, キn) とする。 c!==a!(mod I*), a,.eP とする
, .. 

ときほ， OmflOn=O(m::¥-=n)にして c*=(V011)* (mod I*). 故に柚題 3・3より
” 

e(c*)=e(V On)=~e(an)=~e(心）．.. ” ” 
定涅 3•3. e—測度雰の集合を無視すれば，邪位元を有する a—完全（或は完

全）ベクト JV束 L とその表現かとは a—完全（或は完全）ベクト ;v束として

線型一束ー同型である。又 .fiip)をyの表現とすれば y= fy(p)de(c*)である。し
［證］ 定理 1·5 より L とかとはベクト JV束として線形—束ー同型である。

{y,}を Lのオf昇なる可附番（或は任衣の）部分集合とし， y=J¥ y,, とする。

しかると送は (J¥y., —l~)-= (J¥ (y~-J.e))_ = V (y.,-le)ーであるから叩＝
,,• 

(11) v町・(I)故に第一種集介に凪する謡を無磁すれば

'11 >* ") J;,(p)=g. 1. b. U; pea~u>*)=g. I. b. ~l; pe区 QA , 

<11,,>* " 
=min [g. I. b. (1; peai)]=min 1/11.,(p)]. ・ ・ 

＂ ＂ 
払の代りに一1Jツとおけば， Vy., につきても同様に云へる。 /i,(p)=g.l. b. 

＂ 
(1; .pEt1~11'*) であるから 1i-;-ベック釈分の如くして

—• +―--------------— 4ー
(1) ~iU児. a-2 [JO.l (i)の虹Iくして。
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y=fふ(p)de(c*)， 
なることを證朋し得る。

4 •. 最後に補遺として，ラドソーニコテ'°~ ムの定理に到應するベクト炉束に

於ける定理を特性族を用ひて證明する一方法を述べる。

定義 4•~・ベクト）V束 L に於て x>O とする。任意の yeL に鉗して

ai=a((y-加)-)とおくとき (aA,
＼ 

. -coく入<oo) をのに詞する yの特怯族

と云ふ炉

補題 4•1. a-完全ペクト）V束 L に於て，の>O に閥する y の特性族を．

(aA; -coく.:t<oo)とすれば

(i) . a ;$a』, a;P なるとき y(a)~ 知(a),

(ii) ar'la1=o, aeP なるとき y(a)~ は(a).

［證] (i) a ;$aAなるときは定理 3・1の誼明より

-(Pa(Y一畑））+ =P,。(y-lx)+e・a("'\a((y-l~ 小）=o 

なれば • y(a) 一畑(a)=Pa(y-J.rc)~O.

(ii). ar-.aA=Oなるときは (P,邸一畑））一ear-ia((y__:_畑)-)=oなれば y(a)

-J.x(a}=P,1(リ一畑） ~o.

定理 4•1_.<2> "—完全ベクト）V束に於て年＞〇とする。任意の yeL に到し

て，”に問する yの特性殷｛叫及び祁）=Oなるが如き bePが存在し

y=y(b)+rld知）. (1) 
、一""

又{f:訟の ll€P に到し

. y(a)=y(ar,b)+「庫(ana,1). _ (2) 
-co 

［證] a,1~a(lyl)uo(x) なれば b1'=a(I y !) u o(x) -V 04,<3>恥=/¥a1とおく。
ぇ』

すべての入に対して b1rヽa戸力なれば補題 4・1より y(bぶこ訟(b1). 故に

む((、1)=0. 又すべての入に針して b2~llA なれば補題 4·1 より y(恥）三知(£,.l)•

(1) 定義 1-5 ば定??~4-1 に於て y-<x なる描合である。こゞCは y-<x なる條印恥ヽた，こ
の堺合にも捕悶 1・4,柿阻 1・9熔に刃應するものが少しく裂形すれば得られる。

(2) 前田 [l]148, 中野「l]450 Iこ於ては，のに即する Pncぶ）・リの特性族を用ひて諒捗1した。こ上

では直接にぶ i這げる・リの特沌族を用ひて町~!する。この方法は集合函数の忠合にもその支＼即U

出水る。 1句この定瑶に問しては，吉田 [2J,河m-森HI[1]~ 照。
(3) a-£, は l1 に於ける bのオI心H,肪しを示す。
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故ば¢伽）=O. 従って b,=b1vo,aとおくときは呻）=O. 又 c=Va • .:_ /¥a』

、 A 』

とおけば b=a(.y;)va(x)-cである炉(-:-oo,. 00)の分解

l) : …くらく).-i+l< ... <). ー1 く入。<).1< ヽ·•<).、＜如＜…•

1.;+1-).i<e, lim圧— 00']i12圧 OO を考へる。補題 4·1 ょ・り
i~ 一... 

ゅ(ar-. (a;H―叫）~Y(~n(叫—叫）；；；豆(an(aA,+1-a.i)).

故に 3戸 Y位(~r.(aAi+l—叫），函=1).硬(an(aJ.i+i—叫）
とおくときは ~b~Y(tlr"IC)~函，函ーs心江(anc)~tx: 故に :Jb→ y(anc), 

L,,,. 
00' 

函→y(a nc). この闊係を y(anc)= 油 (af'"'¥ a1)と衰き得。 ・aclが）va(x)= 

bu c, _b r-.c=o (こして yea(lyj)ua(の）であるから y(t.1)=y(anb)+y(anc). 

故に (2)が成立する C (1) は (2) に於て ~=a(IYl>na <ぉ）とおけばよい。・

［注謡] l y(o >: rヽxeb,の(b)=Oなれば Iy (b) I"幻=0. 即ち y(b)ea'(の）． 又
00 

x (a,) Ea (;c)であるがら補題 2・1より J.dx(a1)ea(の）． 故に Pa<x)Y= ld::c(叫Loo _ _ [00 . 

である C ' . 

もし Lが箪位元 eを有するときは， x=eとおけば Freudenthal[1]の桟

分 示
， 

吋00lde(a』)．，
ー00

(3)'' 

co 

を得る C 定顎3.3の萩分 y= y(p)de(c*)は y= J.de(aT) とも饗き得る故-r, -r -oo . 
に (3)の表現に他ならない。

（本研究は文部省科序研究費による） ． 
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