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; Über gan~zahlige qua~ratische Gleichungen, . die. 

. ' . . 
\ 

reduzierte Zahl als Wu:tzel besitzen. 

Von 
( 

Shinjiro Mori. ._ 

(Eingegangen am 30 Nov., 1948) 

eine 

/' 

'!:"." 

Bekanntlich ist die KfJttenhruche;,.twiakelung der reellen tJositiven Wurzel;i einer. ~aiiz:.. 
-zahligen quodratisahen _Gleichung periodisa~.i1> · Für diesen klassischen L_agrange'schen Satz 

:gebe· ich im'. folgenden einen elementaren Beweis, 'mit · dem_ ich eine neue Definition für 

~u,zierte Zahl verbinde, und aus dieser ·Überlegung gewinne ich zugleich einen Satz 

'.~her 0die Lösung ~t Pell'schen Gleiching. •• 
/ 
1 . . ,Beweis.·des Lagrange'schen Satze~. 

Sei f(~)=a.1: 2 +bx+·c=0 eine ga,nz~ahl~ ~mitive GieichWl!f mit positiver Diskrimi-
.. ' r 

narite D=b~-4a,e>0, jedoch eine Wurzel positiv, Wld also a>O. - N\lll können wit, ·,, ' . . ) . ,, 

[µnier (:-i:) die M3:triJ1: (f) v~rstehend, die obige Gleich_~g auch in d~r F!>i:m 

• (1) (x)'(~a 2~) (x)~O 1 •• • 

·~schreiben;s und indem wir auf diese Formel die Transformation 

'. {2) 
. 1 

x=k+-. oder . x' 

~wenden, ergibt sich 
. ,· . 

. (3} (1r,'r(t12~~)(x'}'."'O, oder . a1.7,;,,,tb.i,x'+1c1 =0, 

1_worin·nach (2a1 b1)=(k1)(2a b)'(kl\ 
, bi 2c1 _ . 1 0 b 2c 1 0) 

(4} 

(5) 

Hierzu n~hmen wir noch Folgendes an~ a: ist eine positive Wurzel ;on. (I) und k eine 

:·positive ganze Zahl, oder N~ll, so dass a:: zwischen 1c und !c+ 1 liegt. · ~et sind a 1 , 

b 1,.ci, auch ganze Zahlen. Wenn aber k=O ist, so ·muss nach (2) die positive Wurzel 

a/ von (3j grösser als l sein. Damit werden wir ~ns weiterhin auf di~ Betrachtung vo~H. 

_-Falle k:~1 beschränken dürfen. 1 .. 

Da die '.Funktion y=f(:.t)=ax2 +ba-:+a be\ der vorerwähnten A,nnahme ei~ Parab~l 

~tstellt, so können wir nach dem Zeichen von -cfdrei Fälle unterscheiden' 

. J. f(O)=a>O, k> -b-ylJ 2a ' -
2. !.1{0).=a>O; k< -b-ylJ 

\ 2a ' 
3. ftO);,,a<O. 

; \1) Ji'. Weber, Alg~~ra 1, s. 431. 
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. Uber gane'l.ahtiga 'fluul'rali;chi Gteiihuftgßn, · die 'ei~\ r«Jutiert'e- Zidil ata' Wurut)~{}\,}_·._ t:!:; 
. ~ f' ' . ' . • - • \ ' 

Im Falle ~ muss flk)<O 'sein, denn 1c · liegt ~wischen zwei positiven Wurzeln', t®'; 
'· 

f(a:f=O .. Damit gilt bei der Substitution (2) 

a,1 =flk)<0, c1 =a>0. 

Nähmlich gehort die transformierte Gleichung zum Falle' 3. 

Im °Falle 2 muss b<:0 sefo. . Da aber unter den geeigneten Voraussetzungen /{!c):d;,.~: 
. ' ·, 

ist, so folgt, dass f(x) am Punkte :r =·k abnehmend ist, also b1 = f'(k)<.O. . Hieraus ergilit;. 

sich nach ( 4) . ; t 
' 1 

-b 1 = -2:t!c--b, -b 1>0, -,-b>0, 
J ' 

also ist /b 1 l<lbl. Nach (5) bleibt aber die Diskriminante bei der Substitµtion(2)mii{ 

geände~t, und folglich muss nach einer endliche, Zahl von Substitutionen dieser Art {:l}.; 

eine zum Falle 3 gehörige Gleichung'vorkommen. • •. 
1 . ' . . '. '~\ 

· Im Falle 3 liegt k zwischen zwei Wutzeln von f(x)= 0, also ist a~ = f(k)<0. Da abet 
' • ' , ' ' ', ' ' .. ' -~· . ··.< ~,; 

c1 =a>0 ist, so erhalten wir dtirch die Su~titution (2) wieder eine zum Falle 3 gehörig~: 

,Gleichung. Andererseits ist die Anzatil der Zum falle 3 gehörigen Gleichungen mit einti' 

gegebenen Diskriminante endlich. 
. . ,, 

Eine Selbstverständliche Folge der bisherigen Betr_achtungen ist der Lagrange•sche'' 
fJ 

Satz; .. 4"-;' 

1 •- ' ,. • ~ • 

2. Fine Deti'nition. del' l'eduziel'ten Zahl. 

Wir wollen jetzt 'Um die zum Falle 3 gehörigen Gle~hungen noch. näher unters~cheti~. 

Da diese .gleichungen ·in der From 

aa:2 +b.1:-c=0, a~0; .c>O, 

darstellbar sind, . so unterscheiden sich zwei Fälle, je nachdem b positiv oder negativ. ist, 1~ 

· Im Falle b>0 li~gttk zwischen,zw~ Wurzeln,vonf(x)=O, denn nach unserer Vorau.;. 
setzung ist eine Wurzel positiv. Hieraus folgt al =flk)<0, C1 ;,,,a>O, Da nach k2':0.,der 

_Minimumpunkt -:a kleiner als k lst, s~ erhalten wir bl =f(!c)>0. Es entsteht d'a.mit Elitt; 

Gleichung mit b<0 aus der Gleichung mit b>O daµurch, dass wir :r=k+ :, setzen; 

Im Falle b~0 können wir die Gleichuµg in_ der Form 

f(a:)=a.1: 2 -b.r-c ;=O, a>0, ; b~Ö, c>O 

;,~.~t~;n, und folglich ist [: ]~ic. Naca de/\im Anfang erwähnten ,Bemerkung\ kö~en Ji/:• 
;_1 · -_ ... -;_, • . ' , - .'! ', I . J . ' 

bier~u k~t . setzen, was im Gange unserer Überlegung .die Mlgem_<;!inheit nicht wesentlich.: 

beschräµkt. Daraus folgt k>;a und/ damit ist bl :::J;f'(k)>0. . Anderseits' ist aper a1 =ftk} 
, \ 

. . - ' '-<0, c1 =a>0, also gehört die transformierte Gleichung a1x'2 +b1x'+o1 =0 wieder ·z1,1, 

derselben Art, . wie aa:2 -b;:-c =0 und die ·positive Wurzel dieser Gleichung ist. ~uch 

grcsser als 1. 

In der Gleichung -a1x'. 2 -bi:1:'-01 =0 sind dann · -
bl +i/bl:+4(-a1)01>r 

-2a1 · . 

\ ,-
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;~·~ts· folg~ ·Jei.<;:ht 
!~~/;\t-.~:},, ·~.- '. ,• :- ,· . : >- . 

'•: :•:s. MOlU t . 
. -.' , _-' 

~•r.,fi\q) <• ,P·1 +c1> ..... a1.. . . . 

~~cr1it(a~r' . ', ·. ·~· i .• •. J i.· .. '.· ... ·.:., ,· ... 
f:'~;I! ·· : , .' '(-ii1)+b1 =o+bk-aß2 +2a'k""'.lr;::orl1b(k.;...J)..:..:a(k~l)2+a,. :. 
ilt~---:\··:··--,:X._, . · · ·- . ·. - ,. · -. -_ -• t:- .. -· \_ · ;,e51ti, k~l ·~ und : :_fik ~l)'>0 'ist. Wirl ~cµliessen .a,lso ., ' 
··•·.·; (-a 1 )+~,_>a==ot; 

trne.s ·~i-t mit Hilfo von (6). zu dem Resul~at(2l 

?,:.i .·. / ·. b1>l(-a1)--"'c1J. . · 
., •• ' ·1 ' .' ' ' ' 
:tJnter. Zusammenfassung aller obig gewonnen Einzelergebnisse notieren wir den 
.·) ' ,, ' ' . ' \ ' ' ' 

<.:.•>·~~~z; Dii~oti· endlich. malige W,ieiJrholvng der Substit·utionen x:c::k+~,- für ein 

igeIJ k e.rreicheri wir ;von ei1Uft' ga,nzzahlige;i .ljl.eichunp · ax 2 +hi:+_c=0·. mit einer';, 

~n. Wutzel ~ridlich e{rie ganzzi1,Jilige GIR:/d1u;ig: .~·mx2 ~bmx'-C'!' = o, ·, .>. 1 • ' ; ' •• 

~>o,.' bm>O, · cm>O ·und 'bm>fam-~1 ,m,n<l. Diese Gleichwig verände1t•,sicli 
• ';c .( ,;, : ' : .'. • ' ' ' • , 1 ' (. ' ' ' i '' ' ; '.. .,;\' ' ' . . : ·: ' ' . ' ., '; . 

~4 die~HlliJst~utiQn .v=k+7 wieder·in eine Qleje'h:ang mit dense,lben Eigenscha/'1en, 

r;:, . Hi~;a~s führen . ~ir folgenden Begriff ein; , . . . ! . . . . ... ' · ·,, 

f{, ,Definition. Die '_positive W~zel einer ,ganzzahligen 9feichiu_ig 'A:1:2;~b,~-c"':o· von 

·d'~t Art, , dass a>O, {)>O,, c>0 und b>la~CI sind;;h~ss~ ·reduzierte Zahl. I h 
, ' -' . ' , ' ' . ._, ' -_ ' ' , '' '.~,--·: ' 

Hierbei i~t zu beachten, dass die Übereinstilnrnung dieser Benen,11ung mü c;Ierselben· 
\'' ' ' ' ' ' . ' 

YOri Gaµssca, leicht bew~i~bar i'st .. 

~ih/,2' . .- s .. Über die rein periodisohe,Kettenbruohentwiokelung. 
\~ t. ;' / . . ' 1 \ /f r · :: •2\:µf Grund 1,lllserer Definition für redi.y;ierte Zahl beweisen wir direkt den • 

~t· Sa:t;, . .]J,i;e Kettenbruch-entwick-elung ;i~r. positi~n Wu~~el (1), von ax~-:-b~...:c:::.o iil,: 
%!?'~)/\.{:.'•_~ .. ,_·; :-• . .' ' ~:. • . ' , -.. , l '," ,• ,· ,' •• ',_, ' ,' ' , . ~ . , '•._; ;.· . ' • 

'Jl• .und nur dann rein periodisohs1,ve1~1f <,1>.O, , b►O, c>O urid_ b> 1 a.;...c I.· sind; 

:;~t. Z~ä;hst s~i w' ~ein ~~io~s~ enh~i?keltar. ~-Dim wird (,o)=.Ü1 ·~)(f2 6) .. :(t•n6io), 
~~--.;_,.f ~·,1)(~}, 'worin a~O, ·. ß>O, r>o,_· i].~; ' a6_:pr=(-'-,1)~. und_.· ~ 1die grösste un~ <a ·\ru ' ' ' ' ,, ' ! ' ' 
f6i~. ~leinste· is{ Wen;; wir den Ausdhfck in der Form t( Aa;...&)cu~ß=O 1.ul\sc~11eiben, 

·"°·folgt .nachd,er Vergleichung der Koeffizienten · , . · · . ' ·, 
' -~ . b C 

~2'.''. , . · , r.= a-iJ =ß' . 1 
/~eh ~ind a>:O, b>O, c>O. ·Pa aber :a-;-:,<t>lß-,1 .ist, S() folgt ·auch b>ja..:..,01. 
'·\:-:'~':::_' < ' . . . ··, . ' ,• . . . : -· . ' ' ' ' '. . .1_ -,·? 
:-t::c1 .{!m~ekebrt sei w eine positive Wurz!!l eintir Gleichui\g;. die die. im Satz ~es~~' 

f~dingimgeµ,erfüllt. Da die 'kleinste Lösung t, 'lt der l?_~ll'schen' Gleiching.t9 '-:-:~2 =4:it' 
:-r,.:_-,.\_ • 1 • 1 • • ., • · • -" 

1~~~ert,. so setzen wir . t•• '. ' ' ' ·. ' ' , ' ' ' ,, ' ' 
,,,. • ··. r=au>O, «-p=bu>o, {3=ou>0,. · a+iJ=-t. 

'. 
1' 
t2:...:n,u,2 

+1= ' . ' 
-:-, 4 :· 

1 ' 

:.:<2) [ist b1,;,,l(...:..«t}.,..:ci1, so \Vir~ Ddi+4(-ai)c 

f·l'> .•·W~btr; Algebra 1. s .. 427. • ~}:i<( ·.:. ' ' '' . . 
[I(,J.; 

' ,• 

.-10:-: 
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1949). ·. . ... UIMr,gaiii~gi''tp1,atlr~~: (J(,ichungan, 'nie f!i,ie 1r~~•~~~Ji(.ffi'iir-d. ·~+,: 
, IJ ' - • • - / 

1, 

\, )' ' ',/ '·,' "·"' 
• •' ' ' i • ( 4 ' ,,· ~ - ' ·.·.~--. ··i·'···};,,i-~ 

und fer~ ist a=J.:±;,lm eine positive ganze Zahl; denn t tind W si~d: z~iei~h, ge,r,li.~ 
' ' ' . ' ' ' ' ' ·. ' .' ·, ' ' ' ' ' . : .· ' '' ' : ' ~\,_i,,~c; 

oder zugleicli ungerade. Nach .a,iJ~ßt=±J soll~n a l.lnd /J dasselbe Vorz~i.chen .. besL ' ', 
also -ist au:ch ';J~0. ·Nach.der Annalmie b.±>(a~~r ~ben wir auch. a:._iJ>lß-rl:: ;' , · .. ·.· :'. 
wir jet~t; ,aa:._pr~ ±1 in BetrachtU:ng, 'zie~en,_.~o ¼-ö~en wir daraus. foliern~- da,ss ~{ijl 
grBsste 'und a die klejnst~ aus a, ß, r; a ist. ·. ' ' ' ' ' ,' ' ' ' ,'' ' ' , : . j -T:l['f:; 

. . Wenn iJ=O ist, so wrr~ ~1}=(f 6} .Im anderen :iaue ~öne~·~ir .7>a~k1~-~.l!i;~: 
für eine geeignete positive ganze Zahl k 1 setzen, so.wird rß1 -rJa1 = .-1:-l, worin ß1 ='fi.7:' 
k10, ist. Daraus_ folgt nach .iJ>O, a1>0 leicht ß1?:;0. Ausserdem folgt"aus':r>:«~f 

1/31 -iJu. 1 = +1, /31 ~0j dass,;J~/31-Jmd r die grös'ste und /31 die kle_inste ati.s r, (1, 'dJ . . - . . . 

ß1 ist., Damit können wir ·, 
, 1 

(;f)=Ü 1 ö)(~ -k!)({1)~(11 ö)(~iß~)· 
~tze;, µnd (~~ p~) b~sitzt ·· gani die~i~n Eigenschaf~en ,wie (;.1)·. Dürch 

zesse e.l're,ic~n . wir shliesslich die }form 1 

· ·(u./1)~('1c1 I)(k2 t)·. · (knd). . 
·,.0-1··:o 1 o···· 1 o•· 

\ 

-vJori~ kt eine _posltiv_e. gapz~ Zahl bedeutet. Hiermit i.st 

, (w)=(f i)(f2 ty:.'.(f' b)(c~), • '• . ' 

' 'f'.( 
a'.lso i~t _die Kett~nbruchentwickelun~ von w re!n pe):iodisch: i>f '".{i 

, . . ·;i .. ··-V,~; 
. it Ein aatz ~er ~ie Pell'she Gl&ioliung. . .' ,> //·~ 

Bedeute,t b die gtösste in V D enthalten!! ga;~ze Zahl, also b<v' D<b+ 1~ -~() isi-,: ;•:c,w; 
. . .. · D b"+ 2~> t>O . . ' · · · · ' .· ... ,. •' /:<1t.il:; 

.. - , ~-.:"" a, . a- = . . ., ~ - ._. · , . __ ·-_,~ ~ ._,·'. ·\_:'_-,~~-•)?~. 
'Ist w eine positive Wurzel von x 2 -2b.r-a=0, so ist die K,ettenbruchenhvickehing'·~i 

,,, na~h dem vorige~ Satz reinpei;iodis~h, also'ist 1 (w)~(~lJ)(~2J) .. , .. ~Ün6}1~),~(~~L: 
worin aiJ-ß;~(-~t und a die grösste und (~ di~ kflnste ist. '.:Nach: der Vergl~ichung 

' ' . "' ' ' 

der Koeffizienten erhalten ·wir da!J}it . . 

; ~ •u.2!:.a - ,~ - -~,. . . "- • • · · ,,.\·rs 
wobei.u aber eine positive ganze Zah\;ist, denn l, 2b, a besitzen keinen-gemei~~~l 

>1,'~iler, . "Nach 2bu=.,a-(l. sind a uri:d · ;J · zugleich· gerade . oder zugleich·. ,cingerade· ~i 
folg_l~cb ist t=~iiJ :eine ga11-ze positive Zahl. Da aber ,,:: .' . }{); 

• - - •. ' ,i' ' ' . ",-J~· ::_,;\i:,Jf; ' . (u.+iJ\2 · (' u.-rJ\2,, . . , ,, 
t2 -Dii 2 = -~2-J-:-:-__..2--) -rß=°:8-ßr==:=(-1)71 

' ' ' ,'\' ' '· .,• ' 

ist, so erhalten wir nach Kettenbruchentwickelung von <tJ eine Lösung von t~-Du2ez:(-,-.l)'r„ 
Im allgemeinen setzen wir ' ' , ., C C 

( · ~ (k1 l)(k• 1) •(knl)( ) (U./1)( ·) (u.ß)m(· ·. . ('a~ß',,.) · · am+rJm · 
. <u)~ l 0 1·0 '." 1 0: <u = ;lJ <u,= ro w)'."" ;miJm(w), --2~=e:t,,.,_, ·: 

,und ,sei, Um der grösst~ gemeins~me' Teiler- won am:._iJm, ßm und.:~':,: so .\VJrd, ·,.u~; 
_;_ lf ...:...:. ~ ·,.;, {\,/· .. :- ·;",,;Ü 



.·(Voi:'14 

/ . . . 
1i-.l)u;;""' ( _'._ J )lim. Das ist d~s einfa~he Mittel, mn (ür ein.gegebenes _D>0 all~ Lösupgen 

_vöb,der Pell'schen Gleichwig t~-Du2 =±1 ·zubes.tifmnem Durch einfache Übertragung 

<ll.e$es Mittels können wir leicht beweisei · · 1 

Satz_, Isi IJ in der From D=b2+4ac. darstellbar, 1vorin a und c beid~ die 1'bktoren 
~ _. . . \" . . ' . ' ' . . ' 

i,,on u~ jedoch rel.ativ prim sind, so ist die· Pell'scl/,e. Gleichy,ng t 2 ,-Du2 ::: :... 4 nicht lösbar. 

,;: De~ in der Gleichung a:c2 -bx-i!=0 ist b>Ja-cl, ~lso ist 1it, ,Kettenburchent

vtickelung ·der positiven Wurzel w dieser Gleich~g · rein pe,riodisch. Da a und 'c di~ 

verschifdenen Eaktoren von b sind, io ergibt sich 

. . b 1)( b l) b b 
(c9)=(a c (w), -=1=-. 

10 10 a .:: 

N'~ der wohl beJ.:annten Eig~nscbaft, d;i.ss bei einer · ~skrimi~nte die verschiedenen 

P~rioden entweder · alle eine gerade oder alle eine ungerade Gliecl,ernhl enthalten, ergib~ 

~~clf :1amit \mset. ;;at_z. 
',," \.;. ', , 
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