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§ 0. Introduction et preliminaires

Dans toute la suite X designera un groupe abelien localement compact et
denombrable a Γinfini; ξ sera sa mesure de Haar.

On notera
Lloc Γespace vectoriel topologique usual des functions localement sommables

dans X a valeurs reelles
L p(p^l) Γespace de Banach usuel des fonctions reelles et mesurables /

dans X avec [\f\pdξ<+00;

Mκ Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions mesurables et bornees
dans X a valeurs reelles et a support compact;

Cκ Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions ίinies et continues dans
X a support compact.

^ίoc' j Ck s o n t respectivement leur sous-ensembles des fonctions non-
negatives.

Dans la theorie du potentiel, un noyau de convolution iV sur X peut etre
considere comme une mesure (de Radon) positive dans X, et pour une mesure
reelle μ dans X, le JV-potentiel de μ peut etre considere comme la convolution
N*μ des qu'elle est deίinie au sens des mesures.

Le noyau de convolution symetrisant avec N par rapport a Γorigine s'ecrit
Net s'appelle le noyau adjoint de N. Si N = N, alors N est dit symέtrique. On
dit que N est borne (resp. s'annule a Γίnfini) si, quelle que soit/de Cκ, la fonction
N*/est bornee sur X (resp. N*/(x) tend vers 0 avec x-*oo).

Soient N un noyau de convolution sur X et μ une mesure reelle dans X.
Si N*μ a un sens et s'il est absolument continu par rapport a ξ, sa densite s'έcrit
Nμ. Pour une fonction / de Lloc9 on ecrit Nf au lieu de N(fξ) lorsqu'il a un
sens. II est evident que, pour toute / de M x, Nf est definie et localement bornee
surZ.

Soient N± et N2 deux noyaux de convolution sur X. On dit que N1 satis-
fait au principe de domination relatif & N2 (resp. au princίpe complet du maxi-
mum relatif a JV2) si, queues que soient / et g de MJ, Nίf^N2g (resp. Ntf
SN2g +1) presque partout pour ξ (note desormais ξ-p.p.) sur X des que la meme
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inegalite a lieu ξ-p.p. sur Kf={xeX',f(x)=£θ}. Dans ce cas, on ecrit
(resp. N1*&N2). Si N <N (resp. JV<iV), alors on dit que N satisfait au principe
de domination (resp. au principe complet du maximum).

Dans Γarticle precedent [3], nous avons montre Penonce suivant;
Soient Λ/̂ ΦO et N2 deux noyaux de convolution sur X. Si Nί<N2 et

Nt est bornέ et satisfait au principe de domination, alors Nt satisfait au principe
du balayage relatίf a N2; c'est-a-dire, pour une mesure positive μ dans X a
support compact et pour un ouvert relativement compact ω de X, il existe une
mesure positive μ' dans X portee par ω telle que Γon ait:

(a) Nί*μ'^N2*μ au sens des mesures dans X.
(b) Nί*μ' = N2*μ au sens des mesures dans ω.

(c) Quelle que soit v une mesure positive dans X portee par ω, Nt*μf

^Nt*v dans X des que N2*μ^Nx*v (au sens des mesures) dans ω.

Dans ce cas, N^μ' est uniquement determine et s'appelle le N^potentiel
balaye de N2*μ sur ω relativement a (Nί9 JV2). On dit que μ' est une mesure
balayee de μ sur ω relativement a (Nl9 N2). Si un noyau de convolution N
sur X satisfait au principe du balayage relatif a lui-meme, alors on dit simplement
que N satisfait au principe du balayage et que la mesure positive μ' obtenue ci-
dessus pour N = Nί=N2 est une mesure balayee de μ sur ω relativement au
noyau N.

On remarque que N est borne et satisfait au principe de domination si et
seulement si N satisfait au principe complet du maximum (cf. [5]). Done, pour
discuter le principe relatif du balayage, la condition que Nt est bornέ n'est pas
naturelle.

Dans cette note on montrera d'abord le present enoncέ sans la condition
que Nί est borne et on discutera son inverse. En Γappliquant, on obtiendra
Γequivalence suivante:

Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au principe de domination.
Alors les quatre έnonces suivants sont έquivalents:

(1) N satisfait au principe complet du maximum.

(2) II existe un noyau de convolution symetrique N'ΦO sur X tel que N-<N'.

(3) II existe un noyau de convolution N' sur X et une fonction / de L\oc

tels que N<Nf, N'feLtoc et ess.infiV//(x)>0.
xeX

(4) II existe un noyau de convolution N'ΦO sur X et une fonction fφ 0
de L\oc tels que N'f ait un sens et ess. supNff(x)< + oo.

xeX

Nous connaissons bien que, pour un noyau de convolution N sur X, le principe
de domination pour N n'implique pas toujours Γexistence de la resolvante as-
sociee au noyau N. Le troisieme but de cette note est de fournir une condition
au moyen du principe relatif de domination pour qu'il existe la resolvante as-
sociee au noyau N.
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Soit N' un noyau de convolution. Le paragraphe 4 sera consacre a Γetude

de la totalite des noyaux de convolution de Hunt N verifiant N~<N'. Comme son

application on discutera des caracterisations d'un noyau de convolution de Hunt.

Finalement on generalises le theoreme principal dans [3]. Cela apportera

une notion de la division entre deux noyaux de convolution.

§ 1. Le principe relatif de domination et le principe relatif du balayage

Inequivalence suivante est connue pour un noyau d'un cadre plus large

(cf. le theoreme 1 et le lemme 4 dans [4]).

PROPOSITION 1.1. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les trois

enonces suivants sont equivalents:

(1) N satisfait au principe de domination.

(2) N satisfait au principe de domination.

(3) Quel que soit c une constante>0, N + cε satisfait au principe de do-

mination.

On note ε la mesure de Dirac a Γorigine. On connait aussi la proposition

suivante (cf. le theoreme 1 dans [5]).

PROPOSITION 1.2. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les deux

enonces suivants sont equivalents:

(1) N satisfait au principe de domination (resp. au principe complet du

maximum).

(2) Pour deux fonctions /, g de C£ quelconques, N*f^ N*g (resp. N*f

^N*g + 1) partout sur X des que la meme inegalite a lieu sur le support de f,

supp(/).

On note @(X) Γensemble forme par tous les noyaux de convolution sur X

satisfaisant au principe de domination. D'apres les presents deux propositions,

on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 1.3. @>(X) est vaguement ferme.

DEMONSTRATION. Soit JVeΓadherent vague de @(X). Pour Ne@(X),

il suffit de montrer, d'apres les presents propositions, que, queues que soient c

une constante > 0 et /, g e C£,

N*f+ cf ^ N*g + cg sur supp(/) c=> JV*/+ cf ^ N*g + cg sur X.

Pour un entier n>0 quelconque, on pose/n = ((n-l)/n)(/-inf(/, 1/n)). Alors
(N + cε)*fn(x)<(N + cε)*g(x) sur supp(/n). Soient δ un nombre tel que

0 < δ < min ((N + cέ)*g(x) - (N + cε)*fn(x))
xesuρp(/n)
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et ω un ouvert relativement compact de X=>supp(/π) U supp(g). On peut choisir
un noyau de convolution Nδf(0 appartenant a @(X) tel que

sup \N*fn(x) - Nδtω*fn(x)\ < 4 et sup \N*g(x)- Nδ.ω*g(x)\ < \ ,

car la convergence vague d'un famille (Na)aeΛ de noyaux de convolution entraine
la convergence compacte de (Na*φ)aeΛ pour toute φ de Cκ. Comme Nδω*fn

+ cfn<Nδt(O*f+cg sur supp(/π), on a Ndt(O*fn + cfn^Ndt(O*g + cg sur X a cause
du principe de domination pour Nδf(0 + cε. Par consequent

N*fn + cfn^ N*g + cg + δ dans ω.

En faisant δ I 0 et ω t X, on obtient que N*fn + cfn^N*g + eg sur X. En faisant
ensuite n t + oo, on arrive a Γimplication demandee.

Pour montrer le premier theoreme, on prέparera les six lemmes suivants.

LEMME 1.1. Soient NΦO un noyau de convolution sur X et (μa)aeΛ une
famille de mesures positives dans X. Si (N*μa)aeΛ est vaguement borne, alors

aeΛ I9est aussi.

DEMONSTRATION. Soit K un compact de X quelconque. Comme

il existe une fonction / de C£ telle que N*f(x) ^ 1 sur K. Alors, pour tout
<xeΛ, on a

μa(K) s\jN*f(x)dμa(x) = ^f(x)dN*μa(x) ^ sup ^f(x)dN*μa(x) < +oo,

d'oύ notre lemme.

LEMME 1.2. Soient Nί9 N2 deux noyaux de convolution sur X et sup-
posons que N1^N2. Si, pour deux mesures positives μ, v dans X a support
compact, Nί*μSN2*v dans un certain voisinage ouvert ω du support de μ,
supp(μ), alors N1*μ^N2*v dans X.

DEMONSTRATION. Soit U un voisinage ouvert de Γorigine tel que U—U
= {x — y;x,yeU}<=ω — supp(μ). Pour toute / de C£ avec supp(/)c U et pour
tout x de supp (μ*/) = supp (μ) + supp (/), on a

N2*(v*fXx)-Ni*(μ*fXx) = \f(x-y)d(N2*v-NM)(y) ^ 0,

car {y;f(x — y)>0}(={x} — Uasupp(μ) + supp(/)—t/cω. Comme
on a Nί*(μ*f)^N2*(v*f) sur X. En faisant /{->ε (vaguement), on a Nt*μ

dans X, d'oύ le lemme 1.2.

LEMME 1.3. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au prin-
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cipe de domination et c une constante>0. Si, pour deux fonctions f et g de

Mi, Nf+cf^Ng + cg ξ-p.p. sur Kf, alors Nf^Ng ξ-p.p. sur X.

DEMONSTRATION. D'apres (3) de la proposition 1.1, on a Nf+cf^Ng + cg

ξ — p.p. sur X. D'abord on suppose que ξ(Kf n Kg) = 0. Alors Nf^ Ng ξ — p.p.

sur Kf9 et done sur X a cause du principe de domination pour N. Dans

le cas genέral, on a N(f-g)+ + c(f-g)+^N(f-g)~ + C(f-g)~ ξ-p.p. sur

X(/-,)+, carX/=)X(/_^)+. Parce que ξ(Kif.g)+ΓiKσ-gr) = 09 on a N(f-g)+

g)- ξ-p.p. sur X. Ceci donne Nf^Ng ξ-p.p. sur X.

COROLLAIRE. Soient N et c comme ci-dessus. Si Nf+ cf= Ng + cg ξ — p.p.

surKf\jKg pour f et g de M£, alors f=g ξ-p.p..

En effet, on a d'abord Nf=Ng ξ — p.p. sur X d'apres le lemme 1.3. Par

consέquent / = g ξ — p.p. sur Kf U Kg, et done sur X.

LEMME 1.4. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors, pour toute la

function f de L2 a support compact, Nf a un sens et elle est localement carre

sommable. Pour un compact quelconque K de X, ίl existe une constante Λ(K)

> 0 telle que, quelle que soit f de L2 portee par K,

(1)

DEMONSTRATION. Comme \Nf\^Nf+ + Nf~, on peut supρoser/^0. Pre-

nons un ensemble ouvert relativement compact ω contenant K. D'abord nous

allons montrer Γexistence d'une constante A(ω) > 0 telle que

(2) \ \Nf\2dξ S
J ω

pour toute / appartenant a C+(ω) = { / e Q ; supp(/)c:ω}. Designons par

JV(ίδ-δϊ) la restreinte de N a ω —ω. Pour x e ω et pour/eC+(ω), on a

jV*/(x) =

oύ εx est la mesure d'unite au point x, car ω — ω est symetrique par rapport a

Γorigine et supp (f*ex) = supp (/) + { — x} c= ω — ω. Par consequent,

\ (Nf)2dξ^[(N(m.^f)2dξ.
Jω J

Comme ω-ω est compact, \dN {-__ }< + oo. Posons A(ω) =(\dN(„-„)) .

Observons que
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oΰ /(x) =/(—x). La mesure

est symetrique par rapport a Γorigine et \dσ=A(ώ). On obtient alors

σ*/*/(0) = \f*fdσ =

= - i- jJI/(* + j) -/(j) I

y {Jj I/U + J) 12dζ(y)dσ(x) +

~Λy)' 2 < / « w Λ w + ^ ( ω ) J i/w 12<« ω

II s'en suit que

J = σ*/*/(0) ̂

Ensuite on s'occupe de feL% portee par ω. II existe une suite (/B)^=1

dans C+(ω) telle que \\fn— f\2dξ-*0 lorsque n-* + oo. Alors

limsupί |N/ B - iV/J 2 ^g^(ω) lim \\fn-fj2dξ = 0.

On peut prendre un ouvert ω'=>ω quelconque au lieu de ω, et done on voit qu'il

existe une fonction # ^ 0 localement carre sommable telle que \ \Nfn — g\2dξ-+0

lorsque n-> + oo. Pour φeCκ quelconque, on a

\φgdξ = lim \φNfndξ = lim \φ(x + y)fn(y)dN(x)dξ(y)
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Le dernier terme est egal a \φdN*(fξ). Done g = Nf ξ — p.p. On a aussi

( \Nf\Hξ = lim \ \Nfn\hiξ g A{ω') lim \\fn\hiξ = A{ω') \\f\*dξ

et conclut que Nf est localement carre sommable. On obtient ainsi (1).

LEMME 1.5. Soient Nx un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination et N2 un noyau de convolution sur X. Supposons que,

pour toute mesure positive μ dans X a support compact et pour tout ouvert re-

lativement compact ω de X, il existe une mesure positive μ! portee par ω telle

que Nγ*μ':giV2*μ dans X et N ̂ μ' = N2*μ dans ω. Λlors Nι satisfait au

principe du balayage relatif a N2.

DEMONSTRATION. Si Nι=0, on a evidemment N 2 = 0. Done on peut sup-

poser ΛΓ^O. Soient μ une mesure positive a support compact et ω un ouvert

relativement compact de X. Prenons une famille filtrante a droite (ωΛ)ΛeΛ

d'ouverts telle que ωaczω(ύ(XEΛ) et Wωα = ω. On designe par μ'a une mesure
aeΛ

positive donnee dans Γhypothese pour μ et ω. Comme N1Φ0 et (N*μ'a)ΛeΛ est

vaguement bornee, le lemme 1.1 donne que (μf

a)aeΛ est vaguement bornee. Done

on peut supposer que (μi)αe/i est vaguement convergente. Avec sa limite μ', on a

limΛΓ^μ^JV^μ' (vaguement), car μ'a est portee par un compact fixe. Par

consequent Nί*μ'^N2*μ dans X et N1*μ' = N2*μ dans ω. Soit v une mesure

positive dans X portee par ω satisfaisant a N 1 * v ^ N 2 * μ dans ω. Etant cceΛ

donne, on a supp(μi)c=ωα et N^μ'^N^v dans ω, et le lemme 1.2 donne que

AΓ1*μi^iVi*μ dans X, d'oύ Ni * μ ' ^ N I * v dans X. On voit ainsi que μ! est une

mesure balayee de μ sur ω relativement a (N 1 ? N2), Le lemme 1.5 est ainsi

demontre.

LEMME 1.6. Soient Nι^0 un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination et N2 un noyau de convolution sur X. Supposons que,

pour tout nombre c>0, tout compact K et pour toute f de M£, il existe une

fonction f de Ml portee par K telle que NJ' + cf'<,N2f ξ-p.p. sur X et NJ'

+ cf' = N2f ξ — p.p. sur K. Λlors Nλ satisfait au principe du balayage relatif

άN2.

DEMONSTRATION. Soient ω un ouvert relativement compact de X et μ une

mesure positive dans X a support compact. Prenons une famille filtrante (φa)aeΛ

de C£ telle que φa soit portee par un compact fixe et que (φaζ)aeΛ converge vague-

ment vers ε. Pour tout Γentier m > 0 et αeΛ, il existe / α m e M £ portee par ω

telle que
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et

^l/α,m+ fa,m = ^2(fi*(Pa) ξ—P>P S u r < .̂

On voit que (fatmξ)ΛeΛ est vaguement bornee, et on peut supposer qu'elle converge

vaguement vers une limite μm. On a

I
^i*/*m+ μm = ̂ 2*μ dans X

et

Nι*μm+ βm—N2*μ dans ω.
m

Evidemment μm est portee par ω. D'apres N x # 0 et le lemme 1.1, (μm)£=i est

vaguement bornee. Avec un point vaguement adherent μ' de (μm)%=ι, on a

Nt*μ' ^ N2*μ dans X,

Nί*μf = N2*μ dans ω

et supp (μ')czω. D'apres le lemme 1.5, Nx satisfait au principe du balayage

relatif a N2. Le lemme 1.6 est ainsi demontre.

Montrons le premier theoreme.

THEOREME 1. Soient Nt et N2 deux noyaux de convolution sur X et suppo-

sons que Nt^0 et Nt satisfait au principe de domination. Alors pour que

Nι^N2, il faut et il suffit que Nί satisfasse au principe du balayage relatif a

N2.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que la condition est necessaire. Rap-

pelons le lemme 1.6; alors il suffit de montrer que, quels que soient K un com-

pact de X, c une constante>0 et / une fonction de MJ, il existe une fonction

f'κάe M£ portee par K telle que Γon ait N1f'κ + cfr

κSN2f ξ-p.p. sur X et

NJ'K + cf'κ = N2f ξ - p.p. sur K. On pose M+(K) = {g e M£ KgczK} et

(3) α= inf ί W^ + cg-NJ^dξ.

En vertu du lemme 1.4,

α = inf \ IN^ + cg — N^^dξ,
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oύ L+

2(K) = {feL+

2;KfczK}. Soit (gn)%=1 une suite de M+(K) telle que

lim ( \Nιgn + cgn-N2f\
2dξ = oc.

n->+ooJK

Evidemment (#„)£=! est bornee dans L2, et done on peut supposer qu'il existe

une fonction f'κ de L\(K) telle que (gn)™=1 converge faiblement vers f'κ dans

L2 lorsque n-+ + oo. D'apres le lemme 1.4, Nxf'κ est localement carrέ sommable.

Pour heL^(K) quelconque,

lorsque n ̂  + oo. Notons L2(K) un sous-espace hilbertien de L2 forme par des

functions portees par K. On obtient ainsi que la suite ((Nίg^)κ + cg^Sίl converge

faiblement vers (Nίf
f

κ)κ-\-cff

κ dans L2(K) avec n-^ + oo, oύ (-)κ designe la res-

treinte de (•) sur K. On a done

liminf [ \Nl9n + cgn-N2f\
2dξ ^ [ \NJ>κ + cf'κ-N2f\

2dξ,

d'oύ

J K.

Par consέquent, quelle que soit g de L^(K),

^ \ N2f(Nί
JK

et

Pour simplifier les notations, on note fi = (Nίf'κ)κ + cf'κ et /2 = (N2/)JK. Alors

on a

(4) NJι + ch^NJ2 + cf2 ξ-p.p. sur

et

(5) NJi + cf^N^ + cfr ξ-p.p. sur

Done c2ff

K^N1f2 + cf2 ξ — p.p. sur K ^ . Comme / 2 e M J , i V ^ est localement

bornee. Par consequent f'κ appartient a Mκ. On voit aussi /i e Mκ. D'apres



302 Masayuki Iτό

la proposition 1.1, Λ^ satisfait aussi au principe de domination. Le lemme 1.3

et (4) entrainent que Nίfι^N1f2 ξ — p.p. sur X. Ceci et (5) donnent/j ̂ / 2

ξ — p.p. sur K/κ. II s'en suit

=fi^N2f ξ-p.p. sur K/κ,

Comme Nί<N2, on a N\fr

κύN2f ξ — p.p. sur X, d'oύ

Nifί + cf'κύN2f ξ-p.p. sur X.

Ainsi/i g/ 2 ξ — p.p.. En utilisant cette inegalite et (4), on obtient

NJi+cfi^N^ + cft ξ-p.p. sur K,

et done le corollaire du lemme 1.3 donne/^ =/ 2 ξ — p.p. d'oύ

N2f ξ-p.p. sur X.

On voit ainsi que la condition est necessaire.
Reciproquement, supposons que Nί satisfait au principe du balayage relatif

a N2 et que, pour deux fonctions / et g de M£, Nγf^N2g ξ — p.p. sur Kf. On
choisit un ouvert relativement compact ω de X tel que Kf — Kgc:ω. Soit ε'
une mesure balayee de ε sur ω relativement a (Nί9 N2). On a alors N^ε'^gξ)
= N2*(gξ) dans un certain voisinage ouvert de Kf et Nί*ε'*(gξ)^iN2*(gξ) dans X.
Designons par g' la densite de ε'*(^ξ) par rapport a ξ. On voit g' eMJ et iVx/
^Ntg

f ξ — p.p. sur Xy. D'apres le principe de domination pour Nί9 NJ^N^
ξ-p.p. sur ^ . Comme Nxg'^N2g ξ-p.p. sur Z, N1f£N2g ξ-P-P sur X.
On voit ainsi que la condition est suffisante. La demonstration est ainsi com-
plete.

D'apres le present theoreme, on retrouve Γequivalence entre le principe
de domination et le principe du balayage.

Enonςons les cinq corollaires obtenus essentiellement du theoreme 1. On
note 2ft{X) = @(X)I ~, oil la relation d'equivalence ~ signifie que, avec une con-
stante c>0, N2 = cN1.

COROLLAIRE 1. La relation -< est un ordre partiel sur <$(X)-{0}.

DEMONSTRATION. Pour Ne@(X) quelconque, N-<iV resulte de la
definition, d'oύ-<est reflexe.

Soient N^O, N2^0e 3>(X) et supposons Nx<N2,N2<Nγ. Pour un
voisinage ω ouvert et relativement compact de Γorigine quelconque, le present
theoreme donne qu'il existe une mesure balayee ε'ω de ε sur ω relativement a
(Nί9 N2). En utilisant encore N2-<Nί on obtient une mesure balayee ε^ de
ε'ω sur α> relativement a (N2, Nt). Alors on a
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N2 ^ N^εf

ω ;> N2*ε£ dans X

et

N2 = N^εf

ω = N2*ε£ dans ω.

D'apres le lemme 1.2 et le principe de domination pour N 2 , on a N2^

dans X. Par consequent

N2 = Nί*ε'ω = N2*ε'l) dans X .

Comme iVi^O, le lemme 1.1 donne que (ε^)ω est vaguement bornee. Done

on peut supposer qu'elle converge vaguement lorsque ω J, {0}. Sa limite est

concentree a Γorigine, et elle est egale a cε, oύ c est une constante^O. Par

consequent N2 = cNί et c>0. II s'en suit que -< est symetrique.

Soient Λ^O, N2φ0, N3^0e@(X) et supposons N^N^ N2<N3.

Soient μ une mesure positive dans X a support compact et ω un ouvert relative-

ment compact de X. D'apres le theoreme 1, il existent une mesure balayee μ'

de μ sur ω relativement a (N2, N3) et une mesure balayee μ" de μ' sur ω relative-

ment a ( N l 9 JV2). Alors on a facilement supp(μ")c:ω, N^μ'^N^μ dans X et

Nv*μ" = N3*μ dans X. D'apres le lemme 1.5, Nλ satisfait au principe du balayage

relatif a JV3, d'oύ Nί^N3. II s'en suit que •< est transtive. Le corollarire

1 est ainsi demontre.

COROLLAIRE 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination et posons

= {Nf: noyau de convolution sur X\ N-<N'} .

Alors @R(N) est un cone convexe vaguement ferme. Si N=£0, alors &R(N)

est έgal a Vadherent ^K(N) de &K(N), oil

= {Nf = ΛΓ*v; v: mesure positive a support compact}.

DEMONSTRATION. Si N = 0, alors @R(N) est egal a la totalite des noyaux de

convolution sur X. Done on le montre seulement dans le cas oύ NΦO. Si

la deuxieme partie est vraie, on voit evidemment que la premiere partie a lieu.

Montrons la deuxieme partie. Soit N' e @R(N) quelconque. On choisit une

suite (ωπ)*= 1 d'ouverts relativement compacts de X telle que ωnczωn+i ( v n ^ l )
00

et \Jωn = X. D'apres le theoreme 1, il existe une mesure balayee ε'n de ε sur
n = l

ωn relativement a (ΛΓ, N'). D'aprse le lemme 1.2, (N*ε'n)JL t est croissante,
et on a lim N*ε'n = N' (vaguement). Par consequent @R(N)a0>K(N). Si N'

n-++oo

s'ecrit, avec une mesure positive v dans X a support compact, comme N/ = iV*v,

alors le principe de domination pour N entraine N-<N' d'oii
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Done pour @R(N)=>0>K(N), il suffit de montrer que 3R(N) est vaguement ferme.

Soit N' un point vaguement adherent de @R(N); on prend une famille ίiltrante

(N'aXeΛ de @R(N) qui converge vaguement vers N'. Soient μ une mesure positive

dans X a support compact et ω un ouvert relativement compact de X. Le thέo-

reme 1 donne Γexistence d'une mesure balayee μ'a de μ sur ω relativement a

(N, Nf

a). (N*μf

a)aeΛ etant vaguement bornee, il resulte du lemme 1.1 que (μ'a)aeΛ

est vaguement bornee. On peut supposer done que (μi)αe/i converge vaguement

vers une limite μ'. Remarquons que μ'a est portee par le compact fixe ω; alors

\imN*μ'a = N*μ' (vaguement), et par suite N*μ'^N'*μ dans X et N*μ' = N'*μ

dans ω. Le lemme 1.5 donne que N satisfait au principe du balayage relatif a

N'9 d'oύ JV' e @R(N). On voit ainsi @R(N) est vaguement ferme, et donc

P a r consequent on obtient Γegalite demandee, d'oύ le corollaire 2.

COROLLAIRE 3. Soient N et Nf un noyau de convolution sur X et sup-

posons que NφQ et N^N^ζN'. Pour un ouvert relativement compact ω de X

et pour une mesure positive μ dans X telle que N'*μ ait un sens, il existe une

mesure positive μ' dans X portee par ω telle que Von ait:

(a) N*μ' ^ N'*μ dans X.

(b) N*μ' = ΛΓ'*μ dans ω.

(c) Quelle que soit v une mesure positive portee par ω, N*v^N*μ' dans

X des que N*v^N'*μ dans ω.

En posant N" = N'*μ, on a N<N".

DEMONSTRATION. Soient (ωn)™=1 la meme que dans la demonstration du

corollaire 2 et εf

n une mesure balayee de ε sur ωn relativement a (AT, N'). Alors

(N*εr

n)^=ι converge d'une maniere croissante vers N' avec n t +00. Soit μn la

restreinte de μ sur ωn. On a

lim N*ε'n*μn = N" (vaguement),
a

et done le corollaire 2 donne N~<N". Soit μf une mesure balayee de ε sur ω

relativement a (AT, N"). Alors on voit facilement que μ' est une mesure positive

demandee. Le corollaire 2 est ainsi demontre.

On dit aussi que μ' est une mesure balayee de μ sur ω relativement a (N, N').

Remarquons que @(X) = {N e @>{X)\ N^O} on voit que le corollaire suivant

est une generalisation de la proposition 1.3.

COROLLAIRE 4. Soit N' un noyau de convolution sur X. Alors

= {N e@(X); N<N'} est vaguement fermi.

Montrons le corollaire 4. Soient N un noyau de convolution appartenant

a l'adherent vague de {Ne@(X); N<N'} et (NJaeΛ une famille filtrante de

{Ne@(X);N<N'} qui converge vaguement vers N. D'apres la proposition
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1.3, N satisfait au principe de domination. Si iV = 0, alors on a facilement

N^Nr. On suppose AΓ^O, et alors on peut supposer NaΦθ ( vα eA). Pour une

mesure positive μ dans X a support compact et pour un ouvert relativement

compact ω de X, le theoreme 1 donne Γexistence d'une mesure balayee μ'a de μ

sur ω relativement a (Na9 Nf). Comme NΛ->N, N^O et NaΦθ, on peut sup-

poser que, pour une fonction / de C%, N*f(x) > 1 sur ω entraine iVα*/(χ) > 1

sur ω, car, pour toute φ de Cκ, (Na*φ)aeΛ converge uniformement vers N*φ

sur tout compact. Remarquons Na*μf

aSN'*μ(*(xeΛ); alors on obtient, de

la meme maniere que dans le lemme 1.1, que (μ'a)aeΛ est vaguement bornee. Done

on peut supposer qu'elle converge vaguement vers une limite μ'. Comme supp(μ^)

aω pour tout oceΛ, on a lim Nx*μ'a = N*μ' (vaguement). Alors supp (μ') cz ω,
n->+oo

N*μ'^N'*μ dans X et N*μ' = N'*μ dans ω. D'apres le lemme 1.5 et le theo-

reme 1, on a N-<N\ d'oύ {N e @{X)\ N<N'} est vaguement ferme.

Le corollaire suivant est une forme du principe transitif de domination.

COROLLAIRE 5. Soieπt Nt et N2 deux noyaux de convolution sur X et

supposons que Nx^0 et Nί^Nί<N2. Si, pour deux mesures positives μ et

v dans X, N^ζμ + v) a un sens et si iV1μ*^iV1*v dans un certain voisinage

ouvert de supp(μ), alors N2*μ^N2*v des que N2*v a un sens.

DEMONSTRATION. Posons N' = N^v. Pour un compact K de X, on designe

par μκ la restreinte de μ sur K. D'apres le corollaire 2, Nί -<N\ et done le lemme

1.2 donne Nt*μκ^N' dans X. En faisant K t X, on arrive a Nί*μ^Nf = Nί*v

dans X. Remarquons le corollaire 2 et sa demonstration. II existe une suite

(λn)™=1 de mesures positives dans X a support compact telle que (N1*λ^ssl

converge d'une maniere croissante vers N2 avec n t +oo. Done si N2*v a un

sens, alors N2*μ SL un sens et

N2*v — N2*μ = lim (N^v — Nx*μ)*λn ^ 0

dans X, d'oύ notre corollaire.

En generalisant le principe relatif du balayage, on obtient la proposition

suivante:

PROPOSITION 1.4. Soient N^O un noyau de convolution sur X satisfaίsant

au principe de domination et ω un ouvert quelconque de X. A N'e@R(N)

quelconque, on peut associer un seul noyau de convolution N'ω = N'ω(N9 N\ ω)

e @R(N) tel que Von ait:

(a) N'ω S Nf dans X.

(b) N'ω = N' dans ω.

(c) Pour N"e@R{N) quelconque, N'ω^N" dans X des que N'fLN" dans ω.

D'abord on preparera un lemme.
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LEMME 1.7. Solent Nu N2 deux noyaux de convolution sur X, ω un

ouvert relativement compact et μ, v deux mesures positives dans X a support

compact. Supposons que JVX satisfait au principe du balayage relatif a N2

et que N2*μ = N2*v dans ω. On designe par μf et par V une mesure balayee

de μ sur ω et une mesure balayee de v sur ω relativement a (Nί9 JV2), respective-

ment. Alors N1^μf = Nί*vf dans X.

En effet, on a N^μ'= Nί*v' = N2*μ dans ω. Rappelons la condition (c)

qui apparaίt dans la definition du principe relatif du balayage (§ 0) alors on

obtient Γegalite demandee.

Montrons la proposition 1.4. Soit (ωa)aeΛ une famille filtrante a droite

d'ouverts relativement compacts de X telle que cυαc:ω( vαe A) et \J ωα = ω.
aeΛ

On designe par ε'a une mesure balayee de ε sur ωα relativement a (JV, JV'). Si,

pour α, β e A, ot^β, alors le present lemme donne que N*ε'β est egal au N-potentiel

balayέ de N*ε'a sur ωβ relativement au noyau N, et done (N*ε'a)aeΛ est croissante.

Comrae N*sf

at^N' dans X, on voit que N'ω = \imN*ε'a (vaguement) a un sens,
α

et le corollaire 2 donne N'ωe &R(N). Evidemment N'ω verifie (a) et (b). Sup-

posons que, pour N" e 3> R(N), N"^Nf dans ω. Comme N"^:N*ε'a dans ω et

ωz3α£z3supp(ε;), le lemme 1.2 donne N"^N*εr

a dans X, d'oύ N"^N'ω dans

X. L'unicite de N'ω resulte aussi des conditions (b) et (c). La proposition 1.4

est ainsi demontree.

On dit que N'ω est le noyau de convolution balayέ de N' sur ω relativement

a (ΛΓ, N').

REMARQUE. Dans la presente proposition, on a:

(1) Si ω est relativement compact, N'ω s'ecrit comme N'ω = N*ε'ω9 oύ ε'ω
est une mesure balayee de ε sur ω relativement a (AT, JV').

(2) L'implication ω-+N'ω est croissante.

§ 2. Caracterisations du principe complet du maximum

Nous connaissons bien que, pour un noyau de convolution N sur X, le

principe complet du maximum pour JV est plus fort que le principe de domination

pour JV. Le but de ce paragraphe est de fournir conditions necessaires et suf-

fisantes pour qu'un noyau de convolution sur X satisfaisant a N^N verifie N<ζN.

D'abord on preparera les trois lemmes.

LEMME 2.1. Soient N Φ 0 un noyau de convolution sur X et σ une mesure

dans X.

(1) Si N^:N*σ dans X, alors, pour tout Γentίer n>0, les convolutions

(σ)n et JV*(σ)n sont definies.
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GO

(2) Si NέiN*σ dans X et NΦN*σ, Σ (σ)n converge vaguement.

On note (σ)1 = σ et (σ)n = (σ)»-* *σ ( v n ^ 2 ) .

DEMONSTRATION. Supposons que, pour un entier n>0, (σ)n, (σ) π + 1 , JV*(σ)n

et N*(σ)n+1 sont definies et que iV*(σ)ng:JV*(σ)w+1 dans X. D'apres le theoreme

de Fubini, la convolution (JV*(σ)n)*σ est definie et on a (JV*(σ)w)*σ = JV*(σ)w+1.

En utilisant Γinegalite N*(σ)n^±N*(σ)n+1 dans X, (JV*(σ)n+1)*σ est aussi definie

et on a JV*(σ)w+1 ^(JV*(σ)B+1)*σ dans X. Comme N=£0, (σ)n+2 est definie et

(N*(σ)w+1)*σ==iV*(σ)n+2. Par recurrence, on voit que, pour tout Γentier n > 0 ,

(σ)" et iV*(σ)" sont definies et N*(σ)nέiN*(σ)n+1 dans X. Pour un entier m > 0

quelconque,

(N-N*σ)*(ε+ Σ (σ)n) = N-N*(σ)m+ί ^ N

CX)

dans X. Si Γon a NΦN*σ, le lemme 1.1 donne que Σ ( σ ) w e s t vaguement

convergente.
Dans ce cas, on a

(6) (N-iV*σ)*(ε+ Σ (σ)M) = N- lim iV*(σ)w.
1 +

LEMME 2.2. iSoίί σ une mesure positive dans X symetrique par rapport
o Γ

a Γorigine. Si Σ (σ)n e s t vaguement convergente, alors \dσ^l.
H = l J

DEMONSTRATION. Pour un compact K de X symetrique par rapport a Γori-
00

gine, on note σκ la restreinte de σ sur K. Alors Σ (σκ)n e s t vaguement con-
n=ί r r

vergente et σκ est symetrique par rapport a Γorigine. Ayant\dσ= lim \dσκ,
J ^ κ\x )

on peut supposer que σ est a support compact. On designe par X le groupe
dual de X et par £ un point de X. Comme (σ)2 = σ*σ, on a (σ) 2(jc)=|σ(x)| 2

sur X et σ est continue, oύ la signe σ signifie la transformation de Fourier de σ.

II s'en suit que, pour tout Γentier m ^ l ,

Σ

sur £. Pour toute ψ de CJ,

Σ (σ)2n(χ) = Σ
ί 1

+ oo>[φ*φd Σ (σ)π^ [φ*φd Σ (σ)2n= lim
J u = l J n=ί m-++a

= lim Σ \\φ*(σ)ψdξ = lim Σ \ k*(σ
m-++oo «=1 J m-> + oo π = l J

Σ
« = 1
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= lim f
m->+oo n = l

oύ I est la mesure de Haar sur X associee a ξ. La fonction φ etant quelconque,

Σ \σ(x)\2nest convergente ξ-p.p. sur J?, et done |σ(x)|^l ξ-p.p. sur A\ La

fonction σ est continue dans X, et par suite |σ(Jc)|^l partout sur X, d'oύ \dσ

= σ(ΰ)^ί, oύ O est Γorigine de X. Le lemme 2.2 est ainsi demontre.

LEMME 2.3. 5oiί NΦO un noyau de convolution sur X. Alors les quatres
enonces suίvants sont equivalents:

(1) N satisfait au principe complet du maximum.
(2) N satisfait au principe de domination et N~<ξ.
(3) N satisfait au principe de domination et

CN = sup l\dμ;μ: mesure positive, N*μ ^ N>< + oo .

(4) iV satisfait au principe du balayage et, pour un ouvert relativement

compact ω de X quelconque, \dε'ω^l, oύ ε^ est une mesure balayee de ε sur ω

relativement au noyau N.
On remarque que Γequivalence entre (1), (2) et (4) est presque connue.
Montrons d'abord (1) >=t> (2). Supposons que, pour f,ge M£, Nf^ Ng

ξ — p.p. sur Kf. Alors, pour toute c>0, N(f/c)SN(g/c) + l ξ — p.p. sur Kf et
done ξ — p.p. sur X, d'oύ Nf^Ng + c ξ — p.p. sur X. En faisant c->0, on a
Nf^Ng ξ — p.p. sur X, d'oύ Ne@(X). Supponons que, pour/, geM£, Nf^ξg

= \gdξ ξ — p.p. sur Kf. Si g = 0, alors Nf=0 ξ — p.p. sur Kf. On a, pour toute

c> 0 et pour toute ft de M J, cJV/̂  cNft +1 ξ - p.p. sur X/? et done Nf£ Nh+ —

ξ — p.p. sur X. En faisant c-> + oo et h-+0, on a Nf=0 ξ — p.p.. Si ##0, alors,

pour toute heM~£9-γ Nf^Nh + 1 ξ — p.p. sur Kf, et done ξ — p.p. sur X.

Comme ft est quelconque, on a JV/̂  Igdξ ξ — p.p. sur X, d'oύ

Montrons (2)«=>(3). Supposons que, pour une mesure positive μ dans X,
^N dans X. Alors, d'apres le corollaire 5 du theoreme 1, on a

d'oύίdμ^l. On a done C ^ l .

Montrons (3)«=>(4). Comme iV*ε^^iV dans X, il suffit de montrer CN^1
en supposant CN< + oo. Sinon, il existe une mesure positive μ dans X telle

que N^.N*μ dans X et\dμ>l. D'apres le lemme 2.1, pour tout Γentier mgrl,

(μ)"1 et N*(μ)m sont definies et N^N*(μ)m dans X. Alors C ^ { ([Ϋ

d'oύ CN= + oo. On arrive a une contradiction, d'oύ CN^ 1.
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Montrons ίinalement (4)c=>(l). Pour le principe complet du maximum pour
JV, il suffit de montrer que, pour /, g de C£,

N*f ^ N*g + l sur supp (/) <=^ N*f ^ N*g +1 sur X.

Soient ω un ouvert relativement compact de X tel que ω=)supp(/) et x un point
de ^supp(/) quelconque. On pose, pour un nombre <5>0, ωδ={yeX;N*g(y)
+ l + δ>N*f(y)} n ω. Alors on a ω^=3supp(/). On designe par ε' une mesure

balayee de ε_x sur — ωδ relativement au noyau N. Alors \dε' = \dε'^l, car

εf est une mesure positive obtenue d'une mesure balayee de ε sur — ωδ+{x}
relativement au noyau N par la translation de —x. On a

N*εx ^ N*ί' dans X

et

N*εx = N*εf dans —ωδ = ωδ.

Evidemment supp (ε') c= ωδ. Done

N*g(x) +1 + δ - N*f(x) = N*g*εx(0) +1 + δ - N*f*εx(0)

= {gdN*εx+l+δ-{fdN*εx t \gdN*ί' + l + δ-[fdN*?

l + δ- [N*fdεf

II s'en suit que N*f^N*g + l + δ dans X. En faisant δ | 0 on arrive a N*f
i^N*g + l sur X. On voit done N<&N. Le lemme 2.3 est ainsi demontrέ.

Le present lemme et le corollaire 5 du theoreme 1 donnent immediatement
le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Si un noyau de convolution NΦO sur X satisfaίt au principe

complet du maximum, alors \dμ^\dv des que N*μ^N*v dans X pour deux

mesures positives μ et v dans X de masse totalefinie.
En effet, on a N<ζ. D'apres le corollaire 5 du theoreme 1, on a ξ*μ

Le deuxieme theoreme est concernant des caracterisations du principe
complet du maximum.

THEOREME 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au prin-
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cipe de domination. Alors les quatre enoncέs suivants sont equivalents.
(1) N satisfait au principe complet du maximum.
(2) // existe un noyau de convolution symetrique N'^Q sur X tel que

N<Nf.
(3) // existe un noyau de convolution Nf sur X et une fonction f de L\oc

tels que N^ζN' et que N'f ait sens et

ess.infN'f(x) > 0 .
xeX

(4) // existe un noyau de convolution N'Φ0 sur X et une fonction / # 0
de Mi tels que N<N' et

ess.sup N'f(x) < +oo.
xeX

DEMONSTRATION. L'implication (1)<=>(2) resulte immediatement du lemme
2.3, car en posant N' — ξ, on voit que Γenonce (2) a lieu. On voit aussi que
(1)<=>(3) et (1)>=>(4) sont vraies.

Montrons l'implication (2)c>(l). Si N = 0, alors Γenonce (1) est evident.
Done on suppose NΦO. D'apres le lemme 2.3, il suffit de montrer que, quelle

que soit μ une mesure positive dans X, \dμ^\ des que N*μ^N dans X. On

peut supposer que supp(μ) est compact. D'apres le corollaire 5 du theoreme

1, on a N'*μ^N' dans X. Comme Nf est symetrique, on a

= Nr dans X. On pose, pour un nombre δ avec 0<δ<\9 μδ= — (μ+ju). Alors

Nf-N'*μδ^(l-δ)Nr(Φθ) dans X.

00

D'apres (2) du lemme 2.1, Σ (μδ)
n est vaguement convergente. Comme μδ

ιi=i r
est symetrique par rapport a Γorigine, le lemme 2.2 donne que \dμδ^l9 d'oύ

δ\dμ^l. En faisant δ t 1 on arrive aλdμ^l. On voit que (2)<=>(1) a lieu.

Montrons que (3) implique (1). On peut supposer NΦO. Pour une fonc-
tion φ (#0) de C£, on a inf N'f*φ(x)>0, oύ/est la fonction donnee dans Γenonce

xeX

(3). Supposons que, pour une mesure positive μ dans X a support compact,
N*μ ^N dans X. Le corollaire 5 du theoreme 1 donne N'*μ^N' dans X, et

N'*(f*φ)(x)^N'*(f*φ)*μ(x) sur X.

Comme N'f*φ = N'*(f*φ) et

N'*(f*φ)*K0) = (
xeX

on a
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< .

mf
xeX

Le terme droit ne depend pas de μ, et done la constante CN introduite dans (3)
du lemme 2.3 est g le terme droit, d'oύ CN< + 00. D'apres le lemme 2.3, on
voit N<N, d'oύ (3)c»(l).

Montrons finalement (4)t=^(l). On peut supposer NΦO. D'apres le lemme

2.3, il suffit de montrer que, quelle que soit μ une mesure positive dans X a sup-

port compact, \dμ^l des que N*μSN dans X. Soit a une constante telle que

S r J 00

dμ=\dfί. Alors Σ (α" 1 ^)" est vaguement convergente et

Soit / la fonction donnee dans Γenonce (4). On a, pour toute φ de C£,

i \ a /

= \φ(χ+y)N'f(y)dξ(y)d Σ (^M
J n=ι\a

(ess.sup A^7U))U^{i/ Σ (— M)" < + oo .

Done la convolution (N'*(fξ))* Σ (a ίfi)n a u n sens. Comme/^O, pour toute

φ de C£, il existe ψ de C£ telle que f*ψ ^ φ sur X9 et done

) Σ^fix) < + oo .

00

Par consέquent, la convolution N'* Σ iβ~x β)n a aussi un sens. On pose N"

= JV'*(ε-f Σ {a~xβ)n et μa = μ*μla. Comme

N"-N"*μa = N' + N'* Σ (—&)"- N'*μ* Σ(—M
W=I \ a J n=i \ a
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= N' + (N'-N'*μ)* Σ (—j&ΐ^N'^O
n=ι\ a /

dans X et N'φO, le lemme 2.1 donne que Σ (μa)
n est vaguement convergente.

Comme μa est symetrique par rapport a Γorigine, le lemme 2.2 donne \dμa^l,

d'oύ \(dμ) 2 = a\dμa^a. En faisant α J, \ dμ, on arrive a \ dμ^l. On voit

ainsi que (4)=>(1) a lieu.

La demonstration est ainsi complete.

Le theoreme 2 donne immediatement le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au prin-

cipe de domination. On a alors:

(1) Si N est symetrique, alors N satisfait au principe complet du maximum.

(2) SΊl exίste une function / # 0 de C£ telle que Nf ait un sens et que

ess. inf Nf(x)>0, alors N satisfait au principe complet du maximum.
xeX

(3) SΊl existe une function fφO de C£ telle que supiV*/(x)< +oo, alors
xeX

N satisfait au principe complet du maximum.

% 3. Le principe relatif de domination et la resolvante

On dit qu'une famille (Np)p>0 de noyaux de convolution sur X est une

resolvante si, pour tous p>0 et q>0, Np*Nqa un sens et

(7) Np-Nq = (q-p)Np*Nq (Equation resolvante).

REMARQUE 3.1. Soit N un noyau de convolution sur X. Une resolvante

(Np)p>0 satisfaisant a lim Np = N (vaguement) est uniquement determinee lorsqu'el-

le existe.

En effet, soient (Np) > 0 et (Np) >0 deux resolvantes telles que lim Np=\im N'p
p->0 p->0

= N. En faisant q I 0 dans (7), on obtient que, pour tout p>0, N = Np+pN*Np

= N'p + pN*N'p. Done

(pN+ε)*(ε - pNp) = (pN + ε)*(ε - pN'p) = ε.

Comme N^pN*Np dans X et N*N'P a un sens, la convolution N*NP*N'P a un

sens. Done

ε-pN = (pN + ε)*(ε-pN )*(ε-pN'p) = ε-pN'

d'oύ Np=N'p.

Dans ce cas, en posant N0 = N, (Np)p^0 s'appelle la resolvante associee

au noyau N.

LEMME 3.1. Soient N un noyau de convolution sur X et (Np)p^0 est la
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resolvante associee a N. Alors, pour tout p>0,

Fournons la demonstration. En faisant g->0 dans (7), on obtient que N*Np

a un sens et N — Np = pN*Np. Pour notre egalite, on peut supposer NΦO,
00

car si iV = O, alors Np s'annule aussi. D'apres le lemme 2.1, Σ (pNp)
n est vague-

n= 1

ment convergente et

Σ (PNPY = pN - p lim N*(pNp)»
l +

oo

(cf. (6)). Done N^p'1 Σ (pNp)
n. Reciproquement, soit q un nombre avec

0<q<p. En utilisant (6) et (7) on a aussi

Σ ((p-q)NpY = (p-q)Nq-(p-q) lim Nq*((p- q)NpY .
W = l 71-+ + 00

Comme Nq^N dans X, on a, pour tout Γentier m>0,

Nq*((p — q)Np)
m'^[——— J N*(pNp)m ==(——— ) N.

Done

oo oo

(p-q)N = Σ (ίp — q)Np)n g Σ (pNp)
n.

oo

En faisant q j 0, on arrive a N ̂  P~1 Σ (pNp)
n. Par consequent on obtient

Γegalite demandee.
La remarque suivante est obtenue par un calcul elementaire et bien connue

(cf. par exemple, [2]).

REMARQUE 3.2. Soit N un noyau de convolution sur X de la forme N = a(ε
oo

+ Σ (σ)w)? o u a e s t u n e constante positive et oύ σ est une mesure positive dans
n=ί

X. Alors il existe la resolvante (Np)p>0 associee au noyau N et, pour tout ρ>0,

Le lemme 3.1 et la presente remarque donnent que, pour un noyau de con-
volution N quelconque sur X auquel la resolvante est associee et pour une con-
stante c>0 quelconque, il existe la resolvante associee au noyau N + cε.

La remarque suivante est aussi connue.
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REMARQUE 3.3. Soit N un noyau de convolution sur X auquel la resolvante

(Np)pzo est associee. Alors, pour tout p>0, il existe la resolvante associee

au noyau Np. On voit facilemment que (Np+q)q^0 est la resolvante associee

au noyau Np.

Fournons une caracterisation de la resolvante associέe au noyau donnέ.

LEMME 3.2. Solent N un noyau de convolution sur X et (Np)p^0 une famille

de noyaux de convolution sur X. Alors les deux enonces suίvants sont equiva-

lents.

(1) (Np)p>0 est la resolvante associee au noyau N.

(2) Pour tout p>0, (pN + ε)*Np = N et UmNp = N0 = N(vaguement).

DEMONSTRATION. L'implication (1)=>(2) est evidente. Montrons son in-

verse. Pour cela, il suffit de montrer Γequation resolvante. Soient p>0 et q>0

quelconque. On a

(pN + ε)*Np = (qN + ε)*Nq =

= (PN + ε)*Nq + (q-p)(pN + ε)*Np*Nq = (pN + ε)*(Nq + (q-p)Np*Nq).

En utilisant encore N = (pN + ε)*Np, on a

N*Np = N*(Nq + (q-p)Np*Nq).

Par consequent

d'oύ Γequation resolvante a lieu. Le lemme 3.2 est ainsi demontre.

Le lemme suivant est bien connu (cf. par exemple, la proposition 2 dans [4]).

LEMME 3.3. Soit N un noyau de convolution sur X de la forme N = a(ε
oo

+ Σ (σ)w)» oύ a est une constante>0 et σ est une mesure positive dans X.
n = l

Alors N satisfait au principe de domination.

En generalisant le cadre des noyaux de convolution sur X de la presente forme,

J. Deny a defini un cadre plus large suivant des noyaux de convolution sur X

(cf. [2]).

Un noyau de convolution NΦO sur X est dit associe (a une famille fondamen-

tale) s'il existe une base de voisinages compacts Ψ* de Γorigine telle qu'a Ve Ψ*

quelconque, on puisse associer une mesure positive σv dans X satisfaisant aux

conditions suivantes:

(a) N^N*σv dans X.

(b) supp(JV-JV*σy) c V.

(c) lim N*(σv)
n = 0 (vaguement).

ιi-»+oo
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REMARQUE 3.4. La presente definition est un peu differente de celle par J.
Deny. On remarque qu'il n'y a pas la condition NΦN*σv qui se trouve dans
la definition par J. Deny.

REMARQUE 3.5. Soit N un noyau de convolution de la meme forme que
dans le lemme 3.3. En posant y = la to tali te des voisinages compacts de
Γorigine et σκ = σ pour tout V de ^ , on voit que Nest associe.

Le lemme suivant est generalisation du lemme 3.3.

LEMME 3.4. Soit N un noyau de convolution sur X. Si N est associe,
alors N satisfait au principe de domination.

J. Deny [2] montre qu'un noyau associe est un noyau de convolution de
Hunt (voir §. 5), et done le lemme 3.4 est connu. Nous donnerons ici la demon-
stration directe. Supposons que, pour deux fonctions jφ 0 et g de C£, N*f^N*g
sur supp(/). Posons ω = {xeX;f(x)>0} et, pour un entier m ^ l quelconque,
/ m =/-inf(/, 1/m). Alors on peut choisir Vei^ tel que supp ( / J + F c ω .
Posons ηv = N — N*σv. Comme N^O, le lemme 2.1 donne que, pour tout
Γentier n>0, (σv)

n et N*(σv)
n sont definies, et on a N*(σv)

n^N*(σv)
n+1 dans

X. En remarquant JV#O et la condition (c) qui apparaϊt dans la definition d'un
00

noyau associe, on voit facilement ηvφ0. D'apres le lemme 2.1, Σ (σ>)w est
vaguement convergente. D'apres la condition citee ci-dessus et Γegalitέ (6),
on a encore

N = ηv*(ε+ Σ ( M " ) .

Si la totalite des voisinages compacts Fappartenant a Ψ* et satisfaisant a σ κ = 0
forme une base de voisinages de Γorigine, alors, en vertu de la condition (b) qui
apparait dans la definition d'un noyau associe, N est proportionnel a ε. Dans
ce cas, il est evident que N satisfait au principe de domination. Done on peut
supposer que, quel que soit V de i^,σvΦ0. Montrons N*g^N*fm sur X.
Posons Mm = inf (N*fm, N*g); alors um*σv a un sens et um^um*σv sur X. Posons
hm = um — um*σv alors hm est une fonction non-negative, finie et continue. Comme

sur X, on a

lim um*(σv)
n(x) ^ lim N*g*(σv)

n(x) = 0
W-++00 W-+ + 00

Σ

Soit x un point de ω quelconque. Alors N*fm(x) = um(x) et

hm(x) •= um(x)-um*σv(x) ^
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Comme supp(//κ*/m) = supp(f7κ) + supp(/m)czK+supρ(/w)(=ω, on a hm^ηv*fm

sur X d'oύ

Um έ (8+ Σ (°v)n)*riv*fm = #•/«

sur X. Par consequent um = N*fm sur X d'oύ N*fm^N*g sur X. En faisant

m ί +00, on arrive a N*f^N*g sur X. D'apres la proposition 1.2, on voit que

TV satisfait au principe de domination. Le lemme 3.4 est ainsi demontrέ.

Le troisieme theoreme est de fournir des caracterisations de Γexistence de

la resolvante associee au noyau donne.

THEOREME 3. Soit N un noyau de convolution sur X, Alors les trois

enonces suivants sont equivalents,

(1) // existe la resolvante (Np)p^0 associee au noyau N.

(2) Posons Yc la totalite des voisinages compacts de Γorigine.

N satisfait au principe de domination et

^ = 0 (vaguement),
vtx

VeTΌ

oύ N^y est le noyau de convolution balaye de N sur &V relativement a (N, N)

des que N^O et oύ N^v = 0 ( v F e τTc) des que N = 0.

(3) N satisfait au principe de domination et il existe une suite (N(w))£=i

de noyaux de convolution sur X telle que Von ait N-<ζN(n\ JV^iV(/l) ( v « ^ l ) ,

lim N ( n ) = 0 (vaguement) et que N*(N — N(n)) ait un sens.
+

DEMONSTRATION. Montrons d'abord (1)«=>(2). On peut supposer evidem-

ment ΛΓ^O. D'apres les lemmes 3.1 et 3.3, on voit que, pour une constante

c>0 quelconque, N + cε satisfait au principe de domination, et done la proposi-

tion 1.1 donne le principe de domination pour N. Comme (Nvv)Ver c est une

famille filtrante a gauche lorsque F t X (voir la remarque de la fin dans §1),

limΛ/^ a un sens. On prend une suite (ωn)^= 1 d'ouverts relativement com-
VtX oo

pacts de X telle que Q) n cco n + 1 etW ωn = X. Pour Ve if c quelconque, le theoreme
n=l

1 donne Γexistence d'une mesure balayee sf^V)n de ε sur W Π ωn relativement au

noyau N. D'apres le lemme 1.7, N*ε'VVtn est le N-potentiel balaye de N*ε'vVtn+ί

sur &Vf) ωn relativement au noyau JV, et done on voit que la suite (N*ε'VVfn)%Li

est croissante. En remarquant la maniere de la construction de N^v dans la

proposition 1.4, on voit que

N<gV = lim N*ε'VVsn (vaguement).
«->+oo

Comme N^O et N*ε^Vitt^N dans X, le lemme 1.1 donne que
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est vaguement bornee. Alors on peut supposer que (ε^Vtn)^=i converge vague-

ment vers une limite ε'<gV lorsque n-v + oo. Evidemment on a supp (ε'^aW

et N*ε«v^N dans X. Soit p un nombre>0 quelconque. Pour / e C £ quel-

conque, on choisit une fonction g de C£ telle que N*g ^ / sur X. Comme

0 ^ / * I ^ K } M ^ N*ε'vVίn*g ^ N*g sur X

et, d'apres le lemme 3.2,

^ = \ ^ g { p ) + oo ,

le theoreme de Lebesgue donne que

lorsque n-> + oo. • Comme / est quelconque,

= N p*ε'vv (vaguement).

On prend une suite (Vm)%=ί de Yc telle que Wm=>Wm+i ( v m ^ l ) et \J Vm = X.
m = l

Comme supp(ε^ F m )c:#F m , lim ε^Km = 0 (vaguement). De la meme maniere
m->+oo

comme ci-dessus, on a

lim Np*εfwm = 0 (vaguement).
n-*+oo

D'apres le lemme 3.2, on a

n->+oo

= = TVcgVγn p* fVm

La suite ( N ^ K m ) ^ = 1 etant decroissante, iy r = lim iV^Fm a un sens et N'*(pNp) = N'.
m-*+ao

D'apres le lemme 2.1, pour tout Γentier m ^ 1, N'*(pNp)
m = N\ D'apres le lemme

3.1, on a \imN*(pNp)
n = 0 (vaguement), et donciV'= lim N'*(pNp)

m = 0, car
»-»+oo m->+oo

N'^N, d'oύ limΛΓ^Fm = 0 (vaguement). On a ainsi
m-*+oo

^ κ = 0 (vaguement),
VTΌ

d'oύ

On voit facilement (2)^>(3). En effet, en remarquant que (N«v)Ver c est

filtrante a gauche lorsque Vi X et que X est dέnombrable a Γinfini, on voit
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qu'il existe une suite (Vn)™= t de Ψ*c telle que \j Vn = X et limNΨ V n = 0 (vaguement).
«= 1 n-*+oo

Comme N — NtgVn est a support compact, la convolution N*(N — N^Vn) a un sens.

L'inegalite N^N<gVn resulte de la definition de NVVn et N^N<gVn en resulte

aussi.

Montrons finalement que (3) implique (1). On a d'abord, pour tout p>0,

pN + ε<N. En effet, pour/, geM% quelconque, Γinegalitέ pNf+f^Ng ξ — p.p.

sur Kf implique pNf^Ng ξ — p.p. sur Kfi et done pNf^Ng ξ — p.p. sur X. On

a ainsi pNf+f^Ng ξ-p.p. dans ^ X ^ d'oύ pNf+f^Ng ξ-p.p. sur Z . On

prend une suite (ωn)*Lί d'ouverts relativement compacts de X telle que ω π c ω n + 1
00

et \J ωn = X. D'apres le theoreme 1, il existe une mesure balayee ε'PtK de ε

sur ωn relativement a (pN + ε, N). On remarque ici que le principe de domina-

tion pour pN + ε resulte de la proposition 1.1. Comme (pN + έ)*ε'Pfn^(pN

H-e)*βp,w+i dans ωn+ί et supp(εf

Pfn)czωnczωn+ί9 le lemme 1.2 donne (pN + ε)*ε'p$n

^(pN + ε)*ε'n+ί dans X, d'oύ ((pN + ε)*e'Ptn)*L1 est croissante. Comme pN

+ ε<N, le corollaire 5 du theoreme 1 donne que (N*ε'PtH)%sl est aussi croissante.

Comme (pN + ε)*εPtH = (pN + e)*εPtn+1 dans ωπ, il s'en suit que εPtH*zεPtΛ+1

dans ωn. On voit ainsi que

lim (pN + ε)*ε'Ptn = N (vaguement)

et que (βPin)n=i converge vaguement vers une limite Np lorsque «->4 oo.

Pourtoute/de CJ,

*fdNp ^ lim inf
W-*+oo

= lim (piV+ε)*e^>n*/(O) = JV /(O),
Π-++00

et done iV*iVp a un sens et (pN + ε)*Np^N dans X. Montrons N^ p

dans X. Si JV = O, alors cela est evident. On suppose AΓ^O. Soit fe C£ quel-

conque; alors on choisit ge C£ telle que iV*^^/sur X. Comme

0 ^ ί'PtΛ*f ^ N*ε'Ptn*g ^ JV*^ SMΓ

et, pour tout m ^ l ,

N-NM) < +oo,

le theoreme de Lebesque donne

lim
n-++ao
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On a done, pour tout m^ 1,

(9) lim (N-N™)*e'PtH = (N-N^)*Np (vaguement).
n->+oo

D'apres le corollaire 5 du theoreme 1, on a iV(m)*ε^πgiV(m) dans X. Done,
pour toute / de CJ,

lim [fdN*e'Ptn£ lim [fd(N-N^)*εPtn + lim
n-++aoJ n-* + ooJ ' n-++ao

En faisant m i + oo, on arrive a

\im [fdN*ε'Ptn^[fdN*Np.

Par consέquent (pN + ε)*Np^N dans X. On voit ainsi (pN + ε)*Np = N dans
X. Montrons finalement que limAΓ =iV. On peut supposer encore iV#0.

Ayant Np^N pour tout p>0, on voit que (pNp)p>0 converge vaguement vers
0 lorsque p->0. Soit m un entier ^ 1 quelconque. Comme N*(pNp)^N dans
X, JV.#O et N*(N — N(m)) a un sens, on obtient, de la meme maniέre que dans
la demonstration de Γegalite (9),

lim p(N - N(m))*ND = 0 (vaguement).
0

D'apres le corollaire 5 du theoreme 1, on a N(m)*(pNp)^N^m) dans X, Done,
pour toute / de C£,

lim sup p[

et par suite

lim sup p[fdN*Np g [fdWm\

En faisant m ^ + oo, on arrive a lim p\fdN*Np = 0 d'oύ pN*Np converge

vagument vers 0 avec p->0. On a done

lim Np = N (vaguement) .
p->0

Par consequent le lemme 3.2 donne Γexistence de la resolvante (Np)p^0 associee
au noyau N, d'oύ (3)t=ί>(l).

La demonstration est ainsi complete.
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COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination. Si (N)2 = N*N a un sens, alors il existe la resolvante

associee au noyau N.

En effet, en posant N(m) = 0 (m = l, 2, ), on voit que N satisfait a Γenonce

(3) du theoreme 3. Le corollaire 1 est un theoreme de Kishi. M. Kishi [6]

le montre pour un noyau d'un cadre plus large (voir le theoreme 1 dans [6]).

Le corollaire suivant est obtenu par J. Deny (cf. [2]).

COROLLAIRE 2. Pour un noyau associe N, il existe la resolvante associee

au noyau N.

En effet, d'apres le lemme 3.4, N satisfait au principe de domination. Soient

y une base de voisinages compacts de Γorigine associee a N et Ve TΓ quelconque.

On designe par σv une mesure positive donnee dans la definition d'un noyau as-

socie. En posant NW = N*(σv)
m (ra = l, 2,—), on a JV^N<m> et l imJV^^O

(vaguement) (voir les conditions (a) et (c) dans la definition d'un noyau associe).

D'apres le corollaire 2 du theoreme 1, on a iV<iV(m). On voit que N satisfait

a Γenonce (3) du theoreme 3.

En remarquant Γenonce (2) du theoreme 3, on obtiendra le corollaire suivant:

COROLLAIRE 3. Soit N un noyau de convolution sur X auquel la resolvante

est associee. Alors, pour une mesure positive μ dans X telle que N*μ ait un

sens et pour un ouvert ω de X quelconque, il existe une mesure positive μ' dans

X portέe par ω telle que Von ait: (a) N*μ^N*μ' dans X. (b) N*μ = N*μ'

dans ω. (c) Quelle que soit v une mesure positive dans X portέe par ω, N*v

}zN*μ' dans X des que N*v^.N*μ dans ω.

DEMONSTRATION. Si JV = O, alors notre enonce est evident. On suppose

NΦO. On peut choisir une suite croissante (ωn)^= 1 d'ouverts relativement com-
00

pacts de X telle que \J ωn = ω. D'apres le corollaire 3 du theoreme 1 et le theo-

reme 3, il existe une mesure balayee μ'n de μ sur ωn relativement au noyau JV.

CommeiV^O et N*μ'n^N*μ dans X, on peut supposer que (μi)S=i converge

vaguement vers une limite μ' dans X lorsque rc-> + oo (cf. le lemme 1.1). On a

alors s u p p ί μ ' ) ^ ^ et N*μ'^N*μ dans X. Pour tout V de i^c, N—Nvv est a

support compact, et done

lim (N — Nvv)*μ'n = (N — Nvv)*^ (vaguement).
+

Comme N-<N^V et N^N^V dans X, le corollaire 5 du theoreme 1 donne que
dans X. Done, pour toute/de C£,

lim sup \ fdN*μ'n ^ \fd(N — Nvv)*μ' + ]im sup
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En remarquant l'enonce (2) du theoreme 3, on obtient que (Nvv)Ver>c converge

d'une maniere decroissante vers 0 lorsque V\ X. Done lim \fdN^v*μ = 0 (vague-
v\x J

ment) d'oύ

lim sup [fdN*μ'n g [fdN*μf.

En ulitisant la semi-continuite inferieure de la convolution, on peut conclure

lim [fdN*μ'n = [fdN*μf.

Comme / est quelconque,

lim N*μ'n = N*μ' (vaguement).
«->+c»

On a done N*μ' = N*μ dans ω. Montrons finalement que μ! verifie la con-

dition (c). Soit v une mesure positive portee par ω telle que N*v^N*μ dans

ω. On designe par v̂  une mesure balayee de v sur ωn relativement au noyau

N. Alors N*μ^N*v = N*v'n dans ωn et supp(v^)<= ωn. D'apres le corollaire

3 du theoreme 1, N*v'nέiN*μ'n dans X d'oύ N*μ'ni^N*v. En faisant n-> + oo,

on arrive a N*μ'^.N*v dans X. On voit ainsi que μ! verifie la condition (c),

et notre corollaire est dέmontre.

On dit aussi que μ' est une mesure balayee de μ sur ω relativement au noyau

N.

REMARQUE 3.6. Soit N le meme que ci-dessus. Pour tout Γouvert ω de

X, Nω = N*ε'ω, oύ Nω est le noyau de convolution balaye de N sur ω relativement

a (N, N) et oΐi ε'ω est une mesure balayee de ε sur ω relativement au noyau N.

Cela est un resultat immediat du present corollaire.

REMARQUE 3.7. Soit N le meme que ci-dessus. Pour Ve Yc quelconque,

on note εr^v une mesure balayee de ε sur <£V relativement au noyau N. Si

v, alors lim N*(εf^v)
n = 0 (vaguement).

En efFet, d'apres le lemme 2.1, Σ (ε'w)n e s t vaguement convergente, et done
n = l

l i m ( ε ^ κ ) n = 0 (vaguement). La suite (N*(εW)w)?=i etant decroissante, N'

= lim iV*(ε^κ)
M (vaguement) a un sens. Soit U e Yc. Comme

+

lim (iV — AΓ*ε^)*(ε^F) l t = 0 (vaguement),
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on a N' = N'*ε'vu dans X. Ayant N^Nf dans X et lim N*ε'vU = 0 (vaguement),
utx

on a iV'=0 d'oύ lim N*(ε^κ)
w = 0 (vaguement).

Pour simplifier la notation, on designe par 0ί(X) Γensemble constitue par
tout le noyau de convolution sur X auquel la resolvante est associee. On
a montre que @(X) est vaguement ferme (cf. la proposition 1.3), mais @(X)
n'est pas toujours vaguement ferme.

EXEMPLE. Pour une constante c quelconque, posons κ(c) = exp( — c\t\)dt
sur la droite reelle Rι. Alors, pour tout c>0, κ(c) appartient a ^(R1). Mais

En remarquant &(X) = {N e &(X); N^O}, on montrera la proposition sui-
vante:

PROPOSITION 3.1. Soit N' un noyau de convolution ΦO sur X auquel
la resolvante est associee, et posons &r(N') = {N e £%(X)\ N-<N'}. Alors
on a:

(1) &r(N') est vaguement ferme.
(2) Pour tout N de &r(N'), la resolvante (Np)p^0 associee au noyau N

est aussί contenue dans @r{Nr) et, pour un nombre p>0 quelconque, Γapplica-
tion &r(N')3N-+Npe&r(N') est vaguement continue.

Pour montrer la proposition 3.1, on doit preparer le lemme suivant:

LEMME 3.5. Solent N un noyau de convolution appartenant a (%(X)
et (μα)αeΛ une famille filtrante de mesures positives dans X qui converge vague-
ment vers une limite μ. S'il existe une mesure positive v dans X telle que N*v
ait un sens et si, pour tout cteΛ, N*μa^N*v dans X, alors

lim N*μΛ = N*μ (vaguement).
Λ

Montrons le lemme 3.5. Pour Ve i/Λ

c quelconque, le corollaire 3 du thέoreme
3 donne Γexistence d'une mesure balayee εf^v de ε sur ΉV relativement au noyau
N. Comme supp (N — N*εf

vv) c= V,

lim (N — N*8'vV)*μa = (N — N*ε'vy)*μ (vaguement).

Pour fe CK quelconque,

lim sup \fdN*μa g lim \fd(N — N*ε'<gV)*μa + lim sup \fdN*ε'vV*μa

^ {fd(N-N*ε^v)*μ+{fdN*ε^v*v ^ {fdN*μ+[fdN*ε'vV*v.

Comme (N*ε'<gV)Ver c converge d'une maniere decroissante vers 0 lorsque VI X
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(cf. le theoreme 3 et la remarque 3.6), on a limJV*ε^F*v = 0 (vaguement). Done
v\x

lim sup \fdN*μa ^ \dfN*μ.

Reciproquement on a

liminf [fdN*μa ^ \fdN*μ,

d'oύ lim \fdN*μΛ = \ fdN*μ. Comme / est quelconque,

limJV*μα = N*μ (vaguement),
a

d'oύ le lemme 3.5.
Montrons la proposition 3.1. Soit JV un point vaguement adherent de

@r(N') quelconque. Si JV = O, evidemment Ne@r(Nf). On suppose JV#O.
D'apres le theoreme 3, &(X)c@(X). Done la proposition 1.3 donne JV e Qι(X).
D'apres la corollaire 4 du theoreme 1, on a N-<N'. Soit VeVc quelconque.
En rappelant la proposition 1.4 et sa demonstration, on voit qu'il existe une
famille filtrante a droite (ωα)αeyl d'ouverts relativement compacts de X telle que
coαc^Ket N*ε'a T N^v, oύ εr

Λ est une mesure balayee de ε sur ωα relativement
au noyau JV et oύ N«v est le noyau de convolution balaye de N sur <£V relative-
ment a (JV, JV). Comme JV^O et N*ε'a^N dans X, on peut supposer que (ε'Λ)aeΛ

converge vaguement vers une limite ε'«v (cf. le lemme 1.1). D'apres le corollaire
5 du theoreme 1, on a JV'*εi^JV' dans X. Done le present lemme 3.5 donne

(10) limJV'*εi = JV'*ε F̂ (vaguement).
a

Pour toute/de C£, il existe une fonction g de C£ telle que N*f^N'*g sur supp(/),
car JVVO. En vertu de N<N', N*f^N'*g sur X. L'egalite (10) donne

lim \JV'*0dεi = \N'*gfs'vv. Comme (ε'a\eΛ converge vaguement vers ε'vV, on voit

lim [N*fdε'a = {N*fdε'vV d'oύ

lim \fdN*ε'gί = \fdN*ε'vV.

Comme / est quelconque,

JV*F = limJV*εi = N*εLv dans X.

Montrons que lim N<gv = 0 (vaguement). Comme suppίε^ci^J/, on a limεL7

=0. En remarquant N'*εfvV^N' dans X, on voit, de la merae maniere comme
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ci-dessus, on a

\imN*εf<gV = 0 (vaguement).

D'apres le theoreme 3, on a N e @(X) d'oύ N e @r(N'). II s'en suit que Γenonce
(1) a lieu.

La remarque 3.2 donne que, pour Ne&(X) quelconque, la resolvante
(Np)p^0 associee au noyau N est contenue dans έ%(X). D'autre part, d'apres
le corollaire 2 du theoreme 1 et Γegalite (pN+ε)*Np=N, on a Np<N (v/?>0).
D'apres le corollaire 1 du theoreme 1, on voit que si N~<N', alors, pour tout
p>0, Np<N'. Done la premiere partie de Γenonce (2) a lieu.

Montrons finalement que la deuxieme partie de (2) a lieu. Soit (Na)aeΛ une
famille filtrante de &r(N') qui converge vaguement vers N e &r(N'). On designe
par (NΛtP)p^0 et par (Np)p^0 la resolvante associee au noyau Na et la resolvante
associee au noyau N, respectivement. Soit p un nombre>0 quelconque fixe.
Comme NatP^Na dans X, (iVαp)αe/1 est vaguement bornee. Par consequent il
suffit de montrer Γenonce suivant: Lorsque (Nap)aeΛ converge vaguement
vers une limite Mp, alors Np = Mp. Si iV = 0, alors Np s'annule aussi. Comme
NΛtP ̂  Na et lim Na = 0, on a lim NΛtP = 0. Supposons N φ 0 alors on peut supposer

que, pour tout α de Λ, NaΦ0. Comme Na*(pNafP)<LNa dans X et Na<Nr,
le corollaire 5 du theoreme 1 donne N'*(pN^p)^N' dans X. En utilisant le
lemme 3.5, on a

lim N'*NatP = N'*Mp (vaguement).

Soit feC^ quelconque; alors on peut choisir une fonction g de C£ telle que
N*f^N'*g et Na*f^N'*g sur suρp(/) (vαeΛ), car N'ΦQ et (NΛ*f)aeΛ converge
uniformement vers N*f sur tout compact de X. Done N*f^N'*g et Na*f

SNf*g sur X. Comme (Nap)aeΛ converge vaguement vers Mp et lim \N'*gdNap

a J

= \N'*gdMp, pour un nombre <5>0 quelconque, il existe un compact K de X

et α0 eΛ tels que, quel que soit α>α 0,

N'*gdNap<δ..

Soit ψ une fonction de CJ telle que φ — \ sur K et O g φ ^ l sur X. Alors

lim sup[Na*fdNΛ ^ lim sup {(Na*f)φdNa + lim sup i(iVa*/)(l - φ)dNa>p

a J a J a J

g ^{N*f)φdMp+lim sup J (ΛT^AT.,, < JJV*/rfMp+δ.
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En faisant δ | 0, on arrive a

lim sup \NΛ*fdNafP ^ [N*fdMp.

On a evidemment

liminf [Na*fdNatP ^ [N*fdMp.
a J J

Comme / est quelconque, on a

lim N*Nap = N*Mp (vaguement).

En rappelant (pNa-\-ε)*NatP = Na dans X, on a (pN + ε)*Mp = N dans X d'oύ

(pN + ε)*Mp = (pN + ε)*Np. Comme Mp^7V dans X, on a \imMp*(pNp)
n = 0

(vaguement). Done le lemme 3.1 donne Mp=Np. On voit ainsi que la deu-

xieme partie de (2) a lieu, et done la proposition 3.1 est demontree.

La presente proposition donne immediatement le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Soit N uπ noyau de convolution sur X auquel la resolvante

(Np)p^Q est associee. Pour une constante c>0, on designe par ((N + cε) p) p^ 0

la resolvante associee au noyau N + cε. Alors, pour tout p>0,

lim(JV + cε)p = Np (vaguement).

En effet, comme (N + cε)*(c~1Nc-ί) = N dans X, on a, pour tout c > 0 ,

N + cεe &r(N). Done le corollaire resulte de la proposition 3.1.

§ 4. Les noyaux de convolution de Hunt

Rappelons qu'une famille (α,) ,^ de mesures positives dans X est un semi-

groupe vaguement continu si αo = ε, α f*αs = α ί + s ( v

f ^ 0 , v s ^ 0 ) et si Γapplication

ί->α, est vaguement continue (e'est-a-dire, pour t o u t e / d e Cκ, t->\fdoct est con-

tinue). On dit que N est un noyau de convolution de Hunt sur X si N s'ecrit,

avec un semi-groupe vaguement continu (α,), comme N= \ cctdt; e'est-a-dire,
Jo

pour toute/de Cκ, \fdN— \ \fdcctdt (cf. par exemple, [2]).

REMARQUE 4.1. Soit N le meme que ci-dessus. Pour p > 0 quelconque,
foo

posons Np=\ octQxp( — pt)dt; alors (Np)p^0 est la resolvante associee au

noyau JV.

Cela est bien connu (cf. par exemple, [2]). On Γobtient facilement par
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un calcul elementaire.

REMARQUE 4.2. Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, un semi-
r oo

groupe vaguement continu (α^^o avec N= \ cctdt est uniquement dέtermine.
Jo

En effet, soit (αj)^ o un autre semi-groupe vaguement continu tel que N

= \ a'tdt. Alors (\ α,exp (-pήdt) et (\ α[exρ (-pήdt) sont des
Jo VJo /p>o \)o /p>o

)
/p>o

resolvantes et on a

Γoo Γoo

lim \ αfexp ( - pήdt = lim \ αjexp ( - pήdt = N (vaguement).
p->θJθ p->θJθ

L'unicite de resolvante donne que, pour tout p^O et pour t o u t e / d e CJ,

Rappelons que t~-+\fd(xt et t->\dα{ sont continues; alors Γinjectivite de la trans-

formation de Laplace donne que, pour tout ί^O, \fdoct = \fdaι't d'oύ α ^ α j .

On dit que (α,) ,^ est un semi-groupe vaguement continu associέ au noyau

N. Pour simplifier la notation, on designera par J f = J$?(X) la totalite des

noyaux de convolution de Hunt sur X. Pour un noyau de convolution Nf sur

X, on notera

REMARQUE 4.3. Soit N un noyau de convolution de Hunt sur X. Alors on a:

(1) JV#O et supp(iV) contient Γorigine.

(2) Pour toute constante c>0, cN est aussi un noyau de convolution de

Hunt.

En effet, soit (α f ) f ^ 0 le semi-groupe vaguement continu associe au noyau N.

En remarquant que αo = ε et t-+oct est vaguement continue, on voit Γenoncέ

(1). Pour une constante 0 0 , ( 0 ^ ) ^ 0 e s t u n semi-groupe vaguement continu

et cN=\ <xt/cdt.

Pour un noyau de convolution de Hunt JV sur X, il est important d'examiner

Γallure du semi-groupe vaguement continu associe au noyau N. Pour cela, on
foo

introduit une fonction. Pour un noyau de convolution de Hunt JV= \ <xtdt
Jo

sur X et pour une fonction universellement mesurable φ^O sur X9 on note

Alors ψNtφ est une fonction (finie ou infini) definie sur R+ = {t eR1; ί^



Sur le Principe Relatif de Domination pour les Noyaux de Convolution 327

THEOREME 4. Soient Nf et N" deux noyaux de convolution non-zero sur

X. Alors, pour tout N de Jfr(iV') et pour toute f de C£, ψNtN>*f est finie et

continue sur R+. Pour fe C£ quelconque, Γensemble

dans X}

est unefamille normale sur tout compact de R+. 1 }

DEMONSTRATION. Comme tout le noyau de convolution de Hunt ne s'annule

pas, il suffit de montrer la deuxieme partie. Soit/une fonction de C£ quelconque

fixee. Soient NeJί?r(N') quelconque et (oct)t^o le semi-groupe vaguement con-

tinu associe au noyau N. Pour tout ί^O,

Γoo Γoo Γoo

N*cct = \ (xt*ccsds = \ at+sds = \ ocsds ^ N
Jo Jo Jt

dans X. Comme N eJfcz@(X)cz@(X) (cf. la remarque 4.1 et le theoreme 3)

et N<N\ le corollaire 5 du theoreme 1 donne N'*at^N' dans X. Done

(11) ^ W ) = \*f'*fd*t = \fdN'**t ̂  j/dJV' < + oo

sur R+. Par consequent Γensemble

est uniformement borne sur R+.

Supposons que N^N" dans X. Comme N"Φθ, on peut choisir une fonction

g de C£ telle que N"*g^f sur X. On prend une suite (ωJ*Lι d'ouverts relative-
.. 00

ment compacts de X telle que, p o u r n ^ l quelconque, ωnczωn+ί et \J ωn = X.

Designons par ε'n une mesure balayee de ε sur ωn relativement a (N, N'). Alors

(N*ε^)^=1 converge d'une maniere croissante vers N' avec n t +oo. Soient ί^O,

s^O quelconques. On peut supposer t^.s. On a

=lim

= lim \ \ fd(xtl*(xt*ε'ndu — \ \ fdccu*oιs*ε'ndu
«->+ool Jo J Jo J

1) Precisement, pour tout compact K de R+, Γensemble des restreintes des elements de cet en-

semble sur K est une famille normale sur K.
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= lim \\\fd(xu+t*ε'Ju-\\fd<xu+s*ε'ndu
n-* + ao\JθJ JOJ

= lim \ \fdoιu*εr

ndu — \ \fdaίu*εf

ndu = lim \ \fdaίu*ε'ndu
π-^+oo I Jt J Js J n^ + ooJsJ

^ lim inf ['[N"*gdaiu*e'ndu ^ lim inf ['[N*gdoίu*ε'ndu
n-* + oo JsJ n-* + oo JsJ

a ΓtC

gdN*ε'n*ccudu = \ \gdN'*θίudu
JsJ

^ ^gdN'du =

Par consequent φNt^^f est finie et continue sur R+. En rappelant que \gdN'

ne depend pas de N, on voit que la famille

'), N ^ N" dans X}

est equi-continue sur R+. Le theoreme 4 est ainsi demontrέ.

On donne une modification du prέsent theoreme.

THEOREME 4'. Soient iV'#0 un noyau de convolution sur X, f une fonction

de C£ et A une famille de Jί?r(Nf). S'il existe une fonction g de C£ telle que,

pour NEA quelconque, N*g^.f sur X, alors {*/<#,#'*/? NEA} est une famille
normale sur tout compact de R+.

Regardons la demonstration du present theoreme; alors on voit que N"

sert Γexistence d'une telle fonction g.

REMARQUE 4.4. Nous ne connaissons pas maintenant si, pour un noyau de

convolution iV'#0 sur X et p o u r / e C£, Γensemble

est toujours une famille normale sur tout compact de R+.

Le theoreme 4' et la proposition 3.1 donnent le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soient NΈ8(X) et (Na)aeΛ une famille filtrante de

qui converge vaguement vers une limite iV#0. Alors, pour fEC^ quelconque,

(ΨNa,N'*f)aeΛ e s t uniformement convergente sur tout compact de R+.

DEMONSTRATION. Notons C(R+) Γespace vectoriel topologique des fonctions

finies et continues sur R+ muni de la topologie de convergence compacte. Soit

/ u n e fonction quelconque donnee. Comme N^O, on peut choisir gEC£ telle

que iV*0>/sur supp(/). En remarquant que (NΛ*g)aeΛ converge uniformement
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vers N*g sur tout compact, on peut supposer que, pour α e A quelconque, Na*g ^ /

sur supp(/) d'ou Na*g^f sur X. D'apres le theoreme 4', OAjvβ,jv'*/)αeΛ estrela-

tivement compacte dans C(R+). Soient ψ et ψ' deux points adherents de

(^Ne,iv'*/)ae^ quelconques. On designe par (Nap)p^0 la resolvante associee au

noyau Na (cf. la remarque 4.1). Alors, d'apres (2) de la proposition 3.1, pour

tout p>0, (NΛtP)aeA est vaguement convergente. Comme N'*(pNatP)^N' dans

X (voir le corollaire 5 du theoreme 1), le lemme 3.5 donne que, pour tout p>0,

(N'*NΛtP\eΛ est vaguement convergente. Comme, pour OLEA quelconque,

0 ύ Ά*α,iv'*/(0 ^ \fdW sur R+

(cf. la formule (11)), on a, pour p > 0 quelconque,

lim \fdN'*NatP = lim \N'*fdNa,p = lim ( > N . , ^
at J a J a JO

En vertu de Γinjectivite de la transformation de Laplace, on voit ^ = ̂ ' . Par

consequent on acheve la demonstration.

Pour les appliquer a une caracterisation d'un noyau de convolution de Hunt,

on preparera d'abord une definition et deux lemmes.

Soit N un noyau de convolution sur X. On dit que N est injecti/(ou bien

satisfait au principe d'unicite) si, pour deux mesures positives μ et v dans X

quelconques, μ = v des que N*(μ + v) a un sens et N*μ = N*v dans X.

LEMME 4.1. Soient N un noyau de convolution infectif sur X auquel la

resolvante est associee, et (μaXeΛ une famille filtrante de mesures positives dans

X. Supposons quΊl existe une mesure positive v dans X telle que N*v ait

un sens et que, pour cceA quelconque, iV*μα^iV*v dans X. Si (N*μα)α e / 1 est

vaguement convergente, alors (μa)aeΛ Vest aussi.

DEMONSTRATION. Comme N^O, le lemme 1.1 donne que (μa)aeΛ est

vaguement bornee. Soient μ et μ' deux points vaguement adherents de (μa)aeΛ

quelconques. D'apres le lemme 3.5, on a

N*μ = iV*μ' = limiV*μα (vaguement).
a

Comme JV est injectif, on a μ = μ/. On voit done que (μΛ)aeΛ converge vaguement

vers μ.

Le lemme suivant est elementaire (cf. le lemme 8.4 dand [2]).

oo

LEMME 4.2. Soit N un noyau de convolution de la forme N = ε+ Σ (σ)n,
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oύ σ est une mesure positive dans X. Alors N est un noyau de convolution de

Hunt sur X.

En posant α f=exp(~0( ε + Σ -^-^— )(vt^0), on voit facilement que
\ w=i n\ J

(α,),^0

 e s * ^e semi-groupe vaguement continu associe au noyau N.

THEOREME 5. Soit NφQ un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination. S'il existe un noyau de convolution injectίf N' apparte-

nant a @(X) telle que N^(N\ alors N est un noyau de convolution de Hunt.

DEMONSTRATION. Regardons la demonstration de Γenonce (1) dans la

proposition 3.1; alors on voit que N e &(X). Soit (Np)p^0 la resolvante

associee au noyau N. Alors le lemme 3.1 donne que, pour tout p>0,

Le lemme 4.2 et la remarque 4.3 donnent done que N + ε/p est un noyau de con-

volution de Hunt. Soit (ccPit)t^0 ^ semi-groupe vaguement continu associe au

noyau N+ε/p. Pour simplifier la notation, on pose ^p,ΐv'*/==ιAiv+£/p,iv/*/

p o u r / e C £ . D'apres le corollaire du theoreme 4', OAp,jv'*/)p>o e s t uniforme-

ment convergente sur tout compact de R+ lorsque jσ-^ + oo. Dέsignons par

ΨP,N'*f s a limite. Comme N + ε/p-<N<N' et (N + ε/p)*oιPtt^N + ε/p dans X9

les corollaires 1 et 5 du theoreme 1 donnent que N*<xPtti^N et JV'*αpί^iV' dans

X ( v / ^ 0 ; *p>0). En remarquant que ψp,N>*f(t)=\fdN'*oιPtt, on voit que

lim \fdN'*QiPit existe. Comme/est quelconque, (N'*ocPtt)p>0 converge vaguement

lorsque /?--• +oo,. Done ( α p r ) p > 0 est aussi vaguement convergente lorsque

p-> + oo, d'apres le lemme 4.1. Avec sa limite αf, on a, pour fe C\ quelconque,

sur

On obtient evidemment que αo = ε. L'inegalite N'*<xt^N' et le lemme 1 montrent

que (α f ) f ^ 0 est vaguement borne. La continuite de ιAo,iv'*/ donne que Γapplica-

tion R+3t-+N'*(xt est vaguement continue, et done on voit, d'apres le lemme

4.1, que t-+<xt est vaguement continue, car JV'*αf:giV' dans X ( v ί ^ 0 ) . Soit

s^O quelconque. En remarquant que N'*as^N' dans X et limN'*ocpt = N'*(xt

(vaguement), on voit que, pour tout ί^O et toute/e C£,

et

l i m i n f [fdN'*0Ls*0ίPft ^
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lim inf [fd(Nf - N'*acs)*ocPtt ^ [fd(Nf - N ' * α > α ( .

Done on a

(12) l i m i V ' * ^ * ^ = N'*ocs*oLt (vaguement).
p->+oo

Soit/eC£ quelconque. D'apres le theoreme 4, (ψp,N'*Λs*f)p>o e$t relativement

compact dans C(R+)9 car, en posant N" = iV'*αs, N + ε/p-<iV" pour tout p > 0 .

Ceci et Γegalite (12) donnent que 0Ap,jv'*αs*/)p>o converge uniformement vers

une limite *Ao,iv'*αs*/ S U Γ t o u t compact de R+ lorsque p^> + oo. On a, pour tout

Comme ^o,iv'*αs*/ e s t continue et / est quelconque, Γapplication t^>N'*ccs*<xt

est vaguement continue, et done le lemme 4.1 donne que'ί-»αs*α f est vaguement

continue. En remarquant que, pour q>0 quelconque, (\ ocqtcxp( — pt)dtjp>0

est la resolvante associee au noyau N + s/q, on voit, d'apres (2) de la proposition

3.1 que

lim Γ 0 0

im \ α q ί exp( — pt)dt = ΛL (vaguement)

pour tout p>0. Soit/une fonction de CJ quelconque; on choisit une fonction

g de C£ telle que N'*g^f sur X. On a, pour tous t>0 et <?>0, \fdocqit^ \gdN'

< + oo (cf. Γinegalite (11)), et done le theoreme de Lebesgue donne que, pour tout

lim \ \ fdocq t exp ( - pt)dt = \\ fd(xt exp ( - pt)dt.

Comme / est quelconque,

En faisant p | 0, on arrive a

foo
N =\ atdt.

Jo

D'autre part, comme, pour tout p > 0 , N*ocPit^N dans X et N + ε/p<N, le lemme

3.5 donne aussi que, pour s > 0 quelconque,
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\ oct*acsdt=N*cts= lim N*ocD s = lim ( N -i ε)*α_ s
JO P-++ao F' P-++ao\ P /

= l im \aPfa*<xtdt = l im \oc +tdt = l im \ocPttdt.
p-*+αoJO p-++αoJO p-++αoJs

Γco Γoo

Remarquons que lim \ αptdt = \ <xtdt (vaguement); alors, en utilisant Γinegalite
p-++αoJθ JO

analogue a (11) et le theoreme de Lebesgue, on a

(13) \ <xt*<xsdt = lim \ oc tdt = \ cctdt (vaguement)
JO p-> + aoJs Js

En vertu de la semi-continuite inferieure de la convolution de mesures positives,

on a α r * α s ^ α ί + s ( v ί ^ 0 , v s ^ 0 ) . D'apres Γegalite (13) et les continuites de

t-+oct*(x5 et de t-κxt+s, on a, pour tout ί^O, α f*αs = α ί + s . Done (α^^o est un

semi-groupe. On voit ainsi que N est un noyau de convolution de Hunt et que

(αΛ^o e s t l e semi-groupe vaguement continu associe au noyau JV. La demon-

stration est ainsi complete.

D'apres le present theoreme, on doit examiner precisement les noyaux de

convolution injectifs.

Soit N un noyau de convolution sur X. On dit que N est non-periodique

si, pour x # 0 d e I quelconque, N^N*εx.

PROPOSITION 4.1. Soit N un noyau de convolution sur X auquel la resol

vante est associee. Alors les trois έnonces suivants sont equivalents.

(1) N est non-periodique.

(2) Pour une mesure positive μ dans X quelconque, μ = ε des que N

= N*μ.

(3) N est injectif.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord (1)«=>(2). La non-pέriodicite de JV

donne JV#O. Supposons que, pour une mesure positive μ dans X, N = N*μ.

D'apres le lemme 2.1, pour un entier m^O quelconque, (μ)m et N*(μ)m sont

definies et on a

N = N*(μ)m dans X.

Soit x un point de supp(μ) quelconque. Pour un voisinage ouvert Ux de x

quelconque, on designe par ε'Uχ une mesure balayee de ε sur Ux relativement au

noyau N (voir le corollaire 3 du theoreme 1). On a supp(N-N*ε'Uχ)$x, car

N = N*ε'Ux dans Ux. En remarquant

supp (N - N*ε'Uχ) = supp ((JV - N*ε'Uχ)*μ) = supp (N - N*ε'Uχ) + supp (μ),
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on a supp(JV — N*ε'Uχ) $0. Done N = N*ε'Uχ dans un certain voisinage ouvert
de Γorigine. Le lemme 1.2 donne N^N*s'Ux dans X, car, en posant N' = N*ε'Uχ9

N-<N'. Done on a N = N*ε'Uχ dans X. Ceci donne que, pour tout Γentier

N = N*(ε'Uχ)
m dans X.

Comme AΓ^O, le lemme 1.1 donne que (βr

Uχ)Uχ est vaguement bornee, et done on
peut supposer qu'elle converge vaguement lorsque Ux I {x}. Sa limite est portee
par {x}, et elle est egale a cxεx, oύ cx est une constante^O. II s'en suit que, pour
tout Γentier m>0, (ε'Uχ)

m converge vaguement vers (cx)
mεmx lorsque Ux I {x}.

Par consequent

(14) N = (cx)
mN*εmx dans X.

Pour U e Vc quelconque, le corollaire 3 du theoreme 3 donne Γexistence d'une
mesure balayee ε'vu de ε sur <£U relativement au noyau JV, et Nvϋ = N*ε'vu (cf.
(la remarque 3.6). D'apres le theoreme 3, on a limJV*εL.r; = O (vaguement).

Comme JV φ 0, il existe Ve Ψ~c tel que JV φ N*ε'«v. On verra que supp (JV — N*ε'«v)
contient Γorigine 0. En effet, si supp(ΛΓ — N*ε'vv)φ0, alors N = N*ε'vv dans un
certain voisinage de Γorigine. Comme N-<N^V, le lemme 1.2 donne N^N^V

dans X d'oύ N = N*ε'<gV dans X, mais cela est une contradiction. Soit m un
entier>0 quelconque. Comme

JV - N*ε'«v = (JV - N*ε'«v)*(μ)m dans X9

supp ((μ)m) c V. Comme Fest compact, on peut choisir/eCJ telle que N * / ^ l
sur V. Alors Γegalite (14) donne

iV*/(0) = ^fdN = (cx)^fdN*εmx = (cxyψ*fdεmx = {cJ*N*f(mx).

Comme mx e supp ((μ)m) cF, o n a

(cxr ύ N*f(0) ^ (cJ»maxJV /(y).
yeV

On voit alors cx=l d'oύ N = N*εx dans X. Done, d'apres Γenonce (1), x = 0.
Ceci donne que μ est concentree a Γorigine d'oύ, avec une constante c^O, μ
= cε. Comme JV^O et N = N*μ, on a μ = ε.

Montrons ensuite (2)>=>(3). Supposons que, pour deux mesures positives μ
et v dans X, iV*(μ + v) a un sens et N*μ = N*v dans X. Pour Ve ^ c quelconque,
on note ε'vv une mesure balayee de ε sur &V relativement au noyau JV. Comme

, on a NφN*ε^v. Posons « κ = \d(JV—JV*ε'yκ)>0. Alors
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— (N-N*ε'vv)*μ = — (N- N*ε'vv)*v
ay ay

dans X. En faisant VI {0}. on arrive a Γegalite μ = v. On voit done (2)=>(3).
On voit evidemment (3)c>(l), et la demonstration est ainsi complete.
Le corollaire suivant est un resultat immediat du theoreme 5 et de la proposi-

tion 4.1. Cela est essentiellement connu. En particulier, Γequivalence entre
(1) et (3) est un resultat principal dans [2].

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les trois
enonces suivants sont equivalents.

(1) N est un noyau associe.
(2) N est non-periodique et appartient a 0t(X).
(3) N est un noyau de convolution de Hunt.
L'implication (2)t=>(l) resulte immediatement du corollaire 3 du theoreme

3, la remarque 3.7 et de la proposition 4.1. L'implication (2)c>(3) resulte im-
mediatement du theoreme 5 et de la proposition 4.1. Pour (1)«=>(2), il suffit
de montrer qu'un noyau associe est non-periodique (voir le corollaire 2 du
theoreme 3). Pour (3)c£(2), il suffit de montrer qu'un noyau de convolution de
Hunt est non-periodique (voir la remarque 4.1).

Montrons qu'un noyau associe N est non-periodique. Supposons qu'il
existe un point x^O tel que N = N*εx dans X. Soit y* une base de voisinages
compacts de Γorigine associee a N. On choisit Ftel que Vφ — x et on designe
par σv la mesure positive dans X donnee pour V dans la definition d'un noyau
associe. On voit facilement NΦN*σv. Comme (N — N*σv)*εx = N — N*σv dans
X et supp(Λf — N*σv)aV, on a supp(N — JV*σκ)^0. D'apres les lemmes 3.4
et 1.2, on obtient N^N*σv dans X d'oύ N = N*σv. On arrive done a une con-
tradiction, et N est non-periodique.

Montrons qu'un noyau de convolution de Hunt N est non-periodique.
On designe par (oct)t^o et (Np)p^0 le semi-groupe vaguement continu associέ au
noyau N et la resolvante associee au noyau N, respectivement. Supposons qu'il
existe un point x^O tel que N = N*εx dans X. On choisit une fonction / de
C£ telle que /(0) Φf(x). Pour p > 0 quelconque,

Np = N — pNp*N = N*εx — pNp*N*εx = Np*εx

dans X. Ceci donne que, pour tout p^O,

En vertu de Γinjectivite de la transformation de Laplace, pour tout ί^O, \fdat

= \fdott*εx. Posons f = 0; alors/(0)=/(x) d'oύ une contradiction, et on voit
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que JV est non-pέriodique.

COROLLAIRE 2. Soit JV=£O un noyau de convolution sur X auquel la re-

solvante est associee. SΊl existe un noyau de convolution JV' non-periodique

sur X tel que JV-<N', alors N est un noyau de convolution de Hunt.

DEMONSTRATION. D'apres le present corollaire, il suffit de montrer que JV

est non-periodique. Supposons que, pour un point x de X, N = N*εx. Soit

(ωn)^= 1 une suite d'ouverts relativement compacts dans X telle que ωnaωn+ί
00

( n = l , 2, ) et \J ωn — X. Le theoreme 1 donne Γexistence d'une mesure

balayee ε'n de ε sur ωn relativement a (JV, JV'). D'apres le lemme 1.2, (N'*β'n)%sί

est croissante et lim N*ε'n = N' (vaguement). Comme N*ε'n = N*εx*ε'n ( v w^l) ,

on a N' = Nf*εx. La non-periodicite de JV' donne x = 0, d'oύ JV est aussi non-

periodique. Le corollaire 2 est demontre.

Le corollaire suivant est aussi un resultat immediat du theoreme 5 et de la

proposition 4.1.

COROLLAIRE 3. Soit JV' un noyau de convolution de Hunt sur X. Alors

{JV e Q>(X)\ N<N'} = jer{N') U {0}.

Par consequent ^ r(JV') U {0} est vaguement ferme, d'apres le corollaire

4 du thέoreme 1.

§ 5. La division entre deux noyaux de convolution

Soient Nt et ΛΓ2 deux noyaux de convolution sur X. On dira que Ni sera

un diviseur de N2 s'il existe un autre noyau de convolution N3 sur X tel que

REMARQUE 5.1. Si Nί e 3>(X) et si N1 est un diviseur de N 2 , alors N1<N2.

Voir le corollaire 2 du theoreme 1.

En regardant la presente definition et la remarque 5.1, on arrive a une autre

definition.

Soient N et η deux noyaux de convolution sur X. On dira que η sera JV-

invariant si N<η et si, pour une mesure positive v dans X quelconque, v = 0

des que N*v^η dans X et N*ζη — N*v.

Soit JV un noyau de convolution sur X. On note @mul(N) la totalite des

noyaux de convolution JV' sur X tels que JV soit un diviseur de JV', et @inv(N)

la totalite des noyaux de convolution JV-invariants sur X. On voit facilement la

remarque suivante:

REMARQUE 5.2. Soit JV un noyau de convolution e 3>(X). Alors
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Pour montrer le sixieme theoreme, on prepare un lemme et une proposition

concernant les noyaux de convolution iV-invariants.

LEMME 5.1. Solent NΦO un noyau de convolution sur X satίsfaίsant au

principe de domination, N' un noyau de convolution sur X, μ une mesure posi-

tive dans X a support compact et (ωπ)Sp=1 une suite croίssante d'ouverts relative-

ment compacts de X. Supposons N^N'. Alors il existe une suite (μ'n)%=ι

telle que, pour n ^ l quelconque, μ'n soit une mesure balayee de μ sur ωn rela-

tivement a (N, N') et que μ'n^μ'n+ί dans ωn (vnΞ>l).

DEMONSTRATION. Pour une constante c>0 quelconque, N + cεe@(X)

et N + cε^ζN^N'. Done on a aussi JV + cε-<iV'. Pour n ^ l quelconque,

le theoreme 1 donne Γexistence d'une mesure balayee μ'Citi deμ sur ωn relativement

a (N + cε,Nf). Comme NΦO QtN*μ'Cjn^N*μ'Cin + cμ'c,n^:N'*μdans X, le lemme

1.1 donne que la famille {μ'c>n; c > 0 , n = l , 2 , - } est vaguement bornee. Done

on peut choisir une suite decroissante (cm)^= x de nombres positifs telle que lim cm

= 0 et que, pour n ^ l quelconque, {μf

Cm)n)m=i e s t vaguement convergente.

Posons μ'n= lim μ'Cmtn; alors supp (μ'n)c:~^n. Comme lim N*μ'Cmtn = N*μ'n

(vaguement), on a N*μ'n^N'*μ dans X et N*μ'n = N'*μ dans ωn. Soit v une

mesure positive dans X portee par ωn telle que N*v^N'*μ dans ωn. Alors,

pour m ^ l quelconque, N*v + cmv^Nr*μ dans ωn. D'apres la condition (c)

qui apparait dans la definition du principe relatif du balayage, on a N*v + cmv

^.N*μ'Cmtn + cmμ'Cmin dans X. En faisant m->-foo, on a N*v^:N*μ'n dans X.

Done μ'n est une mesure balayee de μ sur ωn relativement a (TV, N'). Soit m ^ 1

quelconque. D'apres la condition (c) qui apparait dans la definition du principe

relatif du balayage et N + cmε-<N, le corollaire 5 du theoreme 1 donne que

N*μ'Cm,n = N*μcmtfι+ί dans X.

Comme (N + cmε)*μ'Cmin = (N + cmε)*μ'C m j M + 1 dans ωM, on a μ'Cm>n^μ'Cm,n+ί

dans ωn. En faisant m-> + oo, on arrive a μ'n^μ'n+1 dans ωn. Par consequent

(μ«)S=i e s t u n e s u i t e demandee, et le lemme 5.1 est ainsi demontre.

On dit qu'un noyau de convolution N e @(X) est singulier si, pour V de

yc quelconque, N = N<#V9 oύ N<#v est le noyau de convolution balayέ de N sur

# V relativement a (N,N). Nous allons caracteriser les noyaux de convolution

JV-invariants sur X, oύ N est non-singulier.

PROPOSITION 5.1. Solent N un noyau de convolution e @(X) non-singulier,

et η un noyau de convolution sur X; alors les quatre enonces suίvants sont

equivalents.

(1) η est N-invariant.

(2) // existe une suite (λn)%L1 de mesures positives dans X telle que lim λn
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= 0 (vaguement) et que N*λn t η avec n t +00.

(3) N^ζη, et pour toute la famille filtrante (vα)αe/i de mesures positives

dans X telle que (N*vα) soit croissante, N*va^N dans X QΌLEA) et que

supp(JV— limiV*vα) soit compact,
a

η = Iimf7*vα.
α

(4) N^ζη, et pour Veir

c quelconque, ίl existe une famille filtrante (vFjOt)αeyl

de mesures positives dans X telle que N*vV)Λ t N^v et η*vVa ί η.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord (l)c=>(2). Soit(ωw)^= 1 une suite d'ou-
00

verts relativement compacts de X telle que ω n c : ω w + 1 (n = l, 2, ) et \J ωn = X.
n-ί

D'apres le lemme 5.1, il existe une suite (λn)™=1 telle que λn soit une mesure balayee

de ε sur ωn relativement a (N, η) et que λn^.λn+ί dans ωn. On voit facilement

que (λn)%=ί est vaguement convergente. Le lemme 1.2 donne que (N*λn)%=1 est

croissante et on a \imN*λn = η. Posons λ= lim λn (vaguement) et notons
n-»+oo n-*+oo

λ'n la restreinte de λ sur ωn. Alors λn — λ'n est une mesure positive dans X ( v n ^ 1)

et
lim N*(λn — λ'n) = η — N*λ (vaguement).

n-»+oo

Done η — N*λ^0 dans X et le corollaire 2 du theoreme 1 donne N~<η — N*λ

d'oύ λ = 0. On voit ainsi que (λn)^=ί est suite demandee d'oύ (l)c=>(2).

Montrons ensuite (2)«=>(3). II resulte du corollaire 2 du theoreme 1 que

N^η. Le corollaire 5 du theoreme 1 donne que (η*va)aeΛ est croissante et

que *7^1imf7*vα dans X. Pour n ^ l quelconque,

(lim N*va)*λn = limN*λn*va ^ li
a a a

dans X. Comme lim (N-limiV*vα)*Aπ = 0 (vaguement), on a
n->+oo α

η = lim N*λn = lim (lim N*va)*λn (vaguement).
n->+oo «-»+oo α

Done η^ limfy*vα. On voit ainsi η= limτ/*vα, d'oύ (2)^(3).
α α

En rappelant la maniere de la construction de N#v (cf. la demonstration de

la proposition 1.4), on voit facilement (3)=>(4).

Montrons finalement (4)«=>(1). Soit v une mesure positive dans X telle que

N*v^η dans X et N~<η — N*v. Pour F e ^ * c quelconque, le corollaire 5 du

theoreme 1 donne que ((η — N*v)*vK α)α e y l est aussi croissante. Comme N

), on a

— N*v)*vVιχ = η —
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dans X. Comme N^N^V dans X, on a (JV-N v κ )*v = O dans X. Comme N

est non-singulier, il existe VeYc tel que NΦN^γ. Par consequent v = 0 d'oύ

η est JV-invariant. On voit ainsi (4)«=>(1). La demonstration est complete.

Nous montrerons notre sixieme theoreme.

THEOREME 6. Soient N un noyau de convolution e @(X) non-singulier

et N' un noyau de convolution sur X. Alors pour que N-<N\ il faut et il suffit

que N' soit de la forme

N' = N" + η,

oύ iV" e &mul(N) etηe 3inv(N). Si N e &(X) ou bien si, pour Ve Yc quelconque,

9 alors cette decomposition de N' est unique.

DEMONSTRATION. II suit immediatement du corollaire 2 du theoreme 1 que

la condition est suffisante. Montrons son inverse. Soient (ωπ)*= 1 la meme que

dans la demonstration de la proposition 5.1. On note (e;,)*L t une suite de mesures

positives obtenue dans le lemme 5.1 pour N, N\ μ = ε et pour (ω n)J= 1 . De la

meme maniere que dans la proposition 5.1, on voit que (ε'n)%Lί converge vaguement

vers une limite v lorsque «-• +oo, et que (N*εf

n)^=ί converge d'une maniere

croissante vers N' avec n | +oo. Posons η = N' — N*v; alors η= lim N*(ε'n

— vn) (vaguement), oύ vn est la restreinte de v sur ωn. Comme εr

n^.εn+ί dans ωn,

ε'n — vn est une mesure positive dans X. Done η definit un noyau de convolution

sur X et N~<η (cf. le corollaire 2 du theoreme 1). Soit (va)aeΛ une famille fϊltrante

de mesures positives dans X telle que (N*va)aeΛ soit croissante, N*va^N dans X

et que supp(AΓ —limiV*vα) soit compact. La suite (N*(ε'n — vn))£L t n'est pas
α

toujours croissante, mais, de la meme maniere que dans (2)t=>(3) dans la presente

proposition, on peut montrer que ?/ = limf/*vα (vaguement). Par consequent
a

η est ΛΓ-invariant et, en posant N" = N*v, N' = N" + η.

Montrons finalement Γunicite de la decomposition de N' sous notre hypothese

additionelle. Soit N' = N(3) + ηf une autre decomposition demandee quelconque.

Ecrivons, avec une mesure positive v' dans X, ΛΓ(3) = JV*v'. Soit VeYc quelcon-

que. En rappelant la maniere de la construction de N#v, on voit qu'il existe

une famille filtrante (va)aeΛ de mesures positives dans X portees par ^ V telle que

N*va t Nvv. D'apres la proposition 5.1, on a

N<#v*v + η = ΠmΛΓ*vα = N^v*v'-hη' dans X.
α

Si N e &(X), alors en faisant F t X, on arrive a η = ηr, d'apres le theoreme 3,

d'oύ Γunicite de la decomposition de JV'.

Supposons que N verifie la deuxieme hypothese. Alors la presente egalite

donne que
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{N-N«v)*v = (N-N«v)*vr dans X.

Posons av=\d(N-N^v)C/Veir

c): alors av>0. On a done

v= lim — (N-N«v)*v = lim J _ ( # -
κi{0} av Fi{0} av

d'oύ iV// = N ( 3 ) et 77 = 77'. La demonstration est ainsi complete.

REMARQUE 5.3. Soient N e @>(X) satisfaisant a la condition que, pour
Vei^c quelconque, NΦN^γ et N' un noyau de convolution. Remarquons la
presente demonstration; alors on voit que si N^N', il existe uniquement une
mesure positive v dans X et un noyau de convolution iV-invariant η dans X tels
que N'

REMARQUE 5.4. Nous ne connaissons pas maintenant si la decomposition
de N' dans le theoreme 6 est unique sans aucune condition additionnelle. Mais
nous pouvons enoncer la decomposition unique de N' de la forme suivante:

Si N<N'9 alors il existe uniquement un noyau de convolution N" sur X
et un noyau de convolution N-invariant η sur X tels que N soit un diviseur de
N", N' = N" + η et que, quel que soit η' un noyau de convolution N-invariant
sur X, η^η' dans X des que N'^η' dans X et que N est un diviseur de N' — ηr.

En effet, il est evident qu'une decomposition de N' demandee est unique
lorsqu'elle existe. Soit η' un noyau de convolution N-invariant sur X tel que
N'^η' dans X et que N soit un diviseur de N' — η'. Posons N ( 3 ) = iV' — ηf et
ecrivons, avec une mesure positive v' dans X, N(3> = N*v'. Soit (ωn)^ι la meme
que dans la demonstration de la proposition 5.1. Pour n ^ l et pour une con-
stante c>0, on designe respectivement par vcn, v^π et par λ'Cfn une mesure balayee
de ε sur ωn relativement a (N + cε, N')9 une mesure balayee de ε sur ωn relative-
ment a (N + cε, iV(3)) et une mesure balayee de ε sur ωn relativement a (N + cε,
ηr). D'apres la condition (c) qui apparait dans la definition du principe relatif
du balayage, on voit que ((N + cε)*vcn)^(N-{-cε)*(vr

Ctn + λr

cn) dans X. D'autre
part, le lemme 1.2 donne que (N + cε)*(v/

c>n + λc,w)^(N + cε)*vC)M+1 dans X. En
utilisant N + cε<N et le corollaire 5 du theoreme 1, on a

fn + λ'Ctn) iZ N*vc,n+ί

dans X, et done

Vc,*^ V'cn + Kn ^ Vc,n+1

dans ωn. Regardons la demonstration du lemme 5.1; alors on peut supposer
que, pour n ^ l quelconque, (vCjM), (v'c>π) et (λ'Citι) sont vaguement convergentes
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lorsque c 10. Posons vM = limvcw, v̂  = limvj. „ et λ'n = \imλ'c n; alors vn^Vn
ciO ciO clO '

+λ'n^.vn+i dans ωn. Soient v = lim vM, v" = lim v'c>w, λ'= lim λ'n9 η = N' — N*v,
nΐ + ao nΐ+co wί+oo

η" = N*v'-N*v" et η^ = η'-N*λ'. Alors N' = N*v + η, NW = N*v" + η" et η'
= N*λ' + η{3) sont respectivement des decompositions de N'9 de iV(3) etdefj' dans

le theoreme 6. Comme /;' est iV-invariant, λ' = 0. Done v = v" et η = η" + η' d'oύ

77 ̂ ?;' dans X. Par consequent N' = N*η est la decomposition de N' demandee.

En utilisant le theoreme 6 et la proposition 5.1, on montrera des corollaires

remarquables.

COROLLAIRE 1. Soient N un noyau de convolution e @(X) non-sίngulier,

η un noyau de convolution sur X et c>0 une constante donnee. Alors pour que

η soit N-invariant, ilfaut et il suffit que η soit (N + cε)-invariant.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que la condition est suffisante. On

connait dέja que N + cεe <&(X). Pour Vei^c quelconque, on designe par (N

+ cs)w le noyau de convolution balaye de N + cε sur ΉV relativement a (N + cε,

N + cε). Rappelons la maniere de la construction de (iV + c ε ) ^ . Comme N

+ cε<N et (N + cε)vV = N<gV dans &V, on a (N + cε)^v^N^v dans X (cf. le lemme

1.2). Done N + cεΦ{N + cε)<ev d'oύ N + cε n'est pas singulier. D'apres la pro-

position 5.1, il existe une suite (λn)™=ί de mesures positives dans X telle que

lim λn = 0 (vaguement) et que (N + cε)*λn t η avec n ί +00. Le corollaire 5 du
W-++00

theoreme 1 donne que (N*λn)%>=1 est aussi croissante. On voit lim N*λn = η
m-*+ao

(vaguement). En utilisant encore la proposition 5.1, on voit que η est JV-invariant,

d'oύ la condition est suffisante.

Montrons ensuite que la condition est necessaire. Comme N+cε<N~<η,

on a N + cε^ζη. D'apres le theoreme 6, il existe une mesure positive vc dans X

et un noyau de convolution (N + cε)-invariant ηc sur X tels que

(16) η = (N+cέ)*vc + ηc dans X.

II s'en suit que ηc est iV-invariant. Soit (ω n )* = 1 une suite d'ouverts relativement
00

compacts de X contenant Γorigine telle que ωnczcon+ί et \J ωn = X. Posons
«=i

Vn = ωn; alors K B ef c . Pour n et m avec l<Ξn<m quelconques, on designe par

ε'niin une mesure balayee de ε sur &VnΓ\ωm relativement au noyau N. La suite

(^*ei,m)m=«+i e s t croissante (voir la remarque de §1) et on a evidemment

N<eVn= lim N*ε'ntm (vaguement). Comme N^O et Afaεj, m g JV dans X, on peut
m->+oo

supposer que (ε'niTn)%=n+ί converge vaguement vers une limite ε'n lorsque m

-* + 00 (voir le lemme 1.1). P o u r / e CJ quelconque, on peut choisir g eC% telle

que N*g ^ / sur X. Comme

0 ^ ε'n,m*f
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et

\N*gdvc = \gdN*vc < + oo ,

le theoreme de Lebesque donne

lim \fdvc*ε'ntm = lim ψn,m*fdvc

Comme / est quelconque,

lim vc*ε'nttn = vc*ε'n (vaguement).
m-*+oo

En vertu de la semi-continuite inferieure de la convolution de mesures positives,
on a N*ε'n^N dans X ( v n ^ l ) . Comme supp(εj,)c<tfωn, on a limε; = 0

«->+oo

(vaguement). De la meme maniere comme ci-dessus, on a

lim vc*ε'n = 0 (vaguement).
n-++αo

Comme, pour n ^ l e t m ^ n + 1 quelconques, Γegalite (16) donne

•̂ei,™ = *̂βi,m*Vc + cvc*ε;flll + ιyc ε;fIII dans X,

en faisant m-> + oo on a, d'apres la proposition 5.1,

η = N<gVn*vc + cvc*ε'n + ηc dans X.

En faisant ensuite n-> + oo, on a

*/ = ( lim N<eVt)*vc + ηc dans X.
+Comme iV^ lim N^Vn dans X, vc = 0, et done η = ηc d'oύ la condition est neces-

«->+oo

saire. Le corollaire 1 est ainsi demontre.
Soit N un noyau de convolution e@(X) non-singulier et posons iV(s)

= \imNvv. On dit que N(s) est la partie singuliere de N. Dans le cas oύ N(s^
Φ 0, il est un probleme si tout le noyau de convolution iV-invariant η sur X est de
la forme η = Nis)*λ, oύ λ est une mesure positive dans X. Si e'est vrai, on verra
qu'il sera plus important d'etudier la N-invariance pour N e &(X).

En utilisant le present corollaire 1, on obtient une caracterisation des noyaux
de convolution JV-invariants sur X, oύ N est un noyau de convolution e

COROLLAIRE 2. Soient NΦO un noyau de convolution sur X auquel la re-
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solvante (Np)p^0 est associee et η un noyau de convolution sur X. Λlors les

trois enonces suίvants sont equivalents.

(1) η est N-invariant.

(2) Pour tout p>0, η = pη*Np dans X.

(3) // existe un nombre Po>0 tel que iΊ = Porί*NPo dans X.

DEMONSTRATION. Le theoreme 3 donne Ne@(X) et UmN^v = 0 (vague-
vtx

ment), et done N n'est pas singulier. Montrons d'abord (1)>=>(2). D'apres le
present corollaire 1, pour p>0 quelconque, η est (pN+ ε)-invariant. Le lemme

3.1 donne pN + ε = ε+ Σ (PN

PY' Comme pN + ε<η et
n = l

dans X, le corollaire 5 du theoreme 1 donne que pη*Np a un sens et rj^.

dans X. Si η^pη*Np, le lemme 2.1 donne que, pour tout Γentier m ^ 1, η*(pNp)
m

a un sens et on a, d'apres (6),

η = (ε+ Σ (pNp)»)*(η-pη*Np)+ lim η*(pNp)».
l +

D'apres le corollaire 2 du theoreme 1, on a pN + ε-ζN^ζ lim η*(pNp)
n. Comme

00 W-> + 00

pN + ε = ε+ Σ (pND)n, le presente egalite est en contradiction avec la(pN + ε)-

invariance de η, d'oύ η = pη*Np dans X.

L'implication (2)<=>(3) est evident, et on montrera (3)>=i>(l). Admettons

N + ε/po<η. Alors, d'apres le theoreme 6, on peut ecrire η = (N + εlpo)*v + ηf,

oύ v est une mesure positive dans X et ou η' est un noyau de convolution

(W + ε//?0)-invariant. D'apres le present corollaire 1, η' est JV-invariant, et done

η' = Poη'*Npo dans X (voir (1)>=>(2)). II s'en suit que v = 0 d'oύ η est N-invariant.

Montrons finalement que N + ε/po^η. Soit a une constante avec

quelconque. Alors

η— lim η*(apoNPo)
n = η— lim anη = η.

w > + o n > + on->+oo

oo

D'apres le lemme 3.3 et le corollaire 2 du theoreme 1, ε + Σ (aPoNPo)
n e

oo oo

et ε+ Σ (aPoNp0)
n<η Comme lim(ε+ Σ (aPoNpo)

n) = p0N + ε, le corollaire

4 du theoreme 1 donne p0N + ε<η d'oύ N + ε/po<η. On voit ainsi (3)«=>(1),

et done le corollaire 2 est demontrέ.

Le prέsent corollaire et la remarque 3.2 donnent immediatement la remarque

suivante:

REMARQUE 5.5. Soit N un noyau de convolution sur X de la forme N
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00

= α(ε+ Σ (σ)")> °u a e s t u n e constante > 0 et ou σ est une mesure positive dans

X. Alors un noyau de convolution η sur X est JV-invariant si et seulement is

ή = η*σ dans X.

Pour un noyau de convolution de Hunt N sur X, nous considererons les

noyaux de convolution iV-invariants. Pour une mesure positive μ dans X a

support compact et pour un ouvert ω de X, une mesure balayee de μ sur ω relative-

ment au noyau N est uniquement determinee, car N est injectif et le N-potentiel

balaye de N*μ relativement au noyau N est toujours unique (cf. le corollaire 3

du theoreme 3). Done on peut definir une notion de "N-harmonicite".

Soit η une mesure reelle dans X. On dit que η est N-harmonique si, pour

Vei^c quelconque, η*ε'^v a un sens et η = η*ε^v dans X, ou ε'<#v est la mesure

balayee de ε sur %> V relativement au noyau N.

COROLLAIRE 3. Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X, (at)t^0

le semi-groupe vaguement continu associe au noyau N et η un noyau de con-

volution sur X. Alors les trois enonces suivants sont equivalents.

(1) η est N-invariant.

(2) η est N-harmonique.

(3) Pour t^.0 quelconque, η = η*(xt dans X.

DEMONSTRATION. On montrera d'abord Γequivalence entre (1) et (3).

Notons (Np)p^0 la resolvante associee au noyau N. Remarquons que, pour

S oo

atexρ( — pt)dt (cf. la remarque 4.1). Si (3) a lieu,

alors, pour tout p^O, η = pη*Np dans X, et done le present corollaire 2 donne

que η est N-invariant. Supposons reciproquement que (1) a lieu. Soit ί^O

quelconque. Comme N~<η et N^N*at dans X, η*at a un sens et η^tη*at dans

X (cf. le corollaire 5 du theoreme 1). D'apres le present corollaire 2, on a,

pour / e C£ quelconque,

pj" cxp(-pt)^fd(η-η*oct)dt = J/d(ιy-pιy JVp) = 0 (*p > 0).

En vertu de Γinjectivite de la transformation de Laplace,

(17)

pour presque tout t de R+. Supposons qu'il existe seR+ tel que [fdη>\fdη*ccs.

Alors, pour ί^O quelconque,

ydη*ots+t = ydη*cίt*cίs ^ ydη*ccs < ^fdη,

d'oύ une contradiction. Par consequent, pour tout ί^O, Γegalite (17) a lieu.
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Comme/est quelconque, Γenonce (3) a lieu.

Montrons ensuite (l)c^(2). Soit F e ^ c quelconque. Comme N<η et

N*ε'vV^N dans X, η*εr^v a un sens et η*εf^v^η dans X. Nous voyons dans la

proposition 5.1 qu'il existe une suite (λn)*L1 de mesures positives dans X telle

que lim λn = 0 (vaguement) et que N*λn ί η avec n t + oo. On a
+

= lim (W*Λ,W — iV*Aw*ε^F) = lim N*(ε — ε'vV)*λn = 0

(vaguement), car N*(ε — ε'«v) est portee par le compact V. On voit done que ^

est iV-harmonique.

Montrons finalement (2)«= (̂1). Admettons d'abord que N~<η. Alors

le thέoreme 6 donne η = N*λ + η' dans X, oύ λ est une mesure positive dans

X et oύ η' est un noyau de convolution ΛMnvariant sur X. On connait deja

que η' est iV-harmonique (voir Γimplication (l)c=>(2)). Done, pour F e ^

quelconque, (iV — iV*ε^F)*A = 0 dans X d'oύ Λ = 0. Par consequent η est JV-

invariant. On montrera que N<η. Soit VeVc quelconque. D'apres Γin-
oo

jectivite de N, on a NΦN*ε'vv, et done le lemme 2.1 donne que Σ ί 6 ^) 1 1 definit
n = l

un noyau de convolution sur X. On a

N = (JV-

(voir (6) et la remarque 3.7). Soit a une constante avec 0<a<l quelconque.

Alors, de la meme maniere que dans le present corollaire 2,

n =
«=i

oo

Done le corollaire 2 du theoreme 1 donne que ε+ Σ (^v)"^- E n faisant
oo

a t 1, on a, d'apres le corollaire 4 du theoreme 1, ε + Σ (ε'w)"^) d'oύ η

G ^ R ( ε + Σ (ε« F)") Posons βv = η*(N — N*ε'vV). En rappelant une caracterisa-

tion de ^ Λ ( ε + Σ (ε'w)n) dans le corollaire 2 du theoreme 1, on voit facilement
n = 1 r

^ 6 ^ ) = ^ ^ ) . Posons av = \d(N-N*ε'«v); alors α F >0. Comme
lim aγ1βv = η (vaguement) et @R(N) est vaguement fermέ (cf. le corollaire 2

F4{0}

du theoreme 1), on a ATX*/. On voit ainsi (2)t=i>(l), et le corollaire 3 est demontre.

Le corollaire suivant est une generalisation d'un theoreme principal dans

[3]. Nous Γavons montre dans [3] dans le cas oύ N' est borne.

COROLLAIRE 4. Soient N un noyau de convolution de Hunt sur X et N'

un noyau de convolution sur X. Alors pour que N<N'9 il faut et il suffit que
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N soit de la forme

N' = N*v + η dans X,

oύ v est une mesure positive dans X et oύ η est un noyau de convolution N-har-
monique dans X. Dans ce cas, la couple (y,η) est uniquement determines

Cela est un resultat immediat du theoreme, du corollaire 3 et de Γinjectivite
deiV.

On verra que Γetude de {Ne<2{X)\ @inv(N)Φ{Qi}} est deduite du principe
complet du maximum. D'autre part, il est un probleme de determiner TV
e @(X) satisfaisant a Dinv(N) = {0}. On connaϊt qu'un tel noyau de convolution
existe. Par exemple, soit (αm)™=i une suite de nombres positifs telle que, pour
un entier /c^ 1 quelconque, lim αmexp( — km)— + oo, et posons

00 / 00 \H

= ε+ Σ ( Σ amεm)
n=l \m=l /

sur R1. Alors NeJίfiR1) et @inv(N) = {0}. On ne connait pas maintenant
de bonnes caracterisations des tels noyaux de convolution e

REMARQUE 5.6. Soit N un noyau de convolution e @(X) tel que, pour
Veir

c quelconque, NΦNVV, et supposons que @inυ={0}. Alors N est un
noyau de convolution de Hunt.

En effet, soit Veir

c quelconque. Comme N^N^V, il existe une mesure
positive vvV dans X telle que NvV = N*vvv dans X (cf. le theoreme 6). Soit
(ωα)αe/1 une famille filtrante a droite d'ouverts relativement compacts de X telle
que cδxCztfVet \J ωα = ̂ K Notons ε'a une mesure balayee de ε sur ωa relative-

aeΛ

ment au noyau N. Alors, pour tout U de ^ c ,

lim (N — N<e u)*ε'a = (N — Nvu)*vvv (vaguement),

car NvU = N*vvU. Comme NΦN<gu (v(7e^*c), on a limε^v^^ (vaguement).
α

Done supp(vy κ)c:^K Posons ΛΓ

(s) = limiV^κ; alors N^N(s) (voir le corol-
V ί X

laire 2 du theoreme 1), et done il existe une mesure positive dans X telle que
N(s) = N*v dans X. De la meme maniere que ci-dessus, on a limv^ = v (vague-

v\x
ment), d'oύ v = 0. Done iV(s) = O. D'apres le theoreme 3, N e &(X). L'in-
jectivite de N resulte immediatement de la condition que, pour Ve Y c quelconque,
NφN<gy, et par suite N est un noyau de convolution de Hunt.

Considerons la division sur Jf(X). En regardant la proposition suivante,
on verra que < est proche de la division.

PROPOSITION 5.2. Soient Nί et N2 deux noyaux de convolution de Hunt
sur X. Alors pour que Nt<N29 il faut et il suffit que Ni soit diviseur de N 2.
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DEMONSTRATION. 11 est evident que la condition est suffisante. Montrons

son inverse. D'apres le corollaire 4 du theoreme 6, il existe uniquement une

mesure positive v dans X et un noyau de convolution Λ^-harmonique η sur X

tels que N2 = Nί*v + η dans X. Soit (N1>p)p^0 la resolvante associee au noyau

Nί. Pour p>Q quelconque, le corollaire 2 du theoreme 6 donne que

n — lim N2*(pNlίP)
n (vaguement).

M-+ + OO

Comme lim (pNlp)
n = 0 (vaguement) et, pour n ^ l quelconque, N2*(pNltP)

n

rgN2, le lemme 3.5 donne que η = 0. Par consequent N2 = Nλ*v d'oύ N2 est un

diviseur de N{. La demonstration est ainsi complete.

Soit A un sous-ensemble de Jf (X). On dira qu'un noyau de convolution de

Hunt NeΛ sera maximum dans A si, pour N'eA quelconque, N~N' des que

N-<N', oil Γon rappelle N~Nf signifie que, avec une constante c>0, N' = cN.

Pour la classification des noyaux de convolution de Hunt, il est important de

determiner tous les elements maximum dans J^{X). Mais nous n'avons pas

maintenant de resultats remarquables.

EXEMPLE. Soit A = {NeJf(Rι); supp(TV)<=#+}. Alors iln'existepas d'ele-

ments maximum dans A. En effet, pour NeA quelconque et pour une constante

reelle a quelconque, posons dN^ = Qxp(ax)dN(x); alors N{a)eA. Si α > 0 ,

alors N^N^a\ Done on voit le present enonce.

On considerera finalement la division entre des noyaux de convolution

bornes sur X.

Soit μ une mesure reelle dans X. On note Γ(μ) = {x e X μ = μ*εx dans X}.

Tout le point de Γ(μ) s'appelle une pέriode de μ. II est evident que Γ(μ) est un

sous-groupe ferme de X. Le lemme suivant est connu (cf. le theoreme 1 dans

[1]).

LEMME 5.2. Soient σ une mesure positive dans X de masse totale d'unite

et μ une mesure reelle dans X verifiant que, pour toute f de Cκ, μ*f est bornee

sur X. Si μ = μ*σ dans X, alors Γ(μ)=>supp(σ).

Pour un noyau de convolution N sur X, on notera &£*(N) = {N' e QiR(N);

AT: borne}.

PROPOSITION 5.3. Soit N un noyau de convolution de Hunt sur X, etsup-

posons que Φ^(N)^{0}. Alors on a:

(1) Pour tout N' de ^(^\N), N est un diviseur de N' si et seulement si

\dN< + oo.

(2) Si \dN= + oo, alors tout N' de 3>ψ (N) est de la forme N' = N*v + η,

oύ v est une mesure positive dans X et oύ η est un noyau de convolution sur X
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avec Γ(η)zD supp(N). Dans ce cas, (v, η) est uniquement determinee.

DEMONSTRATION. D'apres le theoreme 2, on voit que N satisfait au principe
complet du maximum. Soit (Np)p^0 la resolvante associee au noyau N. Comme

N*(pNp)^N dans X, le corollaire du lemme 2.3 donne que p\dNp^l ( vp>0).

D'apres le lemme 3.1, on a \diV= + oo si et seulement si p\dNp=l Cp>0) et

\dN< + oo si et seulement si p\dNp< 1 (vp>0).

Supposons que, pour tout N' de Q)^ (JV), N est un diviseur de JV. D'apres
le principe complet du maximum pour JV, on voit N~<ξ, et done il existe une
mesure positive v dans X telle que N*v = ξ dans X. D'apres Γinjectivite de JV,
on voit facilement que v est aussi invariante par translations, et done, avec une

r
constante c>0, v = cξ. On a done \dJV = l/c< -f oo.

Supposons \dN < + oo, et soit N' e Φ^ (N) quelconque. D'apres le theo-
reme 6, N' = N*v + η, oύ v est une mesure positive dans X et η est un noyau de
convolution N-invariant sur X. D'apres le corollaire 2 du theoreme 6, on a
η = pη*Np(*p>0), et done, pour un entier m ^ l quelconque, η = η*(pNp)

m

dans X. Done, pour toute/de C£,

\fdη = \fdη*(PNpr = \ή*fd(pNpr ύ (sujή /(x))Jd(pΛΓp)*

= (supη*f(x))(p[dNpr ύ (supN'*f(x))(p[dNpr > 0
xeX J xeX J

lorsque m-»-f oo. Ceci donne η = 0 d'oύ N est un diviseur de N'. On voit
ainsi Γenonce (1).

Montrons (2). D'apres le corollaire 4 du theoreme 6, il suffit de montrer
qu'un noyau de convolution iV-harmonique et borne η sur X satisfait a Γ(η)
=> supp(iV). D'apres le corollaire 2 du theoreme 6 et le lemme 5.2, on a Γ(η)
=> supp(Np) pour tout p>0. Comme Γ(η) est ferme et Np\ N avec p | 0, on
aΓ(^)3supp(N), d'oύ(2).

La demonstration est ainsi complete.
Notons 3f (ft)(X) = {N E J^(X)',N: borne}. Nous donnerons quelques exem-

ples d'elements maximum dans un sous-ensemble de

EXEMPLE 1. Soit X le groupe d'entiers. Dans ce cas, tout le noyau de
convolution JV sur X est, avec une suite (αΛ)®=_00 de nombres Ξ̂ O, de la forme

N= f anεn. Soit A = {N e^b\N)\ supp (N)czX+}, ou X+ =

Alors tout Γέlement maximum dans A est egal a c f εn, oύ c est une constante
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00

>0. En effet, soit JV = Σ anεn u n element de A quelconque. Designons par
0

Σ
n = 0oo oo

(Np= Σ aniP

εn)P^o ^ resolvante associee au noyau JV. Alors p Σ aΛtP^l9

n=0 ' =1
Σ

n=0

d'apres le principe de complet du maximum pour JV. On a done, pour tout p>0,

Σ εn*(ε-pNp) ^ 0 dans X.
#i=0

00 GO

Par consequent JV + ε/p-< Σ εn ( P>0) d'oύ JV-< Σ ε« (cf te corollaire 4 du
n=0 «=0

theoreme 1). On voit ainsi notre enonce.EXEMPLE 2. Soit X = Rί. On designe par A Γensemble {iV

supp(N)cR + } . Alors tout Γelement maximum dans A est egal a CK, oύ c est

une constante > 0 et oύ K est le noyau d'Heaviside; e'est-a-dire, κ = dt sur R+

et κ = 0 dans &R+. En efFet, soit JV un element de A quelconque. Designons

par (Np)p^0 la resolvante associee au noyau JV. D'apres le principe complet

du maximum pour JV, on a, pour tout p>0, p\dNp^l. Comme supp (Np)cR+

9

00

on a K^s — pNpϊ^O et κ = (ε+ Σ (pNp)
n)*(κ — pκ*Np). Done on a

n = l

K ( v p > 0 ) . En faisant p-> + oo, on a N^κ. On voit ainsi notre enoncέ.

EXEMPLE 3. Soit X Γespace euclidien Rn a dimension n ( ^ 3 ) . On note

A Γensemble des noyaux de convolution de Hunt sur Rn invariants par rotations.

Alors tout Γelement maximum de A est proportionnel au noyau newtonien.

En effet, soit JV un element de A quelconque. D'apres le corollaire du theoreme

2, JV satisfait au principe complet du maximum. On designe par (Np)p^0 la

resolvante associee au noyau JV. Alors JVp est aussi invariant par rotations et

p\dNp^l ( v p > 0 ) . Notons symboliquement r2~n le noyau newtonien sur

Rn. Alors r2-"*(ε-pNp)^0 dans X(*p>0), et done JV + ε/p-<r2~M. En

faisant p-* + oo, on a N-<r2~n.

EXEMPLE 4. Soit L un operateur differentiel uniformement elliptique et

auto-adjoint d'ordre 2 sur Rn (n^3) a coefficients constants. On connait bien

que si le terme constant de L est non-positif, alors il existe le noyau de convolution

de Hunt GL sur Rn tel que LGL= — ε au sens des distributions. Si le terme con-

stant de L s'annule, alors GL est maximum dans Jί?(Rn). En effet, en considerant

une certaine transformation lineaire de Rn, on voit qu'il suffit de montrer que

r2~n est maximum dans Jίf(Rn). Supposons que, pour un noyau de convolution

de Hunt JV sur Rn, r2"w-<JV. D'apres la proposition 5.2, on peut ecrire, avec

une mesure positive v dans X, JV = r2~M*v. P o u r / e C£ quelconque, lim N*f(x)

= 0, oύ |x| designe la distance entre x et Γorigine. Par consέquent, JV satisfait
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au principe complet du maximum (cf. le corollaire du theoreme 2). On verra
supp(v)9θ. Sinon, il existe un nombre r>0 tel que N = N*sr dans un certain
voisinage de {xeRn; \x\^r}9 oύ sr est la mesure uniforme sur {x;|x| = r} avec
\dsr=l. Done on a N = N*sr dans X, mais cela est en contradiction avec
Γinjectivite de N, d'oύ suρp(v)9θ. D'apres le principe complet du maximum
pour N, N-<1, oύ 1 est le noyau de convolution defini par la mesure de Lebesque
dx. Done, pour un ouvert relativement compact ω d e l quelconque, il existe
une mesure positive λω portee par ω telle que N*λω^dx dans Rn et N*λω = dx
dans ω. Comme r2~n*v*λω = dx dans ω, on a supp(/ίω) + supp(v) = supp(/lω*v)
a<gω. Comme supp(v)9θ, on a supp (λω)czFr(ω), oύ Fr(ω) est la frontiere
de ω. On voit encore que suρp(v) ne contient aucun ouvert non-vide. Soit V
un voisinage compact de Γorigine quelconque. Notons ε'^γ la mesure balayee
de ε sur &V relativement au noyau N. Comme r2~w*v*(ε — ε^v) = N — N*ε'«v

=0 dans ^ F , on a v = v*ε^F dans <&V. On verra que la restreinte de ε^F sur ΉV
sera absolument continue. Soit (Np)p^0 la resolvante associee au noayu N. On
a, pour tout voisinage compact U de Γorigine et toute fonction / de Cκ avec
17 fl supp (/) = <£,

M p p ) * N * ( ε - ε i l 7 ) = lim
p-*+coJ p-*+oo

= lim [fd(PNp)*(ε'vυ-ε) = [fdε'vu.

Done (p2Np)p>0 converge vaguement vers une limite σ en dehors de Γorigine

lorsque p-» + oo. On a encore εr^v= (\N*(ε — ε^v)(x — y)dσ(y)jdx en dehors

de V9 oύ N*(ε — ε^v)(x) designe ici une densite borelienne de la mesure
iV*(ε — ε'^γ). En remarquant que v = v*εζfF dans <€V9 supp(v)9θ et que supp(v)
ne contient aucun ouvert non-vide, on voit que supp(ε^κ)czFr(F). Pour un
nombre r>0, on designe par ε'r la mesure balayee de ε sur {xeRn; \x\>r} par

00

rapport au noyau N et pose ocr = N — N*ε'r. Comme —AN= — /4αr*(ε+ Σ (£ί )m)
m = l

= Cv, oύ C est une constante >0 tel que Ar2~n=— Cε, la transformation de
Fourier $ de v est definie et

C(l-8'r(x))

sur Rn

9 oύ v(x)= \ exp( — ̂ J — lx-y)dv(y). Comme la fonction droite est

bornee dans un certain voisinage de Γorigine, on a \<iv< + oo. Comme

\doίr lim |x|2/(l - tr(x)) = C\dv< + oo, on voit facilement que \y^'r = 0 (1 ̂  vi<;n),
J JC->0 J J
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'r = 0 {iφj) et \yfds'r = n~1\\y\2ds'r. En remarquant que \

converge vers N lorsque r j 0, on voit que N est invariant par rotations. On

a done, avec une constante c>0, N = cr2~n (voir le present exemple 3).

Si Ton utilise le theoreme de Levy-Khinchine, on peut le montrer plus sim-

plement.

PROBLEME. Est-ce-qu'il existe d'elements maximum dans Jfib)(Rn) pour

n = l, 2?
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