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1. A propos des distributions des valeurs d'une fonction analytique d'une
variable complexe, plusieurs proprietes interessantes ont ete trouvees. Tels
caracteres de la fonction analytique produisent quelquefois des restrictions
curieuses en ce qui concerne la forme d'une courbe analytique dans l'espace de
deux variables complexes.

Soit D un domaine cylindrique 0 < | x | < # , 0<|y|<oo, R etant un nombre
positif quelconque, dans l'espace (x, y) et soit C une courbe analytique dans D.
C(x) ( 0 < | X | < J R ) designe l'ensemble de tous les y tels que (x, y)eC, et C[r~\
(0<r<R) la partie de C situee dans 0< |x |<r , 0<|y|<oo. On suppose que
C(x) sont bornes uniformement en module. On peut alors definir deux fonctions
reelles comme suit:

;|, yeC(x)

(p{r) = Max(P(x), |x| = r.
On aura le

Theoreme. Supposons qu'il existe deux nombres positifs a et c tels que

(A) lim sup (p{r)jra = c.
i->0

Alors, il existe un nombre positif r0 (0<ro<R) tel que C^Q] contienne au
moins une composante irreductible qui peut se prolonger analytiquement a
Vorigine.

A ce moment, a est necessairement rationnel et la composante irreductible
se represente a l'aide de la serie de Puiseaux de la form

y = a0XP/« + GiXtP+W* + ••• ,

ou p et q sont des entiers positifs, pas necessairement premiers entre eux, tels que
oi = pjq, et ou dj 0 = 0, 1,...) sont des constantes telles que |ao| = c, pourvu qu'on
prenne r0 suffisamment petit.

Le but du present article est de demontrer ce theoreme.

2. Avant de passer a la demonstration de ce theoreme, nous reflechirons a la
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condition (A). D'apres le theoreme de Hartogs, log <P(x) est une fonction
sous-harmonique de x dans le disque pointe 0<|x| <R; elle peut etre prolongee a
l'origine comme une fonction sous-harmonique, si Ton pose

log 0(0) = lim sup log <P(x),
x-+0

puisque #(x) est bornee uniformement. Et, d'apres le theoreme de Fabry,
log cp(r) est une fonction croissante et convexe par rapport a log r dans 0<r<R.
Par suite, on peut toujours trouver un nombre reel non negatif a tel que

lim log (p(r)/log r = a.
r-»0

Posons ici

lim sup (p(r)/r* = c.

On peut alors dire que

c ne peut pas etre Vinfini.

En effet, soient r0 et A deux nombres reels tels que 0<ro<R et log (p(ro)<

alog ro + A. On a alors l'inegalite

log (p(r) <alogr + A (0 < r < r0),

puisque log cp(r) est croissante et convexe par rapport a log r. D'ou, on a
l'inegalite (p(r)<A'ra (0<r<ro , A' = eA), ce qui demontre ce qui vient d'etre dit.

Nous proposons ici un exemple. Soit £ le disque unite \u\ < 1 sur le plan w,
considere comme un revetement universel du disque unite pointe r 0 : 0< |x |< l
sur le plan x, par 1'application

et soit g(u) une fonction holomorphe dans (£, telle que \g\ < 1 et que tous les zeros
de g soient d'ordre un, se trouvent sur l'axe reel et tendent vers 1. g existe de
fa<?on certaine. On designe par C° la courbe analytique dans le domaine 93:
|w|<l, 0<|t;|<oo, donnee par

On considere en outre un domaine Do: 0< |x |< l , 0<|j;|.<oo et une applcation
analytique Tde 93 dans Do donnee par

x = exp [(u +1)/(« -1)] et y = v

et on pose C= T(C°). C est une courbe analytique dans Do, puisque, pour tout
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x' dans Fo, l'ensemble de u satisfaisant a x' = exp [(w + l)/(w — 1)] n'admet qu'un
seul point d'accumulation 1. Comme on peut facilement le voir, C[r] ( 0 < r < l )
est toujours connexe, de nombre infini de feuillets et de genre infini.

Comparons l'exemple avec notre theoreme.

3. Nous allons rappeler ici quelques theoremes dus a Oka, qui jouent un role
essentiel dans la demonstration du theoreme. Soit G un domaine quelconque
dans l'espace (x, y); un ensemble ferme E dans G est dit pseudoconcave dans G
si, pour tout point p de E et pour tout dicylindre y autour de p dans G, y — yf]E
est un domaine pseudoconvexe. Un ensemble ferme E dans G est pseudoconcave,
si, pour tout point p de E, il y a un voisinage 5 de p et une courbe analytique s
dans 6 tels que pes et sczE. Si un ensemble pseudoconcave E dans G se trouve
dans une courbe analytique irreductible S dans G et qu'il existe au moins un point
p de S tel que p^E, E est vide. Pour un ensemble pseudoconcave E dans G,
un point p de E est dit de premiere ou de deuxieme espece suivant qu'il existe un
voisinage 5 de p, dans lequel 5 n E est une courbe analytique, ou pas. L'ensemble
de tous les points de deuxieme espece de E est dit derive de E et est designe par
E'. On a alors le

Theor&ne I. [1], [4] Pour un ensemble pseudoconcave E dans G, le derive
E' est aussi pseudoconcave dans G.

On considere ensuite une famille (F) de courbes analytiques S dans G. Elle
est dite normale en un point p de G s'il existe un voisinage 6 de p tel que, de toute
suite infinie Sj (j = 1, 2,...) de courbes de (F), on puisse toujours extraire une suite

nouvelle Sk (fc = l, 2,...) de maniere que la suite 3 (]Sk tend uniformement vers
une courbe analytique dans S; elle est dite normale dans G s'il en est ainsi en tout
point de G. On a alors le

Theor&me II. [2] [3] Une famille (F) de courbes analytiques S dans G est
normale en un point p de G, s'il existe un voisinage d de p dans G, tel que les
aires de S (] S soient bornees uniformement.

S etant une courbe analytique dans G, on peut faire corresponds a S deux
surfaces de Riemann a et T etalees respectivement au-dessus du plan x et du plan
y telles que S se represente par y = gx(p) ( p e c ) ou x = g2(p) (pe r ) , ou gx et g2

sont des fonctions holomorphes et uniformes sur a et T; elles s'appellent projections
de 5 sur le plan x et sur le plan y. Comme on le sait bien, l'aire de S, si elle
existe, est egale a la somme des aires de a et de T.

4. Nous allons demontrer dans la suite le theoreme du debut. On suppose que
C est irreductible dans D. Ceci ne restreint evidemment pas la generalite. On



634 Toshio NISHINO

considere d'abord le cas ou a est rationnel.
F designe le disque pointe 0<|x| <R. Soit I la projection de C sur le plan

x et soit £(p) la fonction holomorphe et uniforme sur I par laquelle C se represente
par la forme y = £(p) (pel); I est une surface de Riemann etalee au-dessus du
F. En prenant un point x0 de F au-dessus duquel il y a une branche uniforme
£o(x) de £(p), on considere, dans un voisinage de x0, une fonction donnee par
£0/x

a, ou xa designe une branche quelconque de la fonction multiforme xa.
Alors, par le prolongement analytique, autant que possible dans F, on obtient
une fonction analytique £*(/?) et sa surface de Riemann Z* etalee aussi au-dessus
de F. Soit C* Tensemble des points donne par y = £*(/?) (p e I*) dans D. Puisque
a est rationnel, Z1* est un revetement d'un nombre fini de feuillets, sans point de
ramification et sans point frontiere relatif au-dessus de I1, admettant la projection
canonique n sur I. C* est done une courbe analytique dans D. On peut dire
ici que:

La courbe C* peut se prolonger analytiquement a tout point sur la droite
x = 0 sauf a Vorigine.

En effet, dans le domaine G: \x\<R, |j>|<oo, on considere Tensemble E
donne par la somme de la courbe C*, de la droite y = 0 et de la droite x = 0. II
est clair que E est ferme dans G et que, pour tout point p de E, il y a un voisinage
S de p et une courbe analytique s dans <5 tels que pes et sczE. £ est done un
ensemble pseudoconcave dans G; par suite, grace au theoreme I, le derive E' de
E Test aussi. E' ne contient aucun point (x, y) tel que x^O, y^O; de plus,
d'apres la condition (̂ 4), il y a au moins un point p tel que p^E' sur la droite
x = 0. Par suite, E' coincide avec la droite y = 0, s'il n'est pas vide. Or, d'apres
aussi la condition (A)9 C* contient une suite de points qui tend vers un point (0, a)
dont |a| = c. Done, il existe un dicylindre y: |x|<r, \y — a\<r\ autour du
(0, a) tel que y n C* puisse etre prolonge analytiquement au (0, a). Supposons
que C* ne rencontre pas l'ensemble |x|<r, \y — a\ = r', si necessaire, en prenant
convenablement r et r'. Alors, on aunepartiede C correspondant a y n C * par
la projection n. Elle consiste en un nombre fini de composantes irreductibles
de C[r~\ et peut se prolonger analytiquement a Torigine. Le theoreme est done
demontre dans ce cas.

5. On va indiquer dans la suite que a est toujours rationnel. Soit t (|f|^l) un
parametre complexe; on considere une application lineaire (T)t de la forme

x' = t-x et y' = ta-y.

II est clair que, pour tout nombre positif b, l'hypersurface donnee par |y| = b|x|a

est invariante par (T), quel que soit t (\t\ ̂  1). Soit Ct la partie de l'image (T)t(C)
situee dans D. On aura alors le



Sur les points singuliers d'une courbe analytique 635

Lemme. La famille {Ct} (\t\ ̂  1) est normale dans D.

En effet, prenons un nombre r0 ( 0 < r o < R ) ; on le considere dans le domaine
Do: 0 < | x | < r o , 0< |y |<oo ; on prend un nombre positif c0 tel que (p(r)<cor

a

( 0 < r < r o ) et on le fixe dans la suite. On prend ensuite deux nombres positifs
Cj O' = l, 2) tels que 0<cl<c2<c0, mais par ailleurs quelconques, et on designe
par Aj(j = l, 2) les domaines donnes par

Cj\x\" < \y\ < co\x\* et |x| < r0

et par CtJ 0 '= 1, 2) les parties de Ct situees dans Aj\ Cxtj (j' = 1, 2) sont denotees
simplement par C,; on designe par Oj et ry 0* = 1, 2) les projections de Cj respective-
ment sur le plan x et sur le plan y. D'apres le remarque ci-dessus, CtJ (j= 1, 2)
coincident respectivement avec (T)t(Cj) a l'exception de leur parties exterieures de
Do. Par suite, grace au theoreme II, il sufrlt, pour demontrer le lemme, d'indiquer
quecr2 et T2 sont toutes les deux d'un nombre borne de feuillets. Pour simplifier
l'ecriture, on pose dans la suite ro = c1 = l. Ceci ne restreint pas la generalite.
To designe le disque unite pointe 0 < |x| < 1. Designons par n /x) (j= 1, 2; x e Fo)
le nombre de feuillets de Oj au-dessus de x et posons nx— Max nx{x). Je dis

ici que

n2(x) sont homes uniformement dans Fo.

En effet, on prend un point quelconque x0 dans Fo et on le fixe dans la suite.
On prend ensuite un nombre r' ( 0<r '< |x o | ) suffisamment petit d'une maniere
qu'on determinera plus tard. On designe par F0(r

f) Fanneau r ' < | x | < l et par
<Ti(r') la partie de ax situee justement au-dessus de F0{r'). C'est une surface de
Riemann d'un nombre borne de feuillets, limitee par un nombre fini de courbes
lineaires. Par suite, on peut toujours trouver une autre surface de Riemann
I(r') sans point frontiere relatif etalee au-dessus de F0(r

f), telle que a^r')^!^').
N designe le nombre de feuillets de Z(r'). Soit H(p) la fonction harmonique dans
£(>'), solution du probleme de Dirichlet concernant les valeurs frontieres rj(p)
comme suit:

{ = log c0 sur les points frontieres ^ ( r ' ) au-dessus de |x| = 1

= 0 sur tous les autres points frontieres.

Elle existe de fa<?on certaine. En designant par Hj(x) (7 = 1,..., N) les valeurs
de H(p) au-dessus de x, on pose

Par definition, on a
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(nt log co)IN, \x\ = 1
h(x)\

= 0, |x| = r';

par suite, on a

h(x0) < (nt log co)/N.

Soit n0 le nombre de tous les points p sur Z(r'), situes au-dessus de x0, tels que
H(p) ^ (log c2)/2. On a alors

h(xo) > (no l°9 c2)/2N9

par suite,

n0 <(2nx Iogc0)/logc2.

Cette inegalite-ci s'etablit de fa^on independante de r' ( r^lxol) . Maintenant,
on prend r' de maniere que

(log c0 log \x0\)/log r' < (log c2)/2.

Alors, le nombre de points p de r(r ') , au-dessus de x0, satisfaisant a l'inegalite

H(p) + (log c0 log \xo\)jlog r' > log c2

ne surpasse pas n0. Or, on peut dire que

Dans tout ox(r'), on a Vinegalite

log \t{p)\ - a log \x\ < H(p) + (log c0 log \x\)/log r\

oil log \x\ est considere comme unefonction sur T(r').

Car, d'apres la definition de c0, on a l'inegalite

log\£(p)\ - cclog\x\ < log c0

sur tout ov De plus, on a l'egalite

log\Z(p)\-*log\x\ = 0

sur tout point frontiere p de ax situe au-dessus d'un point de To, puisque le p
correspond au point commun de C et de l'hypersurface |^| = |x|a. Done,
l'inegalite en question est valable sur tout point frontiere de Gi(r')\ par suite, il
en est de meme dans t71(r

/).

D'apres la definition, on a |£(p)|^c2 |x|a , pour tout point p de a2 situe
au-dessus de x (x e Fo); on en conclut que
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n2(x0) < 2n1 log collog c2.

Puisqu'on a pris x0 de fa^on arbitraire, Tenonce est demontre de fa^on certaine.

II s'agit maintenant de voir les nombres de feuillets de xj 0 = 1 , 2). On
designe par Vj(y) 0 = 1, 2) les nombres des feuillets de Xj au-dessus de y. On
considere l'application K donnee par

x' = yljx et y' = y,

ou / est un entier positif plus grand que I/a. Alors, les images K(Aj) 0 = 1 , 2)
sont donnees par

c)i*\y\l-u* < \x\ < cy*\y\l-u* et \y\l < \x\.

Soient A J (7 = 1, 2) les parties de K(Aj) situees dans \y\ < 1, C* (j = 1, 2) les parties
de K(Cj) situees dans A J et TJ6 (j = 1, 2) les projections de C^ sur le plan y; vj(y)
(j = l, 2) designent les nombres de feuillets de TJ au-dessus de y. Or, lorsqu'on
considere cela en remplagant x par y, TJ ont le meme caractere que <TJ. On peut
done demontrer, d'apres le meme raisonnement que ci-dessus, que vf(>>) sont
bornes uniformement; puisque v2(y) = v^(y), v2(y) le sont aussi. Le lemme est
done demontre.

6. Attachons-nous maintenant a prouver que a est rationnel. Prenons, sur C,
une suite de points Pj = (aj9 bj) 0 = 1, 2,...) telle que limaJ = 0 et lim {bjja^^c
et posons tj=\\2aj (j — l9 2,...). Alors, de la suite des courbes CtJ (j — l9 2,...),
on peut extraire une nonvelle suite Ctk (fe=l, 2,...) tendant vers une courbe
analytique Co dans D. On peut dire ici que:

Co se trouve dans Vensemble:

En effet, supposons pour le demontrer par Tabsurde que Co contienne un
point (A, B) tel que |^4|<# et |J5|>c|y4|a. Alors, on peut prendre un point
(A, Bk) de chaque Ctk (k = 1, 2,...) tel que lim Bk = B. Cela veut dire que C contient
une suite de points (xk, yk) = (2akA9 {2ak)

aBk) (/c= 1, 2,...). A ce momemt,

lim \ykjxl\ = lim \BkjA«\ = \B/A«\ > c

Ce qui est en contradiction avec la condition (A), et ce qui demontre l'enonce.

Suivant la fa<?on de former les Cfk, Co contient un point (1/2, y0) tel que
\yo\ = c/2a. Soit £(x) une fonction analytique dans un voisinage de 1/2 telle que
y = £(x) represente Tune des composantes irreductibles de Co en (1/2, y0) et
posons.

£*(x) =
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ou x designe une branche quelconque de la fonction multiforme xa. Alors,
(*(x) est une constante a tel que |a| = c, puisque |C*(x)| prend la valeur maximum
c en 1/2. Par suite, Co contient la courbe analytique donnee par y = axa. Done,
a doit etre rationnel. Le theoreme est done completement demontre.
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