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INTRODUCTION

Dans ce travail, je me suis propose d'etudier certains aspects geometriques
des fibres vectoriels. Souvent pour etablir les proprietes des fibres vectoriels,
on doit recourir aux fibres principaux associes. II serait plus logique et plus
interessant de faire une etude directe des fibres vectoriels, ce qui permettrait,
en Γoccurence, d'elaborer des theories propres a ces derniers. D'autre part, les
connexions jouent un role important en geometric differentielle. Les connexions
lineaires ne suffisent plus puisqu'en geometric finslerienne par exemple, on est
oblige de travailler avec des connexions qui ne sont ni lineaires, ni homogenes.
Pour cette raison, j'ai adopte, dans ce travail, une definition des connexions sous
sa forme la plus generate. Par ailleurs, Γetude des fibres vectoriels permet de
mieux voir ce qui se passe dans le fibre tangent dont les innombrables proprietes
n'ont cesse d'etre mises a jour par divers auteurs. Seulement, les methodes
utilisees dans le fibre tangent ont la plupart du temps un caractere particulier,
en ce sens qu'elles s'etendent rarement aux fibres vectoriels. De nouvelles
methodes s'imposent done. Le formalisme de A. Frδlicher et A. Nijenhuis se
prete parfaitement a cette fin et le travail que j'avais entrepris a pu etre fait
grace a Γoperateur de differentielle exterieure des formes a valeurs dans un fibre
vectoriel de J. L. Koszul et aux diverses notions qui s'y rattachent.

Dans le chapitre I —chapitre preliminaire— apres avoir rappele les resultats
de A. Frδlicher et de A. Nijenhuis sur les derivations de Γalgebre exterieure,
outils essentiels de ce travail, j'etudie quelques G-structures dont j'aurai Γoccasion
de montrer Γexistence. Je commence par la structure definie par un tenseur K

de type (-, J de rang constant et tel que KB=K; lorsque le range de /Test egal

a la dimension de la variete sur laquelle K est defini, on obtient la structure
presque-produit. Utilisant le polynόme minimal de K, j'etudie Γintegrabilite de
cette structure, son tenseur de structure...K. Yano a etudie la structure definie
par un tenseur F de meme type que K et tel que FB-\-F=Q. Les resultats sui-
vants sont a ajouter a ceux de K. Yano: le tenseur de structure de la structure
F est Γoppose de la torsion de Nijenhuis NF2 de F2 et pour que cette structure
soit integrable, il faut et il suffit que NF2 soit nulle.
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Dans le chapitre II, j'adopte le point de vue de J. Vilms qui definit une con-
nexion sur un fibre vectoriet (E, p, M) comme une scission a gauche de la suite
exacte:

0 —>VE —> TE —> ExTM —> 0.

Ce formalisme est tres interessant puίsqu'il permet non seulement de retrouver,
dans le cas lineaire, des resultats classiques mais aussi d'en obtenir de nouveaux.
J'etablis d'abord 1'existence d'une connexion sur un fibre vectoriel dont la base
est paracompacte. Je demontre ensuite des theoremes generaux sur des con-
nexions sur differents types de fibres vectoriels. L'un de ces theoremes qui va
beaucoup servir dans la suite consiste a prouver Γexistence de Γimage reciproque
d'une connexion par un morphisme de fibres vectoriels qui est un isomorphisme
sur les fibres.

Comme le fibre vertical VE est isomorphe au fibre induit ExE, toute con-
M

nexion sur E induit une connexion sur VE d'apres le theoreme precedent.
Neanmoins, c'est la connexion lineaire de Berwald raise en evidence par J. Vilms
que j'utilise pour introduire dans le cas d'une connexion non-lineaire la notion de
differentielle absolue des formes diff erentielles sur Γespace total E a valeurs dans
VE et je demontre une formule importante de la differentielle absolue des formes
semi-basiques a valeurs dans le fibre vertical. Ainsi la forme de courbure va
apparaίtre sous la forme d'un crochet de Nijenhuis et la formule precedente donne
immediatement la 2e identite de Bianchi qui, dans le cas lineaire, n'est autre que
Γidentite de Bianchi classique.

Lorsqu'on utilise les connexions a d'autres fins, souvent les connexions line-
aires suίfisent. Aussi une partie du chapitre est-elle consacree aux connexions
lineaires. J'y etablis, entre autres, une equivalence entre lois de derivation et
connexions lineaires.

Dans le cas du fibre tangent, je trouve une forme canonique dont la differen-
tielle absolue donne la forme de torsion.

La donnee d'une connexion sur un fibre vectoriel dote celui-ci de riches struc-
tures comme le montrent les resultats du chapitre III. A chaque connexion est
canoniquement associee une structure presque-produit dont Γintegrabilite est
equivalente a la nullite de la forme de courbure. C'est un fait bien connu dans
le cas du fibre tangent muni d'une connexion lineaire. Je suppose de plus que
la base du fibre vectoriel soit munie d'une connexion, j'obtiens alors sur la somme
de Whitney TMQ)E une structure F3jrF= 0. Les memes hypotheses conduisent
au meme resultat sur le fibre TMxE. Enfine, je demontre que toute connexion

M _

sur un fibre vectoriel donne naissance a une structure K3=K sur le fibre vertical,
structure qui est encore integrable si et seulement si la forme de courbure de la
connexion est nulle.

Dans le chapitre IV, je considere un fibre vectoriel sur lequel existe deja une
connexion et je definis divers types de relevements. D'abord, je munis le fibre
vectoriel et sa base des metriques riemanniennes g et g il en resulte une metri-
que riemannienne sur Γespace total du fibre, ce qui me conduit a examiner les
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objets mathematiques attaches a ces metriques: connexions riemanniennes,
geodesiques, champs de Killing...D'autre part, Γexistence d'une connexion sur la
base du fibre vectoriel entraine celle d'une connexion sur son espace total et
j'etudie la relation entre courbes autoparalleles d'en haut et d'en bas. Si la base
est munie de G-structures definies par une 1-forme vectorielle, grace a un procede
nouveau qui utilise surtout les proprietes des espaces fibres, j'obtiens sur Γespace
total des structures de meme nature.

Dans le chapitre V, j'adopte un formalisme analogue pour etudier les fibres
principaux. Soit (P, p, M, G) un fibre principal de groupe structural G. Une con-
nexion sur (P, p, M, G) sera une scission a gauche Γ de la suite exacte:

0—> VP—>TP—>PxTM—>0
If

et qui verifie la condition d'equivariance ΓoR^=R^oΓ, Ra etant la translation a
droite definie par un element a de G. Une connexion etant donnee sur un fibre
principal, je prouve Γexistence d'une connexion lineaire sur son fibre vertical, ce
qui me permet d'introduire sur le fibre principal un autre operateur differentiel
que j'appelle differentielle absolue par analogic avec la differentielle absolue clas-
sique. J'obtiens ainsi de nouvelles equations de structure. Resultat important:
les nouvelles equations de structures determinent, sur les fibres vectoriels associes
munis des connexions induites, les equations de structure telles que je les ai
obtenues au chapitre II. Ici encore, la technique deja utilisee et les resultats du
chapitre IV permettent de relever, sur Γespace total d'un fibre principal, con-
nexions et G-structures existant sur sa base. Tous ces resultats s'appliquent
bien entendu au fibre des reperes. En voici deux principaux: toute connexion
sur le fibre des reperes 3ί induit une connexion lineaire sur son espace total et
Γimage de la forme de courbure par le morphisme canonique de V3l sur le fibre
associe .&[gl (m, /£)] est la courbure de la connexion induite sur le fibre tangent.

Dans le chapitre VI, j'applique les resultats acquis dans les chapitres prece-
dents a des fibres vectoriels d'un type special: les fibres tangents d'ordre supe-
rieur. Une connexion d'ordre r sur une variete sera tout simplement une con-
nexion sur son fibre tangent d'ordre r. Je montre d'abord que sur chaque fibre
tangent d'ordre superieur il existe une forme canonique dont j'etudie les prop-
rietes essentielles, et dont la differentielle absolute prise par rapport a une con-
nexion d'ordre superieur donne ce que j'appellerai la forme de torsion de la con-
nexion d'ordre superieur. Ensuite, je demontre que Γexistence d'une metrique
riemannienne sur un fibre tangent d'ordre superieur entraine celle d'une connexion
d'ordre superieur et par suite celle d'une metrique riemannienne sur Γespace total
du fibre tangent d'ordre superieur d'apres les resultats du chapitre III. Enfin,
j'introduis la notion de spray d'ordre superieur et montre qu'a toute connexion
d'ordre superieur est canoniquement associee un spray d'ordre superieur.
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CHAPITRE I. Peliminaires

Dans ce travail, toutes les varietes et toutes les applications differentiables
sont de classe C™.

1. Notations.

Soit M une variete differentiate. On designera par:

: le /2-algebre des fonctions differentiables sur M.
: le £F(M)-module des champs de vecteurs sur M.

TM : le fibre tangent a M.
/ : la transformation identique de TM.
X,Y,Z,» les elements de TM ou de 3?(Af).

Soit (E, p, M) un fibre vectoriel d'espace total E et de base M. On notera par :

E* : le dual de E.
E : le £F(M)-module des sections de E.
X,Ϋ,Z, les elements de E ou de E.
A, B, C, ••• les elements de TE ou de

Soit / une application differentiate d'une variete N dans M. L'image
reciproque de E par / sera notee par NX E ou f*(E) et Γapplication lineaire

M

tangente a / par fτ.

2. Rappel sur les derivations de Γalgebre exterieure.

Dans ce paragraphe, on designera par A— ®Aq Γalgebre exterieure des
9=0

00

formes differentielles sur une variete M, B=@Bl le 2r(M)-module gradue des
ί=0

formes vectorielles sur M.
Soient L^Bl et ω^Aq ou ω<=Bq. A. Frolicher et A. Nijenhuis definissent la

contraction ω7\L=ιLω de ω par L de la facon suivante :

ω7\L(Xl9 -,^+β-1)

Une derivation D de degre r de Γalgebre exterieure A est un Λ-endomor-
phisme de A tel que :

1°) DApc.Ap+r.
2°) Z)(ωΛ7r)=JDα>Λτr+(-l)/)rά;Λί)π, VωtΞAp et Vττe/1.
Soient />! et D2 deux derivations de degre r et s. Alors le crochet :
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est une derivation de degre r+s.
Une derivation D est dite de type x* si elle opere trivialement sur Λ0.

PROPOSITION 1. II y a une correspondance biunivoque entre Br+1 et V ensemble
des derivations D de degre r de type z*, cette correspondance etant donnee par:

Une derivation D est dite de type d* si elle commute avec la differentielle
exterieure d au sens de Γalgebre graduee, i. e. si :

Dd=(-iγdD.

PROPOSITION 2. II y a une correspondance biunivoque entire Br et I 'ensemble
des derivations D de degre r de type d*, cette correspondance etant donnee par :

Pour L=X<^B1, dx est tout simplement la derivee de Lie θx par rapport au
champ de vecteurs X.

PROPOSITION 3. Toute derivation de Γalgebre exterieure se decompose dune
faςon unique en une somme de deux derivations, Γune de type z*, Γautre de type d*.

Soient L^Bt et M<^Bm. Comme le crochet de deux derivations preserve le
type de celles-ci, il existe une forme vectorielle de degre l+m, notee par [L, M]
et telle que :

ldL, dM~] = dLL)M1.

Ce crochet munit B d'une structure de /2-algebre de Lie graduee, i. e. :

(1) [M, L]=(-iym+1[L, M] .

(2) (-1ΓEL, [M, 7V]]+(-ir[M, [TV, L]]+(-l)nΛ[^, [L, M]]=0 .

Voici quelques proprietes importantes du crochet de deux formes vectorielles
dont on se servira dans la suite.

(3) [/, M]=0.

(4) [L7V/V, M]+(-l)zcn-1)[L, M7\A^]-[L, MJ7\N

=(-l)mα-1)L7\[Λ^, Ml+^iy-iAfΛlN, L] .

Pour L=M=N=r^Blt la formule (2) implique :

(5) [r, [r, m=o.
Si dans la formule (4) on prend 1=1 et N=X^BG, on obtient

(6) ix[_L, M]=[iJL, M]-[
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Enfine, pour L, M^Bλ et X, Y^BQ, on a:

(7) [L, M](Z, Y)=ILX, MY~]+IMX, LF]+ML[^, F]+LM[Z, F]
-LIMX, Y^-HX

On en deduit, en faisant L=M=F.

Le crochet Λ^^-^-dF, F] s'appelle la torsion de Nijenhuis de F. Soit U le

domaine d'une carte locale de la variete M muni de coordonnees locales (x1} NF

a pour expression locale :

o

/ON(8)

3. Etude d'une structure ^ telle que K3=K.

Soit sur une variete differentiable M de dimension m une 1-forme vectorielle
/ί de rang constant r et telle que KB—K.

On remarque tout d'abord que si le rang de K est egal a m on a une struc-
ture presque produit.

Soit p(λ) le polynόme minimal de K:

p(X)=λ(λ-ΐ)(λ+ΐ) .

Soient T^Ker/ζ,, T2-Ker (K-I)X9 T3=Ker(K+I)x pour zeM. On sait
qu'il existe des polynδmes ht(X) (z, j, ••• =1, 2, 3) tels qu'en posant Pi—h^K) on
obtienne un systeme de projecteurs supplementaires et que:

On trouve :

Soient ,̂ ̂ 2 et )̂3 les distributions definies par K.

a) Integrabilite.

DEFINITION. La structure K sera dite integrabίe si les distributions 3)% et
S)% \ 3)3 sont integrables.

Chaque distribution 2)l est integrable ainsi que son supplementaire si et
seulement si CΛ, Λ]=0. Done si K est integrable, on a:
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, - , .

[Λ, ΛIN^-C*. *"]— g-^ ^23+-r^2> K 1=Q .

On en deduit : NK=Q.
Reciproquement, si Nκ=0, on obtient, d'apres la formule (4) :

i.e.: [Λ,Λ]=0, Vie {1,2, 3}; d'oύ le:

THEOREME 1. Pour que la structure K telle que K3=K soit integrable, il faut
et il suffit que la torsion de Nijenhuis de K soit nulle.

Dans le cas oύ r— m, on a deux distributions £)l et 3)2 definies par les pro-
jecteurs :

et le theoreme 1 permet de retrouver la condition d'integrabilite de la structure
presque produit.

On revient au cas general rφm. Soient p=dimT2, #=dimT3; on a p+q=r.
Une base (elt ez, , em) de TXM sera dite adaptee a la structure K si les m—r

premiers vecteurs appartiennent a Tlt les p suivants a T2 et les q derniers a T8.
Soit (Θl,~',θm) la base duale de (ely * ,O Dans ce qui suit, on adopte les
conventions suivantes :

/, /, — =1,2, ••• , m,

a,b,c, .=l,2,3,

iι,Jι,kι,'- =1,2, ••• ,m—r,

h,h, k2, '" =m—r+l, ••• , m-r+p,

h,h, k*, " =m—r+p+l, — , m,

Zi (resp. z'2, i8) designe le complement de xα (resp. z2, z3) dans Γensemble
{l,2,-,m}.

Les composantes de /£" par rapport a une base adaptee sont :

Done /ί est representee par une matrice de la forme
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(9) /, 0

0 -la

L'ensemble des reperes adaptes determinent sur M une G-structure qu'on
designe encore par K et dont les elements du groupe structural G=Gl(m—r,p,q)
sont de la forme:

(10)

0

A

0

0

Λn

les matrices A etant regulieres.
Comme les matrices (9) commutent avec tous les elements de Gl(m—r,p,q),

K est represente dans n'importe quel repere adapte par la matrice (9).

b) /ί-connexion.

DEFINITION. Une K-connexion est une connexion sur le fibre principal des
reperes adaptes.

Toute ^-connexion peut etre prolongee en une connexion lineaire sur le fibre
principal <R de tous les reperes de M. Soit un recouvrement ouvert de M muni
de sections locales du fibre des reperes adaptes. Ces sections sont egalement
des sections de 31. Une /^-connexion est determinee dans chaque ouvert U du
recouvrement par une forme ω a valeurs dans Γalgebre de Lie de Gl(m—r,p,q)
[16] ω peut etre represented par une matrice de la forme:

0 0

ω?2 0

0 αtf

On considere maintenant une connexion sur 31 et soit (ωij) la matrice de
connexion relative a un recouvrement de M par des ouverts munis de reperes
adaptes. Les composantes de la differentielle absolue V/Γ de K sont:

7/^1=0,
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Si la connexion sur & est le prolongement d'une /Γ-connexion VK= 0.
Reciproquement, si VK=Q, la forme de connexion est a valeurs dans Γalgebre
de Lie de Gl(m—r,p,q).

TπέOREME 2. Pour qu'une connexion sur 31 soit le prolongement d'une K-
connexion, il faut et il suffit que la differentielle absolue de K soit nulle.

c) Groupe d'holonomie d'une /^-connexion.

On suppose que le fibre des reperes adaptes soit muni d'une /f-connexion.
Le groupe d'holonomie φ de cette connexion est un sous-groupe de Gl(m—r,p,q).
II en est de meme du groupe d'holonomie du prolongement de la /^-connexion.
Reciproquement, si le fibre des reperes est muni d'une connexion telle qu'en un
point x de M il existe un repere adapte (O*e/ pour lequel le groupe d'holonomie
φ soit un sous-groupe de Gl(m—r,p,q), les elements de φ qui sont de la forme

(10) laissent invariant le tenseur K de type ( -, j represente dans le repere (O*e/

par la matrice (9). On en deduit par transport parallele, un champ de tenseur
K sur M dont la differentielle absolue est nulle et telle que K^—K [16]. Comme
VK— Q caracterise les connexions qui sont les prolongements d'une /f-connexion,
on a :

THEOREME 3. Pour qu'une connexion sur le fibre des reperes 31 soit le pro-
longement dune K-connexion, il faut et il suffi que son groupe d'holonomie soit
un sous-groupe de Gl(m—r,p,q).

d) Tenseur de structure.

Soit T la torsion de la connexion lineaire sur M induite par le prolongement
d'une /Γ-connexion [cf. 10°), chap. II]. Soit q la projection canonique de Λ2T*M
®TM sur y!2T*M(g)TM/a(T*M(8)m(9) oύ &($ est 1'espace fibre de fibre type 9
(algebre de Lie de Gl(m—r,p,q)') associe au fibre des reperes 31 et 3 Γoperateur
d'antisymetrisation. Par definition, le tenseur de la G-structure definie par K est
S=q(T) [15].

Si Γon pose :

alors

et γ]jίa=Q car ω est a valeurs dans Q.
Comme d'autre part, Θ3a/\θka®ela constituent une base du module des sections

de d(T*M®.&(g)), par passage au quotient, on peut ecrire :
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Ainsi S est Γoppose du tenseur de torsion τ de Lichnerowicz, tenseur defini
par:

avec ?}a

aka—Clfaka et r}fc=0 pour tous les autres indices.
De plus, on voit que S ne depend pas de la Tf-connexion.
On se propose d'etablir la formule suivante :

(11) 4:isφ=^K2dφ-2ικdKφ+iκKdKφ+4,dK2φ-2ιK2d

oύ φ est une 1 -forme quelconque.
On rappelle que si π est une p-f orme, Kπ est encore une ί-forme definie par :

Kπ(Xl9 - , XJ=π(KXl9 - , KXJ MXl9

Une forme φ est dite de type (/, m, n) si :

ω(Xlt ••• , Xι+m+rΐ)=Q

pour toute suite de vecteurs Xlf ••• , Xι+m+n contenant plus de / vecteurs de Tlt

ou plus de m vecteurs de T2 ou plus de n vecteurs de T3.
Soit φl^°=φilθ

1'1 une 1-forme de type (1,0,0). On a:

dφW^dφ^θ^+φndθ* .

dφ1'0'0 est la somme des formes des 6 types suivants :

(2, 0, 0) , (0, 2, 0) , (0, 0, 2) ,

(1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) .

En rempla^ant dans (11) φ par φlfQ'Q, on trouve que les coefficients des formes
des types en question qui figurent aux deux membres de (11) sont egaux a
0, 2φtJ, 2φίl} 0, 0, —φiλ. On verifie facilement que la formule (11) est encore vraie
si Γon remplace φ par une forme de type (0, 1, 0) ou (0, 0, 1).

Enfin, la formule (11) implique :

S= —

soit

4. Etude d'une structure F telle que

Toujours sur la variete differentiable M, on considere maintenant une 1-forme
vectorielle F de rang constant r telle que F3+F— 0. On en deduit que r est pair
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et que si r=m, F se reduit a une structure presque-complexe. Dans la suite, on
supposera rΦm.

Soit p(λ) le polynδme minimal de F:

Les polynδmes λ et Λ2+l etant premiers entre eux et irreductibles sur les reels,
il existe deux polynδmes uniques gλ et gz en λ tels que :

II est evident que gι=—λ et gz=l.
Si Γon pose :

AiW)=tei et

alors :

forment un systeme de projecteurs supplementaires. Soient ^1 et £DZ les distri-
butions definies par Pα et P2

DEFINITION. Lα structure F telle que F3+F— 0 sera dite integrable si les
distributions S)± et £)2 sont integrables.

La distribution 3)λ est integrable si et seulement si :

i. e. si et seulement si :

[F2^, F2F]--F2([F2Z, F2F]) .

La distribution )̂2 est integrable si et seulement si :

i. e. si et seulement si :

F'2IX, F]4F2[F2Z, r] + F2[^, F2F]=-F2[F2Z, F2F]

et puisque F1— — F2, on a:

THEOREME 4. F<9i/7' <^w^ les distributions 3)λ et £)2 soient integrables, il faut
et il suffit que la torsion de Nijenhuis NFz de F2 soit nulle.

Une base (elt ••• , em) de TXM sera dite adaptee a F si les r premiers vecteurs
appartiennent a 3)± et les m—r derniers a 3)z. L'ensemble des reperes adaptes
forme une G-structure qui n'est autre qu'une structure presque-produit definie par
le tenseur F et Γintegrabilite de cette structure presque-produit est equivalente,
d'apres le theoreme 4, a la nullite de NF2.
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Soit vS le tenseur de structure de la structure presque-produit definie par F.
En appliquant la meme methode que precedemment, on trouve :

ιsφ—d2φ+ιF2dF2φ—F2dφ

oύ φ est une 1-forme quelconque. On en deduit :

CHAPITRE II. Connexions sur les fibres vectoriels

1. Definitions. Soit (E, p, M) un fibre vectoriel de dimension n, sa base M
ayant pour dimension m.

Comme Jaak Vilms, on adoptera la definition suivante [16] :

DEFINITIONS. Une connexion C sur (E, p, M) est une scission a gauche Γ de
la suite exacte

i
(1) 0 — > VE — > TE — > Ex TM — > 0 .

M

Une connexion sur (TM, p, M) sera appelee connexion sur M.
Soient ΪVE Γisomorphisme canonique de VE sur ExE et p2 la deuxieme

M

projection de ExE sur E. Si une connexion est donnee sur (E,p,M) on obtient
M

un morphisme D=p2oiVEoΓ de TE sur E. D sera appele application de connexion
de C. On sait d'autre part que (TM, pτ, TM} est aussi un fibre vectoriel. Par sa
definition, D est lineaire sur les fibres de (TE, pE, E) mais ne Test pas sur celles
de (TE, pτ, TM). Si D est lineaire ou homogene de degre 1 sur les fibres de ce
dernier, la connexion sera dite lineaire ou homogene.

Remarque. Lorsqu'il s'agit de connexions homogenes, on suppose toujours
que celles-ci soient definies sur le fibre E0=E— {0}.

2. Caracterisation d'une connexion [18]. Soit U le domaine d'une carte
locale de M tel que p~l(U) soit trivial au-dessus de U. On appellera carte vectori-
elle de E, le couple (U, φ) oύ φ est un diffeomorphisme de p~\U) sur UxRn. La
restriction de la suite (1) a p~\U) donne :

0 — > UxRnxQxRn — > UxRnxRmxRn — > UxRnxRm —
(2)

0 — > (x, z, 0, ί) — > (x, z, y, t) — > (χt z, y) —

Si Γon se donne une connexion C sur (E, p, M) d'application de connexion D,
alors

D(x, z, 0, t)=(x, i)

car Γoι=ίdVE, i etant Γinjection canonique de VE dans TE.
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Comme D est lineaire sur les fibres, il existe une application differentiable
ω: UxRn-*J:(Rm,Rn) telle que:

D(x, z, y, 0)=(x, ω(x, z)y)

ω sera appelee composante locale de la connexion dans la carte vectorielle (U,φ).
Done, localement, on a:

(3) D(x,z,y,f)=(x,t+ω(x,z)y).

TπέOREME 1. Pour qu'une application D de TE dans E soit Γ'application de
connexion d'une connexion sur E il faut et il suffit que D soit definie par la
formule (3) ou ω: UxRn->J:(Rm,Rn) est differentiable.

Preuve: La condition est necessaire d'apres ce qui precede.

Reciproquement, si D est donnee par la formule (3) oύ ω est differentiable,
alors D preserve les fibres. De plus D est differentiable et lineaire sur les fibres
de (TE, pE, E). Done, c'est un morphisme de fibres vectoriels et par suite D se
factorise en D—pzoΓ ou Γ est un morphisme de TE dans VE defini par:

Γ(x, z, >', f)=(x, z, 0, t+ω(x, z ) y ) .

Pour j>=0, on trouve Γoi=idVE. Done Γ est une scission a gauche de la suite (1).
La connexion C est lineaire ou homogene si et seulement si sa composante

locale ω(x, z) est lineaire ou homogene de degre 1 en z. On verra dans la suite
d'autres caracterisations des connexions lineaires et homogenes.

3. Existence. S'il existe une connexion sur ( E , p , M ) en posant HE= KerZ)
(=KeιΌ, on obtient, en chaque point Z de E, la decomposition suivante:

(4) TsE=VEg®HEs.

Reciproquement, si on a (4), on peut definir un morphisme Γ de TE sur
VE en prenant pour Γ la deuxieme projection de T$E sur VEg et on a bien
Γoι=ίdVE.

Les elements de VEg seront appeles vecteurs verticaux, ceux de HEg vecteurs
horizontaux.

L'ensemble des vecteurs horizontaux forme un fibre vectoriel HE de base E
qu'on appellera fibre horizontal. D'apres la decomposition (4), la restriction de
pτ a HE est un morphisme de HE dans TM qui est un isomorphisme sur les
fibres. Par suite, a chaque section X de TM correspond une section Xh de HE
appelee relevement horizontal de X et telle que pτ(Xh)=X.

TH&OREME 2. // existe une connexion sur tout fibre vectoriel dont la base
est paracompacte.
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Si la base d'un fibre vectoriel (E, p, M} est paracompacte, Γespace total E est
paracompact. II existe done sur la variete E une metrique riemannienne G. Soit
HE2={A(ΞTzE tel que G(A, 5)=0 V£eF£ f}. Alors TzE=VEz®HE2 et on a
une connexion sur E.

4. Theoremes generaux.

PROPOSITION 1. Soient (E19 plt MJ et (E2, p2, M2) deux fibres vectonels munis
de connexions C± et C2. Alors, il existe une connexion C sur le produit fibre
(EjXEg, PiXPz, Λ/ιXM2) de meme nature que C± et C2, i.e. C est lineaire ou homo-
gene si et seulement si il en est ainsi de Cλ et C2.

On a les suites exactes suivantes (α=l, 2)

(5) 0 — > VEa -̂ > TEa — > Ea x TMa — > 0 .

Comme T(N^N^) est isomorphe a TNiXTN2 queues que soient les varietes
N! et A^2, on a aussi la suite exacte :

lιXl2

0 — >V(E1xE2) — >T(E1xE2) — >(E1xE2) x T^xM^ — > 0 .
MIX.MZ

Soient ±Γ et 2Γ les scissions a gauche des suites (5). Si Γon pose Γr=1

alors Γo(z1χz2)=

PROPOSITION 2. Soit (u, /) un morphisme d'un fibre vectoriel (E, p, M) dans
un autre fibre vectoriel (F, q, N) tel que la restriction de u a chaque fibre de
(E,p,M) soit un isomorphisme sur les fibres. Alors:

1°) L'espace vertical en un point X de E est isomorphe a I'espace vertical au
point Ϋ=u(X) de F.

2°) Toute connexion C sur (F,q,N) induit une connexion C sur (E,p,M) de
meme nature que C. De plus, si u est surjectif :

et Ker UT$=(

ou x=p(X) et (VTxM)hχ est le relevement horizontal des vecteurs X^TXM tel que
/Γ«=0.

Preuve '
1°) Est evident puisque les vecteurs verticaux sont des vecteurs tangents

aux fibres.
2°) On a le diagramme commutatif suivant :
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On obtient une connexion sur (E, p, M) en posant :

(6) Γ/(Λ)=(uτ\VE)-1oΓouτ(A) ,

La linearite (resp. Γhomogeneite) de Γ' decoule de celle de Γ en appliquant
une autre caracterisation de cette derniere [cf. 8°)].

Soit A^TfE tel que Γ'G4)=0, alors Γ(uτA)=0 et par consequent uτ(HE%)
C.EFγ. D'autre part, si u est surjectif, soit £eTFf. Alors il existe A<^T?E tel
que uτ(A)=B. Or uτ(A)=uτ(HA)+uτ(VA) oύ H et V sont les projecteurs associes
a la decomposition T^E=VE^HE^. D'apres ce qui precede, uτ(HA) est hori-
zontal et uτ(VA) est vertical, done uτ(VA)=Q, ce qui implique VA=0 et on a

Enfin soit A^(Keruτ)^. Alors pT(A)e=VTfM et A-(pτ(A)}h est vertical.
Comme wr(^)=wr(F^)+wr(/M)=0, on a VA=Q et 4 est horizontal. D'ou Λ=

(PTA)h. Reciproquement, si AξΞ(VTxM)$, uτ(A) est horizontal. De plus, A est
vertical car si A=X\ qτ(uτ(Λ^fτ(X)=0.

DEFINITION. La connexion Cf sera appelee image reciproque de C par le
morphisme (u,f) et sera notee par u*(C).

COROLLAIRE 1. Toute connexion sur (E, p, M) induit une connexion de meme
nature sur le fibre vertical VE. Reciproguement, toute connexion non-homogene
sur le fibre vertical induit une connexion de meme nature sur (E, p, M).

Preuve ' La restriction de D a VE est un isomorphisme sur les fibres. Par
ailleurs, la section nulle S0 de (E, p, M) determine un morphisme F0 de E dans
ExE. En composant V0 avec (v^)"1, on obtient un morphisme u0 de VE dans

M

E qui est un isomorphisme sur les fibres.

COROLLAIRE 2. Solent (u, /) un morphisme de (E, p, M) dans (F, q, TV) et
(v, q) un morphisme de (F, q, N) dans (G, r, P} tels que les restrictions de u et de
v aux fibres soient des isomorphismes. Pour toute connexion C sur (G, r, P\ on a:

PROPOSITION 3. Soit (u, /) un morphisme d'un fibre vectoriel (E, p, M) dans
un autre fibre (F, q, N) tel que u soit surjectif et que sa restriction aux fibres soit
un isomorphisme. Pour qu'une connexion sur (E, p, M) soit V image reciproque
d'une connexion sur (F,q,N\ il faut et il suffit que:

1°) uτ(HEt)=uτ(HEs,) Vl,l'eΞE tels que u(X)=u(X').

2°) uτ(VTxMft=Q oύ x=p(X).

S'il en est ainsi, les connexions sur les deux fibres vectoriels sont de meme
nature.

Preuve: La condition est necessaire d'apres la proposition 2. Reciproquement,
spit C une connexion sur (E,p, M) qui satisfait aux conditions Γ) et 2°). Soient
Xe=E et Ϋ=u(X). Si 1'on pose HFΫ=uτ(HE$\ alors HFΫ ne depend pas de X
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tel que u(X)=Ϋ en vertu de 1°). D'autre part, soient B^TγF et A<=T$E tel que
uτ(Λ)=B. Comme A=HA + VA, on a: B=uτ(VA)+uτ(HA). uτ(A) est vertical
d'apres la proposition 2 et uτ(HA)^HFΫ. Done T?F=VFf+HFΫ. Enfin, soit
B<ΞHFγΓ\VFγ. II existe A^HE^ tel que B=uτ(A). Common B est vertical

/W^))=4Γ(£)=0, done pτ(A)(ΞVTxM et Ae(FTxM)f puisque B est horizontal.
Done B=Q et TΫF=VFΫ®HFΫ.

PROPOSITION 4. Soient (Eltplt M) gf (E2,p2, M) deux fibres vectonels de meme
base M mums de connexions C± et C2. Alors il existe sur la somme de Whitney
(Eλ@E2, p, M) une connexion C de meme nature que Cl et C2. Reciproquement,
toute counexwn C sur (E^E2l p, M) induit une connexion Ca (a— 1, 2) sur (Ea, p, M)
de meme nature que C.

Preuυe ' On a la suite exacte :

0 —> V(E&EJ —^ T^Θ^) — > E,®E2xTM — > 0 ,

0 — > (x, Zi+Zz, 0, ίj+y — > (xlf zλ+z2, y, ίi+ί2) — > (x, z^z,, y) — > 0 .

Soient ±D et 2D les applications de connexion de C1 et C2. Si Γon pose :

(7) D(x, z,+z2, y, f!+i2)

en tenant compte du fait que :

ιD(x, zlt y, fι)=(

2D(x, z2, y, ί2)=(

on obtient :

En posant O>(Λ:, z1+zz)y=1ω(x, z^)y+2ω(x, z2)y, on voit que ω est une application
differentiate de UxRnί+n* dans X(Rm,Rni+n*\ La nature de £> decoule facile-
ment de Γexpression de ω.

Reciproquement, soient ja Γinjection canonique de Ea dans E^E2 et πa la
projection canonique de E^E2 sur Ea. S'il existe une connexion C sur (
A M) d'application de connexion D, en peut ecrire :

D(x, z^z2, y, ί!+ί2)=(Λ:, ίi+ίg+X^:, ̂ +^+2^^, ^+z2)^)

oύ ω«: UxRnι+n*->j:(Rm,Rna) est differentiable.
On obtient un morphisme aΏ de TEα dans Ea en prenant :

En identifiant β n ι XθetθXβ n 2 avec Rnι etRnz, on obtient deux applications
differentiates de UxRnι dans J:(Rm,Rn^ et de /7χβn2 dans -C(Rm,Rn*).
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Remarque. Soient (Elt plf M) et (E2, p2, M) deux fibres vectoriels de meme
base M. On a un morphisme canonique (q,δ) de (E1^E2,plίM) dans (EλxE2,
PίXp^MxM) defini par w(Z10Z2)=(Z1,Z2), δ etant Γapplication diagonale de M
dans MX M. Comme u est un isomorphisme sur les fibres, la premiere partie de
la proposition 4 peut etre obtenue directement a partir des propositions 1 et 2.

PROPOSITION 5. Toute connexion lineaire C sur un fibre vectoriel (E, p, M)
induit une connexion lineaiae C* sur son dual (E*,p*,M).

Preuve' En considerant la restriction de E* a un ouvert de M qui le
trivialise, on a la suite exacte :

0 — > UxRn*xOxRn* — > UxRn*xRmxRn* — > UxRn*xRm — > 0 ,
(8)

0—^ (*,**, 0,f*) — > ( x , z * , y , t * ) —+ (x,2*,y) —^0.

Puisque C est lineaire, on a une scission a gauche Γ de la suite exacte (2) :

Γ(x, z, y, t)=(x, t+ω(x, z)y)=(x, t+ω(x)(z)(y))

oύ on a pose ω(x, z)=ω(x)(z) de telle sorte que ω est une application differenti-
ate de U dans £(Rn, j:(Rm,Rn})=Rn*®Rm*®Rn. Soit g Πsomorphisme cano-
nique de Rn*<S>Rm*®Rn sur Rn®Rm*®Rn* et soit tαJ=,groω; ce qui permet de
definir une scission a droite <5* de la suite (8) :

δ* : (Λ, z*, y) — > (*, z*, y, ^(x)(

et par suite une application D* de 7Έ* dans E* :

(9) /?* : (x, z*f 3 ,̂ ί*) — > U, ί*-'αί(x)

On verifie aisement que D* ainsi defini ne depend pas des cartes vectorielles
utilisees.

PROPOSITION 6. Si deux fibres vectoriels (Eί9 ply M) et (E2, p2, M) sont munis
chacun d'une connexion lineaire, U en est de meme de leur produit tensorieL

Preuve ' On definit une scission a gauche Γ de la suite exacte :

0 —

0 — > (x, Σ z&z2, 0, Σ ίi® ί») — > U Σ z,®z2, y, Σ ίi® ί>)

de la facon suίvante :

(10) Γ(χ, ^z,®z2, y, Σίι®f2)=(^, Σ î®^,, 0,

ou on a pose :

(11) δ
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!&> et 2ω etant les composantes locales des connexions sur (E1} plt M) et (E2, P2,
M). DΌύ Γexistence d'une connexion sur leur produit tensoriel, Γapplication

n*') etant differentiate.

5. Derivee covariante. Soit (E, p, M) un fibre vectoriel muni d'une connexion
C d'application de connexion D.

Soient X^3C(M) et Ϋ^E. La denvee covαnαnte de Ϋ par rapport au champ
de vecteurs X est une section DXΫ de E definie par:

Soit (U, φ) une carte vectorielle de (E,p, M) et soient (x1} ( i , j , ••• =1, 2, ••• , m)
les coordonnees locales de M dans U. On prendra (x\yl=dxi) comme coordon-
nees locales dans TM. Pour chaque x^U, soit E(X(x)=φ~1(x, ea} oύ (ea) (a,β,
=1, 2, ••• , n) est la base canonique de Rn. On obtient ainsi n sections lineairement
independantes de E au-dessus de U.

Soit Ϋ une section quelconque de E au-dessus de U on peut ecrire :

Les (x\ za) seront choisis comme coordonnees locales de E dans la carte
vectorielle (£7, φ). Dans la suite, sauf mention contraire, les expressions locales
des objets mathematiques qu'on etudie seront donnees en fonction des coordonnees
locales q'on vient d'expliciter.

Enfin on pose ω(x, z)(e^=r*(x, z)ea et dans le cas d'une connexion lineaire
Γ?(x, z)=Γ?β(x)zP. Aux functions Γf on donnera le nom de coefficients de la
connexion C. *\ ^>

Soit A un champ de vecteurs sur Γespace total E, A=Al-^-Γ+Aa^-a- alors

on a:

Soient (U',φf) une autre carte vectorielle de (E,p,M) telle que Ur\U'Φ® et
soient xl> les coordonnees locales dans U''. On a xί'=xi'(xi) et il existe une
application differentiate M\Ur\U'-*Gl(n,K) telle que Ea(x)=Mΐ(x)Ea,(x) et
za'=M%'za. On en deduit la matrice de changement de coordonnees locales
dans E:

0

On voit d'apres la f ormule (12) que les Γ* se transf orment suivant la loi :

(13) Γΐ τ= MϊT* — z« .
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Pour X=Xl'^—t- on deduit de (12) I'expression locale de la derivee covariante:

/ rlVa ~ \

(14) DxY=X*(-^-+Γ«(x, Y))Ea.

Soit c: t—>c(t) une courbe diff erentiable dans M. On pose :

(15) ^JL=DtΫ.

La section Ϋ sera dite parallele le long de c s i :

DΫ
dt

i. e. si

-=0

Puisqu'il y a un isomorphisme canonique de E^E2 sur Eι®E^ on identifiera
toujours ces deux S'(M) -modules. Soit done YΊ0Y"2 une section de E ̂ E^ On
a, d'apres la proposition (4) :

(16) DAΫ&Ϋ^DxΫ&tDxΫt .

On considere de nouveau la connexion C' de la proposition 2. Soit V un
ouvert de TV muni de coordonnees locales CO (ι'= I7, ••• , m7) et soit U=f"\V).
On peut choisir des sections lineairement independantes Eα de (E, p, M) et Fα de
(F,q,N) de telle sorte que u(Ea}—Fa. Alors, en vertu de (6):

(17) D'zΫ=

En particulier, si Ϋ est induite par une section Y7 de F et si X est projetable
et a pour projection fτ(X)^Xf [cf. 8] :

(18) u(]yzY)=Dz,Y' .

Dans le cas du fibre dual E* de E, soit (£α) la base duale de (£„). Soit d'autre
part ώ=ώaE

c* une section de E*. Alors (9) implique :

(19) DΪ

et Z)x et Z)$ sont relies par:

(20) ^

Enfin, en identifiant E^E^ avec Eι®E2, on a, pour tout y

α2) (d'aprέs (11))
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soit

(21) D^

6. Relevement des sections de E, TM, £* et T*M.

On a vu que si un fibre vectoriel (E, p, M) est muni d'une connexion C, a tout
champ de vecteurs X sur M correspond un champ de vecteurs Xh sur Γespace
total E, appele relevement horizontal de X.

Si X=Xi-~r-r, on deduit facilement de la formule (12) :

(22)

D'autre part, il existe un morphisme canonique (w, p) de (VE, p, E} sur (E, p, M)
tel que la restriction de ΰ aux fibres soit un isomorphisme. Done chaque section
Ϋ= ΫaEa de (E, p, M) determine un champ de vecteurs Yv sur la variete E qu'on
appellera relevement vertical de Ϋ. On a

(23) Yv=Ya-~tr.

Ces deux relevements possedent les proprietes suivantes :

On remarque que, contrairement au relevement horizontal d'un champ de
vecteurs sur M, le relevement vertical d'une section de (E, p, M) ne depend pas
de la connexion C.

De la decomposition :

il resulte une autre decomposition dans le fibre dual T*E de TE :

TlE=(VEzY@(HE2Y .

Soit Φ une 1 -forme scalaire sur Γespace total E :

On definit un morphisme *pτ de T*E dans T*M par :

*pτΦ(X)=Φ(Xh} MX^2C(M}

*pτφ a pour expression locale :

*ίΓΦ=(Φt-ΦαΓ?)d*\

Le morphisme *pτ a pour noyau le fibre (HE)L et sa restriction au fibre (VE)L

est un isomorphisme sur les fibres.
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Done si a)=a)idxl est une forme scalaire sur M, il lui correspond une forme
ωh sur Γespace total E telle que *pτ(ωh)—ω et on a:

(24) ωh=ωidxt .

De meme, on definit un morphisme *D de T*E dans £* par:

*DΦ a pour expression locale :

*DΦ=ΦaE
a

*D s'annule sur (VE)1- et est un isomorphisme sur les fibres de (HE}L.
Soit ώ=ώaE

a une section de E*. II lui correspond done sur Γespace total E
une forme ωv telle que *D(ωυ)=ώ et :

(25) ωυ=Γ?ώadxl+ώadza .

On appellera ωh (resp. α>υ) le relevement horizontal (resp. vertical) de ω
(resp. ω).

7. Connexion lineaire. Dans ce paragraphe, on suppose que la connexion
C donnee sur (E, p, M) soit lineaire. Comme premieres consequences de cette
hypothese supplementaire, on a :

(26)
LXh,YΌl=(DχΫγ ,

Ainsi la derivee covariante Dx par rapport a un champ de vecteurs X sur
M correspond a la derivee de Lie ΘXH sur la variete E et on a :

PROPOSITION 6. Quel que soit le champ de vecteurs X sur M et quelle que
soit la section Ϋ de (E, p, M), θXhYv est le relevement vertical de DXΫ.

On verifie facilement les proprietes suivantes de la derivee covariante :

Dχ+χ,Ϋ=DxΫ+Dz,Ϋ, MX, Xf^X(M) ,

DfzΫ=fDzΫ, V/e=£F(M),

DZ(Ϋ+Ϋ')=DXΫ+DZΫ' , Vf, Ϋ'tΞE,

Dz(fΫ)=(Xf) Ϋ+fDzΫ.

Autrement dit, une connexion lineaire induit une loi de derivation 3) dans le
£F(M)-Module des sections de (E,p,M). [14].

Reciproquement, on va montrer que toute loi de derivation dans le £F(M)-
module des sections de (E, p, M) definit une connexion lineaire sur ce fibre. Pour
cela, on a besoin du lemme suivant qui est analogue a la proposition 2.
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LEMME. Soit ( u , f ) un morphisme de (E,p,M) dans (F,q,N) tel que it soit
un isomorphisme sur les fibres. Λlors toute loi de derivation dans F induit une
loi de derivation dans E.

Preuve Verification immediate a partir de (17). Une loi de derivation S)
etant donnee dans E, il existe done une loi de derivation ΊD dans le £F(£)-module
des champs verticaux. D'autre part, il existe sur E un champ vertical qu'on a
Γhabitude de designer sous le nom de champ canonique et qui est defini par :

2 -» (Z, Z) ,

C a pour expression locale :

On definit un morphisme Γ de TE dans VE de la facon suivante :

Γ: A

oύ Γ}β est donne par D^_Eβ=ΓfβE(X et ^^^"gp"+^α"gp" ^ est evident que

Γ(A)—A si A&VE et que Γ est lineaire sur les fibres de (TE,pτ,TM).

THEOREME 4. II y a une correspondance biunwoque entre les connexions
lineaires sur (E, p, M) et les lois de derivation dans le 3ί(M)-module de ses sections.

Voici une autre caracterisation des connexions lineaires (resp. homogenes).

TπέOREME 5. Une connexion sur (E, p, M} est lineaire (resp. homogene) si et
seulement si la distribution horizontals Z—^HEg est invariants par le groupe (ha}

des homotheties positives de E.

Si la connexion est lineaire, on a:

d'ou
Dhϊ=haD.

Par suite Dhl(HE^=haD(HE^=Q et hl(HEg)c.HEaS. Ces deux espaces etant
de meme dimension, ils sont egaux :

(27)

3 h
/ \Reciproquement, si Γon a (27), alors Dh^^-^-^j — 0 et en vertue de (22) :

Γ*(x,az)=aΓf(x,z).

Des propositions 4 et 5, on deduit Γexistence d'une connexion lineaire Cad sur le
fibre adjoint E*(g)E. Si ώ®Ϋ^E*®E, on a:
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Done pour S<=E*®E, on a :

(28)

DEFINITION. Une q-forme sur M a valeurs dans un fibre vectonel (E, p, M)
est une application ΞF(M)-q -lineaire φ qui a champs de vecteurs XlfX2j" tXq sur
M associe la section φ(Xlt ••• , Xq) de (E,p, M).

On definit la courbure d'une connexion lineaire par la f ormule :

R(X, X)Z=DXDYZ~DYDXZ-DLX)Y1Z , VX, Y^T(M) , VZe£ .

R est done une 2-forme sur M a valeurs dans le fibre adjoint. Si Γon pose

>=Rί>>tE"> on trouve:

(29)

Au lieu de mettre Γexpression locale de R sous la forme :

R=

on peut encore ecrire :

oύ R^-π-Rfjβdx 1 ΛdxJ. En posant ωaβ=Γfβdx\ on trouve :

R«β=dω«β+ωf/\ωr

β.

Soit R* la courbure de C*. VX, Yt=3£(M\ R(X, Y) : E-^E est un morphisme
de S'(M)-modules. Soit t(R(Xf Y)) le transpose de cet homomorphisme. On a la
relation suivante entre R et R* :

(30) R*(X, Y)=-t(R(X) F)) .

Si Γon designe par ̂  et 2R les courbures des connexions lineaires C^ et Cz

sur (Elf plt M) et (E2, P2, M} les courbures des connexions sur leur somme de
Whitney et leur produit tensoriel sont donnees par les formules :

(31) R(X,

(32) R(X,

DEFINITION. La differentielle absolue dψ d'une q-forme φ sur M a valeurs
dans un fibre vectonel (E,p, M) mum d'une connexion lineaire est une (q+ΐ)-forme
a valeurs dans (E,p,M) definie par:

(33) dφ(X0, - , Xq)=Jl(-iγD^(φ(X0, ••• , Xτ, ••• , Xβ))
ι=0

y ~[ y y y
-Λ 1 < -̂  fl» * * * 1 •**• 1 « * " * -̂ ,,
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on le signe Λ au-dessus (Tun symbole signifie la suppression de celui-ci dans les
expressions ou il figure.

En particulier, pour q~ 1, on a:

(34) dφ(X, Y)=Dx(ψ(Y»-Dγ(φ(X})-ψlX, F]

et pour q=2:

(35) dφ(X, Y, Z)=ΣDχ(φ(Y, Z))-ΣΨ(IX, K], Z).

Dans la formule (35), la sommation as fait sur les permutations circulaires
de X, Y, Z.

Soit maintenant une g-forme Φ sur M a valeurs dans E*®E.

En posant:

on trouve:

(d^Φ)^ = dΦβ + a)" Λ Φj5—(—1

En particulier [cf. (14)] : dadR=0.

8. Champs de vecteurs projetables. Un champ de vecteurs X* sur Γespace
total E d'un fibre vectoriel (E, p, M) sera dit projetable s'il existe un champ de
vecteurs X sur M tel que £f(Z*)—Xp& VZe£. X sera appele la projection
de X*.

Les champs verticaux sont projetables et constituent un £?(M )-module CV. On
designera par }) Γensemble des champs projetables. Puisque p* est une application
injective de £F(M) dans 3?(E\ p peut etre considere comme un 2r(M)-module.
De plus, si X* et F* sont projetables et ont pour projections X et Y, le crochet
[Z*, Γ*] est projetable et:

La projection definie plus haut est done un homomorphisme d'algebres de Lie de
t> dans 3f(M).

On peut enoncer la definition d'une connexion sur le fibre vectoriel (E, p, M)
sous la forme equivalente suivante:

DEFINITION. Une connexion sur (E, p, M) est une 1-forme vectonelle Γ sur
I'espace total E telle que

1°)
2°) Γ(A)=A,

La connexion est line air e (resp. homogene) si

3°)
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En effet, la condition 3°) est equivalente au fait que la distribution Z
est invariante par ha (αe/JJ).

Le noyau de Γ n'est autre que le £F(£)-module M des champs horizontaux.
D'autre part, il y a une bijection de Γensemble des champs horizontaux et projet-
ables sur 3Γ(M). II en resulte que le noyau du 2r(M)-homomorphisme de f> sur
3?(Af ) est cy. Autrement dit :

9. Equations de structure. On revient au cas d'une connexion quelconque
C sur (E, p, M ). On a vu que C induit une connexion C sur le fibre vertical
(VE,p, E). On prendra (xl, zα, f) comme coordonnees locales dans la variete VE.
Soient Γf et Γf les coefficients de C. En vertu de (6), on a :

(39) Γ*(x,z,t)=Γ*(x,f), f£=0.

II en resulte des relations suivantes entre les courbures de R et ^ de C et
? lorsque £* est lineaire :

D'autre part, J. Vilms a montre que C donne naissance sur le fibre vertical
a une connexion lineaire, appelee connexion de Berwald et qu'on notera encore
par C. Les coefficients de la connexion de Berwald sont determines par :

(37) Γfβ=dβΓ? et Γ|r=0

en sorte que si A=Al-^Γ+Aa-^a ^TE et B=BQ~^VE, on ait:

08) D^
Done dans le cas de la connexion de Berwald, on a :

(39) [_Xh, Yv^

Jusqu'a la fin du chapitre, on se servira de la connexion de Berwald dans le cas
oύ C n'est pas lineaire et de la connexion induite par C dans le cas oύ C est
lineaire.

LEMME. Si A et B sont des champs verticaux

Si A est horizontal et B vertical '

DAB=ΓLA, B] .

DEFINITION. La defferentielle absolue d'une g-forme sur E a valeurs dans
(VP,p,E) est la (?+l)-forme VΦ definie par:

••• , HAq) , V^0, - ,
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VΦ est une forme semi-basique, i.e. VΦ(A0, ••• , Aq}= 0 si Γun des champs de
vecteurs A0, ••• , Aq est vertical.

DEFINITION. On appellera forme de courbure de la connexion C, la 2-forme

TπέOREME β. (Equation de structure).

(40) Ω=-NΓ.

Preuve: Si A et 5 sont des champs verticaux, Ω(A, B)= 0 et AfΓC4,£)=
=0 car ΓA=A et Γΰ=β.

Si A est vertical et 5 horizontal, on a aussi $(A B)=NΓ(A, B)—Q car Γ£— 0.
Enfin, si .A et 5 sont horizontaux, on a :

Ω(A, B)=-NΓ(A, B}=-Γ[_A, 5] .

On deduit de la formule (40) Γexpression locale de Ω :

(41) Ω=^-Ω«jd

oύ on a pose :

COROLLAIRE 4. Quels que soient X,

(42) [XΛ, rΛ]=[;r,

TπέOREME 7. Sz /α connexion C est lineaire:

(R(X, Y},Zγ=-[_Ω(Xh, Yh), Zυl

quels que soient X, Y^T(M) et Z<^E.

Preuve' Utiliser les formules (26) et (39).

COROLLAIRE 5. Si la connexion est lineaire

Ω=Q<==ϊR=Q.
*

Avant d'aller plus loin, on va rappeler certaines notions utiles pour la suite.

DEFINITION. Soient L et L' deux r-formes vectorielles sur deux varietes
differentiables M et M' et f une application differentiable de M dans M' . On ait
que L et Lr sont /-compatibles si pour tout x^M

fτ(L(Xίt .- , Xr))^L'(fτX,, -, fτXr) , MXlt - , Xr^TxM.

A. Frδlicher et A. Nijenhuis montrent que, si deux formes vectorielles sur deux
varietes differentiables M et M' sont /-compatibles, il en est de meme de leurs
transformees par Γoperation de contraction 7\. En particulier, les crochets des
formes vectorielles /-compatibles sont /-compatibles [cf. (9)].
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COROLLAIRE 6. Soit Ω/ la forme de courbure de la connexion Cf, image
reciproque d'une connexion C par un morphisme (w,/) tel que u soit un isomor-
phisme sur les fibres. Alors:

1°) Ω=0 implique Ω'=Q.
2°) Si u est surjectif, Ω'^Q Φ4 Ω=0.

Preuve D'apres la definition de Γ1 ', on voit que Γ et Γf sont ^-compatibles.
Par suite :

uτ(Ω'(A, B})=Ω(uτA, uτB) , VA BtΞTzE .

Que Ω=Q entraine ί2'— 0, cela provient du fait que la restriction de uτ au fibre
vertical est un isomorphisme sur les fibres.

2°) D'apres la proposition 2, uτ(HzE)= HU^F; de plus Ω est une forme
semi-basique d'oύ le resultat.

THE OREME 8. Soit Φ une q-forme semi-basique a valeurs dans VE, alors:

(43) 7Φ=-[Γ, Φ].

Preuve La demonstration se fait par recurrence sur le degre de Φ. Pour
q—1, on a:

[Γ, Φ](A B)=IΓA, Φβ]+[ΦA ΓB1+ΓΦLA,

-Γ[ΦA, B1-ΓIA, ΦB~]-ΦI

Si A et B sont tous les deux verticaux ou si A est vertical et B horizontal,
on a VΦ(A £)=[Γ, Φ](A, B)=0. Si A et B sont horizontaux, VΦ(A β)=
— CΛ Φ](Λ^) en vertu du lemme.

On suppose done que le theoreme soit vrai pour une forme de degre q—1.
En faisant dans la f ormule (6) du chapitre I, X= A0, L—Γ et M— Φ et en tenant
compte de Γhypothese de recurrence, on obtient :

(44) [Γ,

On remarque que si A est vertical, x^oΦ^O, 0A0AA)=[A?^A]— ΠA, A] est
un champ vertical. II en resulte que le ler membre de (44) est nul si Γun des
champs A, '" ,Aq est vertical. Si ces champs sont tous horizontaux, on a :

CΛ Φ](A, - , Aq)=diA,Φ(Al9 ... , Aq)-Γ(θAoΦ(Al9 .» , A))

=Σ(-Dt-1^<(Φ(^o, - , A, - , A))

+Σ(-1Γ'Φ(A, CA, Al A, - , A, - , A, - , Λ)
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, A,-], A,, ... , At, - , A,, ... , Aq)}

COROLLAIRE 7 (Identitέ de Bianchϊ). V-β— 0.

COROLLAIRE 8. Quelle que soίt la forme semί-basique Φ a υaleurs dans le
fibre vertical, on a:

(45) 72Φ-V(VΦ)=[β, Φ] .

Preuve: Consequence immediate de (43) et de la formule (1) du chapitre I.
On va maintenant chercher la forme de courbure sur une somme de Whitney
E=E1ξ$E2. On sait que les fibres vectoriels T(E^@E^ et TE^TE2 de base TM
sont isomorphes. II en est done de meme de leurs restrictions V(E1^E2) et
VE^VE2 a M consideree comme sous-variete de TM. On identifiera ces deux
derniers fibres. Soient λΓ et 2Γ les 1-formes vectorielles qui definissent Cλ et C2

sur El et E2. La forme Γ qui determine C est, d'apres la proposition 4, donnee
par :

(46) Γ~ ιΓoπι + zΓoπ2 .

Un vecteur A tangent a E est vertical si et seulement si il en est ainsi de ses
projections sur Eλ et E2. Les vecteurs horizontaux de E possedent la meme
propriete.

THE OREME 9. Soient Ω, λΩ et 2Ω les formes de courbures de C, C1 et C2. Alors

(47) fl

Preuve' Soient A, B^Tz^zβ. Si Γun des vecteurs A ou B est vertical, on
a vu que 7VΓ(A£)=0; d'ou NlΓ(πΐA,πZB)=N2Γ(π%A,πZB)=Q d'apres les remar-
ques ci-dessus.

Reste le cas oύ A et B sont horizontaux. On a Pΐ(π?A)=pl[(πZA'). D'autre
Λ/ />/

part, on a Γisomorphisme (jlf ;2) : E^E^E. Soient Al et A2 deux champs de
M ~ /v /%/

vecteurs horizontaux sur ^ et E2 tels que C^Ozi^πίΆ (^2)^2= ̂ M et ίf(^ι)=
/v /x/ /v α ώ /%/

ίίCAi). L'image de (^,^2) par OiXJa) est un champ jle vecteurs horizontaux ^4
sur £ tel que ^Iβf2=>l. De plus π'^A=Aί et πξΆ—Άt. De meme on peut
prolonger β en un champ horizontal et projetable B. On a alors :

NΓ(A, B )=

NlΓ(πTA, πfβ)=

et on a bien la formule (47) moyennant (46).

COROLLAIRE 9. Ω=Q <=$ ^=$=0.
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10. Torsion d'une connexion sur le fibre tangent. Soit une connexion c
de coefficients γ] sur une variete differentiate M. La derivee covariante par
rapport a un champ de vecteurs X sera designee par 7 x.

DEFINITION. On appellera forme canonique sur TM, la forme θ definie par:

θz(A)=(pτA)l , MA e TZTM .

C'est done une 1-forme horizontale sur TM a valeurs dans le fibre vertical
VTM. Puisque le relevement vertical ne depend pas de la connexion c, il en est
de meme de θ.

TπέOREME 10. Soit f une application differentiate d'une variete M dans une
autre variete N. Alors les formes canoniques ΘM et ΘN sur TM et TN sont fτ-
compatibles, i. e. :

(fΎ°θ*=θN°(fΎ

Preuve - On peut verifier f acilement cette propriete de la forme canonique
en utilisant les coordonnees locales.

DEFINITION. On appellera forme de torsion la 2-forme τ=^θ.

TπέOREME 11 (Equation de structure), τ— — [_γ, #].

Preuve - II suffit de remplacer Φ par θ dans la formule (43).

COROLLAIRE 10 (Identite de Bianchi). Vτ=[<Q, θ'].

COROLLAIRE 11. τ a pour expression locale

oύ dj* designe la denvee partielle par rapport a y3.

Jusqu'a la fin du chapitre, on suppose la connexion c lineaire. On appelle
torsion de la connexion c, la differentielle exterieure T=dcl de la transformation
identique / de TM [cf. (14)]

T(X, Y)=

soit en coordonnees locales :

TπέOREME 12. Quels que soient les champs de vecteurs X et Y sur M,

τ(Xh, Yh)=(T(X, Y)γ .

Preuve: C'est une consequence immediate des formules (48) et (26).
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COROLLAIRE 12. Γ = 0 ϊ=ϊ T=Q .

DEFINITION. Une connexion lineaire sur M est dite symetnque si τ ou T est
nulle i. e. '

CHAPITRE III. ^-structures sur les fibres vectoriels

Dans ce chapitre, on considere un fibre vectoriel (E, p, M) muni d'une con-
nexion C.

1. Structure preseque-product. Soient V (=Γ) et H les projections de TE
sur VE et HE suivant la decomposition :

(1) TE

En posant :

(2) P=V-H

on obtient P2—I et de plus:

•*• •*T7 — \ ι TT _
V r\ , 11

THEOREME 1. Sur Γespace total d'un fibre vectoriel muni d'une connexion, il
existe une structure presque-produit.

Les champs de vecteur verticaux (resp. horiontaux) correspondent a la valeur
propre +1 (resp. —1) de P.

Soient X, Y^TM (resp. X, ?<=£) et Xh, Yh (resp. X\ Yv) leurs relevements
horizontaux (resp. verticaux).

Puisque PXh=~Xh et PXυ=XΌ, on a:

NP(X\ 7υ)-0 car \_X\ Yvl est vertical

NP(XV, Yv)=0

NP(Xh, Yh)=4;V\:Xh, Y^=-4,Ω(Xh, Yh).

TπέOREME 2. Pour que la structure presque-produit sur la variete E soit
integrable, it faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion C soit
nulle.

Soit C le champ canonique sur E. On a PC=C.
Soit θc la derivee de Lie par rapport a C:
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On obtient ainsi une autre maniere de caracteriser les connexions lineaires
(resp. homogenes).

TπέOREME 3. Pour qu'une connexion sur (E, p, M) soit lineaire (resp. homo-
gene), ίl faut et il suffit que ΘCP=Q.

On a alors :

(4) ΘCNP=0

car d'apres la formule (2) du chapitre I :

(5) -LP, [A

D'autre part, si X=Xl-~r <E%(M\ Xh=Xl(-^τ^ et :

De meme, pour Ϋ=Ϋa-^s-, on a 7"=?"- et :

On en deduit:

TπέORδME 4. a) Pour que le tenseur P soit invariant par un groupe local
a un parametre engendre par le relevement horizontal d'un champ de vecteurs
quelconque de la base, il faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion
soit nulle.

b) Dans le cas lineaire ou homogene, pour que le tenseur P soit invariant
par un groupe local a un parametre engendre par le relevement vertical d'une
section du fibre vectoriel, il faut et il suffit que cette section soit paralΐele.

S'il en est ainsi, on aura, d'apres (5) :

(6) θχhNP=0 et θγυNP=Q.

2. Structure F telle que F3+F— 0. Dans ce paragraphe, on suppose que
la base M de (E, p, M) soit munie d'une connexion c de coefficients γ] . Alors
on sait qu'il existe une connexion Cr sur la somme de Whitney Er—TM@>E. On
prendra (**, y>, za) comme coordonnees locales dans E' . En chaque point Z de
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E' ', on a:

TeE'=HE'e@VE's.

D'autre part, la restriction de Df (application de connexion de C') a VE^ est
un isomorphisme de VE'^ sur (TM®E)P,&, pf etant la projection de Ef sur M.
II en resulte que :

TE'=HE'®VΛ@V,

oύ V2 et V3 sont deux fibres vectoriels de base E' ayant meme dimension que
Met E.

Soient π la projection canonique de E/ sur TM et j et j' les injections canoni-
ques de TM et de E dans £'. Pour chaque vecteur A^TgE' ', il existe un seul
vecteur FA^T^E' tels que:

p'τ(FA)=πoD'(A)
(7)

II est facile de verifier que F*+F=Q.

THEOREMS 5. Si /β fibre υectonel E et sa base M sont munis chacun d'une
connexion, il existe sur la variete TM0E une structure F telle que

Comme J\~^r) et j(Ea) forment une base des sections locales de E', les

( d \h / d \ v

* z J , U f i i ) et (J'(E<χϊ)v constituent des bases des

sections locales de HE', V2 et Vs. On a ici :

9 Y- 9 __ rJ_? __ ΓQ; 9
"" dyj * dza

D'apres la definition de F:

En remarquant que :

on obtient:
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a a

dz«

TπέOREME 6. P0wr gw£ /a structure F telle que F*+F= 0 swr £'
grables, il faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion sur E sou
nulle.

Soit C' le champ canonique sur

On a:

oύ on a pose 9^— ^ . .

TπέOREME 7. Powr gug la connexion induite sur TM@E soit lineaire (resp.
homogene), il faut et il suffit que 0C,F=—F.

S'il en est ainsi, on a :

ΘC,NF=-2NF.

Soient X=Xl-jj~- e3?(M) et ZΛ son relevement horizontal dans TM®E:

oύ Ω3

ίk designe les coefficients de la forme de courbure de c.

De meme, soit X®Ϋ=Xl^Γ+Ϋ α-gp-eTM0£: et soit (^φf)β son releve

ment vertical dans
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On a:

THEOREME 8. Si les connexions C et c sont lineaires (resp. homogenes).
a) Pour que F soit invariant par un groupe local a un parametre engendre

par le relevement horizontal d'un champ de vecteurs de la base, il faut et il suffit
que les formes de courbures de C et c soient nulles et que ce champ soit parallele.

b) Pour que F soit invariant par un groupe local a un parametre engendre
par le relevement vertical de X@Ϋ, il faut et il suffit que X et Ϋ soient paralΐeles.

r^i

On considere maintenant le fibre E—TMxE. La connexion C induit une
~ /v /v /v M

connexion C sur E. En chaque point X de E, on a :

Soit X=πιX oύ π, : TMxE-*TM. On a aussi :
M

TXTM=HTMX®VTMX .

Soient (HTMX}\ et (VTXX)\ les relevements horizontaux de HTMX et VTMX

dans E. Alors :

de telle sorte que :

(8) TXE

Operant comme plus haut, on obtient le :

THEOREME 9. Si le fibre vectoriel E et sa base M sont munis chacun d'une
connexion, il existe une structure F telle que F3jrF=0 sur TMxE.

M

/ d λ72" / 9 \υ 9
Soient (3 t ) et ( a ι ) ^es relevements horizontal et vertical de ^ l

dans TM:

( d \7t_ d __ 7 d d d
v dx* ) "~ a^1 λί a^ '

( \ / \w ~
g J et (~g^T"y dans 5 sont :

La structure F est done definie par :



384 TONG VAN DUG

et on a des resultats analogues a ceux obtenus sur une somme de Whitney :

10. Pour que la structure F telle que FB+F=Q sur TMxE soit
M

integrable, il faut et il suffit que la forme de courbure de la connexion sur le
fibre vectoriel soit nulle.

3. Structure K telle que KS=K sur le fibre vertical. On reprend la con-
nexion C induite par C sur le fibre vertical. Soit P la structure presque-produit
associee a la decomposition :

(9) TAVE=VVEA®HVEA

en un point A de VE.

On deduit de la propriete de C et de Γetude de P le :

TπέOREME 11. Pour que la structure presque-produit P sur la variete VE
soit integrable, it faut et il suffit que la forme de courbure de C soit nulle.

Soit Z Γorigine du vecteur vertical A. Comme T^E=HE^VE^, en design-
ant par (HE sf et (VEε)* les relevements horizontaux de HE 2 et VEg dans VE,
on peut ecrire :

(10) TAVE=(HEsfc®(VEe)i®VVE .

/ d \h d
Les champs de vecteurs (~ΐ~r) et g^α forment une base des sections

// d \h\h / d \^ d
locales de TE. Par suite (\~^r) ) » ( g^α ) et -gp- forment une base des

sections locales de TVE. On a :

Soient πl9 π2, πs les projections definies par (10). Si Γon pose K=π1—π2, il
vient: K*=K.

TπέOREME 12. Sur le fibre vertical tangent a un fibre vectoriel mum d'une
connexion, il exist e une structure K telle que K3=K.

Soit Ω la forme de courbure de C on a, moyennant (11)
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- e / j _ y
• I dzt )

Ainsi la structure K est mtegrable si et seulement si Ω=Q. Done d'apres le
oorollaire 6 du chapitre II, on a le

THEOREME 13. Pour que la structure K soit mtegrable, il faut et il suffit que
la forme de courbure de la connexion C soit nulle.

CHAPITRE IV. Relevements dans les fibres vectoriels

Dans ce chapitre, on considere encore un fibre vectoriel (E, p, M) muni
d'une connexion C.

1. Relevement des metriques riemanniennes. On rappelle qu'une metrique
riemannienne sur (E, p, M) est une section differentiable g de £*®£* telle que,
pour tout x e M, g(x) soit une forme bilineaire symetrique definie positive. Une
metrique riemannienne sur (TM, p, M) sera appelee metrique riemannienne sur M.

PROPOSITION 1. Si un fibre vectoriel (E, p, M) et sa base M sont munis de
metriques riemanniennes, il en est de meme de la variete E.

Preuve ' Soit g et g deux metriques riemanniennes sur (E, p, M) et M. On
obtient une metrique riemannienne G sur Γespace total E en posant :

(1) G(A, B}=g(pτA, pτB}+g(DA, DE) VA, B^T^E.

On dira que G est le relevement des metriques riemanniennes g et g suivant C.
Dans le cas d'une variete riemannienne (M, g), si Γon prend pour C la con-

nexion riemannienne canonique et g=g, on retrouve la metrique de Sasaki [17].
Les distributions horizontals et verticales sont orthogonales par rapport a

G, i. e. :

(2) G(HA,VB)=Q V

et on a :

(3) G(A, B)=G(HA, HB)+G(VA, VB) .

On en deduit :

G(HA, B)=G(A, HE)
(4)

G(VA,B)=G(A, VB).

Enfin, on a :
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(5) G(PA, B)=G(A, PB)

ou P est la structure presque-produit definie par C.
D'apres la definition de G, on a :

(6) G(A, B}=g(pτA, pτB} p MA,

Autrement dit, p est une submersion riemannienne de la variete riemannienne
(E, G) sur (M, g).

Soient ga?t gl} et G/l7 (/, /, ••• =1, 2, ••• , m+n) les coefficients de g, g et G.
On trouve :

On en deduit :

Jusqu'a la fin de ce paragraphe, on suppose C lineaire. En vertu des propositions
4 et 5 du chapitre II, il existe alors une connexion lineaire C** sur £*®£*. On
suppose en plue que g soit parallele par rapport a £**, i. e. :

, Z}=X g(Ϋ, Z)-g(DxΫ,Z)-g(Ϋ, DXZ) VZe^(M), VF, Z^E

soit en coordonnees locales :

Soient ΓjK et fjk les coefficients des connexions riemanniennes determinees
par G et g. On trouve :

Λ,̂ Λ,̂ f*,, *+(tf^

Enfin la formule Γίκ=GIaΓH9jK donne :
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Les equations d'une courbe geodesique (x\t\ za(t)} sur la variete E s'ecrivent:

dzxl . f,j dx3 dxj , 9f,i dxj dza _π

dt2 ~^L jk at at ~^ΔL 30ί at at ~υ

—
jk dt dt w dt dt ~

ΌU encore en remplaςant les ΓjK par leurs valeurs :

dzxl , ~1b dxj dxk , urt-β .. ^ / dza , nΛ δ dxk

~s

dt dt

Une courbe (xl(ΐ), za(t}) sur la la variete E sera dite horizontale si les vecteurs
tangents sont horizontaux ce qui se traduit par :

j k
ax — A

TπfiORέME 1. Pour que le reίevement d'une courbe dans M sort une geodesi-
que horizontale, il faut et il suffit que cette courbe soit elle meme une geodesique.

DEFINITION. Un champ de vecteurs A sur la variete riemannienne (E, G) est
un champ de Killing si ΘΛG=Q.

Soit ZeE et Zυ son relevement vertical. On a:

θzvG(Xh, Yh)=Zv(g(X, r)o/))-G([Zβ, Xh-}, Yh)-G(Xh, tZυ, 7Λ])^0

car [Y\ Z^=(DYZy.

θzvG(Xh, Yv)=Zv(G(Xh, y ))-G(CZβ, X^, Yv}-G(Xh, \_Z\ F"])

=G((DsZγ, Yv}=g(DxZ, Y}op.

ΘZVG(X\ Yv)=Z"(g(X, Ϋ)°p)-G(ίZ\ XΏ^, Y")-G(XΏ, \_Z\ F"])=0
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THέOREME 2. Pour que le relevement vertical d'une section Z de E soit un
champ de Killing il faut et il suffit que cette section soit parallele.

De meme, pour ZeX(M), on a:

θzhG(Xh, Yh)=Z\G(X\ Yh}}-G(lZh, Xh^ Yh)-G(Xh, [Z71, FΛ])

, r)oί)-G([Z, XT-

-G(X\ [Z, yift-β(Zft, Yh))

=(Z g(X, Y»op-g(lZ, X I , Y)op-g(X, [F,

=θzg(X, Y)op.

zhG(Xh, Yv)=Zh (G(

= ~G([Z, Xlh-Ω(Zh, Xh\ Yv)-G(Xh,

=G(Ω(Zh,

, Ϋ)-g(X,

THEOREME 3. Pour que le relevement horizontal d'un champ de vecteurs sur
M soit un champ de Killing, il faut et il suffit que ce champ soit lui-meme un
champ de Killing et que iχhΩ=Q.

2. Relevement d'une connexion. On suppose de nouveau que la base M
soit munie d'une connexion c de coefficients f3. On sait deja qu'il existe une
connexion C sur le fibre vertical (VE,p,E) et que la derivee covariante d'un

^ ^ ^champ vertical B=Ba ^ a par rapport a un champ A~Al ^ % -\-Aa ^ a est

donne par :

D'autre part, la restriction au fibre horizontal (HE, p, E) du morphisme (pτ, p)
de (TE, pE, E) dans (TM, pM, M) est un morphisme (u, p) tel que u soit un iso-
morphisme sur les fibres. Done d'apres la proposition 2 du chapitre II, c induit

une connexion C sur le fibre horizontal. Soit

La f ormule (17) du chapitre II appliquee a C donne :

(7) 5.B

Ainsi d'apres la proposition 4 du chopitre II, il existe une connexion C sur le
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fibre (TE,pE, £). Pour B=B*-+B«J- e3Γ(E), on a:

,δoβ)

THEOREME 4. Si /£ yΐbrέ vectonel (E, p, M) et sa base M sont mums des
connexions C et c, alors il existe sur (TE, pE, E) une connexion C de meme nature
que C et c.

On appellera C le relevement horizontal de c.

THEOREME 5. Pour que la forme de courbure de C soit nulle, il faut et il
sutfϊt qu'il en soit ainsi de celles de C et de c.

Preuve. II suffit d'appliquer les corollaires 9 et 6 du chapitre II a C, c et C.

Dans ce qui suit, pour pouvoir parler de connexions symetriques, on sup-
posera C et c lineaires. Alors C est aussi lineaire et ses coefficients sont donnes
par :

Soient X^3C(M) et Ϋ^E et soient Xh et Yυ leurs relevements horizontal et
vertical. On a d'apres (8) :

ΰzhY
h=φxY)h DχhY»=(DxΫγ

DχvY
h=V DXVY

V=0.

COROLLAIRE 1. Le relevement horizontal dune courbe autoparallele est une
courbe autoparallele.

Ceci decoule de la relation BχhY
h=φxY)h.

D'autre part, les equations d'une courbe autoparallele de C sont :

dxj dxk _A

dt* jk dt at

k ΓΛ Γa ΓB \
> ~~lkjί ίδ+ί **L kd)z

g dx3 dxk . 9Γa dxj dz<3 _~~ ~ ~~ ~
dt2 V dx> ~~kj ίδ ** kd ~~dt

COROLLAIRE 2. La projection d'une courbe autoparallele de C est une courbe
autoparallele de c.
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On deduit des formulas (9) :

f(Xh, Yh}^(T(X, Y}

f(Xh, Yυ)=Q

f(Xυ, Yϋ)=Q

oύ f et T designent les torsions de C et de c.

THέOREME 6. Pour que la connexion C soit symetnque, il faut et ίl suffit
qu'il en soit oinsi de c et que C soit a courbure nulle.

Enfin, soient r, R et R les courbures de c, C et C:

Yυ)(Zh)=Q , R(Xh, Yυ)(Zυϊ=Q ,

R(XV, Yυ)(Zh)=Q , R(Xυ, YVXZV)=0 .

Ces formules fournissent une autre demonstration du theoreme 5 dans le cas
lineaire.

D'autre part, soit P la structure presque-produit associee a la connexion C.
On a, d'apres (9) :

THEOREME 7. La connexion C est une connexion presque-produit.

Enfin, si la courbure de C est nulle, les coefficients fjκ de C coincident avec
les fjK du paragraphe 1°). DΌύ :

TπέOREME 8. Si la connexion sur le fibre vectonel E est sans courbure, le
relevement horizontal de la connexion riemannienne de g coincide avec celle de G.

3. Relevement de quelques G-structures. On revient au cas oύ E est muni
d'une connexion quelconque C. On remarque tout d'abord que tout endomor-
phisme h de E definit sur Γespace total E un champ de vecteurs verticaux de
la f a£on suivante :

A(Z)=(Z,

Si h a pour expression locale h—h^E^E^ alors :

(10) A=hpP-j^r.

En prenant pour h Γautomorphisme identique de E, on retrouve le champ

canonique C—za .
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LEMME. Soit (u, /) un morphisme de (E, p, M) dans (F, q, N) tel que la re-
striction de u aux fibres soit un isomorphisme. Alors tout endomorphisme h de
(F, q, N) induit un endormorphisme w*(A) de (E, p, M} rendant le diagramme sui-
vant commutatif'

Preuve: w*(A) est defini par:

x etant Γorigine du vecteur Z.
Ainsi, d'apres le lemme, tout endomorphisme h de (E, p, M) induit un endo-

morphisme h du fibre vertical (VE,p, E). On peut prolonger h en un endomor-
phisme h° de (TE, pE, E} de telle sorte que la restriction de h° au fibre horizontal
soit Γapplication identique. On appellera h° le relevement vertical de h. hv a
pour representation matricielle,

hv= ΊASM

Le relevement vertical des endomorphismes de (E, p, M) possede les pro-
prietes suivantes:

(hogγ=hυogv, VA, g(ΞEnd E

/-I -I \ / T \V Γ

De meme, soit F un endomorphisme de (TM, p, M) i. e. une 1-forme vectorielle

sur M. Alors F induit un endomorphisme F du fibre horizontal (HE, p, E). On

peut prolonger F en un endomorphisme Fh de (TE, pE, E) de telle sorte que la
restriction de Fh au fibre vertical soit la transformation identique. Si F =

n—r, la matrice de Fh est:

ΓF'Jr ° iLΓΛ—FiΓa ^J

On appellera Fh le relevement horizontal de F. On veπfie facilement les
proprietes suivantes du relevement horizontal d'une 1-forme vectorielle:
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(12) (F3G) A =F Λ oG Λ , VF, GeEndCTM)

Fh(Xh)=(FX)h , Fh(Yv)= Yv

NFh(X\ Yh)=(NP(X, Y)}h-Ω(X\ Yh)~Q((FX)\ (FY)h)

+ Ω((FX)h, Yh)+Ω(Xh, (FY)h)

NFh(X\ Yv)=0 , NFh(X\ YV)=Q .

THEOREME 9. Si la base M est mum d'une structure presque-produit ou d'une
structure K telle que K3=K, il en est de meme de la vanete E.

THEOREME 10. Si la forme de courbure de la connexion C est nulle, chacune
des structures citees plus haut est integrable si et seulement si il en est amsi de
son reΓevement horizontal.

Remarque. Dans le cas oύ C est lineaire, il existe une connexion £* sur le
fibre dual (E*, £*, M) et tous les theoremes demontres dans ce paragraphe,
lorsqu'on y remplace E par £*, sont encore valables en vertu de la formule (30)
du chapitre II.

4. Application au fibre tangent. Dans le cas du fibre tangent, il suίfit de
prendre C—c et le theoreme 4 permet d'obtenir une generation d'un resultat de
K. Yano et S. Ishihara [cf. (21)], a savoir :

THEOREME 11. Toute connexion c sur M mduit sur la vanete TM une con-
nexion C de meme nature que c.

On a vu que C est une connexion presque-produit.
Soit θ la forme canonique sur TM.
On a :

(13) θ(Xh}=Xυ , Θ(XV)=Q,

II en resulte que :
ΘP=-Θ et Pθ=

Les relations (9) et (13) impliquent:

(14) #&0=0 et Da

x

d

vθ=Q, MX

Enfin, Dombrowski [3] a montre que I'existence d'une connexion sur M donne
naissance sur TM a une structure presque-complexe F telle que :

(15) F(Xh)=Xv et

On en deduit :
Q, FΘ+ΘF=-I
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Ainsi C possede la propriete importante suivante :

TπέOREME 12. Le relevement horizontal dans TM d'une connexion sur M
est une connexion a la fois presque-produit, presque-tangente et presque-complexe.

Comme consequence directe du corollaire 1 de la proposition 2 du chapitre
II, on a le :

THE OREME 13. Toute connexion non-homogene sur le fibre vertical (VTM, p,
TM) se prolonge en une connexion de meme nature sur la variete TM.

DEFINITION. On appellera relevement mixte d'un champ de vecteurs X sur
M, le champ de vecteurs Xm=Xh+Xv sur TM.

Si X=X*-faΓ, on a :

Soit F une 1-forme vectorielle sur M. On peut definir son relevement horizontal
Fh et en meme temps son relevement vertical Fυ. Alors non seulement les
theoremes 9 et 10 restent valables, mais on a aussi le :

THEOREME 14. Si la variete M est muni d'une structure presque-produit ou
d'une structure F telle que F3=F, alors la variete TM est munie, grace au releve-
ment vertical, des memes structures.

Si la connexion c est lineaire, on a :

NFV(X\ Y*)=-(F-iγ(Ω(Xh, Yh))

NFυ(Xv, Yυ)=0.

TπέOREME 15. Si la connexion lineaire est sans courbure et que F est paral-
lele, alors les reΐevements verticaux des structures citees ci-dessus sont integrables.

Enfin, F induit un endomorphisme F du fibre vertical et un endomorphisme

F du fibre horizontal.

DEFINITION. On appellera relevement mixte de F, la 1-forme vectorielle Fm

Si Γon pose F—F{dx1®-^-, Fm a pour representation matricielle :

°]
II en resulte que:
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Fm(Xh)=(FX)h ,

THEOREME 16. Si la variete M est munie d'une structure presque-complexe,
d'une structure presque-produit, d'une structure presque-tangentet d'une structure
F telle que F3±F=0 ou, d'une faςon generate, d'une structure dέfinie par une
equation polynomials, en F, it en est de meme de la variete TM.

Si de plus, la connexion c est lineaire :

NFm(X\ Yh)=(NF(X, Y))*-

+ Fv(Ω((FX)h,

NFm(X\ Y*)=

THEOREME 17. Si la connexion lineaire est sans courbure et que F est para-
llele par rapport a la connexion induite sur T*M®TM, chacune des structures
citees plus haut est integrable si et seulement si il en est ainsi de son relevement
mixte.

Remarque. Dans le cas d'une connexion lineaire, le relevement mixte d'une
1 -forme vectorielle n'est autre que le relevement horizontal au sens de K. Yano
et de S. Ishihara [21].

CHAPITRE V. Relevement horizontal dans un fibre principal

1. Definitions. Soit (P, p, M, G) un fibre principal de groupe structural G
et soit Q Γalgebre de Lie de G. On designera par Ra la translation a droite
dans P definie par un element a de G :

Ra: u — > ua , V w e P .

Soit <3J le £F(F) -module des champs de vecteurs verticaux sur P.

DέFiNiTiON. Une connexion sur le fibre principal (P, p, M, G) est un tenseur

Γ de type ΓΛ sur P tel que:

1°)
2°) Γ(A)=A,
3°) ΓoRΪ=R*oΓ, VαeG.

Autrement dit, une connexion sur (F, p, M, G) est une scission a gauche de
la suite exacte suivante et qui satisfait a la condition d'equi variance 3°).

(1) 0 — > VP — >TP — >PxTM — > 0 .
M
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Cette definition est equivalente a la definition beien connue d'une connexion
sur un fibre principal definie par une 1-forme a valeurs dans Γalgebre de Lie du
groupe structural du fibre principal [14].

Soit M le £F(.P) -module des champs horizontaux qui constituent le noyau de
Γ. Comme Γ est un projecteur, en posant π=2Γ—I, on obtient une structure

presque-produit sur Γespace total P. Soit H— — ̂ - le projecteur horizontal

associe. La condition 3°) est equivalente au fait que la distribution horizontale :
u—*HPu est invariante par G, i. e. :

(2) RrHPu=HPua, V α e G .

Chaque element A de g definit un champ fondamental ^4* sur P. Soit B un
champ horizontal quelconque. Alors [^4*, B~] est horizontal car [13]

(3) C^*,5]=lim-[5-/
v

etant le groupe a un parametre engendre par A.
Soit (/Q, fN, fd) un morphisme d'un fibre principal (Q, q, N, G) dans un autre

fibre principal (P, p, M, G) tel que fG : G— >G soit un automorphisme. On prendra,
pour raison de commodite, fσ egal a la transformation identique de G. Alors
f<i\rQ VQ-+VP est un morphisme de fibres vectoriels qui est un isomorphisme
sur les fibres.

PROPOSITION 1. Soit ( f σ , fN, fσ) un morphisme d'un fibre principal (Q, q, N, G)
dans un autre fibre principal (P, p, M, G) tel que fG soit V homomorphisme identi-
que de G. Alors toute connexion sur (P, p, M, G) induit une connexion sur

(Q, q, N, G).

Preuve * On a le diagramme commutatif suivant oύ les lignes sont des suites
exactes :

0 — > VQ — >TQ — >QxTN — >0

\fQ

N

2\VQ

0—> VP —> TP—>PxTM—>0
M

Une connexion Γ etant donnee sur (P, p, M, G), on definit une connexion Γ
sur (Q, q, N, G) par:

(4)

Comme par definition, fQoRa=RaofQ, on a aussi:

Ainsi Γ et Γ sont /^-compatibles.
Soit maintenant F un espace vectoriel reel de dimension finie et soit p une

representation de G dans F. Enfin, soit (E, p f , M) le fibre vectoriel de fibre type
F associe a un fibre principal (P, p, M, G) et soit q la projection canonique de
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PxF sur E=PχGF. On a le diagramme commutatif suivant:

q
PxF

-M

L'application lineaire tangente qτ induit une application surjective qτ de
VPxTF sur VE et une application surjective qτ de (PxTM)xTF sur ExTM et

(qτ> Qτ> 5Γ) est un morphisme des deux suites exactes suivantes:

0 —> VPx TF—>TPx TF—>(Pχ TM)x TF—> 0
M

0—> VE —> TE —> ExTM —>0
M

PROPOSITION 2. Soit (E, pf, M) le fibre vectoriel de fibre type F associe a un
fibre principal (P, p, M, G). Λlors toute connexion Γ sur (P, p, M, G) induit une
connexion lineaire Γf sur (E, pf, M).

En effet, la connexion Γf est telle que :

(5) Γ'°qτ=q

De plus, on a:
Γ/oh'[=hΊ

toΓ/,

car q est en fait un morphisme de fibres vectoriels.

2. Equations de structure. Soit maintenant (P, G, p, M) un fibre principal
muni d'une connexion Γ. Alors Γimage reciproque Q~PχP de P par p est

munie d'une connexion Γ d'apres la proposition 1. Chaque element de T(PxP)

est de la forme (A, B) oύ A et B sont des elemments de TP tels que pτA=pτB.
Le vecteur (A, B) est horizontal par rapport a Γ si et seulement si il en est
ainsi de B par rapport a Γ.

D'autre part, si Γon considere le fibre vectoriel de fibre type 9 associe a Q,
on a un morphisme de fibres vectoriels:

Qx0g—+VP

(6) (u, ua, A)—* S*(Ad(a)A)

oύ (M, ua, A) designe la classe d'equivalence definie par (u, ua, A) et Su est
Γapplication de G dans P qui envoie a en ua. II est facile de verifier que ce
morphisme est bien defini et qu'en fait c'est un isomorphisme.

Ainsi en vertu de la proposition 2, on a:
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THEOREME 1. Toute connexion Γ sur un fibre principal (P, p, M, G) mduit
une connexion lineaire Γ sur le fibre vertical (VP, p, P).

Soit Φ une g -forme sur la variete P a valeurs dans le fibre vertical (VP, p, P).
La differentielle absolue de Φ est par definition la <?+l-forme VΦ=dΦoH oύ dΦ
est la differentielle exterieure de Φ par rapport a Γ. 7Φ est une forme semi-
basique.

DEFINITION. On appellera forme de courbure de la connexion Γ, la 2-forme
β=VΓ.

THEOREME 2. (Equation de structure) Ω——NΓ.

Preuve' La demonstration se fait comme dans le cas des fibres vectoriels.

COROLLAIRE 1. ΩoR^=R^oΩ,

COROLLAIRE 2. La structure presque-produit π est integrable si et seulement
si Ω=0.

En effet : Na=4JVΓ

COROLLAIRE 3. Soient Ω et Ω les formes de courbure des connexions Γ et Γ
de la proposition 1. Alors Ω et Ω sont fa-compatibles.

D'autre part, la restriction de (pτ, p) au fibre horizontal (HP, p, P) est un

morphisme de (HP, p, P) sur (TM, pM, M) qui est un isomorphisme sur les fibres.
Par consequent, a chaque section X de (TM, pM, M) correspond une section Xκ

de (HP, p, P) appele relevement horizontal de X.

COROLLAIRE 4. [_Xh, FΛ]=[Z, Y^h-Ω(Xh, Yh\ MX, YzΞ2C(M).

Soient ώ et Ω les formes de connexion et de courbure de Γ. Ce sont les
formes a valeurs dans Γalgebre de Lie 9.

THEOREME 3. On a

(7) Ω=ώoΩ.

Preuve Si Γun des champs de vecteurs A et B est vertical, alors Ω(A, B)

=ώ(Ω(Λ, 5))=0. Si A et B sont horizontaux, Ω((A, By=-ώ(lA, β])=-ώ(Γ[^, B~])
et Ω(A,B}=-ΓIA,B~\; d'oύ 1'egalite.

COROLLAIRE 5. Ω— 0 & β— 0.

Dans un sens, c'est trivial. On suppose done Ω= 0. II suίfit de considerer
la valeur de Ω(A, B) pour A, B horizontaux. Or d'apres (7), Ω(A, B) est hori-
zontal; d'ailleurs Ω(A, B)=-ΓEA, J5] d'oύ Ω(A, B)=Q.

LEMME 1. Soit A* le champ fundamental engendre par un element A^Q et
B un vecteur horizontal. Alors A*T(B) est horizontal sur VP.



398 TONG VAN DUG

On sait que Γespace horizontal en un point (u, ua, A) de QXGQ=VP est
Γimage de Γespace horizontal au point (u, ua) de Q par Γapplication φχ\ Q-+VP

qui a (u,uά) fait correspondre (u, ua, A). Soit δ Γapplication de P dans PxP
M

definie par δ(u)=(u, u). II resulte de (6) que le diagramme suivant est com-
mutatif.

ψλ^

A*τ

Par suite, A*τ(B)=φz(B, B). Comme (B, B) est horizontal, it en est de meme
de A*T(B\

LEMME 2. Soient A un champ vertical et B un champ horizontal. Alors:

(8) DBA=ΓtB, Λ] .

On peut ecrire: A— ΣΛ^f ou ft sont des fonctions_differentiables et A* des
chamρs__ fondamentaux sur Γespace total P; d'oύ DBA(u)=Σ(Bfi)(u)Af(u')+
Σfi(u)DBAf(u)='Σ(Bfl)(u)Af(u) d'apres le lemme 1.

D'autre part,

en vertu de (3).

LEMME 3. A* et 5* etant deux champs fondamentaux engendres par A, B eg,
on a

(9) β*,4*=DB

On a encore A*Γ(β*)=^(£?, β*)=^(β*, 0)+pS(0, 5*). Comme (B*f 0) est

un vecteur horizontal sur PxP, et que^o^=ίι, #>ι(0, 5*) est la partie verticale
" ^ ^

de A*Γ(β*). Soit exp ̂  le sousgroupe a un parametre engendre par B. On a:

φχ(u, u exp tE) = (M, wexpfβ, jξ) = S^(Aύf(exp ίβ) ^ί) = Sί(exp ίαd(β) I). Si Γon
identifie comme d'habitude VVP avec FFx VP, la partie verticale de A*T(BU)

est le vecteur (̂ 1* , [5*, 4*]tt) d'ou le resultat.

TπέOREME 4. Soiί Φ une q-forme semi-basique sur P a valeurs dans le fibre
vertical (VP, p, P\ alors:

(10) V(P=-[Γ, Φ].

Preuve: La demonstration se fait encore, grace au lemme 2, exactement
comme dans le cas des fibres vectoriels.
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COROLLAIRE 6. (Identitέ de Bianchi) 7-β— 0.
COROLLAIRE 7. Quβlle que soίt la forme semi-basique Φ sur P a valeurs dans

le fibre vertical, on a'

(11) 72Φ=[β, Φ].

On considere de nouveau le fibre vectoriel (E, p' ', M) de fibre-type F associe
a (P} p, G, M\ Soit v<=F et φυ: P-+E definie par φv(u)=(ΰΓv\ VweP. Alors il
existe entre la connexion Γ et la connexion Γ1 sur (£, p', M) la relation suivante :

φ*oΓ=ΓΌφξ

d'oύ

Λinsi la forme de courbure de Γ determine la forme de courbure de la con-
nexion induite sur le fibre vectoriel associe.

En particulier, si Γon prend F=Q, on a un morphisme canonique (ΰ, p} de
(VP,p,P} sur (PLΛ, P', M). En effet, PXQ est isomorphe a VP par Γisomor-
phisme (ut A)-*SZA=A. En composant Γinverse de cet isomorphisme avec la
projection canonique d e ^ P X Q sur P[_Q^=PXoQ, on obtient le morphisme en ques-
tion. Comme a Rτ

aA correspond Γelement (ua, Ad(a~*)A) de P X Q , on voit que:

(12) ΰoRZ = ΰ.

PROPOSITION 3. II y a une correspondance biunwoque entre les formes semi-
basiques equwariantes sur P a valeurs dans le fibre vertical et les formes sur M
a valeurs dans le fibre CP[g], p' ', M).

Preuve Soit Φ une g-forme semi-basique et equivariante sur P a valeurs
dans le fibre vertical. On definit une g-forme Φ' sur M a valeurs dans (P[g],
p' , M) de la facon suivante. Soient Xlt ••• , Xq^TxM et Λlt ••• , Λq^TuP tels que
ĵ ^Z,. Alors:

Moyennant (12), il est facile de verifier que Φ/ ne depend ni de w, ni des ^4t tels
que pτAί~Xl. Reciproquement, a chaque forme Φx sur M a valeurs dans
(^[9], ίx, M ) correspond une forme semi-basique equivariante Φ sur P a valeurs
dans le fibre vertical car (w, ί) est en fait un isomorphisme sur les fibres.

DEFINITION. On dira que Φ' est V image de Φ et que Φ est V image reciproque
de Φ' par le morphisme canonique (ΰ, p).

3. Relevement horizontal dans un fibre principal. La restriction de (pτ, β)

au fibre principal (HP, p, P) etant un isomorphisme sur les fibres, on peut definir,
comme cela a ete fait pour les fibres vectoriels, le relevement horizontal Fh

d'une une forme vectorielle F sur M. Fh possede les proprietes suivantes :
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Fh(Xh)=(FX)h , F\A*)=A*

THEOREME 5. Si la base M d'un fibre principal (P, p, M, G) est mume d'une
structure presque-produit ou d'une structure K telle que KB=K, il existe nne struc-
ture de meme nature sur Γespace total P.

THέOREME 6. Si la forme de courbure de la connexion Γ est nulle, chacune
des structures citees plus haut est integrable si et seulement si il en est ainsi de
son reΐevement horizontal.

Enfin, si Γon suppose de plus que la base M soit munie d'une connexion
lineaire γ, d'apres la proposition 2 du chapitre II, il existe une connexion lineaire

Γ sur le fibre horizontal (HP, p, P) et en vertu de la proposition 4 du meme
chapitre, on a le :

THEOREME 7. S'il existe une connexion sur le fibre principal (P, p, M, G) et
une connexion lineaire sur sa base M, alors la variete P est munie d'une conne-
xion lineaire.

COROLLAIRE 8. Dans la situation du Theoreme 7, le relevement horizontal
d'une courbe autoparallele dans M est une courbe autoparalΐele dans P.

Preuve Appliquer la formule (18) du chapitre II aux champs de vecteurs
sur M et a leurs relevements horizontaux.

4. Cas du fibre des reperes. Soit M une variete differentiable de dimen-
sion m et soit 3ί son fibre des reperes. On posera G=G/(m, R) et on designera
encore par g son algebre de Lie. Soit U le domaine d'une carte locale de
M muni de coordonnees locales xl (i, j= 1, ••• , m). Soit u— (Xlt ••• , Xm}=

\l~Sxr' '" ' a™ dxk ) un ^ment ^e ®- ayant son origine dans U. On prendra

(xl, a]) et (xl, yl= dx1} comme coordonnees locales dans 3ί et TM.
Soit Rb la translation a droite dans 31 definie par un element b de G. Si

u=(x*, αj), b=(b}\ alors Rύu=(x\ αjfe*).
Soit Γ une connexion sur &. Elle est definie par une 1 -forme vectorielle

ayant pour expression locale :

(13)

oύ les Γlk verifient une relation analogue a la relation (14) du chapitre II.
Γ induit une connexion lineaire sur M et on a :

(14)

On en deduit :



GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 401

Le theoreme 7 applique au fibre des reperes donne :

THEOREME 8. L'existence d'une connexion sur le fibre des reperes 3ί entraϊne
celle d'une connexion lineaire sur le fibre tangent T3ί.

D'autre part, soit (e}) la base canonique de gl(m, R) et soient E} les sections
correspondantes de ^[9] definies audessus d'un ouvert U de M au moyen d'une
carte vectorielle dont le domaine est U. D'apres la proposition 3, Γimage de la
forme de courbure Ω d'une connexion Γ sur 31 par le morphisme canonique
(ΰ, p) est une forme Φ/ ayant pour expression locale :

ou
Rij.i^iΓti-dj

Comme .&[£"] est isomorphe a T*M(g)TM, on voit que Φ' n'est autre que la
courbure de la connexion Γ' sur le fibre tangent (TM, pM, M).

THEOREME 9. LΊmage, par le morphisme canonique (ΰ, p), de la forme de
courbure d'une connexion sur le fibre des reperes d'une vanete est la courbure de
la connexion induite sur le fibre tangent.

Soit C=(c}) un element de Q et soit C* le champ fondamental engendre
par C:

D'autre part, chaque element ξ=ξτel de Rm determine un champ horizontal
B(ξ) sur 31 appele champ basique. B(ξ) est definie par la formule :

Pτ(B(ξ}u)=u(ξ)

oύ p est la projection de 31 sur M et u est considere comme un isomorphisms
de Rm sur Tp(w)M. On a :

DEFINITION. On appellera forme canonique sur 31, le morphisme θ de T&
dans .ίRxTM defini par:

M

θ(A)=(ps.(A),pτ(A)),

Psn etant la projection de TSi sur 31. θ est une 1-forme semi-basique sur 31 a
valeurs dans le fibre vectoriel

On prendra (x\ a},yl) comme coordonnees locales dans <RxTM. Alors θ a

pour expression locale :
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La connexion Γr induit une connexion Γ sur SlxTM. Si Z— Z* ~ , est une

section de ^xTM et A=Al-^i — \-A3

k-~-j- est un champ de vecteurs sur Φ,-~-j

on a :

DEFINITION. On appellera forme de torsion de Γ, la 2-forme S=dθ.

LEMME. a) Dc(θ(B(ξ)))=θ(B(C(ξ))}

b) D

Preuve - La demonstration se fait, par exemple en utilisant les coordonnees
locales.

TπέOREME 10. 2* a pour expression locale

Preuve II suffit de faire agir £Γ sur des champs fondamentaux et basiques
et d'appliquer le lemme.

Soit (q,p) le morphisme canonique de (&xTM,p", &) sur (TM,pw, M). On
si

a la proposition suivante, analoque a la proposition 3.

PROPOSITION. II y a une correspondance biumvoque entre les formes semi-
basiques Φ sur Si a valeurs dans le fibre vectonel (3iχTM,pff, 31) et qui verifie

3ί

φoR£=φ et les formes vectorielles Φ sur M.

On dira encore que Φ' est Γimage de Φ par le morphisme (<?, p).

TπέOREME 11. L'mage de £Γ par le morphisme (q, p) est la torsion T de la
connexion sur le fibre tangent.

THEOREMS 12. (lere identite de Bianchi) : d<2(A, £, C)= Σ R(A, B)(Θ(Q)

oil R est la courbure de Γ et A, B, C des champs de vecteurs sur 31.

CHAPITRE VI. Fibre tangents d'ordre superieur

1. Fibre tangent d'ordre r. Soit M une variete differentiable de dimension
m et soit un entier r^l. Pour tout zeM, soit Tr

xM Γespace des vecteurs d'ordre
r tangents a M. Soit U un ouvert de M muni de coordonnees locales (xl).
Chaque element Ϋ^TrU^ U T^M est de la forme [1] :

ou I^ι^ι2^ ••• <^ιr^m. II est facile de verifier que TrM— U Tr

xM est un fibre
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vectoriel, appele fibre tangent d'ordre r et dont la dimension est:

i m(m+l) I , m(m+l) '(m+r—1)
n-ra-f- 2, -t r- r!

Soit pr la projection de TrM sur sa base M.
Pour tout entier q<r, TqM est un sous-fibre vectoriel de T rMet on designera

par 7? Γinjection canonique de TqM dans TrM et par jr Γinjection canonique
Jr~lQJr~l° •" °j\ de T1M=TM dans TrM.

On prendra (xl, y11, ~ , yll"Λr) comme coordonnees locales dans Γouvert
(PTY\U) de TrM. Enfin, on adoptera la convention suivante:

ιI} ιjt ... — {zj •" ij, pour \.^j^τ et l^^i^ ••• ί^i^m} .

Chaque element Ϋ de TrU peut encore se mettre sous la forme:

oύ les yli'"lJ sont symetriques par rapport aux indices ιlt ι2, •••, x;. Soit ί/' un
autre ouvert de M muni de coordonnees locales ( x l > ) et tel qne Ur\U'Φ$. Les
fonctions de transitions dans TrM sont donnees par la matrice:

(1)

dx1'
dxl

dxjl

dx1' dxjl dxkf

oύ les * sont des fonctions qui contiennent des derivees partielles des x1' par
rapport aux xl jusqu'a Γordre r au plus.

Soit SrTM le produit symetrique de TM par lui-meme r fois et soit πr

Γapplication' de TrM dans SrTM definie par:

9 . , 1 ιι tr dh \ tl..Λr 9 9 9
1-—— L_ ... _J /y " J. " / I \ι •••

f/x^1 Y \ dx^1 * * * ux^'^' / dx*1 dx*^ dx*^" *

On voit d'apres (1) que πr ne depend pas de coordonnees locales. C'est un mor-
phisme surjectif de TrM sur STTM dont le noyau n'est autre que Tr~^M. D'oύ
la suite exacte:

(2)

jr ff r

0 — > Tr-lM -^ TrM — > SrTM — > 0 .

Soit maintenant / une application differentiable de M dans une autre variete
N. On obtient un morphisme Tr(/) de TrM dans TrN en yosant :

Tr(/) est la differentielle d'ordre r de /.
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Soit g une application differentable de TV dans une variete P. Alors :

Tr(gof)=T*(g)oT*(f)
(3)

Tr(ιdM)=ιdτrM .

2. Relevement vertical dans TrM. Soit X— X1 ^ t un champ de vecteurs

sur M. Alors jr°X est une section de TrM; on peut done definir le relevement
vertical Xv de jroX [cf. n°6, chapitre II). Xv sera appele relevement vertical

de X et a pour expression locale Xv= X1 g t . On obtient ainsi un homomor-

phisme du £F(M)-module 3£(M) dans le 3-(M)-module 3f(TrM). De meme (pr)*
est un homomorphisme du £F(M)-module des formes scalaires sur M dans le
£F(M)-module des formes scalaires sur la variete TrM. En faisant le produit
tensoriel de ces deux homomorphismes autant de fois qu'on le desire, on obtient
un homomorphisme du £?(M)-module des tenseurs sur M dans le £F(M) -module
des tenseurs sur TrM et Γimage Tv d'un tenseur T sur M par ce dernier homo-
morphisme sera appele le relevement vertical de T.

Si 5 et S' sont deux tenseurs sur M, on a :

Par exemple, si G—GlJdxτ^dx3 est un tenseur deux fois covariant, son releve-
ment vertical peut etre represente par la matrice :

G"=Γ t}

LO
Λ

De meme, si F=F{ dxl® ^ 3 est une 1-forme vectorielle:

0 0

FΪ o
_0 0.

3. Forme canonique sur TrM.

DEFINITION. On appellera forme canonique sur la variete TTM la l-forme
vectorielle θr a valeurs dans le fibre vertical VTrM definie par'

PROPOSITION 1. La torsion de Nijenhuis de θr est nulle, i. e.:

(4) lθr(A), θr(B)~]=θrίθr(A\ Bl+θrίA, θr(B)~]

quels que soient les champs de vecteurs A et B sur TTM.

Preuve Utiliser par exmaple les coordonnees locales.

Le meme procede permettra de demontrer les deux propositions suivantes:
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PROPOSITION 2. Soit Cr le champ canomque sur TrM. Λlors '

PROPOSITION 3. Soit f une application differentiate d'une variete M dans
une autre variete N. Λlors les formes canoniques θr

M et θr

N sur TrM et TTN soit
Tr(f)-compatibles, i. e.

PROPOSITION 4. Soit un entier q<r. On a la diagramme commutatlf suwant:

TTqM > VTqM

( Ίq}T

, Ur) βr

TTrM > VTrM

Prevue' Le resultat s'obtient en remarquant que JΪ est un morphisme de
fibres vectoriels.

4. Connexion d'ordre superieur.

DEFINITION. On appellera connexion d'ordre r sur une variete differentiate
M toute connexion sur le fibre vectonel (TrM, pr', M).

Soit Γr une telle connexion sur M. Elle est determinee par une 1-forme
vectorielle de la forme:

Soient Xh et Xυ les relevements horizontal et vertical d'un champ de vec-
teurs X sur M. On donnera le nom de relevement mixte de X au champ de
vecteurs Xm=Xh+Xv.

DEFINITION. La forme de torsion £Γr de Γr est la differentielle absolue de
la forme canomque Θr prise par rapport a la connexion de Berwald induite par
Γr sur le fibre vertical VTrM. On a, d'apres le theoreme 7 du chapitre II

ou on a pose ~ 3 = djt.

Si Γr est lineaire, on appellera torsion Tr de Γr la differentielle exterieure
de jr :

Dr etant la loi de derivation associee a Γr.
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(7) T*=

Comme dans le cas du fibre tangent d'ordre 1, on a le

TπέORtME 1. Sur toute variete differ entiable, il existe une connexion lineaire
d'ordre r sans torsion.

Preuve: Soient Γr une connexion lineaire quelconque sur M et Tr sa tor-
sion. On definit une loi de derivation D/r dans le module des sections de
(TrM, pr, M) par :

et on verifie facilement que la connexion Γ'r ainsi obtenue est sans torsion.
Si Γon se donne une metrique riemannienne gr sur le fibre tangent TrM,

alors chaque fibre tangent T'M (i=l, 2, ••• , r— 1) est muni d'une metrique rieman-
nienne et pour i= 2, ••• , r, les suites exactes (2) sont scindees. D'autre part, la
connexion riemannienne de g1 induit une connexion lineaire sur 5ίTM(ι=2, •••, r)
et comme T2M^TM®S2TM, on obtient, d'apres la proposition 4 du chapitre II,
une connexion d'ordre 2 sur M. II est clair que cette derniere connexion est
sans torion. De proche en proche, on trouve le :

THEOREME 2. Toute metrique riemannienne sur le fibre tangent d'ordre r
d'une variete induit une connexion lineaire d'ordre r et sans torsion sur cette
variete.

Appliquant alors la hroposition 1 du chapitre III, on obtient le :

TπέOREME 3. Toute metrique riemannienne sur le fibre tangent d'ordre r
d'une variete M induit une metrique riemannienne sur la variete ThM.

Par ailleurs, on sait qu'il existe une correspondance biunivoque entre con-
nexions et semi-sprays definis sur le fibre tangent TM. On verra, dans ce qui
suit, que la notion de spray s'applique encore aux prolongements du fibre tangent.

5. Spray d'ordre superieur. Jusqu'a la fin du chapitre, pour simplifier les
notations, on designera par T le fibre tangent de la variete M, par (JkT,pk, M)
le fibre vectoriel des jets d'ordre k des sections du fibre tangent. Soit pk la
projection canonique de JkT sur T on a la suite exacte :

Pk

o — > u kτγ — >jkτ—*τ — > o .

Soit U un ouvert de M muni de coordonnees locales (*l) et soit X= X1

^ τ
un champ de vecteurs sur U. Soit >Z=j%X pour x^U. On posera :
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oύ ij—{il ••• ij, 0^z'lf ••• , ij^m et h+ ~ +ij^k} et on prendra (xl,yj) comme
coordonnees locales dans Γouvert (PkY\U\

Soit X un champ de vecteurs sur M. Alors jkX : x^jk

xX est une section de
(JkT,pk, M) et on peut done, d'apres le n°6 du chapitre II, definir le relevement
vertical XVk de jkX. On appellera XVk le relevement vertical de X sur la variete
JkT et on a encore :

[*"*, YVkl=Q , MX,

Soit (JkT\ Γensemble des vecteurs non nuls de JkT.

DEFINITIONS. Une forme scalaire ω sur (JkT)0 sera dite homogene de degre
I si:

θ cko)=lω

oil Ck est le champ cadomque sur JkT.
Une forme vectorielle L sur (JkT\ sera dite homogene de degre I si

θckL=(l-ΐ)L.

Par suite, si un champ de vecteurs A=Al ~ l -
J

ΓA
LJ ~ tj est homogene de

degre /, ses composantes A1 sont des fonctions homogenes de degre / tandis
que ses composantes ΛIJ sont des fonctions homogenes de degre /—I en ylj.

DEFINITION. Un semi-spray d'ordre k+1 sur une variete M est un champ de
vecteurs Sk+1 sur JkT de classe C° sur (JkT\ et tel que (pk)τoSk+1=pk.

Un spray d'ordre k+1 est un semi-spray d'ordre k+1 homogene de degre 2 et
qui est de classe C1 sur la section uulle de JkT.

Un spray quadratique d'ordre k+1 est un semi-spray d'ordre k + 1 homogene
de degre 2 et qui est de classe C2 sur la section uulle de JkT.

Un semi-spray a pour expression locale :

THEOREME 4. A chaque connexion Γk+1 sur (JkT, pk, M) est canomquement
associe un semi-spray Sk+1 d'ordre k + 1 sur M qui est un spray (resp. spray qua-
dratique) si et settlement si Γk est homogene (resp. lineaire).

Preuve Soit S'k+1 un semi-spray d'ordre k+1 sur M et $oit~Sk+1=S/k+1-
Γk+1(S/k+1). Sk+1 ne depend pas de S'*+1. En effet, soit S"k+1 un autre semi-
spray d'ordre k+1 sur M. Comme s/k+1—Sffk+1 est un champ vertical,
Γk+ι^k+ι__s^k+^=zS/k+ι__s^+ι et l

D'autre part, (pk)τoSk+ί = (pk)τo
Done Sk+1 est un semi-spray sur JkT.

Si Γk+1 a pour expression locale:
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celle de S*+1 sera:
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