EINE BEMERKUNG UBER NEUMANNSCHE RANDWERTAUFGABE

Von Yusaku KOMATU

1. Es sei D ein auf der 7-Ebene
gelegtes Gebiet mit einer glatten
Begrenzung ( , das der Einfachheit
halber als beschrankt angenommen werden
soll, Die Neumannsche Funktion N(§, Z)
von D mit der logarithmischen Singu~
laritat an Z wird gewdhlich charak-
terisiert durch drei Bedingungen:

1% NGz +lgli-21 ist regulir
harmonisch fur § e D;

2% oN(G;,%)/2V bleibt konstant
fir 6€C , worin 2/ay=23/2V; die
Differentiation langs der nach Innen
gerichteten Normale an ¢ bedeutet;
der konstante Wert ist dann notwendig
gleich 2m /[, , wo L. die Gesant-
liange von (C bedeutet;

3% \LNG, Z)ds verschwindet,

worin ds= dS; das Linienelement léngs
C an § bedeutet,

Das Neuwnannsche Randwertproblem in
Potentialtheorie 180(% sich nun formu-
lieren wie folgt:

Vorgelegt sei eine auf C defi-
nierte stetige Funktion $(s) . Gesucht
wird eine Funktion w (%), welche den
Bedingungen genugt:

2, a
futr= (2t 2 Jutm=0
fir gZ=o9c+/ Y€ D,

au(g)
-—a—v—- = @(S)

fir Z=173)el.

Eine .ntwendige und hinreichende
Bedingung fur die Aufldsbarkeit des
Problems ist bekanntlich, daf3 die
gegebene Randfunktion fir die Normal-
ableitung der gesuchten in DD harmoni-
schen Funktion das verschwindende
Mittel besitzt:
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f(‘/@(s)ds=0.

Die Losung des Problems wird dann
eindeutig bestimmt bis auf eine will-~
kurliche additive Konstante, und sie
1504 sich in der Tat rmittels der
Neumannschen Funktion darstellen
durch die Formel:

“(z\=c—%[J«@(s)N(§(5), z)ds;
c

hierin bedeutet € eine beliebige
Konstante,

Unter den obengenannten charsk-
terisierenden Bedingungen von N(3,z) ,
héngt die letzte Bedingung 3% lediglich
von einer Normierung ab, Falls man
auf diese Bedingung verzichtet, so
ergibt sich nur eine Unbestimmtheit
von einer beliebigen additivea GriRe,
welche nur von Z abhadngen mag. Auf
Grund der Erforderung, daB &(s) das
verschwindende kittel lings C besitzi,
bleibt aber die Integralformel fur
4(%2) auch dann giltig.

Andererseits, in der letztgenannten
Integralformel werden die Werte von
N (5, z) lediglich fir §€C (und
2z € D) benittzt, Wenn N(%,Z) un
eine nur von { abhdngige GroBe ab-
geandert wird, dann andert sich die
durch diese Formel dargestellte Funk-
tion (%) nur um eine additive Kon-
stante,

Fihrt man folglich eine durch den
Ausdruck

N5, z)=N(g w+a@)+E()

fir €C und 2z€D

definierte Funktion ein, worin a(§)
z. B, lings C meBbar angenommen
wird, so 1laBt sich die Ldsung des
Neumannschen Problems mit der Rand-
funktion auch in der Form

wm=c- A £ B TLG(), 2)ds

darstellen, sofern das Mittel von &(s)



auf . verschwindet.

2, Nun ist die durch drei Bedin-
gungen charakterisierte Neumannsche
Funktion selbst im allgemeinen keine
konforme Invariante, Sie besitzt
dennoch eine Art quasi-invariante
Eigenschaft beziiglich konformer Ab-
bildung des Bezugsgebiets., Es zeigt
sich in der Tat, daB die Funktion
T (%,2) als ganze Familie gewifd
konform invariant ist. Namlich gilt
der folgende Satz.

Satz 1, Es sei {= f(g‘) mit
Z = f(2') irgendeine analytische
Funktion von &', die die Abbildung
zwischen dem Orlgmalgeblet D und
einem auf der © -Ebene gelegten
beschrankten Gebiet D' vermittelt,
das auch eine glatte Begrenzung C‘
besitzen soll., Dann besteht eine
Beziehung der Form

@), F@)= T (3,
fir 3¢ wd z'eD),

worin die rechts stehende Funktion
beziiglich des Gebiets D' definiert
wird wie 70 (5, 2) beziglich des
Gebiets D, i. e.

ﬂ\(é‘, 2)=N(C, 2)+a @) +4'(z")

mit der Neumannschen Funktion N (%) %')
von D' sowie mit geeigneten Zusatzglie-
dern a'(Z") uwnd $(z').,

Beweis., Aus der Annahme der
Glatthelt der beiden Rander C und
C' folgt bekanntlich eine eineindeutige
und glatte Zuordnung zwischen den ab-
geschlossenen Bereichen D+C und
D' +C'. Durch die genannte Abbildung
5=F(g') transformiert sich jede in
D harmonische und auf D+ C glatte
Funktion w(z) in eine bezuglich D' und
D'+C ebensolche Funktion 0 (3‘)
= u.( F@'\) . Die Normalableitung von
w' (') 1dngs C' wird dann gegeben
durch

@( 9= ;);;(‘C) au.(s)‘fr(g\)[—- @(s)lf@ )

fur ¢{=3(s) und D =2(s") .
Aus der Integralformel

u(z)=c~,—j—c f OGN (50), 2)ds
C

ergibt sich daher nach Einsetzen wvon
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Z = f-(z‘), ;=f(§\)
=lf( l‘)ldsg‘slf’(g‘)lds‘ die Beziehung

w(z")
== | BT L) Falfeolas

e ~f BT G@) fz)as,

Andereraelts 1aBt sich das Neumannsche
Problem beziiglich D' mit der Rand-
funktion @“(s') unmittelbar durch die
Formel

W)= 5 Scp(s)N(C z)ds

auflosen, worin ¢' eine Konstante ist,
Beide soeben genannten Darstellungen
fir dieselbe Funktion W (%Z') bleiben
giltig, sofern die Randbelegung das
verschwindende Mittel besitzt:

jc\ B(Hds =0

Mithin ergibt sich aus einem ein wenig
verallgemeinerten Fundamentalhilfssatz
der Variationsrechnung, daf eine
Beziehung der Form

NE@), f)=N'@, 2)+a)+4' (=)

fir e und 2'€ D gelten muB,
Wo Z. bo Wo

sowie dS= (is;

Es ist oft sehr niitzlich, daB die
Neumannsche Funktion den Symmetrie-
charakter

NG, 2)=N(z, 5)
besitzt, welcher insbesondere die

Harmonizitat von N(4, Z) bezuglich
Z nach sich zieht, Eine mittels

(g, 0)=N(g, 2)+a@)t6(2)
fir €D und Z€D

definierte Funktion ist jedoch im
allgemeinen nicht symmetrisch in bezug
auf beide Argumente., Um dies der Fall
zu sein, ist es notwendig und hin-
relchend daB é(3)—a(%) = const

ist.

Nun geniigt eine Funktion 7T (3,%)
der soeben genannten Form .unoallgeme;men
keiner Bedingung unter 1%, 2. und 3.

Die erste von denen wird dann und nur
dann erfillt, wenn @(§) harmonisch
fir §eD ist. Die zweite wird damn



und nur dann erfillt, wenn 24(3)/ay, =0

fir ge( ist. Die letzte wirt daxm
und nur dann erfillt, wenn {(z) sich
auf eine Konstante § reduziert,
welche einer Beziehung

f a@)ds, +4L=0
d

genugt. Die gleichzeitige Gultigkeit
dieser drei Bedingungen zieht insbe-
sondere rach sich, daB a(3) und $(2)
beide verschwinden miissen, was gerade
die eindeutige Bestimmtheit der Neu-
nmannschen Funktion bedeutet.

3. Die oben gezeigten uasi-
invarianz 148t sich in die Form

N'&, 2)=Ne, f@)-A)-B(z)
bringen, worin A(Z)=a@)-2EG") und
B@HY=4'@)-6G(3") gesetzt sind.
Diese Beziehung erwdhnt, wie die
Neumannsche Funktion des Bildgebiets
D' fir g'eC' und 2'€D mit derjenigen
des Originalgebiets D=7 (D) verbunden
wird, Aber in dieser Form zeigt sich
darilber ninaus e¢ine noch explizite
Darstellang. Zum Zwecke soll eine
OrdBe eingeflihrt werden, die der
Robinschen Konstante bel der Greenschen
Funktion entspricht. Es sei namlich

§(=lim (N(5,2)+1g 15-21)
5z
und ebenso
. \
§)=lim (N'@, ) g 18-21)
5%
geselzt, Dann lautet der gewiinschte
Satz wie fclgt,
Satz 2 Flir jedes Punktepaar &',
% in D 2ilt di» 3eziehung

N 2 = NG, F)-AGH (=),
w:win A(ZY) fir 5€D harmonisch
ist, Ferner 1iBt sich die Grolle
Ax™) fir z<D in expliziter
WLieasa durcn

A= 4G @)~ 8')-1glf )
cder auch durch

Ay fu'“ijf Jc N(E, =) s
=g | OIS, s
c\

liefern, wo £ eine Konstante bedeutet:

f A()ds, ———f 1$6OIAER Vs, .

Beweis., Da die Differenz N (5, 2)
~N(f(;‘) f(z) iberall in D' harmonisch
in bezug auf jedes Argument 1st. so
13B t sich die zuerst fir &' €C
2'e D' bestitigte Beziehung N({‘ z\)
=N(f)fe) A Ba)ins ganze Gebist, 1. e,
fir ¢eD" und 2'€D' fortsetzen, Der
Symmetrieeigenschaft der Neumannschen
Funiction gemiaB muB ferner B(ZY)-A(z‘)
= const sein. Deshalb ist gezeigt,
da die im Satze erwadhnte Beziehung
gilt, indem eine unwesentliche additive
Konstante geeignet in dem Ausdrck A
zugefugt wird, Nachdem diese Bezishung
gewonnen worden ist, 14Rt sich die
erste Darstellung fir A(z') leicht
einsehen. Beim Grenzubergang &'-2'
gilt namlich

N), $(x)-N(, 2)
=-lg 1$ ()~ f(x)|+§ Fn+o()

- (—lglt,‘~z‘[+ Sz +oll)

=-lg1$2)|+ 6§ (F(z)-8'=") +o(1).

Die alternative Darstellung fiir A(z)
ergibt sich durch Integration der
Beziehung iiber {=F(3")eC . Dabei
ist nur zu bemerken, dal

f NG©Y, f(z‘))dsg;JN (3,2)ds,=0.

Nebenbei bemerkt, daB die Normal-
ableitung von A(z') ’ der Gleichung

2A©Y) _ N 1
B2 m( L )
fur § € C

geniigt, wo . die Gesamtlinge von C'
bedeutet. Daraus ergibt sich wieder
die zweite Darstellung fiir A(z),
indem diese Funktion als eine Losung
der Neumannschen Aufgabe mit der
genannten Randfunktion bestimmt wird.

b, Der Umstand soll nun durch ein
Beispiel erklart werden. Es seien
D und D' beide die Einheitskreise
auf den respektiven Ebenen. Die
allgemeinste Gestalt der Abbildungs-



funktionen zwischen ihnen 13Bt sich
dann in der Form

mit [71<1 uwnd JA=0

darstellen, Die Neumannsche Funktion
von D wird durch den Ausdruck

— 1 i
N(g, z) —-lg#——lC—Zl +].g -z

geliefert. Sie wird nun tatsachlich
in die erwartete Form transformiert,
namlich

N{#@), f#(z)

1.1 1 -7z I11-74)
15!9‘—z‘l+lgli~i‘§‘l+213 1-171*

“N(@ )4l TR -T2
N, 2l e +lg it

In diesem Falle ist folglich
31 =701
Ay =Ig gl

Andererseits erhalt man

S = lgi lz‘l’L ’

1-72'|*
S(f(Z)) 51—5(@)& 2m

AA 1- l’tT 1*
f (2 ) (1 )2, b
woraus die erste Formel fir A(z) im
Satz 2 unmittelbar folgt. Die zweite
Formel ergibt sich, indem man demselben
Verfahren wie im Beweis des Satzes 2
nachtritt., Ferner ergibt sich fur|z\=]

MY _2 g 1-75"

DVQ\ DV;\ g i—|7l*
‘R(zr D-191*
h —T5M*

womit sich die allgemeine Aussage in
diesem Spez1alfall bestatigt wird,
denn es ist [,=1) =21C.

={$1el-1

5. Es 1iBt sich nun leicht einse~
hen, wie sich die Normalableitung der
durch einen Ausdruck

W)= C——J@CS)'JL(G z)ds
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mit JU(5,2)=N(5,2)+a(5)+£(z) definierten
Funktion langs (! verhalt, wenn die
Randbelegung P(s) nicht notwendiger-
weise das verschwindende Mittel
besitzt.

Fuhrt man namlich der Einfachheit
wegen die Funktion

Y(sy = B(s) — L‘—J P(t)dt
c

ein, so verschwidet ihr l{ittel lings
C . Unter Bericksichtigung der
Bedingung 3% iber N(g,z) 1Rt sich
der Ausdruck fur w(X) in die Form

w()=c —ﬁj@’q{(s) N(C, z)ds
— Z%Jc@@ a(g)ds— %7—:8(1) cé(s)ds

unformen. Mithin wird die Norial-
ableitung an &=Z(s)€(C. durch

W) 1 2%®)
W-AI{(s} 2729, f $(t)dt

3
=66~ (1~ 1 2 ”)Lf@(t)at*

geliefert, sofern 33(57/3)’; existiert,

Insbesondere wenn #(2) sich auf
eine Konstante reduziert, sieht man
ein, daB die Normalableitung einer
Funktion der Gestalt

— -1 5
(%)= const P L@(S)N(E, z)e
am Bandpunkt {=={(s) durch
au(g) =& )~——f dHdt

geleifert wird. Jede durch ein Integral
des Neumannschen Typus dargestellte
Funktion besitzt also als ihre Nermal-
ableitung gerade die vorgelegle Rand-
belegung nach Regulieren um ein
konstantes Niveau,

6. Zum SchluB bemerke man, daB
Jjede oben betrachtete Funktion 70 (%,2)
sich von der Neumannschen Funktion
N(5, 2) selbst durch eine Summe der
nur von 4 bzw, Z abhdngigen GriBen
unterscheidet, Deshalb gilt die
Identitat

NG,z 3N(52)
35 2z 9509Z



Die recht Seite der letzten Gleichung
stellt wie bekanntlich die Kernfunk-
tion K(%,Z) bvezuglich derjenigen in
D analytischen Funktionen dar,
welche zur o -Klasse gehoren und
eindeutige Stammfunktionen besitzen.
Es ist namlich

NG R ooy T TS
2 =KG,2)=03.00)3.(0,

3% Koz ;?131 ¢
worin {$.(5)} ein betreffendes voll-

stindiges Orthonormalsystem ist.

Daher stellt der Ausdruck

2G2%Z
ein bilineare Hermitesche Differenti-
alform dar, die konform invariant ist.

Zwar konnte man die ganzen Re-
sultate der vorliegenden Note noch
einfacher aus der soeben erwahnten
Tatsache herleiten, wahrend hier ein
mehr elementarer Weg dazu gewahlt
worden ist.
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(#) Eingegangen am 27, Mai, 1954.





