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Abstract. Weil’s representation is a basic object in representation the-
ory which plays a crucial role in many places: construction of unitary irre-
ducible representations in the frame of the orbit method, Howe correspon-
dence, Theta series, ... The decomposition in irreducibles of the restriction
of Weil’s representation to maximal compact subgroups or anisotropic tori of
the metaplectic group is thus an important information in representation the-
ory. Except for SL(2), this was not known in the p-adic case. In this article,
we prove that the restriction of the Weil representation over a p-adic field,
p # 2, to maximal compact subgroups is multiplicity free and give an explicit
description of the irreducibles occurring. In another paper, using our results,
we describe the decomposition of the restriction of the Weil representation to
maximal elliptic tori.

1. Introduction.

La représentation de Weil intervient dans de nombreux domaines de la théorie des
représentations des groupes presque algébriques généraux ou des groupes réductifs sur
un corps local. Citons la construction, dans le cadre de la méthode des orbites, des
représentations unitaires irréductibles dans [5], la correspondance de Howe (voir [13],
[10, Chapitre 2], [16]), les séries theta [8]. Il est donc important d’en comprendre
la structure et notamment comment sa restriction a un sous-groupe compact maximal
se décompose en irréductibles. C’est ce que nous faisons dans cet article. Dans un
autre article (voir [9]), faisant suite & celui-ci et utilisant une partie de ses résultats,
nous décrivons la décomposition de la restriction de la représentation de Weil & un tore
maximal elliptique.

Soit k un corps local non archimédien de caractéristique nulle, O I’anneau des entiers
de k, p son idéal maximal et w une uniformisante de O. Le corps résiduel O/p (noté F,)
est fini de cardinal g et de caractéristique p. Nous supposons que p # 2. Nous fixons un
caractere unitaire ¢ de conducteur Ay de k.

On se donne un k-espace symplectique (W, 3) de dimension 2r. On note Sp(W) le
groupe symplectique associé a (W, 3) et Mp(W) le groupe métaplectique correspondant,
revétement & deux feuillets non trivial de Sp(W). On a une suite exacte courte:

1 — Z/27 — Mp(W) — Sp(W) — 1. (1.1)
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En fait, le groupe de Heisenberg H (W) construit sur lespace symplectique W admet
une unique (& équivalence pres) représentation unitaire irréductible (py, H) de caractére
central 1; on Pappelle la représentation de Schrodinger de caractere central ¢ de H(W).
Le groupe Sp(W) opere dans H(W) par authomorphismes agissant trivialement sur le
centre. Soit U(H) le groupe des transformations unitaires de l'espace de Hilbert H,
muni de la topologie de la convergence forte. L’ensemble W )w des couples (g,U) €
Sp(W) x U(H) vérifiant:

Upy(MU™" = py(g.h), g € Sp(W), h € H(W),

est un sous-groupe fermé localement compact de Sp(W) x U(H), extension centrale de
Sp(W) par le groupe U des nombres complexes de module 1. On a donc une suite exacte
courte

1—>U—>W)w—>5p(W)—>l (1.2)

et 'application Sy : (g,U) — U est une représentation de Sp(W)w, appelée représenta-

tion métaplectique. Il existe un unique homomorphisme de groupes Mp(W) — Sp(W) "
rendant commutatif le diagramme suivant.

o —

Mp(WV) Sp(W),,

~N

Sp(W)

Ce morphisme est injectif et permet d’identifier Mp(W) & un sous-groupe de W )y
Alors la restriction & Mp(W) de la représentation métaplectique est une représentation
fidele encore notée Sy, et appelée représentation de Weil de type ¢ de Mp(W).

Nous montrons que la suite exacte (1.1) est scindée au dessus de chaque sous-groupe
compact maximal de Sp(W). On sait quun sous-groupe compact maximal de Sp(WW)
est le stabilisateur K d’un bon réseau B de W, i.e. B est un sous-O-module ouvert et
compact de W vérifiant

wB* C B C B*,

ol B* est le réseau dual de B relativement & 3 et . Dans [16, 11.3], Waldspurger a
associé a un tel réseau une réalisation (pi ,'Hf ) de la représentation de Schrodinger,
appelée modele latticiel généralisé, et une représentation Sf de Kp dans Hff telle que
lapplication g +— (g,S:bB (g9)) soit une section de la suite exacte courte (1.2). Lorsque
B est un réseau autodual, c’est-a-dire B = B*, on parle de modele latticiel: dans ce
cas, Moeglin a montré que cette application est une section canonique, et unique lorsque
g > 4, de la suite exacte (1.1) (voir [10, Chapitre 2, IT 10, Lemme]). Nous montrons
que ce résultat reste vrai dans le cas général (voir les Théoremes 4.2.1 et 4.6.1). Pour
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ce faire, nous comparons le modele latticiel généralisé associé au bon réseau B avec le
modele latticiel associé a un réseau autodual A tel que B C A C B* (voir le Théoréme
4.5.1). Nous obtenons en particulier les formules explicites pour la réalisation, dans ce
modele latticiel, de la représentation Sf de Waldspurger pour les éléments d’un systeme
de générateurs du groupe Kp constitué du sous-groupe «parabolique» Pg stabilisateur
de A et d’un élément particulier ¢ € Kp\Pp (voir le Corollaire 4.5.1). Il est & remarquer
que I’énoncé du Théoréme 4.5.1 se trouve déja dans [12, 4.3.¢].

Dans la suite de cette introduction, nous noterons S{f la réalisation de la
représentation de Weil dans le modele latticiel associé au bon réseau B. On voit donc que
la représentation Sf de Waldspurger est la restriction de la représentation de Weil S’f
a 'image de Kp par sa section canonique dans le groupe métaplectique. De méme, les
formules que nous avons obtenues pour la réalisation de la représentation de Waldspurger
de Kp dans le modele latticiel décrivent la restriction a cette section de la représentation
de Weil S;Z‘.

Ces dernieres formules nous permettent d’étudier la décomposition en irréductibles
de la restriction de la représentation de Weil a Pg et a K. Dans les deux cas, nous
montrons que cette décomposition est sans multiplicité; nous montrons également que les
représentations de Pp qui apparaissent sont monomiales et en donnons une description
explicite (voir le Lemme 5.1.2 et le Théoréme 5.2.1). Lorsque le réseau B est autodual,
les représentations de Kp qui apparaissent sont également monomiales; dans ce cas le
résultat a été obtenu par Prasad (voir [13]).

Si m est un entier naturel, on désigne par O, l'anneau O/w"T*O et on pose
b, = B/@""1B* et b} = B*/w"B. Alors, O,, est un anneau local fini et principal
de caractéristique impaire, b, (resp. b%) est un O,-module de type fini muni naturelle-
ment d’une structure symplectique et I'action de Kp dans B passe au quotient a b,
(resp. b¥), induisant un morphisme surjectif de Kp sur le groupe symplectique Sp(b,,)
(resp. Sp(b})). On remarque que Oy = F, et que by (resp. b§), que nous notons plus
simplement b (resp. b*) est un espace symplectique sur F,; on note 2 la dimension de
b*. Alors le nombre [ = [(B), qui prend toutes les valeurs entieres entre 0 et (1/2) dim W,
détermine la classe de conjugaison du bon réseau B et donc celle du sous-groupe compact
maximal K. On montre que Kp est naturellement isomorphe & la limite projective des
groupes Sp(by,) (resp. Sp(b})) (voir la Proposition 2.7.1).

Dans [3] et [4], Cliff, McNeilly et Szechtman ont construit les représentations de
WEeil pour le groupe symplectique d’'un module symplectique sur un anneau local fini
de caractéristique impaire et décrit leur décomposition en irréductibles dans le cas ou
Panneau est principal et le module symplectique libre (les différentes représentations de
Weil associées & un méme caractere primitif de ’anneau local different d’un caractere du
groupe symplectique). Il s’avére que pour n > 1, le O,,-module b,, (resp. b¥) est libre si
et seulement si le réseau B est autodual (I(B) = 0) ou vérifie B = wB* ({(B) = r). Nous
étendons les résultats de [4] au cas des groupes Sp(b,,) (resp. Sp(b})) avec B quelconque
(voir le Théoreme 3.8.1). En fait la restriction de la représentation de Weil Sf a Kp est
la limite inductive de représentations de Weil des groupes Sp(bs,11). En particulier la
décomposition en irréductibles de la restriction de Sf a K p se ramene a la décomposition
en irréductibles des représentations de Weil des groupes Sp(ba,+1). Utilisant alors nos
résultats, nous en déduisons une description des représentations irréductibles apparais-
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sant dans la décomposition de la restriction de la représentation de Weil a K comme
représentations induites & partir de stabilisateurs génériques de Kp dans les différents
bapt1 (voir le Théoréme 5.3.1 et le Lemme 5.4.1). Dans [4] Cliff, McNeilly et Szechtman
ont remarqué que leurs résultats permettaient d’obtenir la décomposition en irréductible
de la restriction de la représentation de Weil a Kp lorsque B est autodual ou vérifie
B = wB*.

D’autre part, dans [6] Dutta et Prasad ont démontré que la représentation de Weil du
groupe symplectique construit sur un groupe abélien fini se décompose sans multiplicité.
Ils ont décrit cette décomposition en terme de la combinatoire des orbites du groupe
abélien sous 'action de son groupe d’automorphismes et remarqué que 1’on peut en
déduire les mémes résultats pour la représentation du groupe symplectique d’un module
symplectique de type fini sur un anneau fini local et principal. Leurs résultats contiennent
ceux du Théoreme 3.8.1, sauf que leur description des sous-modules irréductibles ne les
fait pas explicitement apparaitre comme modules induits.

Nous remercions Paul Broussous, Frangois Courtes et Claude Quitté pour d’utiles
conversations, ainsi que le referee dont les suggestions nous ont permis d’améliorer la
rédaction de cet article.

2. Sous-groupes compacts maximaux du groupe symplectique.

2.1. Dans la suite, k désigne un corps local non archimédien de caractéristique
nulle, O 'anneau des entiers de k et p son idéal maximal. Nous fixons w une uniformisante
de O, c’est-a-dire @ € O tel que p = wO. Le corps résiduel O/p est fini de cardinal ¢ et
de caractéristique p, nous le notons IFy. L’entier p est appelé la caractéristique résiduelle
de k. Nous supposons que p # 2.

Nous fixons aussi un caractére unitaire i non trivial de k. Son conducteur A est
I'unique entier relatif vérifiant

w|p>‘¢ =1let 1/J‘pxw71 Z 1.

Le caracteére ¢ induit un caractere ¢ de F, tel que

¢(qu (x)) = ¢(w)\¢71$)’ z €O,

pr, désignant la projection naturelle de O sur F,.

2.2. Dans la suite, F' désigne soit un anneau local fini de caractéristique impaire,
muni de la topologie discrete, soit un corps local non archimédien de caractéristique
résiduelle différente de 2, muni de sa topologie localement compacte. On appelle F-
espace symplectique tout couple (W, 3) o W est un F-module de type fini et 8 une
forme bilinéaire alternée non dégénérée sur W.

Tout F-module de type fini est naturellement muni d’une topologie localement com-
pacte : lorsque F' est un anneau local fini, il s’agit de la topologie discrete et, lorsque F
est un corps local, il s’agit de sa topologie d’espace vectoriel de dimension finie sur ce
corps local. On munit alors GL(W), le groupe linéaire de W, de la topologie induite par
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celle de Endp (W), qui en fait un groupe topologique localement compact.
On désigne par J, la matrice antisymétrique d’ordre 27:

0 I
Jr = "
(55
I, étant la matrice identité d’ordre r.
Si W est un F-module libre, on appelle base symplectique (resp. presque symplec-
tique) de W, toute base (e1,...,er, f1,-.., fr) telle que la matrice de 8 dans cette base

soit J, (resp. tJ,, ou t € F est non nul). Dans ce cas, de telles bases existent (voir [7]).
On note Sp(W, ) ou plus simplement Sp(W) le groupe symplectique associé a

(W, B):
Sp(W) ={g € GL(W)|B(gv, gw) = B(v,w), pour tout v,w € W}.

C’est un sous-groupe fermé de GL(W). Il contient, lorsque W est non nul, le groupe a
deux éléments {+7d} comme sous-groupe central; lorsque F' est un corps, ce sous-groupe
est le centre de Sp(W). Lorsque W est nul, Sp(WW) est le groupe trivial.

Soit g € GL(W) dont la matrice dans une base presque symplectique s’écrit par
blocs g = (‘j 2) Alors, on a: g € Sp(W) si et seulement si I'une des conditions suivantes
est satisfaite:

tac="tca, tbd="db et ‘tad—tecb=1,,
atb=0bla, cld=dlc¢ et a'd—blc=1I,.
Si U est une partie de W, on note U+ son orthogonal relativement & 3. Un sous-module
U de W est dit totalement isotrope, si U C ULt. Si U = U*, on dit que c’est un
sous-espace lagrangien ou un lagrangien de W.
Lorsque F' est un corps, un sous-espace vectoriel totalement isotrope est de dimension

maximale si et seulement si c’est un lagrangien de W. Dans cette situation, le groupe
symplectique Sp(W) opére transitivement sur les lagrangiens de (W, ().

2.3.  Soit (W, ) un k-espace symplectique.

DEFINITION 2.3.1.  Une base (e1,...,ér, f1,--., fr) de W est dite autoduale rela-
tivement a (3 et 1 si elle vérifie les relations:

Blei,e;) = B(fi, ;) =0 et Ble, f;) = w6y, 1<i,j<r (2.1)

ou, de maniere équivalente, si la matrice de 3 dans cette base est w*v J,..

Un réseau B de W est un O-module, compact et ouvert. On note

B*={veW, pB,b) w0, pour tout b € B}
={veW, ¢(B(v,b)) =1, pour tout b € B}. (2.2)
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Alors, B* est aussi un réseau de W ; on l'appelle le réseau dual de B relativement a

et 1.

DEFINITION 2.3.2. On dit que B est un bon réseau si
wB* C B C B*.

Il est dit autodual si B = B*.

Soit B C W un bon réseau. On note b* le quotient B*/B. 1l est naturellement muni
d’une structure d’espace vectoriel sur F, et de la forme symplectique (3},~ définie par:

Bo+ (Poe (W), po- (w')) = pr, (@'~ Blw,w')), (2.3)

oll pp,- désigne la projection naturelle de B* sur b*. On pose [(B) = (1/2) dimp, b*. Alors
[(B) est un entier et deux bons réseaux B et B’ sont conjugués sous I’action de Sp(W)
si et seulement si on a I[(B) = I(B').

Si B est un bon réseau, on désigne par K son stabilisateur dans Sp(W). Alors, les
Kp, pour B un bon réseau, forment I’ensemble des sous-groupes compacts maximaux de
Sp(W) et deux tels sous-groupes K et Kp/ sont conjugués dans Sp(W) si et seulement
si B et B’ sont dans la méme Sp(W)-orbite, autrement dit si et seulement si [(B) = [(B’).

Soit B C W un bon réseau et | = [(B). Alors, il existe une base autoduale (eq, ..., e,
fis--oy fr) de W telle que

B=wOe; & - - @wOe; ®Ve;11B---®0Ve, dO0f1&---BOf,. (2.4)

De plus, les éléments de K sont les éléments g de Sp(W) dont la matrice dans la
base (€1, ... €, €141y« s€r, f15-- 5 f1, fix1,-- -, [r) s’écrit par blocs:

a11 waiz wbin wbig
a21 azey  wbay b2 (2 5)
—1 ) .
w €11 C12 di dy2

Co1 Co2  wda1  da

les matrices a;j, bij, ¢;j, d;; étant & coefficients dans O, aq1 et di1 (resp. ags et dog) étant
carrées d’ordre [ (resp. r —1).

2.4. On garde les notations du paragraphe précédent. Soit B C W un bon réseau,
I =1(B) et (e1,...,er, f1,..., fr) une base autoduale de W vérifiant la relation (2.4).
Alors, le réseau dual de B est

B*=0e;® - ®0e, dw '0fi® - ®w 10f®Of111 @@ Of,

et I'on a

B C A C B,
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ou A = Oeg @ -+ Oe. ®Of1 & --- P Of est un réseau autodual. On pose
K = Ky4. Les éléments de K sont les éléments de Sp(W) dont la matrice dans la
base (e1,...,er, f1,..., [r) est & coefficients dans O.

Nous avons vu que b* = B*/B, muni de la forme ()« est un espace symplectique de
dimension 2 sur F,. On vérifie que la famille de vecteurs

(P (e1), -, poe (e0), oo (@1 1), -y poe (@ 1)) (2.6)

est une base symplectique de (b*, By+).
De méme, b = B/wB* est naturellement muni d’une structure de F4-espace vectoriel
et de la forme symplectique 3}, définie par

Bo (pn(w), pr(w)) = pr, (@ B(w, w")), w,w' € B,
ou py, désigne la projection naturelle de B sur b. La famille de vecteurs
(po(er1)s- -y pu(er)s po(fit1), - - pu(fr))

est une base symplectique de b de sorte que la dimension de b sur F, est 2(r — {).

Le groupe Kp laissant invariant B, laisse invariant B*. Il agit donc naturellement
dans b* (resp. b) et cette action induit un morphisme de Kp dans Sp(b*) (resp. Sp(b)),
le groupe symplectique associé a (b*, By+) (resp. (b, 3y)); ce morphisme est noté pgpmp-)
(resp. Psp(b))- On a le résultat suivant:

LEMME 2.4.1.  Le morphisme pgpm-) X Pspn) est surjectif de Kp sur le groupe
Sp(b*) x Sp(b).

DEMONSTRATION. Rappelons que si (W', 3') est un espace symplectique sur le
corps F, le groupe symplectique Sp(W') est engendré par les transvections symplectiques
de (W', ') qui sont les transformations de W’ de la forme 7,, : w — w + afB(v,w)v,
a € F,ve W' Ilest immédiat que les transvections 7, , telles que a € w "M Oetv € B
(resp. a € w **O et v € B) sont dans K et que leur image par PSp(b+) X PSp(b) parcourt
Pensemble des éléments de la forme (7,1d) (resp. (Id,7)) ou 7 est une transvection
symplectique de (b*, Bp+) (resp. (b, Sp)). D’ou le lemme. O

On désigne par K le noyau du morphisme pg, =) X Pspn). On a

Kp={9€Kp, (9g—1)BCwB" et (9—1)B* C B}.

Les éléments de K sont les éléments de Sp(WW) dont la matrice dans la base (e1, ..., e,
€l+1y--+,Ep, f17 L) fla fl+17 ceey fr) s’écrit par blocs
I +way wa2 @by wbi
azi I +wmaz @by wbao
c11 C12 I + wdiy di2

o1 weo wday I_; + wda
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les matrices a;j, b;j, c;ij et d;; étant des matrices & coefficients dans O, aq1 et diq (resp.
aso et dog) étant carrées d’ordre [ (resp. 7 — ).

2.5.  On reprend les notations du paragraphe précédent. On note x = A/B; c’est
un sous-espace totalement isotrope maximal de b*. On voit que x est le sous-espace

vectoriel de b* engendré par (pp-(e1),...,pp+(e;)). Inversement: si y est un lagrangien
de b*, alors A = pg} (y) est un réseau autodual de W tel que B C A C B* et il existe
une base autoduale (eq,...,e., f1,..., fr) de W vérifiant la relation (2.4) et engendrant

A comme O-module.

D’autre part, désignons par J;p- 1'élément de Sp(b*) dont la matrice dans la
base symplectique (2.6) est J;. Alors Sp(b*) est engendré par J;p- et le sous-groupe
parabolique P,» = Sp(b*)(x), stabilisateur du lagrangien x dans Sp(b*).

Si on note Pp = pg;(b*)(Pb*), on a:

K%CKetKﬂKB:PB.
On voit alors que Pp est U'ensemble des g € Sp(IW) dont la matrice dans la base

(el7~-‘>el7el+17"‘7€T>f17"'7flafl+17"'7fr)

s’écrit par blocs

a1y wayzy wbyy wbia

a1 az  wba baa (2 7)
C11 C12 di di2

C21 co2  wdy  da

les matrices a;j, b;j, ¢i; et d;; étant a coefficients dans O, a11 et di1 (resp. ag et dao)
étant carrées d’ordre [ (resp. r —1).
On désigne par g I’élément de Kp dont la matrice dans cette méme base est

0 0 wl; O

PROPOSITION 2.5.1.  Awec les notations ci-dessus, Kp est engendré par Pp et sp.

DEMONSTRATION.  On a:

- gB(ei) = _w_lfiv 1 S ) S l7
—sp(@w i) =€, 1<i<l

Il s’en suit que pgp(n+)(sp) = Jip+. Le résultat voulu s’en déduit facilement. O

On désigne par N (resp. Np) le sous-groupe de Kp constitué des éléments xp(a)
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(resp. yp(a)), ayant dans la base (e1,..., €1, €141,y €ry f1,-- s f1, fit1s- -, fr) une ma-
trice de la forme

Il 0 wa 0 Il 0 0 0

0 L, O 0 (resp. 0 L., 0 O )
0 0 I 0 “ta 0 L O ’
0 0 0 I, 0 0 0 I

ol a est une matrice symétrique d’ordre [ a coefficients dans O.
PROPOSITION 2.5.2.  Le groupe Kg est engendré par Pg et Ng.

DEMONSTRATION.  Cela résulte de la Proposition 2.5.1 et de ce que d'une part Np
est un sous-groupe de Pp et que d’autre part on a g = zp(I;)yp(—I)xzp (). O

REMARQUE. 1l résulte de [2] que les sous-groupes Kp sont les stabilisateurs des
sommets de 'immeuble du groupe Sp(W). Pour étre plus précis, si 'on choisit une base
autoduale (e1,...,en, f1,...,fr) de W et si, pour 0 < [ < r, on pose B, = Owe; &
@ Owe ®O0ey41 @ D0, Of1 @ -+ ® Ofy, alors les Kp,, 0 <1 < r, sont les
stabilisateurs des sommets d’'une chambre, les cas o [ = 0 et [ = r correspondant aux
deux sommets hyperspéciaux. De plus, parmi les sous-groupes Kpg,, 0 <1 <r, seuls Kp,
et Kp, sont conjugués par un élément du groupe des similitudes symplectiques: si on
désigne par d, la similitude symplectique dont la matrice dans la base autoduale choisie
est (WOIT IOT) ona Kp =d.Kp,d, " .

2.6.  On garde les notations du paragraphe précédent. Il est clair que B*\wB*
est une partie de W qui est invariante sous l'action de Kp.

LEMME 2.6.1. (i) Pour toutb € B*\B (resp. b € B\wB*), on a Kzpb=b+ B
(resp. Kipb=b+ wB*).

(ii) Les orbites de K dans B*\wB* sont B*\B et B\wB*.

(iii) Les orbites de Pg dans B*\wB* sont B*\ A, A\B et B\wB*.

DEMONSTRATION. Il est clair que B*\B et B\wB* (resp. B*\ A, A\B et B\wB*)
sont invariants sous 'action de K (resp. Pg). Il reste & montrer (i) et le fait que chacun
de ces ensembles est une K p-orbite (resp. Pp-orbite).

On vérifie facilement que I'image de Pp par le morphisme pg, i) X psp(b) est P+ x
Sp(b). Comme les orbites de Py« dans b* sont {0}, x\{0} et b*\x et comme Sp(b) (resp.
Sp(b*)) agit transitivement dans b\{0} (resp. b*\{0}) il suffit de montrer que, pour un
élément particulier b de B*\B (resp. B\wB*), on a Kzb = b+ B (resp. Ki3b = b+wB*):
on peut prendre b = e; (resp b= e;41).

Dans la suite de la démonstration, on identifie chaque élément de W (resp. GL(W))
avec le vecteur colonne de ses coordonnées (resp. sa matrice) dans la base (e, ..., e,

el+l;"'7e7‘af17'"7flafl+17"'af?‘)‘
w1
Supposons que b = e; € B*\B et soit u € B. Alors, on a u = ( Az ) avec

A, i1 € O Mg, g € O77L et ’élément k = (aal ,,‘31) ol
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I +w)\1t61 0
a =
Aatey I,

0
‘e 0 . ) N .
est dans K et vérifie k(eq+u) = e1 +u’ avec v/ = (M'l ) , b, i = 1,2, étant a coefficients
!
Mo
I, 0

dans @. Mais alors ’élément h = ( oI,

) avec

e piter +erpy —tpier By eitph
1y 1 0

est dans K; et vérifie hk(eq + u) = e;.
Plagons nous dans le cas ou b = ¢;11 € B\wB* et soit u € wB*. Alors, on peut

0 w1
écrire b = (eol) etu = (wﬂ){?) avec A1, 1 € O, Ao, pip € O~ et 'élément k = (“_1 )

0 i 0 ‘a
Il w/\ltel
a =
0 I +witle

0
) 0 , . R
est dans K; et vérifie k(ej41 + u) = ej41 + v’ avec v/ = < ) ), pi, i = 1,2, étant a

Witoy

ou

I, 0

coefficients dans @. Mais alors ’élément h = ( . Ir) avec

0 witer
c=—
er'y'y w(phler +er' ) — @'y yer By
est dans K et vérifie hk(ej41 + u) = ej41. O

2.7. On garde les notations du Paragraphe 2.4. Soit n un entier naturel. On
désigne par O,, 'anneau O/w" 1O et par po, la projection canonique de O sur O,,.
Alors, Og = F, et sin > 1, O, est un anneau local principal fini dont les idéaux propres
sont les puissances k-itmes de I'idéal maximal wO/w" ™10, 1 < k < n. De plus la
projection po, passe au quotient, pour tout entier m > n, en un morphisme d’anneau
DPn,m : Om — Oy; on note plus simplement p, = py py1. La famille des O, munie des
morphismes p,, ,, constitue un systéme projectif d’anneaux dont il est bien connu que
Panneau O, muni de sa topologie, est la limite projective: O = {iﬂlon.

On pose b,, = B/@w" 1 B* et b} = B*/w"B. Ce sont des O,-modules (et donc des
O,,-modules, pour m > n) de type fini. On a by = b et b§ = b*. Lorsque n > 1, b,
et b’ admettent 2r générateurs et ils sont libres si et seulement si [ = 0 ou [ = r (dans
ce cas, on a b, = b}, ou b = b,y1). On désigne par py,, (resp. pp:) la projection
canonique de B (resp. B*) sur b,, (resp. b} ); elle induit une projection naturelle de b, 11
(resp. by ;) sur b, (resp. b},) notée p,, laquelle est compatible avec les structures de
Op+1-modules.
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Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le groupe Kp est la limite projective
des groupes Sp(b,,) ou Sp(b}).

On désigne par Endp(W) la sous-algebre de End,(W) constituée des endomor-
phismes linéaires laissant invariant B et B* et par GLg(W) le sous-groupe de GL(W)
constitué des éléments qui sont, ainsi que leur inverse, dans Endg(W). Tout élément
g de Endp(W) définit un élément g, (resp. ¢i) de Endo, (b,) (resp. Endp, (bY)) en
posant gnpp, (v) = po, (gv), v € B (resp. gipv: (v) = pp: (gv), v € B*). On vérifie que
lapplication g — ¢, (resp. g — ¢5) est un morphisme surjectif d’algebres de Endg(W)
sur Endo, (b,) (resp. Endo, (b})) de noyau L, = {g € Endp(W)|gB C w""'B*}
(resp. L = {g € Endy(W)|gB* C w"B}). De plus, pour tout entier m > n, le
morphisme g — §,, (resp. ¢ — ¢F,) passe au quotient en un morphisme d’algebres
Tnm  Endo,, (bm) — Endo, (bn) (resp. 7, ,, : Endo,, (b;,) — Endo, (b},)); on note
plus simplement r,, = ry, 41 (vesp. 7, =75 1)

LEMME 2.7.1. Soit n un entier naturel.

(i) L’application g — §n, (resp. g — §) définit un morphisme surjectif de groupes de
GLp(W) sur le groupe linéaire GLo, (by) (resp. GLo, (b%)), de noyau Id + L,
(resp. Id+ L7).

(i) Pour tout entier m > n, Uapplication 1y ., (resp. 7}, ) induit un morphisme sur-
jectif de groupes de GLo,, (by,) sur GLo, (by) (resp. GLo,, (b%,) sur GLo, (b}))
de noyau Id + Ly, /Ly, (resp. Id+ LY/LF).

DEMONSTRATION.  L’assertion (ii) est une conséquente immédiate de 1’assertion
(i). Montrons ’assertion (i).

11 est clair que l'application g — ¢, (resp. g — ¢.) est un morphisme de groupes de
GLp(W) dans GLo, (by) (resp. GLo, (b})), de noyau Id + L,, (resp. Id + L). 1l reste

a montrer la surjectivité.

Supposons que n = 0. Soient ey, ..., €., f1,..., fr une base autoduale de W telle que
B=0we1® - ®0we;®0ej11®---®0e,. O f1D--- DO, et U (resp. V) le sous-espace
vectoriel de W engendré par ey, ..., e, f1,..., fi (resp. €41, .-y €r, fig1y-.-, fr). Alors

G={9eGL(W)|gy =Idet g(BNV)= BNV} (resp. G* = {9 € GL(W)|g(B*NU) =
B* N U et gy = Id}) est un sous-groupe de GLp(W) et son image par I'application
g+ o (resp. g — gg) est GLy,(b) (vesp. GLr,(b")).

Supposons n > 1. Soit g € Endg(W). Dire que ¢, € GLo,(b,) (resp. ¢ €
GLo, (b})) revient a dire qu’il existe g’ € Endg(W) tel que g¢g’ € Id + L,, (resp. gg' €
Id+ LY). Or, Id + L,, et Id+ L} sont des sous-groupes de GLp(W). 1l est alors clair
que g € GLg(W). O

Le O,,-module b,, (resp. b}) est naturellement muni d’une forme symplectique, Gy,
(resp. Bpx) définie par

Bo., (P, (0), P, (0)) = po, (@™ B(v,w)), v,w € B (2.8)

Bos (P, (v), Py (w) = po, (@'~ B(v,w)), v,w € B". (2.9)
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On désigne par Sp(b,,) (resp. Sp(bl)) le groupe symplectique correspondant. Il est clair
que, si g € Kp, g, € Sp(b,) (resp. g € Sp(b})) et que, pour tout entier m > n, le
morphisme 7, (resp. 77, ) envoie Sp(by,) dans Sp(b,) (resp. Sp(b;,) dans Sp(b},)).
La famille des Sp(b,,) (resp. Sp(b},)), munie des morphismes 7, ,,, (vesp. 77, ,,) constitue
un systeme projectif de groupes.

LEMME 2.7.2.  Pour tout n € N, le morphisme de groupes ry, : Sp(bpi1) — Sp(byn)
(resp. 7 = Sp(by 1) — Sp(by)) est surjectif.

DEMONSTRATION.  On montre la surjectivité de r,, la démonstration de celle de
ry étant identique.

Supposons dans un premier temps que n > 1. Soit g € Sp(b,,). D’apres le Lemme
2.7.1, il existe g € GLo,, ., (bp+1) tel que r,(g) = g. 1l suffit de montrer qu’il existe h €
L)Ly tel que (Id+h)g € Sp(b,+1). Définissons 'application 7 : by 11 Xbpt1 — Ong1
en posant y(v,w) = By, ., (G v,§ 'w) — By, ., (v,w); cest une application bilinéaire
alternée sur b, ;1 a valeurs dans I'idéal minimal w10 /w"*20. Soit h € L, /L1
Dire que (Id+ h)g € Sp(by+1) revient a dire que l'on a

Bbr ((LId+ h)v, (Id + h)w) — By, (v, w) = y(v,w), v,w € bpyy. (2.10)

Mais, h étant un élément de £, /L, 1, on a hb, 1 C @"T1B*/w"*2B*. Comme
n > 1, on en déduit que
Bbir (hbry1, hbny1) C po, ., (@ "D 3(B*, BY))

C PO, (w2n+10) C PO, (wn+20) = {O}
La relation (2.10) s’écrit alors
Bbpir (hv,w) 4 Bo, ., (v, hw) = y(v,w), v,w € byyy.

Or, la forme fy,,, étant symplectique, il existe b’ € Endo, ., (bn11) tel que

(v, w) = Pr, ., (K0, 0) = Bo, ., (v, 'w), v,w € byiq.

Il suffira de prendre h = h'/2, dés que 'on aura montré que h' € L,/L,+1. Or,
on a y(v,w) € @O/ 20, v,w € b,y1. On en déduit que, pour tout w €
wB/@w" 2B*, By, ,,(W'bpi1,w) = {0}. Autrement dit, A'b,1 C (wB/@w"T1B*)+ =
w1 B* /o t2B* ie. W € L,/L,+1 comme voulu.

Il reste a examiner le cas n = 0. Mais, il suit du Lemme 2.4.1 que 'application g — gg
est un morphisme surjectif de Kp sur Sp(b) = Sp(bg). Il suffit alors de remarquer que
go =10(01), g € Kp. D’olt le lemme. O

PROPOSITION 2.7.1.  L’application g — (Gn)nen (resp. g — (¢ )nen) induit un
isomorphisme de groupes topologiques de Kp sur lim Sp(by,) (resp. lim Sp(b})).
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DEMONSTRATION.  On donne la démonstration pour l'application ¢ — (gn)nen,
celle pour ’autre application étant identique. Pour tout entier naturel n, la matrice d’un
élément de L,, dans une base quelconque du O-module B est a coefficients dans @w™O.
On en déduit que NyenL, = {0} et que la famille (Id+ L,,),en est une base de voisinages
de ’élément neutre dans GLp(W). Il est alors immédiat que 'application ¢ — (gn)nen
est un morphisme injectif de groupes topologiques de Kp dans {iLnSp(bn). Comme Kpg
est compact, il nous suffit de montrer que ce morphisme est surjectif.

Soit donc (gn)nen € %iLnSp(bn). Pour tout entier naturel n, soit g, € GLg(W)

tel que g, = gn. Par construction, on a Jn+1 — gn € Ly. 1l s’ensuit que la suite (g,)
converge dans Endp (W) vers un élément g appartenant & GLp(W) et vérifiant g, = gn,
n € N. Il reste & voir que g € Sp(W). Soit v,w € B. Alors, pour tout n € N, on a

po, (@ (B(gv, gw) — B(v,w))) = Bo, (GnPb, (), Gupb, (w)) = Bo, (Db, (v), P, (w)) = 0.
On en déduit que 3(gv, gw) — B(v,w) € Npenw * 7O = {0}. Dot la proposition. [

3. La représentation de Weil.

Dans cette section, nous rappelons certains résultats sur la représentation de Weil
et le groupe métaplectique. On peut consulter [17], [10, Chapitre 2], [14], [3], [12] et
[4].

Dans la suite, les représentations induites que nous considérons sont des
représentations induites unitaires a droite. Plus précisément, si G est un groupe lo-
calement compact, H un de ses sous-groupes fermés, tous deux unimodulaires, et p une
représentation unitaire de H dans ’espace de Hilbert H, Indfl p désigne la représentation
de G agissant par translations a droite dans I'espace des fonctions ¢ : G — H qui sont
mesurables et vérifiant

o(hg) = p(h)p(g), g € G, h € H,

/ lo@)I?dg < +oo
H\G

ou d g désigne une mesure de Radon G-invariante sur H\G.

3.1. Dans ce paragraphe, F' désigne de nouveau soit un anneau local fini de
caractéristique impaire, soit un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
différente de 2 et 1) un caractere unitaire non trivial de F. Si F' est un anneau local fini,
on suppose que P est primitif, en ce sens que son noyau ne contient pas d’autre idéal que
{0}.

Soit (W, 8) un F-espace symplectique; si F' est un corps, on note 2r la dimension de
W sur F. Le groupe de Heisenberg associé est ensemble H(W) = W x F, muni de la
multiplication

1
(w, t)(w', ') = (w+w’,t+t’+26(w,w’)>,w,w' ceW,t,t' € F.

Muni de la topologie produit, H(W) est un groupe localement compact.
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Le centre de H(W) est {0} x F que l'on identifie & F, via lapplication:
F>t+—(0,t) € HW).
On identifie également W & un sous-ensemble de H(W) au moyen de 1’application:
W 3 wr— (w,0) € HW).
Dans ces conditions, on a w™! = —w, pour tout w € W.

Par le théoréme de Stone Von-Neumann (voir [3, 2] pour le cas ot F' n’est pas un
corps), nous savons qu’il existe une unique (& équivalence pres) représentation unitaire
irréductible (py, H) de H(W) de caracteére central ¢). On l'appelle la représentation de
Schrodinger de caracteére central ¢ de H(W). On la note pyw,y lorsque 'on souhaite faire
apparaitre qu’il s’agit d’une représentation du groupe de Heisenberg construit sur W.

Nous rappelons comment construire de telles représentations, selon [10, Chapitre 2]
et [3]. Soit A C W un sous-groupe fermé. On pose

A*={veW, ¢(B(v,a))=1, pour tout a € A}.

Alors A* est un sous-groupe fermé de W, appelé sous-groupe dual: lorsque F' est un
corps local et A est un réseau, on retrouve la notion de réseau dual (voir (2.2)). On dit
que A est autodual si A = A*. Lorsque F est un corps local, les sous-espaces lagrangiens
et les réseaux autoduaux sont des exemples de sous-groupes autoduaux.

3.2. Lorsque F est un anneau local fini, tout sous-espace lagrangien est un sous-
groupe autodual. On sait que si F' est un corps, il existe des lagrangiens. Dans ce
paragraphe, nous allons montrer qu’il en existe pour tout anneau local fini.

Soit F' un anneau local fini et m son idéal maximal. Son annulateur s est I'unique
idéal non nul minimal de F. Fixons un élément non nul sy € s. Alors Iapplication
a — as( passe au quotient en un isomorphisme de F-modules du corps résiduel F' = F/m
sur §. On désigne par p un tel isomorphisme.

On rappelle que si (W, 3) est un F-espace symplectique et si A est une partie de W,
on note A+ son orthogonal pour 3.

LEMME 3.2.1.  Soit F' un anneau local fini et (W, 3) un F-espace symplectique. Soit
A C W un sous-module.

(i) Ona Attt =A.

(ii) On suppose que l’on a les inclusions mA C A+ C A. Alors, A/AL est naturellement
muni d’une structure de F-espace vectoriel, la restriction Bia de B a A prend ses
valeurs dans s et application p=' o Bia passe au quotient a A/AL en une forme
symplectique.

DEMONSTRATION.  Soit s € 5. Alors, il existe un caractére additif de £ non trivial
sur so et un tel caractere est primitif. Le point (i) est alors conséquence de [4, Lemma
2.1].
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Soit A un sous-module de W vérifiant les hypothéses du (ii). L’unique chose a vérifier
est que 3|4 est a valeurs dans 5. Or ceci résulte de ce que, compte tenu des hypotheses,

mB(A, A) = f(mA, A) C f(A+, A) = {0}. o

LEMME 3.2.2.  Soit F un anneau local fini et W un F-espace symplectique. Alors
W admet des sous-espaces lagrangiens.

DEMONSTRATION.  Soit A C W un sous-F-module totalement isotrope et maximal.
Il suffit de montrer que A = A*. Or, il suit de [4, Lemma 10.1] que mA+ C A (le résultat
cité est énoncé sous 'hypothese que A est isotrope, Sp(W)-invariant et maximal, mais il

est clair que la démonstration reste valable si I'on y remplace Sp(W) par n’importe lequel
ALL

1

de ses sous-groupes). Comme = A, on voit alors que A+ vérifie les hypothéses du (ii)

du Lemme 3.2.1. Par suite, ™" o f 41 passe au quotient en une forme symplectique sur
le F-espace vectoriel A+ /A et I'image réciproque dans A+ d’un lagrangien de cet espace

symplectique est un sous-groupe autodual de W contenant A. On a donc A = A+. O

3.3. Dans ce paragraphe, F' désigne de nouveau soit un anneau local fini de
caractéristique impaire, soit un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
différente de 2, ¥ un caractere unitaire non trivial de F', primitif si F est un anneau local
fini, et (W, 3) un F-espace symplectique. Soit A un sous-groupe autodual de W. Alors,
A x F est un sous-groupe fermé de H (W) et la formule

a(w,t) =(t), (w,t) € AXF,

définit un caractére de A x F. On note alors p$ = Indfivp Y4 la représentation induite
du caractere ¢4 de A x F' a H(W). La représentation p$ se réalise dans I’espace H;z des
fonctions ¢ : W — C qui vérifient

oot ) = v 3000 ) ow). ac 4, we W,

/ |g0(w)|2du') < +00,
W/A

ot dw désigne une mesure de Haar sur le groupe additif W/A, par la formule

pib(w, Hp(w) = w<t + ;mw',w))w(w' tw), ww €W, LEF. (31)

THEOREME 3.3.1. (i) Soit A wun sous-groupe autodual de W.  Alors la
représentation p$ est irréductible et appartient a la classe de py.

(ii) Soit A et B deux sous-groupes autoduaux de W et db une mesure de Haar sur le
groupe additif quotient B/JANB. Pour ¢ € H;L‘ continue a support compact modulo
A, on pose

Toae) = [ pwsn(go0m ) abwew  (52)
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Alors Uintégrale (3.2) converge pour tout w, la fonction Ip ap est un élément de
H,f etIpa: H;2 — Hf se prolonge de maniére unique en un opérateur continu
et bijectif, encore noté Ip a, entrelacant les représentations pﬁ et pg.

DEMONSTRATION. (i) Supposons que F' est un corps local. Désignons par 'H,‘(z’oo
le sous-espace de H$ constitué des vecteurs lisses, i.e. qui sont laissés invariants par un
sous-groupe ouvert compact de H(W). Alors, H$’°° est un sous-espace invariant de H$
et I'application F — F N Hﬁ’oo est une bijection de I’ensemble des sous-espaces fermés
et invariants de Hﬁ sur I’ensemble des sous-epaces invariants de 'H;?)’OO. Or, d’apres [10,
1.3] laction de H(W) dans Hl’z’oo est irréductible. D’ou l'irréductibilité de pﬁ dans ce
cas.

. . A
Lorsque F' est un anneau local fini, on convient que Hw

0 = Hﬁ. D’autre part, dans
ce cas, l'irréductibilité de p;z est démontrée dans [3, 2]. Enfin, il est clair dans tous les
cas que 1 est le caractere central de pl‘z.

(ii) T1 est clair que si ¢ € H;Z‘ est & support compact modulo A, l'intégrale (3.2)
converge, Zp o est un élément de Hf et pff(h) oIpap =1Ipa0 pﬁ(h)gp, h e HW).
Compte tenu de la définition des vecteurs lisses et du fait que d’apres [10, 1.4] les éléments
de H::’OO sont & support compact modulo A, on en déduit que IB7A(H$’°°) C 'Hf’oo.

Maintenant, soit L C W un sous-groupe compact ouvert tel que ¥(8(v,w)/2) = 1,
v,w € L. Lorsque F est un anneau local fini, on peut prendre pour L le sous-groupe
trivial. Lorsque F' est un corps local, il est immédiat qu’un tel sous-groupe existe. Dans
tous les cas, on désigne par J; ’élément de H;"OO a support dans L + A et tel que
0r(l) =1,1€ L. Alors on a

T5.4(52)(0) = / di

BN(L+A)/ANB

montrant que Zp 4(d1) n’est pas nul. Les représentations p;? et pff dans respectivement
H$’°° et Hf’oo étant irréductibles, on en déduit que Zp 4 induit un isomorphisme de

'Hﬁ’oo sur Hf’oo. En particulier, il existe un scalaire non nul X tel que

Zapolpalp)=Ap, g€ ’Hﬁ’w. (3.3)

Le résultat cherché est alors clair dans le cas ou F' est un anneau local fini.

Lorsque F' est un corps local, il nous reste a montrer que Zg 4 se prolonge en un
opérateur continu de Hﬁ dans Hf . Soit ¢ € Hq’Z’OO et 6 € Hf’oo. Alors, @0 est une
fonction localement constante et & support compact sur W/A N B. En effet, si K (resp.
L) est une partie compacte de W telle que le support de ¢ (resp. 6) soit K + A (resp.
L + B), il est clair que @6 est nulle en dehors de ensemble (L + A)N (L + B)/AN B.
Or, si K (resp. L) désigne I'image de K (resp. L) par la projection naturelle de W sur
W/A (resp. W/B) et si v est Papplication de W/A N B dans W/A x W/B définie par
(z+ANB) = (z+ A2+ B),ona (L+A)N(L+B)/JANB ="K x L). Par ailleurs,
soit v: W/A x W/B — W/(A+ B) le morphisme de groupes localement compacts tel
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que y(z + A,y + B) =z —y + A+ B. Alors, ¢ est un morphisme injectif de groupes
localement compacts dont I'image est le sous-groupe fermé v~1(0). 11 est alors clair que
(K+ A)N(L+ B)/AN B est une partie compacte de W/A N B.

Maintenant, pour un choix adapté des mesures de Haar sur W/A, W/B, AJAN B
et BJANB, on a

(T5.4(9),6) = /W/B ([ P i = 5w ) b i

N /W/B (/B/AnB O +bjplw +5) db) e

- / 0(w)B(w) d i
W/ANB

= <907:ZA,B(9)>'
Mais alors, compte tenu de la relation (3.3), on obtient pour ¢ € Hﬁ’oo

M, o) =(p,Za,poIp a(e)) = (I,ap, I ap)

d’ou le résultat. O

3.4. Supposons que F' soit un corps. Soit X et Y deux lagrangiens de W tels que
W = X @Y. Alors, pour un bon choix de la mesure de Haar dx sur X, I'application
@ — @|x est une isométrie de 'H}; sur L?(X,dx) permettant d’identifier ces deux
espaces. La représentation p}Z réalisée dans L?(X,dx) est alors donnée par les formules
suivantes:

pi(x, 0)p(x') =’ +z), z,2° € X (3.4)

P (4, 0)p(a") = Y(B(a’,y))p(a'), y € Y, 2’ € X. (3.5)

Lorsque F est un corps local et A est un lagrangien (resp. un réseau) de W, on dit
que pé est un modele de Schrédinger (resp. latticiel) de la représentation py,.

3.5. Comme dans le Paragraphe 3.3 dont on reprend les notations, F désigne
soit un anneau local fini de caractéristique impaire, soit un corps local non archimédien
de caractéristique résiduelle différente de 2. Le groupe symplectique Sp(WV') opére par
automorphismes dans H (W) par la formule

z.(w,t) = (zw,t), pour tout w e W, t € F.

Cette action fixe F' point par point.
Soit (py,H) une représentation unitaire irréductible de H(W') de caractere central
1 et désignons par U(H) le groupe des transformations unitaires de 1’espace de Hilbert

‘H. On note Sp(W)¢ le sous-groupe topologique de Sp(W) x U(H) formé des couples
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(9, M(g)) vérifiant:

M(g)py(R)M(9)~" = py(g.h), h € H(W). (3.6)
On voit que si (g, M(g)) € W)w alors (g,2M(g)) € W)w pour tout z € U, le
groupe des nombres complexes de module 1. Il suit du théoreme de Stone Von-Neumann
que Sp(W)w est une extension centrale de Sp(W) par les opérateurs scalaires de norme
1; on a une suite exacte courte:

1 — U5 Sp(W),, 22 Sp(W) — 1, (3.7)

ol oy : z +— (1,2Id) et as : (9, M(g)) — g¢. La représentation métaplectique Sy de
Sp(W),, agissant dans H est donnée par

Sy(9, M(g)) = M(g). (3.8)

On la note Sw,, si l'on souhaite faire apparaitre qu’il s’agit de la représentation
métaplectique associée au groupe symplectique Sp(W).

En fait, on peut se restreindre & un revétement d’ordre au plus 2 de Sp(W) grace
au résultat suivant:

THEOREME 3.5.1. (i) Si F est un anneau local fini, il existe un morphisme de

groupes de Sp(W) dans S?(W)w qui scinde la suite exacte (3.7). Lorsque F' est le
corps fini Fy, a l'exception du cas ot ¢ = 3 et dim W = 2, cet homomorphisme est
unique.

(ii) Si F est un corps local non archimédien et W est non nul, la suite exacte (3.7) ne

—

se scinde pas, mais il existe un unique sous-groupe Mp(W)y de S (W)w tel que
la restriction de as @ ce sous-groupe soit surjective et ait un noyau d’ordre 2. Ce
sous-groupe est fermé et la restriction o & Mp(W)y en fait un revétement d’ordre
2 de Sp(W).

Voir [15] et [3] pour le point (i) et [17] pour le point (ii).

Lorsque F' est un corps local non archimédien, on sait qu’a isomorphisme canon-
ique pres, il n’existe qu'un revétement d’ordre 2 de Sp(W), non trivial. Ce revétement
s’identifie donc de maniere canonique au sous-groupe Mp(W), de S?(W )w: désormais
on le note Mp(W) et on 'appelle le groupe métaplectique de ’espace symplectique W ou
le revétement métaplectique du groupe Sp(W). Dans la suite, on appelle représentation
de Weil de type ¢ et on note Sy ou Sy, si I'on tient & préciser, la restriction de la
représentation Sy, & Mp(W).

Si A est un sous-groupe autodual de W, on note W)z, Mp(W)ﬁ et S;Z‘ ou Siév,w
les objets précédents construits en utilisant la réalisation p;ﬁ dans l’espace H;Z‘ de la
représentation p,. On parle alors de modele de Schrodinger ou de modele latticiel de la
représentation de Weil, suivant que A est un lagrangien ou bien un réseau.

Lorsque F' est un anneau local fini, on appelle représentation de Weil de type ¢
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et on note Sy ou Sy, la représentation composée de Sy avec un homomorphisme de

Sp(W) dans S?(W )y scindant la suite exacte (3.7). Etant donnée une représentation
de Weil, toutes les autres s’écrivent comme produit de celle-ci par un caractere unitaire
de Sp(W). Si A est un sous-groupe autodual de W, on désignera par S{Z‘ ou S{;‘/’w une
représentation de Weil construite en utilisant la réalisation p;2 dans ’espace H;2 de la
représentation py.

Plus généralement, I’ étant toujours un anneau local fini, si G est un groupe fini et
siy: G — Sp(W) est un morphisme de groupes, on appelle représentation de Weil de
type ¥ de G relative au morphisme 7y, toute représentation S de G dans l’espace de la
représentation py, vérifiant la relation

5(9)py(h)S(9)~" = py(y(9).h), g € G, h e HW).

Ici encore, étant donnée une représentation de Weil, toutes les autres s’écrivent comme
produit de celle-ci par un caractere unitaire de G.

3.6. SiF =T, Sp(W) admet une unique représentation de Weil, sauf dans le
cas ¢ = 3 et dim W = 2 (& I'exception de ce cas, le groupe Sp(W) est parfait). Cela dit,
il existe dans tous les cas un choix canonique, que nous décrivons dans ce paragraphe:
dans la suite, on convient que la représentation de Weil Sy, est celle correspondant a ce
choix.

Nous supposons donc que F' est un corps fini et nous gardons les notations du
paragraphe précédent. On rappelle que si 7 est un caractere additif non trivial de F,
I'indice de Weil relatif & n est Papplication w, : F* — U définie par

wyla) = [F]72) " n(at®). (3.9)

teF
Sia € F*, on désigne par an le caractere additif ¢ — n(at) de F. On pose alors
W= Wy (3.10)

Soit X un sous-espace lagrangien de W et soit (ey,..., e, f1,..., f.) une base sym-
plectique de W telle que (eq,...,e,) soit une base de X.
Si g € Sp(W), on pose

jlg) =r—dimX NgX. (3.11)
Pour 0 < j < r, soit
Q; ={g € Sp(W)li(g) = 7}
Alors, Qg n’est autre que P, le sous-groupe parabolique de Sp(WW) stabilisateur de X,

chaque €; est une double classe sous P et Sp(W) est la réunion disjointe des Q;, 0 <
j<r.Pour ScC{l,...,r}, on désigne par g 1’élément de Sp(WW) tel que
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fi siieS —e; sii €S
TS.€; = TS~fi =
€; Sii%S, fi SIZ¢S

Alors, si cardS = j, on a: Q; = PrgP.
D’apres [14, Lemma 5.1], il existe une application 6 : Sp(W) — F*/(F*)? telle
que

0(p1gp2) = 0(p1)0(9)0(p2), p1,p2 € P, g € Sp(W);
- O(rs)=1,SC{1,...,r}
0(p) = detx(p) mod (F*)% pe P.

m(g) = w(6(g)) " w(1)' 9, (3.12)

ol w est I'indice de Weil relatif au caractere /2 (voir les formules (3.9) et (3.10)).
Soit px la mesure de Haar sur X de masse totale 1. Si g € Sp(W), on pose

3 (9) = m(g)g’ 9 Mx (g), (3.13)

ol Mx(g) est Uopérateur de l’espace Hf[f défini par

Mx (9)p(w) = /X ¢(;ﬁ(%w>>w(g‘1(w +x)dpx(z), p e HY, weW.  (3.14)

Le résultat suivant est alors conséquence de [12, 4.2, Lemma):

LEMME 3.6.1.  L’application

9— (9,55 (9))

— X

est un homomorphisme de groupes de Sp(W) dans Sp(W)w scindant la suite exacte (3.7).

3.7. Dans ce paragraphe, on suppose que F' est un anneau local fini et on se donne
un sous-groupe G de Sp(W). Nous rappelons un certain nombre des résultats de [3] et
[4] concernant la décomposition des représentations de Weil sur F'.

On désigne par F(W) le C-espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes sur
W. On munit F(W) de la structure de Sp(W)-module définie par g.p(w) = p(g~ w),
weW.

Soit (py, H) une représentation de Schrédinger de H (W) et soit S une représentation
de Weil de type 9 de Sp(W). La représentation S induit une structure de Sp(W)-module
dans Endc(H) définie par g.A = S(g)AS(g~!). On a alors le résultat suivant (voir [3,
Theorem 4.5]):

THEOREME 3.7.1.  L’application ¢ +— >y @(w)py(w,0) de F(W) dans
Endc(H) est un isomorphisme de Sp(W)-modules.
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On munit le sous-groupe G de Sp(W) de la mesure de Haar normalisée. Le théoreme
précédent a pour conséquence le résultat suivant (voir [3, Corollary 4.6]):

COROLLAIRE 3.7.1.  Le carré de la norme, comme élément de L?(G), du caractére
de la restriction & G d’une représentation de Weil de Sp(W) est égal au nombre d’orbites
du groupe G dans W.

Les résultats présentés dans la suite sont ceux de [4, Paragraphe 4]. Soit U C W un
sous-module isotrope, non nul et Sp(W)-invariant. Alors, UL =ut /U est un F-espace
symplectique pour la forme symplectique 3 définie par B(v+U, w+U) = B(v,w). On pose
H(U*Y) = Ut x F: c’est un sous-groupe du groupe de Heisenberg H (W) et I'application
pu : (v,t) — (v+U,t) est un morphisme surjectif de H(UL) sur H(UL). De plus Paction
du groupe Sp(W) dans U~ passe au quotient en une action dans UL par automorphismes
symplectiques, fournissant ainsi un morphisme de groupes ryy : Sp(W) — Sp(UL). Soit
puL  Uinflation de la représentation de Schrédinger de H (UL) via py & H(UL) et soit
o une représentation de Weil de type ¢ de Sp(W) relative & ry, que lon réalise dans
le méme espace H,: o est le produit tensoriel de l'inflation d’une représentation de
Weil de Sp(UL) via ry & Sp(W) par un caractére de Sp(W). Comme nous l’avons
vu, le groupe Sp(W) agit par automorphismes dans le groupe H (W) et il laisse stable
le sous-groupe H(U*). Nous pouvons donc considérer le groupe produit semi-direct
Sp(W) x H(W) et son sous-groupe Sp(W) x H(U=L). On définit alors la représentation
opyr.y de Sp(W) x H(U™) dans l'espace H, en posant opye (gh) = o(g)pyL 4(h),
g € Sp(W) et h € H{U). Soit RV la représentation de Sp(W) x H (W) définie par

Uo _ Sp(W)x H(W)
R _IndSp(W)KH(UL) O'pUJ_’w.

On note SY7 la restriction de la représentation RV & Sp(W). Si x est un caractere de
Sp(W), on a SUX®7 = y @ SU7

On vérifie que l’espace de la représentation RU:? s’identifie, via Papplication de
restriction au sous-ensemble W du sous-groupe H (W) du produit semi-direct Sp(W) x
H(W), a I'espace HY des fonctions ¢ définies sur W, & valeurs dans H,,, qui vérifient la
relation

ol +u) = 1/)<;ﬂ(x,u)) purp(W)p(z), z € W, ue U™, (3.15)

Si x € W, on note Z (resp. #) sa classe dans le module quotient W/U~L (resp. W/U).
Le groupe Sp(W) agit naturellement dans W/U* et si € W, on désigne par G(&) le
stabilisateur de & = z + U+ dans G. Rappelons que l'on identifie x & ’élément (z,0) du
groupe de Heisenberg H(W). Alors xG(2)z ™! est un sous-groupe de G x H(U*). Plus
précisément, si g € G(Z), on a

_ _ 1 _
TgT 1=g<g 'z —z, 309 156))-
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On définit une représentation, que nous noterons og ;, de G() dans H, en posant pour

g € G(2),
0G.i(9) = opyr y(zgz™")

~ ola)pe.o (570 — 0 golog ) )

(on vérifie que la représentation og ; ne dépend que de la classe & de = dans W/U) et
on considere la représentation Sg ; de G définie par

SG,i = Indg(i) 0G,i-

On désigne par Hg ; 'espace de la représentation Sg ;. Il est constitué des fonctions
¢ : G +— H, qui vérifient

¢(hg) = 0c.(h)p(g), g € G, h € G(2).

Si ¢ € Hagi, Ig,sp désigne la fonction élément de HY & support dans 'orbite de x
modulo U~ sous I'action de G telle que

Icap(ga) =o(g)e(g™"), g € G.

Six =0, o0naSgo=o0jg Lorsque G = Sp(W), on note simplement o; (resp. S;) au
lieu de oG ; (resp. Sg.q).

Si H est I’espace d'une représentation 7 de Sp(W) , on désigne par H* le sous-espace
propre de —Id dans H pour la valeur propre £1. Comme {£Id} est un sous-groupe
central de Sp(W), le sous-espace H* est invariant sous la représentation 7 et on désigne
par 7t la représentation de Sp(W) dans ce sous-espace qui en résulte, lorsque celui-ci
est non nul. On a clairement H = H+ @ H~ et donc 7 = 7+
que I'un des espaces H* est nul ou non.

Dans ce qui suit, on suppose que G = Sp(W). Soit x € W. Siz € U*, on a
G(&) = Sp(W) et deux cas se présentent alors: si UL = {0}, S; = 0, est de dimension 1
et irréductible; dans le cas contraire, S; = o, est somme directe des sous-représentations
Sf Par contre, si z ¢ UL, —Id n’est pas un élément de G(Z) et la représentation o

A +

T

ourm=n"&n, suivant

s’étend au sous-groupe G(z) = {+1d}G(&) de Sp(W) en la représentation o3 en décidant

que 0¥ (—Id) = +Id. Alors, on a

5% — g% rW) =+

T G(@) T
et donc
S; =S ®s;.

LEMME 3.7.1. (i) La restriction a H(W) de la représentation RY° est
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équivalente a la représentation de Schrodinger py.

(ii) La représentation SY° est une représentation de Weil de type 1) de Sp(W) et toute
représentation de Weil de type 1 de Sp(W) est obtenue ainsi.

(iii) Soit G un sous-groupe de Sp(W). Si x € W, le sous-espace Hg@ de HY con-
stitué des fonctions a support dans lorbite de x modulo UL sous laction de G est
(SU"’)|G—invarz’ant, De plus, Uapplication g ; est un isomorphisme de G-modules
de lespace Ha,; de la représentation S i sur ng Ainsi, la représentation de G
induite par SY7 dans Hg@, est équivalente a la représentation Sg,;.

(iv) Si X C W est un ensemble de représentants des G-orbites dans W/U\{0}, on a:

(SY)g =0o1c @ ( &b SG,@). (3.16)

zeX

(v) Si X C W est un ensemble de représentants des Sp(W)-orbites dans W/U+\{0},
on a:

a@(@sj@si) si UL = {0}
SV = Tex (3.17)

(a+@a—)@<@sj@si> si UL # {0}.

zeX

DEMONSTRATION.  Lorsque G = Sp(W), les assertions du lemme sont celles de
[4, Theorem 4.1 et Proposition 4.2]; on vérifie que la démonstration qui en est donnée
s’applique également dans le cas ot G est un sous-groupe quelconque de Sp(W). O

Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on suppose que ’anneau local fini F' n’est pas un
corps. Soit U C W un sous-module isotrope, Sp(W)-invariant et maximal pour cette
propriété. Rappelons que m désigne I'idéal maximal de F, s son idéal minimal et F le
corps résiduel de F. D’aprés [4, Lemma 10.1], on a mU+ C U. Alors, il suit du Lemme
3.2.1 que UL est naturellement muni d’une structure de F-espace vectoriel, que la forme
symplectique 3 prend ses valeurs dans s et que, si p est un isomorphisme de F-module

1o 3 en fait un F-espace vectoriel symplectique. De

1

de F = F/m sur s, application i~
plus, les groupes symplectiques pour 3 et u~! o 3 sont identiques et notés Sp(ﬁ).

Désignons par Hp(UL) (resp. Hz(UZL)) le groupe de Heisenberg construit sur
UL considéré comme un F-module (resp. F-espace vectoriel) symplectique. Alors
I’isomorphisme g induit un plongement

fo : HE(UL) — Hp(UL)
(u, t) — (u, p(t)).
L’application ., commute avec l'action de Sp(ﬁ) par automorphismes dans les deux

groupes de Heisenberg. o
La composée de la représentation de Schrodinger de Hr(UL) de caractére central
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1) avec le morphisme pu, est clairement la représentation de Schrodinger de Hﬁ(m) de
caractere central i o u: comme v est un caractere primitif, 1 o  est un caractere non
trivial de F. Il est alors immédiat qu'une représentation de Weil de type 1 de Sp(ﬁ)
est également une représentation de Weil de type 1 o uu et réciproquement.

11 suit de ces considérations que les représentations de Weil pour Sp(W) peuvent étre
construites a partir des représentations de Weil pour un groupe symplectique sur le corps
résiduel de F', de méme que les composantes d’une telle représentation qui apparaissent
dans le Lemme 3.7.1.

3.8. Dans ce paragraphe et le suivant, on suppose que F' est un corps local k de
caractéristique résiduelle différente de 2 et que (W, 3) est un k-espace symplectique.

On se donne n un entier naturel ainsi que B C W un bon réseau, et on reprend
les notations du Paragraphe 2.7. Nous allons appliquer les résultats du paragraphe
précédent pour déterminer la décomposition en irréductibles des représentations de Weil
des groupes Sp(b,,) et Sp(bf).

Rappelons que b, et b} sont des modules sur O,, = O/w" 1 O. L’annulateur dans
O,, de b, (resp. b}) est trivial si et seulement si wB* C B (resp. B C B*), tandis que
b, = b%_; (resp. b = b,,_1) dans le cas contraire. Nous pouvons donc nous placer dans
la situation suivante: @ est un caractere primitif de O,, et on considere les représentations
de Weil de type ¢ pour Sp(by,) (resp. Sp(b})) lorsque wB* C B (resp. B C B*).

LEMME 3.8.1. (i) L’espace symplectique b, admet un wunique sous-module
isotrope invariant sous laction de Sp(b,) et mazimal, noté u. On a

u=w""B* /" B*, ut = w"B/x"t1B* etut =b, sin=2m,
u=w""B/w" " B*, ul=w"B"/w" 1 B* et ul =b*, sin=2m+1.
ii espace symplectique b} admet un unique sous-module isotrope invariant sous
i) L’ lect by admet dul t t
Uaction de Sp(b}) et mazimal, noté u*. On a
' =w™B/w"B, u*t = @™B*/@w"B et utt =b*, sin = 2m,
= w™ M B* /w"B, u*t = @w™B/w"B etul="b, sin=2m+]1.
DEMONSTRATION. Comme le morphisme naturel de Kp dans les groupes sym-
plectiques Sp(b,,) et Sp(b%) est surjectif et comme les seuls réseaux de W qui sont
K p-invariants sont ceux proportionnels a B ou B*, on voit que les sous-modules de b,

ou b} invariants par le groupe symplectique sont image de @w?®B ou w®B*, s > 0 par la
projection naturelle de B (resp. B*) sur b, ou b}. On en déduit facilement le lemme. OJ

THEOREME 3.8.1. Soit n € N et ¢ un caractére primitif de O,,. On reprend les
notations du Lemme 3.8.1.

(i) Soit S une représentation de Weil de type ¢ de Sp(b,,). Alors, il existe une unique
représentation de Weil, o, de type ¢ de Sp(b,) relative au morphisme naturel de
Sp(by) dans Sp(b) (resp. Sp(b*)) si n est pair (resp. impair) telle que S = S™°.
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Dans tous les cas, les représentations apparaissant dans la formule (3.17) du Lemme
3.7.1 sont irréductibles et deur a deux inéquivalentes. Lorsque B C B*, il y en a
2n + 2; lorsque B = B*, il y en an+ 2. Elles sont monomiales si B = B* et n est
1mpair.

(ii) Soit S une représentation de Weil de type 1p de Sp(bl). Alors, il existe une unique
représentation de Weil, o, de type ¢ de Sp(b}) relative au morphisme naturel de
Sp(b%) dans Sp(b*) (resp. Sp(b)) sin est pair (resp. impair) telle que S = S 7.
Dans tous les cas, les représentations apparaissant dans la formule (3.17) du Lemme
3.7.1 sont irréductibles et deuzr a deux inéquivalentes. Lorsque wB* C B, il y en a
2n + 2; lorsque wB* = B, il y en an+ 2. FElles sont monomiales si wB* = B et
n est impair.

DEMONSTRATION.  Nous faisons la démonstration dans le cas (i), la démonstration
dans l'autre cas étant similaire. La premiere assertion est claire, compte tenu des résultats
du paragraphe précédent et de ceux du Lemme 3.8.1. Soit ¢ (resp. d) le nombre de
Sp(b,,)-orbites dans by, (resp. b,/ut). Compte tenu du Corollaire 3.7.1 et du Lemme
3.7.1, il suffit de montrer que ¢ = 2d, si B C B* ou n est pair, et ¢ = 2d — 1 dans le cas
contraire. Cependant, comme le morphisme naturel de Kp dans Sp(b,,) est surjectif, on
voit que ¢ — 1 est le nombre des K p-orbites dans B\w" ! B*, tandis que d — 1 est celui
des Kp-orbites dans B\@™B (resp. B\w™'1B*), si n = 2m (resp. n = 2m + 1). Or,
d’apres le Lemme 2.6.1, Pensemble des K g-orbites dans B\w™B est {w!B\w't!B*|0 <
t <m—1}{w'B*\w'B|1l <t < m}, de cardinal 2m (resp. {@w!B\w'T'B|0 <t < m—1},
de cardinal m) si B € B* (resp. B = B*). Pour la méme raison, ’ensemble des Kp-
orbites dans B\w™ ! B* est {@w!B\w!T!B*|0 < t < m} U{w!'B*\w'B|1 <t < m}, de
cardinal 2m + 1 (resp. {w'B\w!™'B|0 <t < m}, de cardinal m + 1) si B C B* (resp.
B = B*). Le théoréme en découle. O

REMARQUE. Dans [4] G. Cliff, D. McNeilly et F. Szechtman établissent que la for-
mule (3.17) du Lemme 3.7.1 donne la décomposition en irréductibles de la représentation
de Weil de Sp(W) considérée, lorsque R est un anneau local fini et principal et W est un
R-module libre. Notre théoreme en est une conséquence, uniquement lorsque B = B* ou
B = wB*.

Par ailleurs, dans [6] Dutta et Prasad démontrent que les représentations de Weil
du groupe symplectique d’'un module symplectique de type fini sur un anneau local fini
et principal se décompose en irréductibles avec multiplicité 1 et donnent une description
de ces derniers en terme de la combinatoire des orbites du groupe symplectique dans le
module symplectique. Cependant, leur description ne fait pas apparaitre explicitement
ces irréductibles comme modules induits.

3.9. Soit X C W un sous-espace lagrangien, Px le sous-groupe parabolique
de Sp(W) stabilisateur de X, Nx son radical unipotent et ¥ C W un lagrangien
supplémentaire de X.

Un élément g de Sp(W) s’identifie & une matrice (‘C‘ Z) dans laquelle a € End(X),
be Hom(Y,X),c€ Hom(X,Y) et d € End(Y). Remarquons que la forme symplectique
0 induit une dualité entre X et Y, permettant d’identifier de maniere naturelle Y avec
I’espace dual de X: on a donc une notion d’opérateur symétrique b : ¥ — X. Le
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sous-groupe Nx est alors le sous-groupe des matrices de la forme x(b) = ((1) 117) avec
b€ Hom(Y, X) symétrique.

Il résulte de [5, Chapitre II, 11, Lemme] que la restriction du revétement
métaplectique a Ny admet un scindage unique. On peut donc considérer le groupe
Nx comme un sous-groupe du groupe métaplectique Mp(W).

Rappelons que nous avons réalisé la représentation pf de H(W) dans l'espace
L2(Y,dy), ot dy est une mesure de Haar sur Y: on en déduit une réalisation Sif de la
représentation métaplectique dans ce méme espace.

Le résultat suivant est alors conséquence de [10, Chapitre 2, I1.6 et I1.9, Lemme]:

LEMME 3.9.1. La restriction de la représentation métaplectique ij a Nx est
donnée par

S¥(@(b)e(y) = ¢<;ﬂ(by, y))w(y), yeyY, e L*(Y,dy),

ot b parcourt l’ensemble des homomorphismes symétriques de Y dans X.

4. Etude du revétement métaplectique au dessus d’un sous-groupe com-
pact maximal.

Dans cette section, on suppose que k est un corps local non archimédien de car-
actéristique résiduelle différente de 2 et on se donne (W, ) un k-espace symplectique.
Nous montrons que le revétement métaplectique Mp(W) est scindé au dessus de tout
sous-groupe compact maximal et nous donnons une description de la restriction de la
représentation métaplectique a un tel sous-groupe. Pour ce faire, nous présentons le
modele latticiel généralisé de la représentation métaplectique introduit par Shu Yen Pan
dans [12, numéro 2.3]. Désormais, nous reprenons les notations de la Section 2.

4.1. Soit B C W un bon réseau. On a vu que b* = B*/B est un Fy-espace vecto-
riel symplectique de dimension 21, ou ! = I(B). On peut donc considérer la représentation
(p, Hy) du groupe de Heisenberg H (b*) de caractere central 3. Il suit de ce que B est un
bon réseau que H(B*) = B* x @™ ~1O est un sous-groupe de H(W). Alors, I'application
PHb) + H(B*) — H(b*) définie par

Pr ey (W, t) = (po (w), pr, (@' 1))

est un homomorphisme surjectif de groupes localement compacts. On désigne par ﬁﬂ la
représentation de H (B*) relevant la représentation py Via le morphisme pg(1,+). On note

de méme le prolongement de 5@ a H(B*) = B* x k dont la restriction & k est un multiple

du caractere .

dHW)
H(B*)

de Hilbert 'Hf des fonctions ¢ : W — Hy qui vérifient

On considere alors la représentation pg =1In ﬁ@ que l'on réalise dans ’espace
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1 ~ *
o0+ 0) =6 55000 ) 750 (o). b e B w e . (1)
/ () |2 ddr < +oo, (4.2)
wW/B*

dans lequel H(W) agit comme suit:

(B 002) () = (14 300" 0) )l + ), i’ € W, v €

ProrosiTION 4.1.1.  La représentation pg est unitaire irréductible, équivalente a
P

DEMONSTRATION.  Soit A un réseau autodual tel que B C A C B* et soit x = A/B
dont on a vu que c’est un lagrangien de b*. Comme p;&b*)(x xFq) = A x w10, il

est clair que la représentation Indljiﬁ*) 14 est équivalente a la représentation ﬁE Notre
résultat est alors conséquence du théoreme d’induction par étage. O

On dit que pf est le modele latticiel généralisé de la représentation p, associé au

réseau B. On note Sp(W):j7 Mp(W)5 et S les objets Sp(W).,,, Mp(W)y et Sy, obtenus
en utilisant la réalisation pff de la représentation py; on dit que Sf est le modele latticiel
généralisé de la représentation métaplectique associé au réseau B.

Soit A un réseau autodual tel que B C A C B*, x = A/B le lagrangien correspondant
de b* et p% la représentation d’espace 7-% équivalente a la représentation Py de H(b*).
On réalise alors 'espace Hf comme ’espace des fonctions a valeurs dans 7'% vérifiant les
conditions (4.1) et (4.2). Il suit facilement de la démonstration de la Proposition 4.1.1
que l'on a alors le résultat suivant (voir aussi [12, 4.3, Lemmal)

COROLLAIRE 4.1.1.  Soit B un bon réseau de W et A un réseau autodual tel que
B C A c B*. Alors, pour tout ¢ € Hfj la fonction T4 g(p) définie sur W par

Za,(p)(w) = p(w)(0), w e W,

est un élément de H:? et lapplication T4 p : 'Hg — prl est un opérateur entrelacant
les représentations pg et p’d‘}.

4.2. On garde les notations du paragraphe précédent et on reprend celles du
Paragraphe 2.4. On note gJ la représentation de Kp relevant la représentation SE de
Sp(b*) via le morphisme pg, ).

Considérons le produit semi-direct K x H(W). Il contient comme sous-groupe
Kp x H(B*). On définit une représentation §Eﬁﬂ de Kp x H(B*) en décidant que

Sypg(gh) = S3(9)py(h), g € Kp, h € H(B"). (4.3)
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On consideére la représentation Rg de Kp x H(W) définie par

B _ KpxHW) & ~
R} = Indy 220 Sy (4.4)

dont I’espace est clairement Hfj et on note Sf sa restriction a Kp.

LEmMME 4.2.1. (i) Sige€ Kg, lopérateur Sf(g) de ’Hff est donné par

S5 (9)p(w) = S5(9)(plg™ w)), v € My, w e W. (4.5)
(ii) L’application

g+— (9.57(9)) (4.6)

_—_B
est un homomorphisme de groupes de Kg dans Sp(W)w scindant la suite exacte
(3.7).

DEMONSTRATION.  Le point (i) est conséquence immédiate de la définition de la
représentation Rf comme représentation induite.

Le point (ii) résulte de ce que la restriction de Rg a H(W) est la représentation de
Schrédinger pf. O

En fait, on a le résultat plus précis suivant:

THEOREME 4.2.1.  Le scindage au dessus de Kp défini par (4.6) est a valeurs dans
le groupe métaplectique de W'.

Ce théoreme sera démontré au Paragraphe 4.6.

4.3. On garde les notations du paragraphe précédent. Soit A un réseau autodual
tel que B C A C B*. Pour démontrer le Théoréme 4.2.1, nous devons relier la réalisation
Sf de la représentation métaplectique a la réalisation S;E. Commengons par donner une
description de cette derniere.

Soit d w une mesure de Haar sur W et soit P le projecteur orthogonal de L*(W,d w)
sur 'H;Z‘; en fait, on a

1

Potw) = [ oot )etw +a)da,wew.
A

ou da est la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact A. On note L la

représentation unitaire naturelle de Sp(W) dans L?(W,dw) définie par L(g)p(w) =

(g7 w). Si g€ Sp(W), on pose M4(g) =P o E(})|H$. On vérifie immédiatement que,

pour tout ¢ € 'Hﬁ, on a
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(Maa)e)w) = /ANgA Y w(G6au) Jola atw). @)

acA/ANgA

On pose K = K4. La proposition suivante rassemble les résultats de [10, Chapitre 2,
I1.8 et 11.10, Lemme]:

PROPOSITION 4.3.1. (i) Pour tout g € Sp(W), il existe un nombre strictement

_— A
positif va(g) tel que (g,va(9)Ma(g)) soit un élément de Sp(W),,.
(ii) Sige K, onava(g)=1 et

Ma(g)p(w) = (g~ w), o € Hj), we W.

(i) L’application g — (g, Ma(g)) est un homomorphisme de groupes de K dans le
groupe métaplectique de W. En particulier, il existe un relevement du groupe K dans
le groupe métaplectique pour lequel la restriction de la représentation métaplectique
S;Z‘ a K soit donnée par

Si(g) = Mal(g), g € K.

REMARQUES. (i) Lorsque le réseau B est autodual, laffirmation du Théoréme
4.2.1 n’est autre que I'assertion (iii) de la Proposition 4.3.1.

(ii) Lorsque le corps résiduel est de cardinal au moins 4, le groupe K admet un unique
relevement dans le groupe métaplectique (voir [10, Chapitre 2, IT 10, Remarque]).

4.4. On garde les notations du paragraphe précédent. Dans celui-ci, nous allons
donner une description plus concrete des opérateurs Ma(g). Tout d’abord, si v € W, on
note J, la fonction sur W telle que

1 .
8y (w) = w<2ﬁ(”’w_“)> siwev+ A

(4.8)
0 siwé¢ v+ A
Remarquons que, siv € Wet a € A, on a
1
5v+a = 1/1(2[3(0/,’[1))5@ (49)
De plus,sive Wet ge K,on a
Ma(9)dy = 6g.0- (4.10)

D’autre part, il est clair que si ¥ C W est un systeme de représentants des éléments de
W/A, la famille (§,)yex est une base hilbertienne de 'espace H;z.
On a le résultat suivant:
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LEMME 4.4.1. Soit g € Sp(W) etv e W. Alors, on a

Mala, = 14/a0gA S w3007 o (421

2
a€gA/ANgA

DEMONSTRATION.  Utilisant la formule (4.7), on voit que M4(g)d,(w) est non
nul seulement si w € gv + A + gA. Par suite, il existe des nombres complexes c(a),
pour a parcourant un systéme de représentants dans gA des éléments de (A + gA)/A =
gA/ANgA, tels que

Ma(g)d, = Z c(a)dgp+q- (4.12)
a€gA/ANgA

Or, il suit des relations (4.12) et (4.7) que pour a € gA/ANgA, on a
c(a) = Ma(g)dy(gv + a)

=[A/ANgA]™! Z w(;ﬂ(b,gv—&—a))év(v+g_1(a+b)).

beA/ANgA

Or 6,(v+g~*(a+b)) est non nul si et seulement si g~!(a+b) € A, soit encore a+b € gA,
soit finalement b € AN gA. On en déduit que

ct0) = [4/40 9410 3500570 )

comme voulu. O
On déduit facilement du Lemme 4.4.1 le résultat suivant:

COROLLAIRE 4.4.1.  Pour tout g € Sp(W), on a
valg) = [9A/AN gA] V2 [A/AN gAl.

4.5. On garde les notations des paragraphes précédents. On rappelle I'opérateur
d’entrelacement 74 g défini au Paragraphe 4.1, Corollaire 4.1.1, ainsi que les fonctions j et
m sur le groupe Sp(b*) relative au lagrangien x et au caractere ¢ définies au Paragraphe
3.6, équations (3.11) et (3.12). En particulier, I'espace ’Hff est 'espace des fonctions sur
W & valeurs dans 'espace 7-% de la représentation p% vérifiant les conditions (4.1) et
(4.2).

En fait, on peut réaliser I'espace 7'% comme l’espace des fonctions ¢ sur B* telles
que

pb+a)= w(;ﬁ(b, a))w(b), be B, a € A.
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Dans ces conditions, on déduit facilement du Lemme 3.6.1 et des formules (3.13) et (3.14)
que, pour g € Kp et ¢ € H%, on a

S5(9)e(b) = m(pspp-)(9))g’ Psr N2 [A/gAN A

x>y w(;ﬂ(a,b)>gﬁ(g1(b+a)),b€B*. (4.13)

a€A/gANA

On a alors le résultat suivant (comparer avec [12, 4.3.¢]):

THEOREME 4.5.1.  Pour tout g € Kp, on a

Ta,oSE(g) = m(pspe(9))g? Psre OV2N L (g) 0 Ty .

DEMONSTRATION. Commencgons par remarquer que Hi” est I'espace des fonctions
@ définies sur W, a valeurs dans I'espace des fonctions numériques sur B*, qui vérifient
les relations

p(w)(a+b) = w(;ﬁ(b, a))gp(w)(b), weW,beB*,acA (4.14)
o(w)(b) = w(;ﬂ(b, w)>tp(w £ 0)(0), w e W, be B* (4.15)

/W S o)) dw < +oo. (4.16)

B*/A

En effet, la relation (4.14) dit simplement que ¢ est & valeurs dans 'espace HZ. Notons
f% la représentation de H(B*) relevant la représentation p% de H(b*) via le morphisme

PH(b+) et soit ¢ € Hff. Alors, il suit de la relation (4.1) satisfaite par ¢ que l'on a pour
beB*etweW

1

w4 0)0) = v 56(0.8) ) (750 0)

= (5500 (w0

qui est la relation (4.15). Enfin, la relation (4.16) dit simplement que la fonction w —

le(w)]l?
Réciproquement, supposons les relations (4.15) et (4.16) vérifiées par la fonction ¢

définie sur W et a valeurs dans I'espace 7—%. Alors, pour w € W et b,b’ € B*, on a

est de carré sommable sur W.
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I
<

(P (b)p(w)) (V) B, b)) p(w)(b+1)

50/.0) o (5004 V.0 ) etw+ 5-4)0)

Il

<
7N 7 N N
NI = N~ N

I
<

(B(V',5) + Bb + b, w) + Blw + b, b’)))so(w+b)(b’)

= o (5500 )t + )

2

qui est exactement la relation (4.1). On a alors } p. /4 lo(w)(B)]? = ||le(w)|?, w e W, si
||* est de carré sommable

bien qu’il suit de la relation (4.16) que la fonction w — |jo(w)||
sur W et que ¢ est bien un élément de Hf.

Maintenant, montrons qu’il existe une fonction ¢ € Hf telle que ¢(0) # 0. En effet,
soit ¢ € Hf un élément non nul : il existe w € W tel que ¢(w) # 0. Appliquant a ¢
lopérateur pf,(—w) on se ramene au cas ou w = 0, i.e. p(0) #£ 0.

—— B

Soit g € K. Comme (g, Sf (9)) (resp. (g,va(9)Ma(g))) est un élément de Sp(W),,
A
(resp. Sp(W),), il existe un nombre complexe 1i(g) tel que

TapoSy(g) = mg)Malg) oZap.
D’apres ce qu’on a vu plus haut et compte tenu de la relation (4.5), il existe une fonction

¢ € HJ telle que S (9)p(0) # 0. Alors, compte tenu de la définition de Vopérateur Za p
(voir le Corollaire 4.1.1) et des relations (4.15), (4.5) et (4.13), on a, pour tout b € B*,

Ia.p © 85 (9)p(b) = S5 (9)2(b)(0)

= m(psp(b*)(g))qj(Psp<b*)(g))/2[A/gA N AL

< X u(50an)e0 0+ a)
acA/gANA

= m(psp(vr)(9))g’ P50 D2 [A/gA N AT

S S0 BT R}

a€A/gANA

D’autre part, il suit de la formule (4.7) donnant 1’expression de l'opérateur M4(g), g €
Sp(W), que, pour tout b € B*,
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Malg)o Lopp(d) = [AfgAn AL Y w(§ﬂ<a,b>)zA,B¢<g—1<b+a>>
a€A/gANA

—gAna Y u(gaan))ela 0+ a)o)

a€A/gANA

d’ou le théoreme. O

Pour g € Kp, on définit I'opérateur S{Z‘ (g) dans l’espace H;z en posant

S5 (9) = m(pspe) (9)) g’ P2 2N 4 (g). (4.17)

Il est clair d’apres le Théoreme 4.5.1 et le Lemme 4.2.1 que 'application g — (g, S;j} (9))

_—_ A
est un homomorphisme de groupes de K dans Sp(W),,, scindant la suite exacte (3.7).
Rappelons que Pgp est le stabilisateur du lagrangien x pour 'action de Kp dans le
F -espace symplectique b*. On désigne par ( le caractere de Pp tel que

(4.18)

o) = <detx Pspb+)(P) ) 7

q

ol (E) désigne le symbole de Legendre relatif au corps Fy: pour tout a € F

<a> 1 siae (FY)? (419)
) -1 siad¢ (F)>2 .
On se donne une base autoduale (eq, ..., e, f1,..., fr) de W telle que B = wQOe; &
o PwOe®0epp 1B ®0e, dOf1B-- BOfret A=0e1®-- - DO, @Of1D---BOf,
et on reprend les notations des Paragraphes 2.5 et 3.6. En particulier, & partir d’ici w

désigne l'indice de Weil relatif au caractere 1/2 du corps F,. On a alors le résultat
suivant:

COROLLAIRE 4.5.1.  La représentation S;;‘ de Kp vérifie les relations suivantes qui
la déterminent entiérement:

S (p) = ¢(p)Ma(p), p € P (4.20)

l
S (cn) = (q) (1) g2 M (s5). (4.21)

DEMONSTRATION.  Remarquons tout d’abord que j(pspm+)(p)) = 0, p € Pp,
tandis que, avec les notations du Paragraphe 3.6, pg,m-)(sB) = Jip- = —7(1,...03 et
J(Pspw=)(sB)) = j(Ji,p+) = 1. 1l suit alors de la définition de la représentation Sﬁ de Kp
et des propriétés de la fonction 6 énoncées au Paragraphe 3.6 que



278 K. MAKTOUF and P. TORASSO

S5 (p) = w( dety(pspne) () "'w(1)Ma(p), p € Pp

l
S(sn) = (‘ql) ()12 M (cz).

Or, d’apres [14, Proposition A.9 (1)], on a w(a) ‘w(1) = (2), pour a € Fy. Les formules
(4.20) et (4.21) résultent de ces considérations. La Proposition 2.5.1 entraine que ces
formules déterminent entierement la représentation S;Z‘ de Kp. O

4.6. On garde les notations du paragraphe précédent. Il suit du Théoreme 4.5.1
que démontrer le Théoreme 4.2.1 revient a démontrer le

THEOREME 4.6.1.  L’application sp : g — (g,S{Z‘(g)) est un homomorphisme de
groupes de K dans le groupe métaplectique de W .

DEMONSTRATION.  Selon la Proposition 2.5.2, le groupe Kp est engendré par Pp
et Np. Or, il suit de la Proposition 4.3.1 et du Corollaire 4.5.1 que, pour tout p € Pg,
sp(p) est un élément de Mp(W). II nous reste & démontrer que, pour tout n € Np,
sp(n) € Mp(W).

OnaW =Xa®Y ou X (resp. Y) désigne le sous-espace lagrangien de W engendré
par les vecteurs ey, ...,e, (resp. fi,...,f,). Par suite, I'application ¢ —— ¢|x permet
d’identifier espace ), de la représentation p), avec L?(X,dz) et Uopérateur Ty a :
Hﬁ — HY = L*(X,dz) entrelagant les représentations p;g et pi est donné par

Iy ap(x) = /Y/Any z/)<;ﬁ(y,x)><p(x +y)dy, p € H;Z‘, z e X. (4.22)

Il est immédiat que 14, la fonction caractéristique du réseau A, est un élément de Hﬁ.
De plus, comme A = ANX @ ANY, on aZyala = lanx, olt 1ynx est la fonction
caractéristique du réseau AN X de X.

Comme N p est un sous-groupe du radical unipotent Ny du stabilisateur de Y dans
Sp(W), lequel se releve de maniére unique en un sous-groupe du groupe métaplectique
(voir le Paragraphe 3.9), pour établir notre résultat, il suffit de montrer que pour tout
n€ Npg,ona

Ty a0 S{;‘(n) =5y, (n) oIy a. (4.23)

Or, il est clair que les deux membres de 1’équation (4.23) different d’un facteur scalaire.
11 suffit donc de montrer que pour tout n € Ng, on a

Ty.a 085 (n)la= S (n)lanx. (4.24)
Mais, tout élément de N g est de la forme yp(a) avec a € M;(O) une matrice symétrique.

Soit donc a une telle matrice. Pour ce qui est du membre de droite de (4.24), il résulte
du Lemme 3.9.1 que l'on a
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Sy (yp(a))lanx (z) = ¢< — t:wa:) lanx(x), z € X. (4.25)

Explicitons le membre de gauche de (4.24). Remarquons tout d’abord que yp(a) =
§Bm3(—a)§§1 de sorte que

i (yp(a)) = Sj(sp) Sy (z5(~a)) Sy (s5")-

Or ¢y =1d, s34 € Pget ((¢3) = (_Tl)l. On en déduit que

l
52 (ys(a)La = (ql) ()2 (5(~a)) 52 (65) L. (4.26)
D’autre part

gBA:w(’)el@--~@wOel®Oel+1@~--®Oer
ow 0fid - @w '0fi®Ofit1 @& Of,

de sorte que,
§BA/A NspA = Ffl
Siu € O, on désigne par 4 son image dans Ffl et on pose u.e = uje; + - - -+ uje; et

uf=ufi+ - +wf
Comme 14 = &g, il suit du Corollaire 4.5.1 et du Lemme 4.4.1 que 1'on a

l
Si(sp)la = q /? (-(]1) W)Y bty (4.27)

4€F,

Or, si u € O, il résulte du Corollaire 4.5.1, de la Proposition 4.3.1, du Lemme 4.4.1 et
de la relation (4.9) que l'on a

S;E(xB(_a’))(swflu.f = 6IB(—a)w*1u.f

= 5—au.e+w*1u.f

= ¢< — ;ﬁ(au.e,w_lu.fo(sw—lu‘f

= w( _Z 5 tuau>5w—1u.f.

Compte tenu de (4.27), il vient
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~1\! el
Sﬁ(mB(_@))Sﬁ(gB)lA =q'? (q) w(1)™ Z w( - tuau) Oty f-

wEF!

Utilisant & nouveau le Corollaire 4.5.1, le Lemme 4.4.1, la formule (4.9), et compte tenu
de (4.26) et de la relation (_Tl) = w(1)? (voir [14, Proposition A.9 (1) et Theorem A.2
(2)]), on obtient

S4(yp(@)1a = (‘ql)lwu)—”q—l 3 w(—“k;”_ltuau)

w,0EF,

X (;ﬁ(w_lu.f, —U.@)) Ouetm—1tu.f

=q! Z ( Z (z/;( - W/\;_ltuau)z/J(w’\w_ltuv)>5w—1v,f. (4.28)

HCRl L CFL
veEF, "ueF]

Maintenant, nous allons calculer I’action de I'opérateur d’entrelacement Zy 4 sur les
fonctions 6,, v € W. Soit v € W. Ecrivons v = vx + vy avec vy € X et vy € Y.
Utilisant la formule (4.22) on voit que, si z ¢ vx + AN X, on a

IY,A(SU (x) =0

et,six €vy +ANX,

2

= ¢<;ﬂ(v, T — vx))¢<;5(vy,$)>

Ty, 404(x) = 6y(x + vy )y (15(1}% x))

On voit donc que, si v € O, on a

0 siz ¢ ANX

4.29
Y(—w M) size ANX. (4.29)

Iy,Aéw_lv,f (:U) = {

Compte tenu de la relation (4.28), il vient, pour x ¢ AN X,
IY7AS$<:UB<G/))1A($) =0

et, pour z € AN X,
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vl
Ty,aS)(yp(a)la(x) =g Y 1/)( - tuau) 3 @ o(u - )

2
IS vER,

—1/)( @ 5 txax).

Comparant avec (4.25), on voit que la relation (4.24) est vraie. Ceci achéve la
démonstration du théoreme. g

REMARQUE. (i) En utilisant les résultats de [1] et [2] et en raisonnant comme dans
la démonstration de [11, Lemma 11.1], on peut montrer que, si ¢ > 4, le groupe Kp est
parfait, i.e. égal a son sous-groupe des commutateurs. Il s’ensuit que, dans ce cas, la
suite exacte (3.7) admet un unique scindage au dessus de Kp, lequel est & valeurs dans
Mp(W).

(ii) Désormais, nous utilisons la section sp pour identifier Kp avec un sous-groupe
de Mp(W). Elle est caractérisée par le fait que la représentation S;2 osp de Kp est
donnée par la formule (4.17). Avec cette convention, la restriction de la représentation
métaplectique S$ & Kp est entierement déterminée par les formules (4.20) et (4.21).

5. Restriction de la représentation de Weil & un sous-groupe compact
maximal.

Soit B un bon réseau et I = [(B). Dans cette section, nous déterminons
la décomposition en composantes irréductibles de la restriction de la représentation
métaplectique a Kg. On reprend les notations de la section précédente.

5.1. Soit A un réseau autodual tel que wB* € B C A C B*. On réalise la
restriction de la représentation métaplectique, notée S7}, & K dans I’espace H;Z‘ par les
formules (4.20) et (4.21) du Corollaire 4.5.1.

Si € est un sous-espace de H;ZH on désigne par £ (resp. £7) le sous-espace de &
constitué des fonctions paires (resp. impaires). On sait que les sous-espaces H:Z"i sont
invariants et irréductibles sous I’action de la représentation S;Z‘ de Mp(W).

On considere les sous-espaces suivants de H;z:

£y = Céo
E,LB’O ={fe H$| Suppf Cw "A\w "B}, neN,n>1
Py ={f¢€ H$| Supp f Cw "B \w "A},neN

EE = {feH}|Supp f C o "TVB\w "B*}, n e N.

Pour n € N; soit K, le sous-groupe des éléments g € K = K4 tels que (g — 1)A C
wmA. Alors, on a Ky = K et, pour n > 1, K,, C Pg.

Soit n € N, n > 1. Le groupe quotient w~"A/A est naturellement muni d’une
structure de O,,_1-module symplectique pour la forme bilinéaire alternée [3,, définie par
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Bu(v+ Ayw+ A) = w230, w) + @O, v,w € w "A.

Il est isomorphe, via l'application v + A —— p, (@w™v), au O,_i-module symplec-
tique a, = A/w™A, défini au Paragraphe 2.7. Le groupe K agit naturellement dans
w "AJ/A = a, et cette action induit un morphisme surjectif de groupes de K sur le
groupe symplectique Sp(a,) dont le noyau est K.

Soit v € w‘"A\w‘”+1A. On désigne par Pp,, le stabilisateur dans le groupe Pp
dev+ A€ w ™A/A et par lf’B,v le sous-groupe {+Id}Pg , de Pg. 1l est clair que K,
est un sous-groupe de Pg ,. Il résulte de (4.9) et (4.10) que la fonction x5, définie sur
Pg , en posant

XBﬂJ(g) = 1/1(;5(91/,”)), g€ PB,Ua

est un caractere et que 'on a
MA(Q)(SU = XB,v(g)(Sva g€ PB,’U‘

Le caractere xp, de Pp, s'étend en les deux seuls caractéres Xﬁ , de ]5371, tels que
Xﬁ o(—Id) = £1. Enfin, on désigne par x, la restriction du caractere xp, & Kp.

LEMME 5.1.1. SoitneN, n>1.

(i) Soitv,v' € w "A\w "TTA. Alors, on a x, = X Si et seulement siv' € £v + A.
(ii) Ona

Ky, C ﬂ ker xo, € Kop—2
vel

ot C' désigne w "B\ "' A, w " A\w "B ou w "B\w "t B*.

DEMONSTRATION.  On se donne une base autoduale (e1,...,er, f1,..., fr) de W
telle que A=0e; ®--- P Oe,, ®Of1--- D Ofr. et B=wOe1 @ ---®wOe; & Oejy1 O
@0, ®O0f1 ®---®Of,.. On identifie les éléments (resp. les endomorphismes) de
W avec le vecteur colonne de leurs coordonnées (resp. leur matrice) dans cette base. Si
A est un élément de k", on pose [[A|l, = max{|\;|, |1 < i < r}, ou | |, désigne la valeur

absolue normalisée sur le corps k.
ld+w"u w"z

'y 1d+wnz) avec

Alors, les éléments de K,, sont ceux de Sp(W) s’écrivant (
u, x, Yy, z des matrices d’ordre r a coeflicients dans O et vérifiant
fr —z+w@"("zz —t2x) =0
y—"y+@"(fuy —"yu) =0 (5.1)
2+ 'u+ @"(fuz — tyx) = 0.

A

w ) avec

De méme, les éléments de w "A\w "4 sont ceux de W s’écrivant w_"(
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A € K tels que ma{ [, 1} = 1.
(i) Un calcul immédiat montre que si v = w_”( A ) est un élément de w " A\w "1 A

n
_ (Id+m"u w"z 414
et g = ( iy 1d+w7lz) est un élément de K,,, on a

(o) = 03 A+ A Dk ) ) (5:2)

A
m

w " A\w " A, on a x, = Xu, si et seulement si pour toute paire (z,z) de matrices &
coefficients dans O avec x symétrique, on a

On en déduit facilement que si v = w‘"( ) et v/ = w‘”(ij) sont deux éléments de

Xtz — TN 2N € @O
tua:u _ tu':z:u’ c wnO
Azp — "Nz € w"0.

L’assertion (i) du lemme en découle.

(i) I est immédiat que si v € w "A\w " A, Ks, C kery,. Ceci montre la
premiére inclusion de assertion (ii).

Soit m < s deux entiers naturels. Dans la suite, on écrit les vecteurs colonnes A\ € k°
(resp. les matrices a € M,(k)) sous la forme A = (i;) (resp. a = (Gil 412)) avec
A € K™ et Ay € k5T (resp. a11 € My (k), a1z € My, s—m(k), a1 € Ms_pmm(k)
et age € My_p,(k)). L’assertion suivante est immédiate: on suppose que la matrice
a € M;(O) est telle que

ta —a € @"M,(0) (5.3)
et que la forme quadratique Q,(\) = "Aa) vérifie
Qq(N) € @"O, pour tout A € O° tel que ||A1]], =1 et || A2l < 1. (5.4)

Alors, on a a € @" 2 M(O) et a1 € " M,,(0).
Soit g = (Id;nw;“ Idi;:f;z) € K,. Dapres (5.2), siv = w "\ € w "A\w "4,
on a

wlo) = (3= a,0)

avec a = ('v —#). Il suit des relations (5.1) que a est telle que ‘a — a € @" My, (O).
D’autre part, si C' est comme dans Passertion (ii) du lemme, on a @"C' = wB*\wA,
A\B ou B\wB*. Si A € k" est un vecteur colonne, on écrit A = (;\;) ot A\; € ket
A2 € k"7 Avec ces notations, on a A\B = {v = () € A|A\p € k", ||\, = 1},
B\wB* = {v = () € A|\pu € kﬂ”(f)g)”p =1,[Mlp < 1} et BNA = @ H{v =

nw
() eW I per ol =L, < LIl < 1}
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Alors, si C' est comme dans l’assertion (ii) du lemme, quitte & effectuer une per-
mutation sur les coordonnées dans k*" et pour un bon choix de lentier m < 2r, la
condition g € Nyec ker x, implique la condition (5.4). Il résulte alors de notre asser-
tion, que a € @" 2Ma,.(O) et aj; est & coefficients dans @"O. On en déduit que
Nuec ker x, C Kop—a. [l

Soit donc n € N, n > 1let v € w "A\w "t1A. 1 suit du Lemme 5.1.1 (i) que
}NDB,U est le stabilisateur dans Pp du caractere x, du sous-groupe distingué K,,. La
méthode des petits groupes de Mackey montre alors que la représentation Indgi Xﬁv
est irréductible. On en désigne par &, + 1'espace. "

On rappelle le caractére ¢ de Pg défini par les formules (4.18) et (4.19). Pour v € W,
on désigne par Cxﬁ’v le caractere de PB,U produit de ng par <|I313 Y

LEMME 5.1.2. (i) L’espace de Hilbert H;Z‘ est somme hilbertienne des sous-
espaces 5n € N, 7 =0,1,2. Le sous-espace é}fo est non nul. Les sous-espaces
Eno , nE N\{O}, et €n2 , n €N, sont non nuls si et seulement si 1 > 0. Les
espaces Sn 7, n € N sont non nuls si et seulement sz’ I<r.

(ii) Lorsqu’ils sont non nuls, les sous-espaces 563,0, 5n 0, n € N\{0}, et 5fji, n €N,
7 =1,2 sont invariants et irréductibles sous la restriction de la représentation M 4
de K a Pp. OnnoteM(fO, ME* neN n>1 etM ,nEN,jzl,Zles

n,0 7
représentations de Pp ainsi obtenues. Elles sont deux a deua: non équivalentes et

monomiales. De plus, M{P, est la représentation triviale et l'on a:

My =Tndf? X, vew "A\w "B, n €N, n>1
Mff =1In dPB Xﬁ,m veEw "B\w "A,neN

ME* = Indgg ng)v, vew "YUB\w "B*, neN.

n,1

(ili) Lorsqu’ils sont non nuls, les sous-espaces £5, €Bbi, n e N\{0}, et E2F neN,

n, n,j ’
7 = 1,2 sont invariants et irréductibles sous la restriction de la représentation
métaplectique S;;‘ a Pg. On note S(Jfo, Sgbi, neN n>1et Sfji, neN, =12
les représentations de Pp ainsi obtenues. FElles sont deux a deux mon équivalentes
et l'on a:
B
Soo=¢
Sﬁbi = Indgzv (X;U, vew "A\w "B,neN,n>1

B+ _ P + —n R\ —

Sps —Indﬁ,;v (XBo VEW "B \w "A,neN
B,+ P + —(n+1 -

Sn,l :Indf’;v CXB,W vew "t )B\w "B*, neN.

DEMONSTRATION. (i) Compte tenu des inclusions wB* C B C A C B*, il est

clair que H est somme hilbertienne des sous-espaces €5 ;»n €N, j=0,1,2. De plus,



Restriction de la représentation de Weil a un sous-groupe compact mazximal 285

ces inclusions sont strictes si 0 < [ < r tandis que wB* C B = A = B*, sil =0, et
wB*=BCACB*sil=r.

(ii) Le fait que les sous-espaces 50 05 En 5, n € N\{0}, et Efji, neN, j=1,2, sont
invariants résulte simplement de I'invariance des réseaux A, B et B* sous 'action de Pg.

Il est clair que 'action de Pg dans 553,0 est triviale. D’autre part, d’apres le Lemme
2.6.1, les orbites de Pg dans B*\wB* sont B*\ A, A\B et B\wB*. On déduit de ceci
que, pour v € w "A\w "B et n € N\{0}, (resp. v € w "B*\w "A et n € N,
v € w "DB\w "B* et n € N), l’application © »—> @ définie par @(p) = p(p~tv)
induit une bijection de ’espace Sf bi (resp. En 5, 5 ) sur l'espace &, + qui entrelace
la restriction de M 4 a Pp et la représentation Ind Pr X B

Soitn >1letw € w‘”A\w_”HA Il suit de lassertlon (ii) du Lemme 5.1.1 que
le noyau de la représentation Inng x 5., contient Ky, et est strictement contenu dans
B,v ’

Ky, _o. Par suite, si n # m sont deux entiers non nuls et siv € w*"A\w*"“A

w E w mA\w’mHA les représentations Ind Pe XB’L) et IndPB XBw ne sont pas
B W

équivalentes et distinctes de la representatlon terlale D’autre part si n est un entier
non nul, v,w € w "A\w "1 A et €, € {£}, il suit de la méthode des petits groupes
de Mackey appliquée au sous-groupe invariant K,, que les représentations Indgi . X5 €t

/ A~ ’, . . ~ .
Inng X3, D€ peuvent étre équivalentes que si v et w sont dans la méme Pg-orbite et
B,w ’

¢ = e. Il en résulte que les représentations Mg, Mfoi, neN,n>1et iji, n €N,
7 = 1,2, sont deux a deux non équivalentes.

(iii) Cette assertion est conséquence immédiate de assertion (ii) et du fait que,
d’apres le Corollaire 4.5.1, la restriction de la représentation métaplectique S;Z‘ a Pp est
égale & ( @ My py,- O

5.2.  On garde les notations du paragraphe précédent. Pour n € N, on pose

On a
&7 ={f € H}|Supp f C B*},
EP ={f e H})|Supp f C @ "(B*\B)}, n € N\{0}.

THEOREME 5.2.1. (i) Le sous-espace EP est non nul. Les sous-espaces £~ et
EBE n € N\{0}, sont non nuls si et seulement si | > 0. Les sous-espaces En T,
n € N, sont non nuls si et seulement si | < r.

(ii) Lorsqu’ils sont non nuls, les sous-espaces EBF et Sn T

et wrréductibles sous la restriction de la représentation métaplectique S$ a Kp.

n € N sont invariants

Les représentations de Kp ainsi obtenues sont deur a deux non équivalentes. La
restriction de la représentation métaplectique a Kp est sans multiplicité et somme
directe de ces représentations.
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(i) On a:

dim &y =1+ %(ql -1

dim 553’_ =

1
dimgf,:l: _ §q2rnfl(q2l _ 1), n>1

1
dim gﬁ,li _ §q2rn+l(q2(r—l) —1),n>0.

DiEMONSTRATION. (i) C’est une conséquence immédiate de ’assertion (i) du
Lemme 5.1.2.

(ii) Compte tenu du fait que K est engendré par Pg et sp, de la formule (4.21) du
Corollaire 4.5.1 et du Lemme 5.1.2, il suffit de montrer que pour tout entier naturel n,
les espaces E5 et Ef 1 sont invariants sous l'opérateur M4(sp) et qu’aucun des espaces
5fbi ne lest.

Commencons par remarquer qu’il suit du Lemme 4.4.1 que si v € W, ¢gd, est
combinaison linéaire de d,, avec w € ¢g(v + A). Soit n un entier naturel. L'espace £,
est engendré par les vecteurs 6, v € w " (w ' B\B*). L’ensemble cw™'B\B* est & la
fois K g-invariant et réunion de classes modulo A. Notre remarque montre alors que Eff 1
est invariant sous 'action de M 4(¢g), comme voulu.

Lespace EZ (resp. €F,) est engendré par les vecteurs §,, v € @ "(A\B) (resp.
v € w "(B*\A)). Or, il est clair que Kp laisse stable B*\ B et on vérifie facilement que
s(A\B) C B*\A. Ceci montre que I'espace £Z est invariant sous Paction de M4 (sp) et
qu’aucun des espaces 55 bi ne lest. Ceci acheve la démonstration de l'assertion (ii).

(iii) La multiplication des scalaires induit une action du groupe {+1} dans W/A et
on considere I'espace quotient de cette action {+£1}\W/A.

Ona &yt =Cdy @&ff et & = 6’5{, tandis qu'une base de E(fg’i est constituée
des &, £ d_,, pour v parcourant un systéme de représentants des classes de {+1}\W/A
contenues dans B*\A. On a donc dim 5£§i = ([B*/A] — 1)/2. Mais la suite exacte
0 — A/B — B*/B — B*/A — 0 montre que ¢* = [B*/B] = [A/B][B*/A]. Or,
A/B étant un lagrangien du F,-espace symplectique b* de dimension 21, on a [A/B] = ¢!
et donc [B*/A] = ¢'. D’oi la formule pour les dimensions des espaces &’ x

Soit n € N\{0}. Comme ww~"(B*\B) (resp. w "(w ! B\B*)) ne rencontre pas A,
on voit que dim £2* = ([w™"B*/A]—[w " B/A])/2 (resp. dim 5713’1i = ([~ "D B/A]—-
[@™"B*/A])/2). Or, on a [w "B*/A] = ¢*" ! et [~ "B/A] = ¢>"~!. D’ou le résultat
cherché. O

5.3.  On reprend les notations du paragraphe précédent et on désigne par SZ+
(resp. Sﬁ ’1i) la représentation de Kp induite par la représentation S;[} dans le sous-
espace E5F (resp. 557 ii) lorsque celui-ci est non nul. Nous allons utiliser les résultats
de [4] rappelés dans le Paragraphe 3.7 pour donner une description des représentations
SB.E et Sﬁ ’1i comme représentations induites.
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Etant donné z € W, on désigne par & (resp. ) la classe de  dans le O-module
quotient W/B* (resp. W/B) et on rappelle que z s’identifie a I’élément (x,0) de H(W).

LEMME 5.3.1. Soit x € W et soit n le plus petit entier naturel tel que x €
w- (DB,

1 1

i) Pour tout g € Kp(z), le commutateur g~
g
B* x w10 de H(W).
(ii) Six ¢ B*, on a Kp(z) = Kp(x)K5(Z).
(iii) Siz € w™ "t B\w "B*, on a

zgx~ " est contenu dans le sous-groupe

Pspe) (Kp(z)) = Sp(b*).
(iv) Siz e w "B*\w "B, on a
Pspoe) (KB(x)) = Sp(b”) (pp- (=" 2)).

DEMONSTRATION. (i) Si g € Kp(&), on a

g lzga! = (glx -z, ;ﬂ(%glfﬂ)) (5.5)

avec g~ tx —x € B* et

%ﬁ(x,gflx) = %ﬁ(aj —g 'z, g7 2) € BB, w "tV B) c w10,

(ii) L’inclusion Kp(x)Kz(2) C Kp(&) est claire. Soit donc g € Kp(#). Par
définition, on a gx € x + B*. D’autre part, @" !z € B et gw" T2z € @z + w" T B*.
Si w"tly ¢ wB*, lassertion (i) du Lemme 2.6.1 montre qu’il existe h € KJp tel
que hgw"tlz = w"tlx. Si @"tle € wB*, onan > 1, @"x € B*\B et gw"z €
w"r + w"B* C w"x + B, de sorte que le méme argument montre qu’il existe h € Kj
tel que hgw"x = w™z. Dans tous les cas, on a trouvé h € K tel que hgz = x et il est
alors évident que h € Kz(%).

(iii) Soit g € Sp(b*). Désignons par K3 le noyau du morphisme pg,) de Kp sur
Sp(b). 1l suit du Lemme 2.4.1 que pgyp-)(K3) = Sp(b*). 1l existe donc g € K5 tel que
Pspo+)(§) = g- Mais, par définition de K, on a g(w" ) € w" e + wB*. D’apres
l'assertion (i) du Lemme 2.6.1, il existe h € K’ tel que hgw" 'z = w" !z, On a alors
hg € Kp(x) et pspm)(hg) = pspmw+)(§) = g. D’out Iassertion (iii).

(iv) L’inclusion pgpm+)(Kp(z)) C Sp(b*)(pp-(w"x)) est claire. Soit donc g et g
des éléments respectifs de Sp(b*)(pn-(@"x)) et Kp tels que pspp+)(g) = g. On a alors
gw"z € w'xr + B. Utilisant Passertion (i) du Lemme 2.6.1, on conclut comme pour
Passertion (iii). O

Soit € W. Il suit du lemme précédent que =1 K p(&)z est un sous-groupe de Kp x
H(B*). Rappelons-nous la représentation Sgpy de Kp x H(B*) définie au Paragraphe
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4.2 par la formule (4.3). On définit alors la représentation o; du groupe Kp () en posant

o:(9) = Sg%(:tgx_l), g€ Kp(&) (5.6)

(on vérifie que la représentation o; ne dépend que de la classe & € W/B).
Supposons que z ¢ B*. 1l suit de la formule (5.5) que l'on a

o20) = o 0e70) ) Sla)sla o~ 0,00, 9 € Ki(o) (5.7

De plus, il résulte de I'assertion (ii) du Lemme 5.3.1 que la représentation o, satisfait les
relations suivantes qui la déterminent entierement:

0i(9) = Sy 7(9); 9 € Kp(x

w( Bla, h™ x) —,0)

o(gotne, x>)%< — ha,0), h € Kip(d).

—_

Dans la suite, on désigne par KB( ) le sous-groupe {+Id} Kp(Z) de Kp.

Lorsque x € B*, KB(a:) = Kp(Z) = Kp et la représentation o; de Kp est
équivalente a 55 = Sy et est réalisée dans le méme espace H@' On a —Id € Kg et
on note H% le sous-espace propre de —Id pour la valeur propre +1, lequel est invariant

par o;. On désigne par O';:t la représentation de Kp dans ce sous-espace qui en résulte,
lorsque celui-ci est non nul. On a H; = H% @Hi et donc 0; = 02' ®o, , lorsque Hi est

non nul; ceci se produit exactement lorsque [ # 0. Dans le cas contraire, on a o; = a:[.

Supposons que z ¢ B*. Dans ce cas, —Id n’appartient pas & Kp(Z). On étend

alors la représentation o; en une représentation af du groupe Kp(%) en décidant que
of(—Id) = =+Id.

THEOREME 5.3.1. (i) Sil=0, SP" est la représentation triviale.
(ii) Sil> 0, pour toutn €N, on a

SBE —d"s_ of r e (w "B*\w "B)+ B*.
Kp(2)

(iii) Sil<r, pour toutn €N, on a

Sfli = IndKB( 5 of, r e (w "YB\w "B*) + B*.
B

DEMONSTRATION.  On utilise la réalisation Sf de la représentation de Weil dans
I’espace Hf donnée au Paragraphe 4.2 et 'opérateur d’entrelacement Z4 g entre cette
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derniere et la réalisation S,f dans l’espace Hﬁ.

Si F est un sous-espace de Hf , on désigne par FT (resp. F ) le sous-espace de F
constitué des fonctions paires (resp. impaires).

Si x € W, on désigne par F; le sous-espace de ’Hf constitué des fonctions dont le
support est contenu dans Kpz, si ¢ B*, et dans B*, sinon (la définition et la notation
sont justifiées parce que, d’aprés le Lemme 2.6.1 (i), 2 + B* C Kpx, si x € W\B*).
Il est clair que les sous-espaces ]_—;t sont invariants sous ’action de la représentation
Sf restreinte & Kp. D’autre part, il suit du Lemme 2.6.1 (ii) que les Kp-orbites dans
W\B* sont les ™ ("D B*\ = ("*D B et w~ ("t B\w " B*, n € N. Comme l'opérateur
d’entrelacement Z 4 p conserve les supports et la parité, on déduit de ceci que I'on a

Tap(FE)=EP% v € B,
Tap(F)=E25 vew "B \@ "B, neN,

IA,B(]'—;t) =8t s e w ™V B\w"B*, neN.

n,1l>

Soit x € W. Désignons par g;} I’espace de la représentation IndIIzB(h)af. Alors,
BT

Papplication ¢ — ¢ définie par ¢(g) = ga(g)cp(g’lx), g € Kp, induit un isomorphisme

de Kp-modules de .7-';[ sur gj. D’ou le théoreme. O

5.4. Dans ce paragraphe nous allons mettre en relation les résultats du précédent
avec ceux du Paragraphe 3.8, dont nous reprenons les notations.

Soit n un entier naturel. Le sous-ensemble H(w~ ("tUB) = @~ +tUpB x
w172t O est un sous-groupe K p-invariant de H (W),

On désigne par HZ le sous-espace de Hf constitué des fonctions dont le support est
contenu dans o~ "+t B. En fait, HZ est I'espace des fonctions ¢ définies sur w~("+1 B
a valeurs dans I'espace Hy de la représentation de Schrodinger de type 1 du groupe de
Heisenberg H(b*), vérifiant la relation (4.1). Il est clairement invariant sous la restriction
de S7 (resp. RJ) a Kp (resp. Kp x H(w~ Y B)): on note Sf’" (resp. Rf’") la
représentation de K (resp. K x H(w™ ™tV B)) induite par cette derniere dans HZ.

Soit 9,41 le caractere primitif de Oy, 11 défini par

¢2n+1(1902n+1 (t)) = ¢(w>\¢—2(n+l)t)7 te0.

On considere le Oz, 41-module symplectique be,+1 = B/wz(”+1)B* et le sous-module
isotrope Sp(bay¢1)-invariant maximal u = w"t!' B/t B* (voir le Lemme 3.8.1).
On rappelle la représentation p,. 4, . de H (ut), inflation de la représentation de
Schrodinger P o de type 1o,11 de H(uT)

Soit p : Fy — O2,41 Papplication définie par:

:u(p]Fq (t)) = PO2py1 (w2n+1t)7 teO.

Il est immédiat que g induit un isomorphisme de F,-modules de F, sur I'idéal minimal
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w210 /w?" DO, De plus, on a

Yant1 0 p = 1. (5.8)
L’application p, : H(b*) — H(ul) définie par:
M*(pb* (ﬁ)ﬂt) = (pb2n+1 (wn+1x)vﬂ(t))v T e B*7 te ]Fq7 (5'9>

est un morphisme injectif de groupes. Il suit de la relation (5.8) que la représentation
PuT gy © M est la représentation de Schrodinger de type ¢ de H(b*). On peut donc
supposer que H@ est également l'espace de la représentation p banis et écrire alors

pE = puT,wan © [ (510)

Par suite, la représentation de Weil S@ de type ¢ de Sp(b*) est également une

représentation de Weil de type ¥s9,+1 de Sp(uT-). On choisit alors pour représentation
de Weil de type t¥o,41 de Sp(bapt1) relative au morphisme ry : Sp(bapt1) — Sp(ut)
la représentation o = SE oTy.

On note H,, 'espace de la représentation

u,o __ Sp(ban41)X H(bani1)
RY = Indsp(b;:l)xH(ui;’ TPuL iy - (5.11)

La restriction S™7 de la représentation R™? & Sp(ba,+1) est une représentation de Weil
de type ¥opn1.

11 suit de la relation (3.15) que 'espace de la représentation R™“ s’identifie, via
lapplication de restriction au sous-ensemble by, 1 du sous-groupe H(ba,+1) du produit
semi-direct Sp(ban+1) X H (ban+1), & l'espace des fonctions ¢ définies sur ba,, 1, & valeurs
dans ’espace Hg de la représentation p,1 y, ., qui vérifient la relation

1
010 = Vi1 S (00) ) P (0000). 2 € D, wE L (612)

L’application p : Kp x H(w™ ™Y B) — Sp(ba,11) X H(ba, ;1) définie par:

n+1$) wQ(n—i—l)—)\t)),

p(g(x7t)) = pSp(b2n+1)(g)(pb2n+1(w ’p02n+1(

g€ Kp, (z,t) € H(w™ ™Y B), est un morphisme surjectif de groupes.

LEMME 5.4.1. (i) Si ¢ est un élément de H,, lapplication P définie sur
w~ DB par

0P (2) = Py (@"H2)), 2 € w~ TV B,

est un élément de HB.
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(ii) L’application ¢ +— P est un isomorphisme de M, sur HE qui entrelace les
représentations S™7 0 Psp(by,,,) €t Sf’" de Kp.

(iii) Soit = € w "tUB et ¢ € H,. Alors dire que le support de p® est contenu
dans Kpx est équivalent a dire que le support de ¢ est contenu dans l'orbite de
Phanis (@™ 2) modulo ut sous Uaction de Sp(bap+1).

DEMONSTRATION. (i) Soit ¢ € H,,. Soit # € w~ "+t B et b € B*. Alors, on a
o (@ +b) = P(Pbyss (@ (2 +D)))
= G011 3 P (" 10). s (10
X Puspan 1 (Poan s (@ 710))e" (2)

R O C ) ) PR R ) P
= v o (pe, (#5500)) b 010l 0 2)
=51, (#73500.0)) ) ptone 0 @)

= o (50.0) )00 ).

montrant que P satisfait la relation (4.1).

(ii) 11 est clair que I'application ¢ — ¢® est injective. Réciproquement, soit ¢ € HZ.
La relation (4.1) satisfaite par ¢, montre qu’il existe une unique fonction ¢" définie sur
bon+1 et a valeurs dans HE telle que

¢U(pb2nﬂ(wn+1m)) =p(z), z € ()

et que cette fonction satisfait la relation (5.12). Ceci montre que 'application ¢ — ¢? est
bien une bijection linéaire de H,, sur HZ. Le fait que ce soit un opérateur d’entrelacement
est facile et est laissé au lecteur.

(iii) est clair. O

Il suit de Dassertion (iii) du lemme précédent que, pour tout = € w~ ("t B,

I'application ¢ +— ¢® induit un isomorphisme entre les représentations S;i (wn+ig) ©
2n+41 e

DSp(bonyq) € S;-Jt de Kp. En particulier, la décomposition en irréductibles de la restriction
a Kp de la représentation de Weil de Sp(W) se ramene a la décomposition en irréductibles
des représentations de Weil des groupes symplectiques Sp(bay,+1) sur 'anneau local fini
Oap+1, démontrée dans le Théoreme 3.8.1.

REMARQUE. La décomposition en irréductibles de la restriction a Kg de la
représentation de Weil a été obtenue par D. Prasad dans [13] dans le cas o B = B*, i.e.
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Kp est le compact maximal standard. Dans [4] G. Cliff, D. McNeilly et F. Szechtman
remarquent que leurs résultats concernant la représentation de Weil de Sp(WV) lorsque
W est un module symplectique libre sur un anneau fini local et principal, permettent
d’obtenir la décomposition en irréductibles de la restriction & Kp de la représentation
de Weil également lorsque B = wB*, i.e. Kp n’est pas dans la classe de conjugai-
son du compact maximal standard, mais lui est conjugué par le groupe des similitudes

symplectiques.
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