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1. Majoration du r\’esidu au point 1 des fonctions z\^eta des corps de nombres
totalement r\’eels.

Le r\’esultat suivant am\’eliore notablement [Sun, Lemma 2.1]. C’est par soucis de
concision et parce que nous n’envisageons de ne l’utiliser que sous cette hypoth\‘ese que
nous supposons $K$ totalement r\’eel.

TH\’EOREME 1. Soit $K$ un corps de nombres totalement r\’eel de degr\’e $n\geq 2,$ de
discriminant $d_{K}$ , & r\’egulateur $R_{K},$ de nombre & classes d’id\’eaux $h_{K}$ et de r\’esidu au point
1 de sa fonction z\^eta de Dedekind not\’e ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ . Alors, $d_{K}^{1/n}\geq e$ pour $K\neq Q(\sqrt{5})$ , et

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq(\frac{e\log d_{K}}{2(n-1)})^{n-1}$ et $h_{K}R_{K} \leq\sqrt{d_{K}}(\frac{e\log d_{K}}{4(n-1)})^{n-1}$

PREUVE. La minoration $d_{K}^{1/n}\geq e$ pour $K\neq Q(\sqrt{5})$ d\’ecoule des r\’esultats de [Odl].
Nous posons

so $=1+ \frac{2n-2}{\log d_{K}}$

et remarquons que nous avons donc $1<s_{0}\leq 3$ . Soit $s>1$ . D’apr\‘es [Lan, preuve du
Th. 4, page 261], nous avons

$s(s-1)d_{K}^{(s-1)/2}\Gamma^{n}(s/2)\pi^{-ns/2}\zeta_{K}(s)\geq{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ .

Puisque $\zeta_{K}(s)\leq(\zeta(s))^{n}\leq(s/(s-1))^{n}$ , nous avons:

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq\frac{d_{K}^{(s-1)/2}}{(s-1)^{n-1}}f_{n}(s)$ avec $f_{n}(s)=s^{n+1}\pi^{-ns/2}\Gamma^{n}(s/2)$ .

Nous remarquons que le premier terme de cette majoration est minimal pour $s=s_{0}$ et
qu’il est alors \’egal au majorant de ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ donn\’e \‘a ce Th\’eor\‘eme 1. Nous majorons
donc maintenant $f_{n}(s_{0})$ par 1. Pour cela, nous notons $\gamma=0.577\ldots$ la constante d’Euler
et remarquons que le produit infini de la fonction $\Gamma$ donne

$\frac{2s}{n}\frac{f_{n}’}{f_{n}}(s)=\frac{2}{n}-s(\log\pi+\gamma)+\sum_{k\geq 1}(\frac{s}{k}-\frac{s}{k+(s/2)})def=g_{n}(s)$ .
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Maintenant, il est facile de voir que l’on a $g_{n}(s)\leq 0$ pour $1<s\leq 3$ , ce qui avec
$1<s_{0}\leq 3$ implique $f_{n}(s_{0})\leq f_{n}(1)=1$ comme souhait\’e. En effet, on a

$g_{n}’(s)=-( \log\pi+\gamma)+\sum_{k\geq 1}(\frac{1}{k}-\frac{k}{(k+(s/2))^{2}})$ ,

de sorte que $g_{n}’$ est une fonction croissante $sur$ ] $0,$ $+\infty$ [, et que $g_{n}$ est donc convexe sur cet
intervalle ] $0,$ $+\infty$ [. Mais alors, pour $1<s\leq 3$ et $n\geq 2$ , nous avons donc

$g_{n}(s) \leq\max(g_{n}(1), g_{n}(3))=\max(\frac{2}{n}+2-(\log(4\pi)+\gamma),\frac{2}{n}+8-3(\log(4\pi)+\gamma))<0$ . $\bullet$

De telles majorations de r\’esidus permettent d’abord d’obtenir des minorations
explicites sur les nombres de classes des corps \‘a multiplication complexe, puis ensuite
d’en d\’eduire des majorations explicites des discriminants des corps \‘a multiplication
complexe de nombre de classes d’id\’eaux donn\’e. Par exemple, on obtient ainsi de
bonnes minorations des nombres de classes relatifs des corps \‘a multiplication complexe
galoisiens de groupe de Galois $G$ un groupe dicyclique d’ordre $4p$ avec $p$ premier
impair (de pr\’esentation par g\’en\’erateurs et relations $G=\langle a,$ $b;a^{2p}=1,$ $a^{p}=b^{2}$ ,
$b^{-1}ab=a^{-1}\rangle)$ . Nous remarquons \’egalement qu’un corps \‘a multiplication complexe,
non-ab\’elien, galoisien, de degr\’e $4p$ avec $p$ un nombre premier impair est ou bien de
groupe de Galois ce groupe dicyclique d’ordre $4p$ , auquel cas il n’est jamais de nombre
de classes d’id\’eaux \’egal \‘a 1 (voir [L-O-O]), ou bien de groupe de Galois le groupe
di\’edral d’ordre $4p$ . Nous verrons au demier paragraphe de cet article que de meilleures
majorations du r\’esidu des fonctions z\^eta de corps de nombres totalement r\’eels per-
mettent de d\’eterminer les corps \‘a multiplication complexe, di\’edraux de degr\’e 12, et de
nombres de classes d’id\’eaux \’egaux \‘a 1.

2. Notations.

Soit $E$ un corps de nombres de degr\’e $n$ , de valeur absolue de discriminant $d_{E}$ , et
soient $r_{1}$ le nombre de plongements r\’eels de $E$ , et $2r_{2}$ le nombre de plongements
complexes deux \‘a deux conjugu\’es de $E$ , de sorte que $n=r_{1}+2r_{2}$ . Nous posons

$A_{E}= \frac{\sqrt{d_{E}}}{2^{r_{2}}\pi^{n/2}}$ , $\Gamma_{E}(s)=\Gamma^{r_{1}}(s/2)\Gamma^{r_{2}}(s)$ , et $F_{E}(s)=A_{E}^{s}\Gamma_{E}(s)\zeta_{E}(s)$ .

Notez que $F_{E}$ v\’erifie $F_{E}(1-s)=F_{E}(s)$ et est m\’eromorphe dans tout le plan complexe,
avec deux p\^oles, simples, en $s=0$ et $s=1$ . Nous posons finalement

$\lambda_{E}$ = ${\rm Res}_{s=1}$
&f

$(F_{E})= \frac{\sqrt{d_{E}}}{(2\pi)^{r_{2}}}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{E})$ et $\mu_{E}$ &=f $\lim_{s\backslash 1}\{\frac{1}{\lambda_{E}}F_{E}(s)-(\frac{1}{s-1}-\frac{1}{s})\}$ .

D’\‘ou

(1) $(s-1)F_{E}(s)=\lambda_{E}(1+(\mu_{E}-1)(s-1)+O((s-1)^{2}))$ .
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LEMME 2. Soit $\gamma=0.577215664\ldots$ la constante d’Euler. Si $Q$ d\’esigne le corps des
rationnels, alors $\mu_{Q}=(2+\gamma-\log(4\pi))/2\approx$ 0.023. . . Si $k$ d\’esigne un corps quadratique et
si $L_{k}$ d\’esigne la fonction $L$ associ\’ee au caract\‘ere $du$ corps quadratique $k$ , donc telle que
$\zeta_{k}(s)=\zeta(s)L_{k}(s)$ , alors

$\mu_{k}=1+\frac{L_{k}’}{L_{k}}(1)+\{$

$\log(\sqrt{d_{k}}/2\pi)$ si $k$ est imaginaire,

$\log(\sqrt{d_{k}}/4\pi)$ si $k$ est r\’eel.

PREUVE. Remarquer que $\mu_{k}=1+\log(A_{k})+(\Gamma_{k^{J}}/\Gamma_{k})(1)+(L_{k}’/L_{k})(1)+\gamma$ et utiliser
$(\Gamma’/\Gamma)(1)=-\gamma$ , et $(\Gamma’/\Gamma)(1/2)=-\gamma-\log 4$ et $\zeta(s)=\frac{1}{s-1}+\gamma+O(s-1)$ . $\bullet$

3. Majoration au point 1 de certaines s\’eries de Dirichlet: le Th\’eor\‘eme principal.

Soit $k$ un corps de nombres. Dans toute la suite, $\Phi$ d\’esignera une fonction
holomorphe dans tout le plan complexe admettant pour $R(s)>1$ un d\’eveloppement en
s\’erie de Dirichlet

$\Phi(s)=\sum_{n\geq 1}\phi_{n}n^{-s}$ ,

o\‘u les $\phi_{n}$ sont suppos\’es v\’erifier $|\phi_{n}|\leq z_{n}$ lorsque les $z_{n}$ sont d\’efinis par

$\zeta_{k}(s)=\sum_{n\geq 1}z_{n}n^{-s}$ .

Nous supposons, de plus, qu’il existe $A_{\Phi}>0$ et $W_{\Phi}$ un nombre complexe de module 1
tels que

$F(s, \Phi)=A_{\Phi}^{s}\Gamma_{k}(s)\Phi(s)$

v\’erifie $W_{\Phi}F(s,\tilde{\Phi})=F(1-s, \Phi)$ o\‘u $\tilde{\Phi}(s)=\overline{\Phi(\overline{s})}$, de sorte que $\tilde{\Phi}(s)=\sum_{n\geq 1}\overline{\phi}_{n}n^{-S}$ pour
$\mathfrak{R}(s)>1$ . Nous posons $f_{\Phi}=A_{\Phi}/A_{k}$ . Nous remarquons que $\Phi$ satisfait ces hypoth\‘eses
d\‘es lors que $\Phi(s)=L(s,\chi, K/k)$ est une s\’erie $L$ ab\’elienne attach\’ee \‘a un caract\‘ere d’Artin
$\chi\neq 1$ d’une extension ab\’elienne $K/k$ non ramifi\’ee aux places infinies. Nous en d\’eduirons
aux Corollaires $5C$ et $5D$ des majorations du quotient ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})/{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})$ lorsque
$K/k$ est une telle extension ab\’elienne. Nous donnerons \’egalement aux Corollaires $5E$ et
$5F$ des exemples de majorations de ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})$ pour $K$ un corps totalement r\’eel non
ab\’elien (en fait non galoisien) sur le corps des rationnels. Nous verrons au cours de la
preuve du Th\’eor\‘eme 3 ci-dessous qu’il est essentiel de supposer que la fonction $\Phi$ v\’erifie

une \’equation fonctionnelle dans laquelle intervient comme produit de fonctions Gamma
le facteur $\Gamma_{k}$ . Cela nous emp\^eche donc d’appliquer directement cette m\’ethode \‘a la
majoration de $|L(1,\chi)|$ (en choisissant $k=Q$ ) lorsque $\chi$ d\’esigne un caract\‘ere de Dirichlet
impair (puisqu’alors $\Gamma_{k}(s)=\Gamma(s/2)$ alors que le facteur Gamma intervenant dans
l’\’equation fonctionnelle de $L(s,\chi)$ est $\Gamma(s))$ . Nous \’enongons et prouvons maintenant le
r\’esultat principal de cet article.
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TH\’EOR\‘EME 3. Soit $\Phi$ v\’erifiant les propriet\’es pr\’ec\’edentes. Nous avons alors

$| \Phi(1)|\leq(1-\frac{1}{f_{\Phi}})\log f_{\Phi}+(1+\frac{1}{f_{\Phi}})\mu_{k}$

$et$

$|\Phi(1)|\leq\{$

${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})(\log f_{\Phi}+2\mu_{k})$ si $f_{\Phi}\geq 1$ ,

${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})(\log f_{\Phi}+\mu_{k})$ si $f_{\Phi}\geq e^{\mu_{k}}$ ,

$\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})$ si $f_{\Phi}=1$ .

PREUVE. Pour $x>0$ et $c>0$ , nous posons

$H_{k}(x)= \frac{1}{2\pi i}\int_{c-i\infty}^{c+i\infty}\Gamma_{k}(s)x^{-s}ds$ ,

qui est \‘a valeurs positives et d\’ecroissance rapide (proc\’eder par r\’ecurrence sur $r_{1}+r_{2}$ ).

Nous posons ensuite

$S(x, \Phi)=\sum_{n\geq 1}\phi_{n}H_{k}(\frac{nx}{A_{\Phi}})=\frac{1}{2\pi i}\int_{c-i\infty}^{c+i\infty}F(s, \Phi)x^{-s}ds$ $(c>1)$

et

$S_{k}(x)= \sum_{n\geq 1}z_{n}H_{k}(\frac{nx}{A_{k}})=\frac{1}{2\pi i}\int_{c-i\infty}^{c+i\infty}F_{k}(s)x^{-s}ds$ $(c>1)$ .

Notons que $S_{k}(x)\geq 0$ pour $x>0$ , et que

(2) $S_{Q}(x)=2 \sum_{n\geq 1}e^{-\pi n^{2}x^{2}}$

Par consid\’eration des p\^oles $s=0$ et $s=1$ et de leurs residus pour le cas de
l’int\’egration de la fonction m\’eromor,nhe $F_{k}$ , par d\’eplacement de cette droite verticale
d’int\’egration $\mathfrak{R}(s)=c$ vers la gauche en $\mathfrak{R}(s)=1-C$ et par utilisation des \’equations

fonctionnelles satisfaites par ces fonctions $F(. , \Phi)$ et $F_{k}$ , nous obtenons les \’equations

fonctionnelles suivantes satisfaites par $S_{k}$ et $S(. , \Phi)$ :

(3) $S_{k}(x)= \frac{1}{X}S_{k}(- -\lambda_{k}+\frac{\lambda_{k}}{X}.$

et
$S(x, \Phi)=\frac{W_{\Phi}}{X}S(\frac{1}{X},\tilde{\Phi})$

D’apr\‘es la formule d’inversion de Mellin, nous avons alors

(4a) $F(s, \Phi)=\int_{0}^{\infty}S(x, \Phi)x^{s}\frac{dx}{X}=\int_{1}^{\infty}S(x, \Phi)xi^{-1}dx+\int_{1}^{\infty}W_{\Phi}S(x,\tilde{\Phi})x^{-s}dx$

et

(4b) $F_{k}(s)= \int_{1}^{\infty}S_{k}(x)1^{-1}dx+\int_{1}^{\infty}S_{k}(x)x^{-s}dx+\lambda_{k}(\frac{1}{s-1}-\frac{1}{s})$ .
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Posons

(5) $I_{k}(f)= \int_{1}^{\infty}S_{k}(x/f)dx+\int_{1}^{\infty}S_{k}(x/f)\frac{dx}{X}$ $(f>0)$ .

D’apr\‘es (4b), (5) et la d\’efinition de $\mu_{k}$ , nous avons $I_{k}(1)=\lambda_{k\mu_{k}}$ . Vu les hypoth\‘eses
faites sur les coefficients du d\’eveloppement en s\’erie de Dirichlet de la fonction $\Phi$ , nous
avons $|S(x, \Phi)|\leq S_{k}(x/f_{\Phi})$ et $|W_{\Phi}S(x,\tilde{\Phi})|\leq S_{k}(x/f_{\Phi})$ , avec $f_{\Phi}=A_{\Phi}/A_{k}$ , de sorte que
(4a) et (5) donnent $|F(1, \Phi)|\leq I_{k}(f_{\Phi})$ . Nous avons de plus

$| \Phi(1)|=|\frac{{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})}{\lambda_{k}}\frac{F(1,\Phi)}{f_{\Phi}}|\leq{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\frac{I_{k}(f_{\Phi})}{\lambda_{k}f_{\Phi}}$ .

Le Lemme suivant permet alors de terminer la preuve de ce Th\’eor\‘eme 3. $\bullet$

LEMME 4. Posons

$R_{k}(f)= \int_{f}^{\infty}S_{k}(x)dx+f\int_{f}^{\infty}S_{k}(x)\frac{dx}{X}\leq 2\int_{f}^{\infty}S_{k}(x)dx$ ,

de sorte que $R_{k}(f)\geq 0$ , que $R_{k}(f)$ tend vers $0$ lorsque $f$ tend vers l’infini et que
$R_{k}(1)=I_{k}(1)$ . Nous avons alors

$\frac{I_{k}(f)}{\lambda_{k}f}=\log f+\mu_{k}+\frac{\mu_{k}-\log f}{f}-\frac{1}{\lambda_{k}f}R_{k}(f)$ ,

qui pour $f=1$ s’\’ecrit

$\frac{I_{k}(f)}{\lambda_{k}f}=\mu_{k}$ .

PREUVE. En utilisant (3) nous obtenons

$I_{k}(f)=f \int_{1/f}^{\infty}S_{k}(x)dx+\int_{1/f}^{\infty}S_{k}(x)\frac{dx}{X}$

$=f \int_{1}^{\infty}S_{k}(x)d\kappa+\int_{1}^{\infty}S_{k}(x)\frac{dx}{X}+f\int_{1}^{f}S_{k}(1/x)\frac{dx}{x^{2}}+\int_{1}^{f}S_{k}(1/x)\frac{dx}{X}$

$=f \int_{1}^{\infty}S_{k}(x)dx+\int_{1}^{\infty}S_{k}(x)\frac{dx}{X}+f\int_{1}^{f}S_{k}(x)\frac{d\kappa}{X}+\int_{1}^{f}S_{k}(x)dx+\lambda_{k}(f-1)\log f$

$=(f+1)I_{k}(1)-R_{k}(f)+\lambda_{k}(f-1)\log f$ $\bullet$

4. Corollaires au Th\’eor\‘eme principal.

Ce Th\’eor\‘eme 3 peut premi\‘erement s’appliquer au choix $k$ \’egal au corps $Q$ des
nombres rationnels et $\Phi$ \’egale \‘a une fonction $L$ attach\’ee \‘a un caract\‘ere $\chi$ de Dirichlet
pair et primitif modulo $f_{\chi}$ , fonction $\Phi$ pour laquelle $f_{\Phi}=\sqrt{f_{\chi}}$ . Nous l’avions fait dans
[Lou 1], et cela conduit au premier r\’esultat du corollaire ci-dessous en remarquant que

$f_{\chi}\geq 2$ implique $f_{\Phi}=\sqrt{f_{\chi}}\geq e^{\mu Q}$ . Mais alors, en majorant la moyenne g\’eom\’etrique des
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$n-1$ valeurs $|L(1,\chi)|$ par leur moyenne arithm\’etique et par utilisation de la formule du
conducteur-discriminant, nous obtenons le second r\’esultat de ce corollaire amendant
notablement celui du Th\’eor\‘eme 1:

COROLLAIRE $5A$ .
(a). Si $\chi$ est un caract\‘ere de Dirichlet pair et primitif modulo $f_{\chi}\geq 2$ , alors

$|L(1, \chi)|\leq\frac{1}{2}\log f_{\chi}+\mu_{Q}$ .

(b). Si $K$ est un corps r\’eel ab\’elien de degr\’e $n\geq 2$ , alors

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq(\frac{\log d_{K}}{2(n-1)}+\mu_{Q})^{n-1}$

Ce Th\’eoreme 3 peut deuxi\‘emement \^etre appliqu\’e \‘a la majoration de ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})$

lorsque $K/k$ est une extension quadratique d’un corps quadratique $k$ , en supposant de
plus $K$ totalement r\’eel lorsque $k$ est quadratique r\’eel. En effet, nous prenons alors
$\Phi=\zeta_{K}/\zeta_{k}$ et $f_{\Phi}=\sqrt{d_{K}/d_{k}^{2}}$ et remarquons que $\Phi(1)={\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})/{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})$ . On
retrouverait ainsi de mani\‘ere bien plus satisfaisante certains des r\’esultats de [Lou 2] et
[Lou 3]. Des illustrations de ce choix sont donn\’ees au Corollaire $5B$ ci-dessous, et au
Corollaire $6A$ .

COROLLAIRE $5B$ . Soit $k$ un corps quadratique fix\’e. Soient $k_{1}$ et $k_{2}$ deux corps
quadratiques, non tous deux imaginaires, de conducteurs et caract\‘eres respectifs $f_{1},$

$\chi_{1}$ , et
$f_{2},$

$\chi_{2}$ tels que $k=Q(\sqrt{\chi_{1}\chi_{2}(-1)f_{1}f_{2}})$ . Alors, $L(1,\chi_{1})L(1,\chi_{2})=O_{k}(\log(f_{1}f_{2}))$ o\‘u les
constantes intervenant dans ce $O_{k}$ ne d\’ependent que de $k$ .

Notons que si $\chi$ d\’esigne un caract\‘ere de Dirichlet primitif modulo $f$ , alors on a
$|L(1,\chi)|=O(\log f)$ (Corollaire $5A$). Ce Corollaire $5B$ montre que l’on peut esp\’erer
mieux qu’un tel r\’esultat. Nous d\’eduisons \’egalement du Th\’eor\‘eme 3 le r\’esultat suivant
qui apporte un amendement au Th\’eor\‘eme 1 du m\^eme ordre que celui que lui apportait
ce Corollaire $5A$ .

COROLLAIRE $5C$ . Soit $k$ un corps quadratique r\’eel fix\’e. Alors, il existe une con-
stante $v_{k}$ ne d\’ependant que de $k$ telle que quel que soit $K$ totalement r\’eel qui soit une
extension ab\’elienne de $k$ de degr\’e relatif $n=[K:k]$ nous ayons

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq(\frac{\log d_{K}}{2(2n-1)}+v_{k})^{2n-1}$

PREUVE. On sait que

$\zeta_{K}(s)=\zeta_{k}(s)\prod_{\chi\neq 1}L(s,\chi)$

o\‘u $\chi$ parcourt les caract\‘eres de degr\’e un du groupe de Galois ab\’elien $Ga1(K/k)$ . D’o\‘u

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})={\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\prod_{\chi\neq 1}|L(1,\chi)|$
.
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Chacune de ces fonction $s\mapsto L(s,\chi)=\Phi(s)$ est enti\‘ere et v\’erifie les hypoth\‘eses sous
lesquelles on peut appliquer le Th\’eor\‘eme 3 (car $\phi_{n}=\sum_{I}\chi(I)$ et $z_{n}= \sum_{I}1$ o\‘u ces
sommations portent sur les id\’eaux entiers $I$ de norme $\eta$ du corps $k$), et ce avec $f_{\Phi}=\sqrt{f_{\chi}}$

o\‘u $f_{x^{=}}^{def}N_{k/Q}(\mathscr{F}_{\chi})$ avec $\mathscr{F}_{\chi}$ d\’esignant le conducteur de $\chi$ , qui est un id\’eal de $k$ (voir
[Coh] $)$ . Le Th\’eor\‘eme 3 majore donc chaque $|L(1,\chi)|$ par ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})(1/2)\log f_{\chi}\neq 2\mu_{k})$ ,
et le Corollaire $5A$ majore ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})$ par (1/2) $\log d_{k}+\mu_{Q}$ . Puisque

$\prod_{\chi\neq 1}f_{\chi}=\prod_{\chi\neq 1}N_{k/Q}(\mathscr{F}_{\chi})=d_{K}/d_{k}^{n}$

(voir par exemple [Hei, page 218]), la concavit\’e de la fonction logarithme, i.e.

$A^{n}B_{1}B_{2}\ldots B_{n-1}\leq((nA+B_{1}+B_{2}+\cdots+B_{n-1})/(2n-1))^{2n-1}$ ,

donne le r\’esultat d\’esir\’e en prenant pour $v_{k}$ un majorant des

$\frac{n\mu_{Q}+2(n-1)\mu_{k}}{2n-1}$ $n\geq 2$ . $\bullet$

De plus, cette preuve conduit au r\’esultat suivant:

COROLLAIRE $5D$ . Soit $K/k$ une extension ab\’elienne non ramifi\’ee aux places infinies,
soit $n=[K:k]$ et soit $d_{K/k}=d_{K}/d_{k}^{n}$ la norme $du$ discriminant relatif de l’extension
$K/k$ . Alors,

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq({\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k}))^{n}(\frac{\log d_{K/k}}{2(n-1)}+2\mu_{k})^{n-1}$

Si $K/k$ est de plus non ramifi\’ee aux places finies, alors

${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{K})\leq({\rm Res}_{\subset 1}(\zeta_{k}))^{n}\mu_{k}^{n-1}$ .

COROLLAIRE $5E$ . (voir [Bar-Lou]) Soient $p\geq 3$ un nombre premier impair fix\’e,
$\zeta_{p}=\exp(2\pi i/p)$ et $k=Q(\zeta_{p})$ et $K=Q(\sqrt{m})$ (avec $m\geq 2$ n’\’etant pas une puissance
$p$-i\‘eme). Alors,

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq\frac{1}{2}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})(\log(d_{K}/d_{k})+c_{k})=O_{p}(\log d_{K})$ ,

o\‘u $c_{k}=4\mu_{k}$ , et m\^eme $c_{k}=2\mu_{k}$ pour $d_{K}\geq e^{2\mu_{k}}$ .

PREUVE. Si $N=Q(\zeta_{p}, \sqrt{m})$ , alors $N/k$ est cyclique de degr\’e $p$ , les caract\‘eres non
triviaux $\chi$ de l’extension $N/k$ sont donc de m\^eme conducteur $\mathscr{F}_{\chi}=\mathscr{F}_{N/k}$ , et en posant
$f_{N/k}=N_{k/Q}(\mathscr{F}_{\chi})$ on a $f_{N/k}^{p-1}=d_{N}/d_{k}^{p}$ . La factorisation $\zeta_{N}/\zeta_{k}=(\zeta_{K}/\zeta)^{p-1}$ donne
$d_{N}/d_{k}=d_{K}^{p-1}$ , soit $f_{N/k}=d_{K}/d_{k}$ (voir [Bar-Lou, Corollaire 6]). D’o\‘u

$({\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K}))^{p-1}=\frac{{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{N})}{{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})}=\prod_{\chi\neq 1}|L(1,\chi)|$

$\leq\prod_{\chi\neq 1}\frac{1}{2}(\log f_{N/k}+c_{k})=\frac{1}{2^{p-1}}(\log(d_{K}/d_{k})+c_{k})^{p-1}$
$\bullet$
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COROLLAIRE $5F$ . Soit $K$ un corps cubique totalement r\’eel et non galoisien. Soit $L$ le
sous-corps quadratique r\’eel de la cl\^oture normale $N$ de $K,$ de sorte que $N/Q$ est di\’edrale
de degr\’e 6. Alors,

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq\frac{1}{2}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{L})(\log(d_{K}/d_{L})+c_{L})$ ,

avec $c_{L}=4\mu_{L}$ , et m\^eme $c_{L}=2\mu_{L}$ pour $d_{K}\geq d_{L}e^{2\mu_{L}}$ .

PREUVE. Similaire \‘a la pr\’ec\’edente en utilisant $\zeta_{N}/\zeta_{L}=(\zeta_{K}/\zeta)^{2}$ (voir [Hei,
p. 227]). $\bullet$

5. Majoration de $\mu_{k}$ pour $k$ un corps quadratique r\’eel.

Notons que le r\’esultat suivant est (grosso modo trois fois) plus fort que celui que
l’on d\’eduirait de l’expression de $\mu_{k}$ donn\’ee au Lemme 2 et de l’existence de constantes
$c_{1}$ et $c_{2}$ telles que l’on ait les majorations $L_{k}(1)={\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\leq(1/2)\log d_{k}+c_{1}$ et
$L_{k}’(1)\leq(1/8)(\log d_{k}+c_{2})^{2}$ , cette seconde majoration se prouvant de la m\^eme faqon que
cette premi\‘ere majoration est prouv\’ee dans [Nar, Lemma 8, page 336].

PROPOSITION 6. Soit $k$ un corps quadratique reel. Alors,

$\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\leq\frac{1}{8}\log^{2}d_{k}$ .

PREUVE. Posons

$F(s)=F_{Q}(s)-( \frac{1}{s-1}-\frac{1}{s})=\int_{1}^{\infty}S_{Q}(x)(x^{s-1}+x^{-s})dx$ ,

$G(s)=F(s, L_{k})= \frac{F_{k}}{F_{Q}}(s)=\frac{\lambda_{k}}{\lambda_{Q}}(1+(\mu_{k}-\mu_{Q})(s-1)+O((s-1)^{2}))$

(utiliser (1) pour $F_{k}$ et $F_{Q}$ ), et posons finalement $f=\sqrt{d_{k}}$ . Nous avons donc

(6) $\frac{G’(1)}{fL_{k}(1)}=\frac{G’}{G}(1)=\mu_{k}-\mu_{Q}$ ,

(7a) $\int_{1}^{\infty}(x+1)S_{Q}(x)\frac{d\kappa}{X}=F(1)=\lambda_{Q\mu_{Q}}=\mu_{Q}=\frac{2+\gamma-\log(4\pi)}{2}=0.0230957\cdots$ ,

et par utilisation du logiciel Maple pour obtenir le d\’eveloppement de Taylor l’ordre 1 de
$F$ nous obtenons

(7b) $\int_{1}^{\infty}(x-1)S_{Q}(x)\frac{\log x}{X}dx=F’(1)=0.000248\cdots$

(on peut \’evidemment donner une formule explicite pour $F’(1)$ , mais elle trop longue et
sans int\’er\^et pour \^etre copi\’ee ici). La majoration $|S_{k}(x)|\leq S_{Q}(x/f)$ et la d\’erivation de
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(4a) donnent $|G’(1)|\leq J(f)$ o\‘u

(8) $J(f)= \ f\int_{1}^{\infty}(x+1)S_{Q}(x/f)\frac{\log x}{X}dx$ .

Notons que (6), (7a), (8), le Corollaire $5A(a),$ $\mu_{Q}=F(1)$ et $f^{2}=d_{k}$ impliquent

(9) $f\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})=G’(1)+f\mu_{Q}L_{k}(1)$

$\leq J(f)+jF(1)(\log f+F(1))$

$=J(f)+(f\log f)F(1)+J^{F^{2}}(1)$

Reste maintenant a majorer $J(f)$ en fonction de $f$ . Rappelons que $S_{Q}$ v\’erifie
l’\’equation fonctionnelle $S_{Q}(1/x)=xS_{Q}(x)+x-1$ (d’apr\‘es (3) et en remarquant que
$\lambda_{Q}=1)$ , et remarquons que

(10) $K(f)= \ f\int_{1}^{f}(1+\frac{f}{Z})(1-\frac{1}{Z})\log(f/z)dz$

$= \frac{f-1}{2}\log^{2}f+2f-2-(f+1)\log f$ .

Nous avons alors

$J(f)= \int_{1/f}^{\infty}(fy+1)S_{Q}(y)\frac{\log(fy)}{y}dy$

$= \int_{1/f}^{1}(fy+1)S_{Q}(y)\frac{\log(fy)}{y}dy+\int_{1}^{\infty}(fy+1)S_{Q}(y)\frac{\log(fy)}{y}dy$

$= \int_{1}^{f}((f/z)+1)S_{Q}(1/z)\frac{\log(f/z)}{z}dz+\int_{1}^{\infty}(fz+1)S_{Q}(z)\frac{\log(fz)}{Z}dz$

$=K(f)+ \int_{1}^{f}(f+z)S_{Q}(z)\frac{\log(f/z)}{Z}d+\int_{1}^{\infty}(fz+1)S_{Q}(z)\frac{\log(fz)}{Z}dz$

$=K(f)- \int_{f}^{\infty}(f+z)S_{Q}(z)\frac{\log(f/z)}{Z}dz$

$+ \int_{1}^{\infty}(f+z)S_{Q}(z)\frac{\log(f/z)}{Z}dz+\int_{1}^{\infty}(fz+1)S_{Q}(z)\frac{\log(fz)}{Z}dz$

$=K(f)+ \int_{f}^{\infty}(f+z)S_{Q}(z)\frac{\log(z/f)}{Z}dz$

$+(f-1) \int_{1}^{\infty}(z-1)S_{Q}(z)\frac{\log z}{Z}dz+(f+1)\log f\int_{1}^{\infty}(z+1)S_{Q}(z)\frac{dz}{Z}$

soit, d’apr\‘es (7a) et (7b),

(11) $J(f)-K(f)+R(f)+(f-1)F’(1)+((f+1)\log f)F(1)$ ,
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o\‘u nous avons pos\’e

$R(f)^{def}= \int_{f}^{\infty}(f+z)S_{Q}(z)\frac{\log(z/f)}{Z}dz=f\int_{1}^{\infty}(1+z)S_{Q}(fz)\frac{\log z}{Z}dz$ .

D’apr\‘es (2), nous avons

$R(f) \leq 2f\int_{1}^{\infty}S_{Q}(fz)\log zdz=4f\sum_{n\geq 1}\int_{1}^{\infty}e^{-\pi n^{2}f^{2_{Z}2}}\log zdz$ .

En remarquant que pour $a>0$ nous avons

4 $\int_{1}^{\infty}e^{-az^{2}}\log zdz\leq\frac{2}{a}\int_{1}^{\infty}2aze^{-az^{2}}\log zdz$

$= \frac{2}{a}\int_{1}^{\infty}e^{-az^{2}}\frac{dz}{Z}=\frac{1}{a}\int_{1}^{\infty}e^{-aZ}\frac{dZ}{Z}\leq\frac{1}{a^{2}}e^{-a}$ ,

nous obtenons donc

(12) $R(f) \leq f\sum_{n\geq 1}\frac{1}{\pi^{2}f^{4}n^{4}}e^{-\pi n^{2}f^{2}}\leq\frac{e^{-\pi f^{2}}}{\pi^{2}f^{3}}\zeta(4)=\frac{\pi^{2}e^{-\pi f^{2}}}{90f^{3}}$

En tenant compte de (9-12), nous obtenons

(13) $f\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\leq(f-1)F’(1)+((2f+1)\log f)F(1)+jF^{2}(1)$

$+ \frac{f-1}{2}\log^{2}f+2f-2-(f+1)\log f+\frac{\pi^{2}e^{-\pi f^{2}}}{90f^{3}}$ .

En tenant compte de (7a), (7b), nous obtenons bien $f\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\leq(f/2)\log^{2}f$ . $\bullet$

REMARQUE. De plus, (7a), (7b) et (13) montrent que $f^{2}=d_{k}>5$ implique

$\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})\leq\frac{1}{8}\log d_{k}\log(d_{k}-4)$ .

COROLLAIRE $7A$ . Soit $K$ un corps totalement r\’eel de degr\’e $2n$ qui est une extension
ab\’elienne d’un corps quadratique r\’eel $k$ . Alors,

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq\frac{(\log d_{k}+0.05)^{n}}{2(4n-4)^{n-1}}\log^{n-1}(d_{K}/d_{k})$ .

Si $K/k$ est de plus non $ram\iota fi\acute{e}e$ , alors,

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq\frac{1}{2^{3n-2}}(\log d_{k}+0.05)\log^{2n-2}d_{k}$ .



Majoratio$ns$ explicites $du$ r\’esidu au point 1 67

PREUVE. Prouvons la premi\‘ere in\’egalit\’e. Des Corollaires $5D$ et $5A(a)$ et de la
Proposition 6 nous d\’eduisons:

${\rm Res}_{s=1}( \zeta_{K})\leq{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})(\frac{\log d_{K/k}}{2(n-1)}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})+2\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k}))^{n-1}$

$\leq\frac{\log d_{k}+2\mu_{Q}}{2}(\frac{\log d_{K/k}}{4(n-1)}(\log d_{k}+2\mu_{Q})+\frac{1}{4}\log^{2}d_{k})^{n-1}$

$\leq\frac{(\log d_{k}+2\mu_{Q})^{n}}{2(4n-4)^{n-1}}(\log d_{K/k}+(n-1)\log d_{k})^{n-1}$

$\leq\frac{(\log d_{k}+0.05)^{n}}{2(4n-4)^{n-1}}\log^{n-1}(d_{K}/d_{k})$ .

Prouvons maintenant la seconde in\’egalit\’e. Des Corollaires $5D$ et $5A(a)$ et de la
Proposition 6 nous d\’eduisons:

${\rm Res}_{s=l}(\zeta_{K})\leq{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})(\mu_{k}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k}))^{n-1}$

$\leq\frac{\log d_{k}+2\mu_{Q}}{2}(\frac{1}{8}\log^{2}d_{k})^{n-1}\leq\frac{\log d_{k}+0.05}{2^{3n-2}}\log^{2n-2}d_{k}$ . $\bullet$

COROLLAIRE $7B$ . (Amende [Lou 4, Th. 3]) Soit $k$ un corps quadratique r\’eel. $Si$

$L_{k}(\beta)=0$ pour un $\beta\in[(1/2),$ $1$ [, alors $L_{k}(1)<((1-\beta)/8)$ log2 $d_{k}$ . En cons\’equence, pour
$d_{k}>24$ la fonction $s\mapsto L_{k}(s)$ ne s’annule pas sur $[1-(8/\sqrt{d_{k}}\log d_{k}),$ $1$

$[$ .

PREUVE. Supposons $L_{k}(\beta)=0$ . Alors $F_{k}(\beta)=0$ . D’apr\‘es (4b) et (5), et puisque
pour $x\geq 1$ la fonction $s\vdasharrow x^{s-1}+x^{-S}$ est croissante sur [ $(1/2),$ $+\infty$ [ et que $S_{k}$ est \‘a

valeurs positives ou nulles, nous avons

$\frac{\lambda_{k}}{\beta(1-\beta)}=\int_{1}^{\infty}S_{k}(x)(x^{\beta-1}+x^{-\beta})dx\leq\int_{1}^{\infty}S_{k}(x)(1+x^{-1})dx=I_{k}(1)=\lambda_{k\mu_{k}}$

Puisque
$\lambda_{k}=\sqrt{d_{k}}{\rm Res}_{s=1}(\zeta_{k})=\sqrt{d_{k}}L_{k}(1)$

pour $k$ quadratique r\’eel, d’apr\‘es la Proposition 6 nous avons alors

$\frac{\sqrt{d_{k}}L_{k}(1)}{1-\beta}=\frac{\lambda_{k}}{1-\beta}\leq\frac{\lambda_{k}}{\beta(1-\beta)}\leq I_{k}(1)\leq\frac{\sqrt{d_{k}}}{8}\log^{2}d_{k}$

et le premier r\’esultat. Le second r\’esulte de ce que la Remarque pr\’ec\’edente permet de
remplacer le terme log2 $d_{k}$ de ce premier r\’esultat par $\log d_{k}\log(d_{k}-4)$ , de ce que la
formule analytique du nombre de classes donne $L_{k}(1)=(2h_{k}\log\epsilon_{k})/\sqrt{d_{k}}$ (o\‘u $h_{k}\geq 1$

et $\epsilon_{k}>1$ d\’esignent le nombre de classes d’id\’eaux et l’unit\’e fondamentale de $k$) et
de ce que $\epsilon_{k}=(x+y\sqrt{d_{k}})/2$ avec $x\geq 1$ et $y\geq 1$ tels que $x^{2}-d_{k}y^{2}=\pm 4$ v\’erifie
$\epsilon_{k}\geq\sqrt{d_{k}-4}$ . $\bullet$
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6. Une application de ces majorations.

Soit $N$ un corps \‘a multiplication complexe, galoisien mais non ab\’elien et de degr\’e $4p$

( $p$ un mombre premier impair), et soit $N^{+}$ le sous-corps totalement r\’eel maximal de
$N$ . Le groupe de Galois de $N$ est alors le groupe dicyclique d’ordre $4p$ ou le groupe
di\’edral d’ordre $4p$ . Nous avons dit au premier paragraphe que le Th\’eor\‘eme 1 est
amplement suffisant pour minorer les nombres de classes relatifs des corps \‘a multi-
plication complexe dicycliques de degr\’e $4p$ . Pour le cas di\’edral, ce Th\’eor\‘eme 1 est
nettement insuffisant pour obtenir de bonnes majorations des discriminants des corps \‘a

multiplication complexe di\’edraux de degr\’e $4p$ et de nombres de classes relatifs \’egaux \‘a 1,
m\^eme seulement di\’edraux de degr\’e 12 et de nombres de classes relatifs \’egaux \‘a 1. Pour
la d\’etermination de ces demiers, nous utilisons le Corollaire $7A$ de la mani\‘ere sui-
vante. Nous remarquons que si $M$ d\’esigne le seul sous-corps biquadratique bicyclique
d’un corps di\’edral \‘a multiplication complexe de degr\’e 12 et de nombres de classes
relatifs \’egaux \‘a 1, alors $M$ est imaginaire et de nombre de classes relatif \’egal \‘a 1. Mais
on sait prouver qu’il existe pr\’ecis\’ement 147 tels corps $M$, et les discriminants des sous-
corps quadratiques r\’eels $L$ de ces 147 corps $M$ v\’erifient $d_{L}\leq 65689$ . Puisque $N^{+}/L$ est
cubique cyclique, le Corollaire $7A$ majore ${\rm Res}_{s=1}(\zeta_{N^{+}})$ par 11 log2 $d_{N}+$ , majoration
nettement meilleure que celle impliqu\’ee par le Th\’eor\‘eme 1. Nous renvoyons \‘a [L-O-O]

pour l’utilisation de cette majoration \‘a la d\’etermination de tous les corps \‘a multi-
plication complexe di\’edraux de degr\’e 12 de nombres de classes d’id\’eaux \’egaux \‘a 1: il $y$

a pr\’ecis\’ement 9 tel corps de nombres.
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