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1. Introduction.

Les fonctions p\’eriodiques de $n$ variables complexes se r\’eduisent essentielle-
ment aux fonctions m\’eromorphes sur un groupe toroidal $X=C^{n}/\Gamma$ . Cette fonc-
tion m\’eromorphe s’\’ecrit comme quotient de deux fonctions automorphes pour
un facteur automorphe $\alpha$ : $\Gamma\cross C^{n}-arrow C^{*}$ . Alors, il est important d’\’etudier les
fonctions automorphes.

Le but de cet article est la caract\’erisation des facteurs automorphes pour
lesquels il existe une fonction automorphe non-triviale. Dans l’article pr\’ec\’edent
[2], nous avons donn\’e quelques conditions n\’ecessaires pour l’existence des
fonctions automorphes non-triviales. Nous leur ajoutons trois conditions n\’eces-
saires (Th\’eor\‘emes 1 et 2), et montrons que le probl\‘eme se r\’eduit au cas d\’efini
positif sous ces conditions (Th\’eor\‘eme 3). Dans le cas d\’efini positif, nous avons
la solution compl\‘ete quand rang $\Gamma=n+1$ , et une solution partielle en g\’en\’eral
([2]).

Je tiens \‘a remercier M. M. Stein qui $m’ a$ fait d’utiles remarques sur une
seconde version de cet article et sur l’article pr\’ec\’edent [2].

2. Conditions.

Soit $X=C^{n}/\Gamma$ un groupe toroidal non-compact, o\‘u $\Gamma$ est un sous-groupe
$L_{L}\ulcorner$ discret de rang $n+m,$ $1\leqq m<n$ . Tout espace fibr\’e holomorphe en droites $L$ sur

$X$ s’\’ecrit $L=L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ , o\‘u $L_{\alpha}$ est l’espace fibr\’e holomorphe en droites topologi-
quement trivial donn\’e par un facteur automorphe $\alpha:\Gamma\cross C^{n}arrow C^{*}$ , et $L_{\rho}$ est
l’espace fibr\’e holomorphe en droites donn\’e par un facteur th\^eta r\’eduit de type
$(\mathcal{H}, \psi)$ . On notera $H^{0}(X, o(L))$ l’espace vectoriel des sections holomorphes de
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$L$ . Il est clair qu’il est isomorphe \‘a l’espace vectoriel des fonctions automorPhes
pour le facteur automorphe $\alpha\cdot\rho$ . Notre probl\‘eme est de donner les conditions
n\’ecessaires et suffisantes pour $H^{0}(X, O(L))\neq 0$ , et de d\’ecider la dimension de
l’espace vectoriel $H^{0}(X, O(L))$ .

On \’ecrira $R_{\Gamma}^{n+m}$ le sous-espace lin\’eaire r\’eel engendr\’e par le sous-groupe
discret $\Gamma$ de $C^{n}$ . Soit $C_{\Gamma}^{m}$ le sous-espace lin\’eaire complexe maximal dans $R_{\Gamma}^{n+m}$ .
On notera $\mathcal{A}$ la partie imaginaire de la forme hermitienne $\mathcal{H}$ sur $C^{n}$ . D\’efinis-

sons $\mathcal{H}_{\Gamma}=\mathcal{H}|_{c_{\Gamma}^{m_{\cross}}c_{\Gamma}^{m}}$ et $\mathcal{A}_{\Gamma}=\mathcal{A}|_{R_{\Gamma}^{n+m}xR_{\Gamma}^{n+m}}$ . Soit $K=Ker(\mathcal{H}_{\Gamma})$ la noyau de la
forme hermitienne $\mathcal{H}_{\Gamma}$ sur $C_{\Gamma}^{m}$ d\’efini par

$Ker(\mathcal{H}_{\Gamma})=$ { $x\in C_{\Gamma}^{m}$ ; $\mathcal{H}_{\Gamma}(x,$ $y)=0$ pour tout $y\in C_{\Gamma}^{m}$ }.

Il est connu que si $H^{0}(X, O(L))\neq 0$ , alors la forme hermitlenne $\mathcal{H}_{\Gamma}$ est semi-
d\’efinie positive (Proposition 4.4 dans [1]). Nous consid\’erons donc la condition
suivante:

(CO) la forme hermitienne $\mathcal{H}_{\Gamma}$ est semi-d\’efinie positive et non-null.

Ensuite, consid\’erons la condition suivante:

(C1) $\psi|_{\Gamma_{\cap}K}=1$ .
Dans l’article pr\’ec\’edent [2], nous avons \’enonc\’e la n\’ecessit\’e de la condition
suivante:

(C1) $\psi|r_{\cap}K$ est une repr\’esentation de $\Gamma\cap K$ qui est
\’equivalente \‘a la repr\’esentation unitaire 1.

Ici, une repr\’esentation $\varphi$ de $\Gamma\cap K$ est un homomorphisme $\varphi:\Gamma\cap Karrow C^{*}$ . Nous
pr\’ecisons la relation d’entre les conditions (C1) et (C1), et montrons la n\’eces-
sit\’e de (C1), dans le paragraphe 4.

Nous avons donn\’e l’exemple (Exemple 8.3 dans [2]) qui n’a pas de section
holomorphe non-triviale et satisfait aux conditions (CO) et (C1). Cet exemple
ne satisfait pas \‘a la condition d’inclusion:

(C2) $Ker(\mathcal{A}_{\Gamma})\supset K$ ,

o\‘u $Ker(\mathcal{A}_{\Gamma})$ est le noyau de la forme $R$ -bilin\’eaire altern\’e $arrow A_{\Gamma}$ : $R_{\Gamma}^{n+m}\cross R_{\Gamma}^{n+m}arrow R$ .
Soit $\sigma:C^{n}arrow C^{n}/K$ la projection canonique. On notera $\Gamma^{*}=\sigma(\Gamma)$ l’image

de $\Gamma$ par $\sigma$ . Nous consid\’erons de plus la condition suivante:

(C3) $\Gamma*est$ un sous-groupe discret de $C^{n}/K$.

On peut \’ecrire $C^{n}=C_{\Gamma}^{m}\cross C^{n-m}$ . Soient $(z_{1}$ , $\cdot$ .. , $z_{m}$ ; $w_{1}$ , $\cdot$ .. , $w_{n-m})$ des coor-
donn\’ees holomorphes de $C^{n}$ telles que $z=(z_{1}$ , $\cdot$ .. , $z_{m})\in C_{\Gamma}^{m}$ et $w=(w_{1}$ , $\cdot$ .. , $w_{n-m})$

$\in C^{n-m}$ . Prenons une matrice $F$ de p\’eriode de $\Gamma$ par rapport \‘a ces coordonn\’ees
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telle que

$P=(\begin{array}{ll}0 TI_{n-m} R\end{array})$ ,

o\‘u $I_{n-m}$ est la $(n-m, n-m)$-matrice unit\’e, $T=(I_{m}S)$ est la matrice de p\’eriode
d’un tore complexe de dimension $m$ et $R$ est une $(n-m, 2m)$-matrice r\’eelle
satisfaisante \‘a

$c_{TR\not\in}Z^{2m}$

pour tout $\tau\in Z^{n-m}\backslash \{0\}$ (Proposition 2 dans [3]). Supposons qu’un facteur auto-
morphe additif $a:\Gamma\cross C^{n}arrow C$ (voir la D\’efinition 2.3 dans [2]) d\’efinit le facteur
automorphe $\alpha:\Gamma\cross C^{n}arrow C^{*}$ par $\alpha(\gamma, x)=\exp(a(\gamma, x))$ pour tous $\gamma\in\Gamma$ et $x\in C^{n}$ .
D’apr\‘es le r\’esultat de Vogt (Proposition 8 dans [3]), on peut supposer de plus
que le facteur automorphe additif $a(\gamma, x)$ a les propri\’et\’es suivantes:

a) $a(\gamma, x)$ ne d\’epend pas de $z$ . Par cette raison on \’ecrit $a(\gamma, x)=a(\gamma, w)$

fr\’equemment.

b) $a(\gamma, w)=0$ pour tout $\gamma\in(\begin{array}{ll} 0Z n- m\end{array})$ .
c) $a(\gamma, w)$ est $Z^{n-m}$ -periodique pour $w$ .
Pour un point $w\in C^{n-m}$ fix\’e, d\’esignons par

$\alpha_{w}(\gamma)=\alpha(\gamma, w)$ pour tout $\gamma\in\Gamma\cap K$

la repr\’esentation de $\Gamma\cap K$ . Consid\’erons la condition suivante:

(C4) Pour tout $w\in C^{n-m},$ $\alpha_{w}(\gamma)=1$ sur $\Gamma\cap K$.

3. N\’ecessite des conditions (C2) et (C3).

Soit $X=C^{n}/\Gamma$ un groupe toroidal et soit $L=L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ un espace fibr\’e holo-
morphe en droites sur $X$ . On dira que l’espace vectoriel $H^{0}(X, O(L))$ des sec-
tions holomorphes de $L$ engendre $L$ sur $X$ si pour chaque $x\in X$ il existe une
section $s\in H^{0}(X, O(L))$ telle que $s(x)\neq 0$ .

LEMME 1. Si $H^{0}(X, \mathcal{O}(L))\neq 0$ , alors $H^{0}(X, \mathcal{O}(L^{\iota}))$ engendre $L^{\iota}$ sur $X$ pour
tout entier $l\geqq 2$ .

D\’EMONSTRATION. Pour chaque entier positif $q$ , d\’esignons par $A(L^{q})$ l’en-
semble des fonctions automorphes pour $\alpha^{q}\cdot\rho^{q}$ . Il est clair que $A(L^{q})\cong$

$H^{0}(X, \mathcal{O}(L^{q}))$ . Par hypoth\‘ese, il existe $f\in A(L)$ telle que $f\not\equiv O$ .
Nous d\’emontrons le lemme pour $l=2$ \‘a cause de la simplicit\’e. Cette d\’emon-

stration est validement pour le cas g\’en\’eral. En utilisant $f$ , nous d\’efinissons la
fonction holomorphe $F(a, x)$ sur $C^{n}\cross C^{n}$ par
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$F(a, x)=f(x-a)f(x+a)$ .
$Prenons:x^{0}\in C^{n}$ quelconque. On pose

$f_{0}(a)=F(a, x^{0})$ .
Si $f_{0}|_{c_{\Gamma}^{m}}\equiv 0$ , on a $f\equiv 0$ . Par suite il existe $a^{0}\in C_{\Gamma}^{m}$ tel que $f_{0}(a^{0})\neq 0$ . Fixons
maintenant $a^{0}\in C_{\Gamma}^{m}$ . Alors $F(a^{0}, x)$ est une fonction automorphe pour

$\alpha(\gamma, x-a^{0})\alpha(\gamma, x+a^{0})\rho(\gamma, x-a^{0})\rho(\gamma, x+a^{0})$ .
Puisque le facteur automorphe $\alpha(\gamma, x)$ ne d\’epend pas de $z$ , on a

$\alpha(\gamma, x-a^{0})\alpha(\gamma, x+a^{0})=\alpha(\gamma, x)^{2}$

De plus, il est bien connu que $\rho(r, x a^{0})\rho(7x+a^{0})$ est un facteur th\^eta r\’eduit
de type $(2\mathcal{H}, \psi^{2})$ . Par cons\’equent, la fonction $F(a^{0}, x)$ appartient \‘a $A(L^{2})$ par
rapport \‘a $x$ . Comme $F(a^{0}, x^{0})=f_{0}(a^{0})\neq 0,$ $H^{0}(X, \mathcal{O}(L^{2}))$ engendre $L^{2}$ sur X. $\square$

REMARQUE. Soient $D_{1}$ et $D_{2}$ deux diviseurs effectifs sur $X$ . L’ensemble
$\{x\in X;D_{1}+x=D_{2}\}$ est contenu dans le diviseur $D_{2}-d_{1}$ pour tout $d_{1}\in D_{1}$ .
Alors, on peut prendre $a^{0}$ convenable dans la d\’emonstration du lemme tel qu’il
existe deux sections holomorphes premi\‘eres relativement de $L^{2}$ si $H^{0}(X, \mathcal{O}(L))$

$\neq 0$ .
TH\’EOR\‘EME 1. Supposons $H^{0}(X, \mathcal{O}(L))\neq 0$ . Alors $L$ satisfait aux conditions

(C2) et (C3).

D\’EMONSTRATION. Supposons que $L=L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ ne satisfait pas \‘a la condition
(C2). Par le Lemme 1, l’espace vectoriel $H^{0}(X, O(L^{2}))$ des sections holomorphes
de $L^{2}$ engendre $L^{2}$ sur $X$ . L’espace fibr\’e holomorphe en droites $L^{2}$ sur $X$ ne
satisfait pas \‘a la condition (C2) aussi. Alors, nous pouvons supposer depuis le
commencement que $H^{0}(X, O(L))$ engendre $L$ sur $X$ et $L$ ne satisfait pas \‘a la
condition (C2). De plus, on peut supposer l’existence de la fonction m\’eromorphe

non-constante $f$ sur $C^{n}$ qui s’\’ecrit comme quotient de deux sections holomorphes
premi\‘eres relativement de $L$ par la Remarque susdite. La p\’eriode $P_{f}$ de $f$ est
un sous-groupe ferm\’e de $C^{n}$ contenant $\Gamma$ . Alors on a $P_{f}=A\oplus B$ , o\‘u $A$ est un
sous-espace lin\’eaire complexe de $C^{n}$ et $B$ est discret. Donc, il existe la fonc-
tion m\’eromorphe $f’$ sur $C^{n}/A$ avec la p\’eriode $B$ telle que $f$ est l’image r\’eci-
proque $\pi^{*}f’$ de $f’$ par la projection $\pi:C^{n}arrow C^{n}/A$ . Comme $\Gamma\subset P_{f’}$ l’image
$\Gamma’=\pi(\Gamma)$ de $\Gamma$ par $\pi$ est un sous-groupe de $B$ . Par suite, on obtient la sur-
jection it: $Xarrow X’=(C^{n}/A)/B$ en vertu de $\pi$ . Nous notons que $X’$ est aussi un
groupe toroidal. Pour $f’$ , il existe un espace fibr\’e holomorphe en droites $L’$

sur $X’$ et deux sections holomorphes s\’i, $s_{2}’$ premi\‘eres relativement de $L’$ telles
que $f’=s_{2}’/s_{1}’$ . Comme $f=\pi^{*}f’$ , on a $L\cong\overline{\pi}^{*}L’$ . Soit $\mathcal{H}$ une forme hermitienne
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de $L=L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ , c’est-\‘a-dire que $\rho$ est le facteur th\^eta r\’eduit de type $(\mathcal{H}, \psi)$ .
Soit $\mathcal{H}’$ une forme hermitienne de $\overline{\pi}^{*}L’$ . Alors nous obtenons $arrow A_{\Gamma}=\mathcal{A}_{\Gamma}’$ . Comme
$f$ est constante sur $K$ (voir la d\’emonstration de la Proposition 4.5 dans [1]),

on a $K\subset A\subseteqq C_{\Gamma}^{m}$ . Nous avons d’abord

$A’(x, y)=0$ pour tous $x\in K$ et $y\in R_{\Gamma}^{n+m}$

D’autre part, il existe $x_{0}\in K\backslash Ker(\mathcal{A}_{\Gamma})$ par hypoth\‘ese $Ker(A_{\Gamma})\subseteqq K$. Alors, il
exists $y_{0}\in R_{\Gamma}^{n+m}$ tel que $\mathcal{A}(x_{0}, y_{0})\neq 0$ . Ceci est une contradiction. Par con-
s\’equent, il faut que la condition (C2) est satisfaite.

Ensuite, nous montrons la n\’ecessit\’e de la condition (C3). Comme $\mathcal{H}_{\Gamma}’=\mathcal{H}_{\Gamma}$

et il existe une forme hermitienne $srC_{0}’$ definie positive sur $C^{n}/A$ telle que $\mathcal{H}’=$

$\mathcal{H}_{0}’\circ(\pi\cross\pi)$ , on a $A=K$. Nous avons donc $\Gamma’=\Gamma^{*}=\sigma(\Gamma)$ . $\square$

$R+MARQUE$ . Soit $\mathcal{H}$ une forme hermitienne sur $C^{n}$ dont la partie imaginaire
$\mathcal{A}={\rm Im} \mathcal{H}$ est \‘a valeurs enti\‘eres sur $\Gamma\cross\Gamma$ . On dira qu’une forme hermitienne
$\tilde{\mathcal{H}}$ sur $C^{n}$ est une extension de $\mathcal{H}$ si $\llcorner f\hat{l}_{\Gamma}=\mathcal{A}_{\Gamma}$ , o\‘u $\hat{A}={\rm Im}\tilde{\mathcal{H}}$ (cf. [2]).

Supposons maintenant que $\mathcal{H}_{\Gamma}$ est semi-d\’efinie positive. Alors, $\mathcal{H}$ a une
extension $\tilde{\mathcal{H}}$ semi-d\’efinie positive sur $C^{n}$ si et seulement si la condition (C2)

est satisfaite (Proposition 8.1 dans [2]). Dans ce cas, on a
$Ker(\mathcal{H}_{\Gamma})=Ker(\tilde{\mathcal{H}})$ –{$x\in C^{n}$ ; $\mathcal{H}(x,$ $y)=0$ pour tout $y\in C^{n}$ }.

4. Remarque sur les conditions (C1) et (C1).

Dans ce paragraphe, nous compl\’etons l’article pr\’ec\’edent [2] et montrons la
n\’ecessit\’e de la condition (C1).

LEMME 2. Supposons que la condition (C3) est satisfaite. Alors, $K/(\Gamma\cap K)$

est un tore comPlexe.
D\’EMONSTRATION. Soit $2k=\dim_{R}K$ . Si rang $\Gamma\cap K<2k$ , alors on a rang $\Gamma*$

$>n+m-2k$ . Ceci contradit \‘a la condition (C3). $\square$

REMARQUE. Nous avons \’enonc\’e la n\’ecessit\’e de la condition (C1’) (Th\’eor\‘eme

3.4 dans [2] $)$ . Il n’est pas correct qu’il existe la projection canonique $Xarrow X_{0}$ $:=$

$K/(\Gamma\cap K)$ (p. 91, lignes 18 et 19 dans [2]). Mais on peut conclure que $X_{0}$ est
un tore complexe si $H^{0}(X, \mathcal{O}(L))\neq 0$ , par le Th\’eor\‘eme 1 et le Lemme 2. Ensuite,
la d\’emonstration du Th\’eor\‘eme 3.4 dans [2] est validement.

PROPOSITION. $SuPPosons$ $H^{0}(X, O(L))\neq 0$ . Alors, la condition (C1) est satis-
faite.

D\’EMONSTRATION. Par le Th\’eor\‘eme 3.4 dans [2] et la Remarque susdite,
la condition (C1) est satisfaite. Comme $K/(\Gamma\cap K)$ est un tore complexe (Lemme
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2), il est clair que $\psi|_{r_{\cap}K}=1$ . $\square$

5. N\’ecessite de la condition (C4).

TH\’EOR\‘EME 2. Soit $L=L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ un esPace fibr\’e holomorphe en droites sur un
groupe toroidal $X=C^{n}/\Gamma$ . Si $H^{0}(X, O(L))\neq 0$ , alors $\alpha$ est \’equivalent au facteur
automorPhe qui satisfait \‘a la condition (C4).

D\’EMONSTRATION. Par les r\’esultats jusqu’ici, on peut supposer que $L=$

$L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ satisfait aux conditions $(CO)\sim(C3)$ . Soit $\overline{\sigma}$ : $Xarrow Y=(C^{n}/K)/\Gamma*$ la sur-
jection induite de la projection $\sigma:C^{n}arrow C^{n}/K$, o\‘u $\Gamma^{*}=\sigma(\Gamma)$ . Par la d\’emon-
stration du Th\’eor\‘eme 1, il existe un espace fibr\’e holomorphe en droites $L’=$

$L_{a’}\otimes L_{\rho’}$ sur $Y$ tel que $L^{2}\cong\overline{\sigma}^{*}L’$ . Supposons que $\rho’$ est de type $(\mathcal{H}’, \psi’)$ .
Comme $L^{2}\cong\overline{\sigma}^{*}L’,$ $\alpha^{2}\rho^{2}$ est \’equivalent \‘a $(\alpha’\cdot\rho’)\circ(\sigma\cross\sigma)$ . De plus, on peut sup-
poser $2\mathcal{H}=\mathcal{H}’\circ(\sigma\cross\sigma)$ , car $(2\mathcal{A})_{\Gamma}=(\mathcal{A}’\circ(\sigma\cross\sigma))_{\Gamma}$ . Comme $\rho^{2}$ et $\rho’\circ(\sigma\cross\sigma)$ sont
deux facteurs th\^eta r\’eduits avec la m\^eme forme hermitienne, il existe une re-
pr\’esentation $\lambda:\Gammaarrow C_{1}^{\cross}=\{\zeta\in C;|\zeta|=1\}$ telle que $p^{2}=\lambda\cdot(\rho’\circ(\sigma\cross\sigma))$ . Alors $\alpha^{2}$ est
\’equivalent \‘a $\lambda^{-1}\cdot(\alpha’\circ(\sigma\cross\sigma))$ . Soit $\varphi:\Gammaarrow R$ le homomorphisme tel que $\lambda(\gamma)=$

$\exp(\varphi(\lambda))$ . Alors, deux facteurs automorphes additifs $a(\gamma, w)$ et $-(1/2)\varphi(\gamma)+$

$(1/2)a’(\sigma(\gamma), w)$ sont \’equivalents, o\‘u $\alpha=\exp$ $a$ et $\alpha’=\exp a’$ . Pour $\gamma\in\Gamma\cap K$, on
a $\alpha’(\sigma(\gamma), w)=\alpha’(O, w)=1$ . D’autre part,

$\psi(\gamma)^{2}=\lambda(\gamma)$ pour tout $\gamma\in\Gamma\cap K$ .

Comme $\psi(\gamma)=1$ pour $\gamma\in\Gamma\cap K$ par (C1), on a $\lambda(\gamma)=1$ pour $\gamma\in\Gamma\cap K$. Alors nous
pouvons supposer que $\varphi(\gamma)=0$ pour tout $\gamma\in\Gamma\cap K$. Par cons\’equent, le facteur
automorphe $\exp(-(1/2)\varphi(\gamma)+(1/2)a’(\sigma(\gamma), w))$ satisfait \‘a la condition (C4). $\square$

6. R\’eduction au cas d\’efini positif.

Soit $X=C^{n}/\Gamma$ un groupe toroidal, o\‘u rang $\Gamma=n+m,$ $1\leqq m<n$ . Supposons
qu’un espace fibr\’e holomorphe en droites $L=L_{\alpha}\otimes L_{\rho}$ sur $X$ satisfait aux con-
ditions $(CO)\sim(C4)$ . Nous pouvons supposer par (C2) que la forme hermitienne
$\mathcal{H}$ est semi-d\’efinie positive sur $C^{n}$ et $Ker(\mathcal{H})=Ker(\mathcal{H}_{\Gamma})=K$ (Remarque dans le
paragraphe 3). De plus, la projection canonique $\sigma:C^{n}arrow C^{n}/K$ donne la surjec-
tion $\overline{\sigma}$ : $X=C^{n}/\Gammaarrow Y=(C^{n}/K)/\Gamma*par$ (C3). Ici $Y$ est aussi un groupe toroidal.
Il est clair qu’il $y$ a la forme hermitienne $\mathcal{H}_{0}$ d\’efinie positive sur $C^{n}/K$ telle
que ${\rm Im} \mathcal{H}_{0}$ est \‘a valeurs enti\‘eres sur $\Gamma^{*}\cross\Gamma^{*}$ et $\mathcal{H}=\mathcal{H}_{0}\circ(\sigma\cross\sigma)$ . Pour chaque
$\gamma^{*}\in\Gamma^{*}$ il exists $\gamma\in\Gamma$ tel que $\gamma^{*}=\sigma(\gamma)$ . En utilisant tel $\gamma$ , nous d\’efinissons
$\psi_{0}$ : $\Gamma^{*}arrow C_{1}^{\cross}=\{\zeta\in C;|\zeta|=1\}$ par $\psi_{0}(\gamma^{*})=\psi(\gamma)$ . Par la condition (C1), $\psi_{0}(\gamma^{*})$ est
ind\’ependante du choix de $\gamma$ avec $\gamma^{*}=\sigma(\gamma)$ . Nous obtenons alors un semi-caract\‘ere
$\psi_{0}$ de $\Gamma*$ attach\’e \‘a $\mathcal{H}_{0}$ . Ensuite on a le facteur th\^eta r\’eduit positif $\rho_{0}$ : $\Gamma^{*}\cross$
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$(C^{n}/K)arrow C^{*}$ de type $(\mathcal{H}_{0}, \psi_{0})$ tel que $\rho=p_{0}\circ(\sigma\cross\sigma)$ . Soit $L_{\rho_{0}}1$ ‘espace fibr\’e holo-
morphe en droites sur $Y$ donn\’e par le facteur theta $\rho_{0}$ . Alors, $L_{\rho}$ est l’image
r\’eciproque $\overline{\sigma}^{*}L_{\rho_{0}}$ de $L_{\rho_{0}}$ par $\overline{\sigma}$ .

Consid\’erons ensuite $L_{a}$ . Nous d\’efinissons le facteur automorphe $\alpha_{0}$ : $\Gamma^{*}\cross$

$(C^{n}/K)arrow C^{*}$ par

$\alpha_{0}(\gamma*, w)=\alpha(\gamma, w)$ pour $\gamma^{*}\in\Gamma*$ ,

o\‘u $\gamma$ est un \’el\’ement de $\Gamma$ tel que $\gamma^{*}=\sigma(\gamma)$ . Cette d\’efinition de $\alpha_{0}$ est ind\’epen-
dante du choix de $\gamma$ avec $\gamma^{*}=\sigma(\gamma)$ par (C4). Soit $L_{a_{0}}$ l’espace fibr\’e holomorphe
en droites sur $Y$ donn\’e par $\alpha_{0}$ . Il est clair $L_{\alpha}=\overline{\sigma}^{*}L_{a_{0}}$ par la d\’efinition de $\alpha_{0}$ .
On a donc $L_{\alpha}\otimes L_{\rho}=\overline{\sigma}^{*}(L_{a_{0}}\otimes L_{\rho_{0}})$ .

TH\’EOR\‘EME 3. Soient $X=C^{n}/\Gamma$ un grouPe toroidal, et $L=L_{a}\otimes L_{\rho}$ un espace
fibr\’e holomorphe en droites sur $X$ satisfaisant aux conditions $(CO)\sim(C4)$ . Soient
$Y=(C^{n}/K)/\Gamma*le$ groupe toroidal et $L_{a_{0}}\otimes L_{\rho_{0}}$ l’espace fibr\’e holomorphe en droites
sur $Y$ , obtenus par la construction Pr\’ecedente. Alors on a un isomorphisme

$H^{0}(X, o(L_{a}\otimes L_{\rho}))\cong H^{0}(Y, o(L_{\alpha_{0}}\otimes L_{\rho_{0}}))$ .
D\’EMONSTRATION. On \’ecrira $z=(z’, z’’)\in K\cross C^{m-k}=C_{\Gamma}^{m}$ . Soit $f$ une fonc-

tion holomorphe sur $C^{n}$ telle que

$f(x+\gamma)=\alpha(r, w)\rho(\gamma, x)f(x)$

pour $\gamma\in\Gamma$ et $x=(z’, z’’ ; w)\in C^{n}$ . Prenons $\gamma\in\Gamma\cap K$ quelconque. $D$ ‘abord on a
$\psi(\gamma)=1$ et $\alpha(\gamma, w)=1$ par les conditions (C1) et (C4). Comme $k=Ker(\mathcal{H})=$

$Ker(\mathcal{H}_{\Gamma})$ par (C2), nous obtenons

$\mathcal{H}(\gamma, x)=0$ pour tout $x\in C^{n}$

Alors, la fonction $f(x)$ a la p\’eriode $\Gamma\cap K$ . Gr\^ace au Lemme 2, il en r\’esulte
que $f(x)$ ne d\’epend pas de $z’\in K$ . Le th\’eor\‘eme est ainsi d\’emontr\’e. $\square$
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