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Propri\’et\’es topologiques des polyn\^omes de deux
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alg\’ebriques de l’espace $C^{2}$

By Masakazu SUZUKI

( Re\cau le 5 sept., 1972)

Introduction.

Les recherches r\’ecentes, dues \‘a T. Nishino et H. Sait\^o1), sur les fonctions
enti\‘eres de deux variables complexes, indiquent que les singularit\’es2) de
ces fonctions sont soumises \‘a certaines restrictions, caus\’ees par la topologie
de l’espase $C^{2}$ . A. Gutwirth, M. Nagata et I. Wakabayashi ont aussi rencontr\’e
un probl\‘eme de ce caract\‘ere3).

Or, pour les (bonnes) fonctions r\’eelles, c’\’etait l’id\’ee fondamentale, due \‘a

M. Morse4), de d\’eterminer le type topologique de l’espace o\‘u est d\’efinie la
fonction consid\’er\’ee (et celui des sous-vari\’et\’es niveaux), d’apr\‘es les types de
singularit\’es de la fonction.

Dans le Pr\’esent m\’emoire, en appliquant cette id\’ee aux fonctions poly-
n\^omes de deux variables complexes, nous trouverons deux esp\‘eces de restric-
tions auxquelles sont soumises les singularit\’es de ces fonctions; l’une est
l’ind\’ependance, \‘a un certain sens, des l-cycles homologiques engendr\’es aux
points singuliers de la fonction consid\’er\’ee (voir les \S \S 2, 3), et l’autre con-
cerne l’existence de la singularit\’e au point \‘a l’infini (le \S 4). Nos r\’esultats
donnent aussi une solution au probl\‘eme cit\’e plus haut, qui est reli\’e aux auto-
morphismes alg\’ebriques de l’espace $C^{2}$ $($ le \S $5)^{5)}$ .

La m\’ethode utilis\’ee ici reste aussi valable (\‘a peu pr\‘es) pour les fonctions

1) T. Nishino [1], II (1969). H. Sait\^o [1].
2) En tenant compte de la singularit\’e au point \‘a 1‘infini; pour la d\’efinition pr\’e-

cise, voir le \S 2 du m\’emoire actuel.
3) A. Gutwirth [1]. M. Nagata [1]. Wakabayashi, nonpubli\’e. Voir, notamment,

le page 150 du m\’emoire de M. Nagata.
4) Voir M. Morse [1].
5) Nous appellerons un automorphisme de l’espace $C^{2}$ : $x^{\prime}=f(x, y),$ $y^{\prime}=g(x, y)$ ,

alg\’ebrique, si $f$ et $g$ sont polyn\^omes en $x,$ $y$ .
$L$‘auteur entend que S. Abhyankar, aussi, a r\’esolu ce probl\‘eme, en appliquant le

d\’eveloppement de Puiseux, et que son r\’esultat est \‘a paraitre. Mais, l’auteur pense
que la m\’ethode utilis\’ee ici sera, peut-\^etre, tout \‘a fait diff\’erente de celle de S.
Abhyankar.
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enti\‘eres de la classe (A), definies par T. Nishino6), et on verra notamment
que le nombre des valeurs critiques d’une telle fonction enti\‘ere est fini (le
\S 6).

L’auteur voudrait exprimer ici ses remerciements sinc\‘eres \‘a M. T. Nishino
pour son encouragement, et \‘a M. M. Kita pour ses discussions avec lui qui
ont donn\’e occasion aux recherches actuelles.

\S 1. G\’en\’eralit\’es.

1. Polyn\^omes primitifs. Consid\’erons un polyn\^ome $f(x, y)$ , non-constant
dans l’espace fini $C^{2}$ des deux variables complexes $x,$ $y$ . Pour chaque valeur
$c\in C$, la surface caract\’eristique dans $C^{2}$ , d\’efinie par l’\’equation: $f=c$ , sera
not\’ee $S_{c}$ ; et chaque composante irr\’eductible de $S_{c}$ sera appel\’ee surface pre-
mi\‘ere de $f$. Une surface premi\‘ere $S$ de $f$ sera dite de type $(g, n)$ , si $S$ , regard\’ee
comme une surface de Riemann (ouverte), est de genre $g$ et poss\‘ede $n$ com-
posantes de fronti\‘eres $(g\geqq 0, n\geqq 1)$ ; et elle sera dite d’ordre $m$ , si $f-c,$ $c$

\’etant la valeur de $f$ en $S$ , prend les z\’eros justement d’ordre $m$ sur $S$ .
Un polyn\^ome $f(x, y)$ , non-constant, sera dit primitif, s’il existe une valeur

$c_{0}$ telle que $S_{co}$ soit irr\’eductible et d’ordre un. Alors, pour tout polyn\^ome
$f(x, y)$ arbitraire, on peut trouver un polyn\^ome primitif $F(x, y)$ et un poly-
n\^ome $\varphi(z)$ d’une variable tels que $f=\varphi(F)$ . Et on a aussi

PROPOSITION 1. Une surface $S_{c}$ d’un polyn\^ome primitif $f(x, y)$ est d’ordre
un, p0urvu qu’elle soit irr\’eductible.

N.B. $\ll Sauf$ mention expresse $du$ contraire, les polyn\^omes qui interviennent
dans la suite seront suppos\’es primitifs. $\gg$

2. Valeurs critiques. Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome (primitif); alors pour toute
$c\in C$, sauf un nombre fini, au plus, de valeurs: $c_{1},$

$\cdots$ , $c_{p}$ , la surface $S_{c}$ : $f=c$ ,
est irr\’eductible (d’ordre un), $non- singuli\grave{e}$re et de type $(g, n),$ o\‘u $g\geqq 0,$ $n\geqq 1$

sont deux nombres entiers ind\’ependants des valeurs $c$ $(\neq c_{1}, \cdots , c_{p})$ . Nous
appelerons chaque $c_{i}$ ($i=1,$ $\cdots$ , p) valeur critique de $f$. La surface $S_{c_{i}}$ sera
not\’ee $S_{i}$ et appel\’ee surface critique de $f$, et toute $S_{c}$ , $(c\neq c_{1}, \cdots , c_{p})$ , sera dite
ordinaire.

Un polyn\^ome $f$ sera dit de type $(g, n)$ , si sa surface ordinaire est de type
$(g, n)$ . De plus, on a

PROPOSITION 2. Soit $f(x, y)$ un $polyn\delta me$ , et soient $c_{1},$
$\cdots$ , $c_{p}$ les valeurs

critiques de $f$. Posons: $G=C-U^{p}c_{i}i=1E=f^{-1}(G)$ ; alors $E$ est un espace fibr\’e
localement trivial (topologiquement) sur $G$ avec la projection $f$.

Tous les enonc\’es du pr\’esent paragraphe seront verifi\’es facilement, et
nous ne donnons pas de d\’emonstrations.

6) T. Nishino [2].
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\S 2. Indices de singularit\’es.

3. Indice $\lambda$ . Consid\’erons, \‘a l’espace $(x, y)$ , une fonction holomorphe
$f(x, y)$ dans un domaine $D$ . Un point $P$ de $D$ sera appel\’e point singulier de
$f$, s’il est celui de la surface caract\’eristique $S_{f(P)}$ : $f=f(P)$ . Nous allons
d\’efinir l’indice $\lambda(P, f)$ de $f$ en ce point P. $Tra\sigma:ons$ une boule ferm\’ee $B$ :
$|x-x_{0}|^{2}+|y-y_{0}|^{2}\leqq r^{2}$ , de centre $P=(x_{0}, y_{0}),$ le rayon $\gamma$ \’etant choisi suflisam-
ment petit pour: que $B$ ne contienne aucun point singulier de $f$ autre que $P$ ;
que $S_{f(P)}\cap\partial B^{7)}$ consiste en des courbes ferm\’ees simples (non-singuli\‘eres) et
disjointes; et enfin que toute composante irr\’eductible de $S_{f(P)}\cap B^{08)}$ passe
par le point $P$ et soit simplement connexe. On peut trouver alors, un nombre
positif $\epsilon$ tel que, pour toute valeur $ c:0<|c-f(P)|\leqq\epsilon$ , la surface caract\’eristi-
que $S_{c}\cap B$ , o\‘u $S_{c}$ : $f=c$ , soit hom\’eomorphe \‘a la surface $\sigma=S_{f(P)+\epsilon}\cap B$ . Posons

$\lambda(P, f)=1e$ premier nombre de Betti de $\sigma$ .

Nous appellerons $\lambda(P, f)$ indice de $f$ en $P$. Remarquons qu’il ne d\’epend que
de la figure g\’eometrique locale de la surface caract\’eristique $S_{f(P)}$ en $P$ et que
des ordre des composantes irr\’eductibles de $S_{f(P)}$ en $P$ (et ne d\’epend pas de
choix de la fonction $f)^{9)}$ .

Ensuite, soit $f(x, y)$ un polyn\^ome. Pour chaque valeur critique $c_{i}(i=1$ ,
p) de $f$, soient $e_{i1},$ $\cdots$ , $e_{iqi}$ ses points singuliers sur la surface $S_{i}$ : $f=c_{i}$ ,

(s’ils existent). Dans tout ce qui suit, nous d\’esignerons $\sum_{j=1}^{q_{l}}\lambda(e_{ij}, f)$ par $\lambda_{i}$ .
4. L’espace $\hat{C}^{2}$ , et les indices $\mu_{i}$ au point \‘a $1’ infini^{1\ovalbox{\tt\small REJECT})}$ . Soit $C^{2}$ l’espace

(fini) de deux variables complexes $x,$ $y$ , et soit $\hat{C}^{2}\ll one$ point compactifica-
$tion\gg$ de l’espace $C^{2}$ . Le Point ajout\’e sera not\’e $\infty$ . Cet espace $\hat{C}^{2}$ est hom\’eo-

morphe \‘a une sph\‘ere de dimension r\’eelle 4. Pour chaque ensemble $M$ dans

7) $\partial B$ est l’hypersph\‘ere: $|x-x_{0}|^{2}+|y-y_{0}|^{2}=r$ .
8) $B^{0}$ signifie l’interieur de $B:|x-x_{0}|^{2}+|y-y_{0}|^{2}<r$ .
9) Pour la relation entre cet indice et le nombre des singularit\’es ordinaires,

voir par exemple; H. B. Laufer [1].
10) En tant que l’on consid\’ere le polyn\^ome, l’introduction de l’espace $\hat{C}^{2}$ est

seulement pour un peu de simplification, et on pourra obtenir les m\^eme r\’esultats (\S 2,

\S 3) en consid\’erant l’espace projectif complexe $P^{2}$ au lieu de $\hat{C}^{2}$ ; par exemple, $f(x, y)$

\’etant comme dans le $n^{o}6$ , d\’esignons par $S_{c}$ , pour chaque $c\in C$ , la surface caracte’risti $\cdot$

que $f=c$ dans $P^{2}$ , et par rc le nombre des points d’ind\’etermination de $f$ ; on a alors,
rang $H_{1}(\hat{S}_{i})=rangH_{1}(\overline{S}_{i})+\kappa-1,$ ( $i=1,$ $\cdots$ , p) et rang $H_{1}(\overline{S}_{c})=2g+n-\kappa,$ $(c\neq c_{1}, \cdots , c_{p})$ .
On a donc,

$d_{i}=rangH_{1}(\overline{S}_{c})$ -rang $H_{1}(\overline{S}_{i})$ , $(i=1, \cdots , P),$ $(c\neq c_{1}, \cdots , c_{p})$ ,

etc. $\cdots$ Mais, pour les fonctions enti\‘eres trait\’ees au \S 6, l’usage de 1‘espace $\hat{C}^{2}$ est
in\’evitable.
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$C^{2}$ , l’ensemble $ M\cup\infty$ dans $\hat{C}^{2}$ sera not\’e $\hat{M}$ ; alors, $\hat{M}$ est compacte si, et seule-
ment si, $M$ est ferm\’e dans $C^{2}$ .

Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome, et soit $c_{i}$ une des valeurs critiques de $f$. Nous
d\’efinissons l’indice $\mu_{i}$ de $f$ au point \‘a l’infini; faisons projeter la surface
$S_{i}$ : $f=c_{i}$ au plan $x,$ (apr\‘e $s$ une transformation lin\’eaire convenable de l’espace
$C^{2}$ , s’il est n\’ecessaire), et d\’esignons par $\mathcal{R}_{i}$ la surface de Riemann obtenue
(connexe ou non) sur le plan $x$. On peut supposer qu’elle n’a pas de point
fronti\‘ere \‘a distance finie. Prenons un nombre positif $\rho$ tel que tous les
points de ramification de $\mathcal{R}_{i}$ se situent au-dessus de $|x|<\rho$ , et tragons l’en-
semble cylindrique ferm\’e $\Gamma_{i}$ : $\rho\leqq|x|<\infty,$ $|y|<\infty$ , dans $C^{2}$ . Alors, $\hat{S}_{i}\cap\hat{\Gamma}_{i}$

est simplement connexe. En choisissant $c_{i^{\prime}}(\neq c_{i})$ suffisamment voisin de $c_{i}$ ,

le premier nombre de Betti de $\hat{\tau}_{i^{\prime}}=\hat{S}_{c_{i^{\prime}}}\cap\hat{\Gamma}_{i}$ sera d\’esign\’e par $\mu_{i}$ .
5. $\tilde{S}_{i}$ . Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome, et soit $c_{i}$ une des valeurs critique de $f$.

En consid\’erant la surface $S_{i}$ ; $f=c_{i}$ , tragons $\Gamma_{i}$ comme dans le num\’ero pr\’e-
c\’edent, et, autour de chaque point singulier $e_{ij}$ $(j=1, \cdots , q_{i})$ de $S_{i}$ , une boule
ferm\’ee $B_{ij}$ suffisamment petite comme dans le $n^{o}3$ . $c_{i^{\prime}}(\neq c_{i})$ \’etant suffisam-
ment voisin de $c_{i}$ , posons $\hat{\tau}_{i^{\prime}}=\hat{S}_{c_{i^{\prime}}}\cap\hat{\Gamma}_{i},$ $\sigma_{ij}^{\prime}=\hat{S}_{c_{i^{\prime}}}\cap B_{ij}$ (dans l’espace $\hat{C}^{2}$);

l’espace quotient de $\hat{S}_{c_{i^{\prime}}}$ obtenu en identifiant chaque composante connexe $\omega_{k}$

de $\omega=(\cup q_{i}\sigma_{ij}^{\prime})\cup\hat{\tau}_{i^{\prime}}$ avec un point de $\omega_{k},$

$(k=1, \cdots , r+1)$ , sera d\’esign\’e par $\tilde{S}_{i}$ .
$j=1$

On notera que: $\tilde{S}_{i}$ est hom\’eomorphe \‘a $\hat{S}_{i}$ , si toutes les comp0santes irr\’eductibles
de $S_{i}$ sont d’ordre un. Soient, encore, $\lambda_{i},$

$\mu_{i}$ les indices d\’efinis aux $n^{0S}3,4$ , et
soit $S$ une des surfaces ordinaires de $f$.

TH\’EOR\‘EME 1. Sous ces notations, on a $\chi(\tilde{S}_{i})-\lambda_{i}-\mu_{i}=\chi(\hat{S})$ , (o\‘u $\chi(*)$ signifie

le nombre d’Euler de $*$).

Soit, pour l’effet, $S=S_{c_{i}},$ . En posant $\omega=(U^{i}\sigma_{lj}^{\prime})\cup\hat{\tau}_{i^{\prime}}j=1q$ envisageons la

suite exacte d’homologie11) de la paire $(\hat{S}, \omega)$ :
$\partial$ $\partial$

$...\rightarrow H_{2}(\omega)\rightarrow H_{2}(\hat{S})\rightarrow H_{2}(\hat{S}, \omega)\rightarrow H_{1}(\omega)\rightarrow H_{1}(\hat{S})$

$\partial$
$\partial$

$\rightarrow H_{1}(\hat{S}, \omega)\rightarrow\tilde{H}_{0}(\omega)\rightarrow\tilde{H}_{0}(\hat{S})\rightarrow\cdots$ .

( $\tilde{H}_{0}(*)$ signifie le groupe d’homologie r\’eduit.) Puisqu’on peut trianguler $\hat{S}$ de
fagon que $\omega$ soit sous-complexe, on a $H_{n}(\hat{S}, \omega)\cong H_{n}(\hat{S}/\omega)^{12)}$ , pour $n\geqq 1$ , et, de
l\‘a, on a $rangH_{2}(\hat{S}, \omega)=rangH_{2}(\tilde{S}_{i}),$ $rangH_{1}(\hat{S}, \omega)=rangH_{1}(\tilde{S}_{i})+r$. De plus,

11) Au paragraphe actuel, les groupes d’homologie sont \‘a coefficients dans le corps
$R$ , dont la notation sera abreg\’ee.

12) Si $Y$ est un ensemble ferm\’e d’un espace topologique $X$ , l’espace quotient ob-
tenu en identifiant $Y$ \‘a un point sera not\’e $X/Y$ .
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puisque rang $\tilde{H}_{0}(\hat{S})=0,$ $H_{2}(\omega)=0$ , rang $H_{1}(\omega)=\sum_{J=1}^{q_{i}}$ rang $H_{1}(\sigma_{ij}^{\prime})+rangH_{1}(\hat{\tau}_{i^{\prime}})=$

$\lambda_{i}+\mu_{i}$ , et rang $\tilde{H}_{0}(\omega)=r$ , on a, d’apr\‘es la suite exacte ci-dessus,

rang $H_{2}(\hat{S})$ –rang $H_{2}(\tilde{S}_{i})+\lambda_{i}+\mu_{i}$ –rang $H_{1}(\hat{S})+rangH_{1}(S_{i})+r-r=0$ .

On a donc $\chi(\hat{S})=\chi(\tilde{S}_{i})-\lambda_{i}-\mu_{i}$ . C. Q. F. D.
6. Les entiers $a_{i}$ et $d_{i}$ . On d\’esignera le premier (resp. deuxi\‘eme) nom-

bre de Betti d’un espace topologique $*parb^{1}(*)$ (resp. $b^{2}(*)$).

Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome de type $(g, n)$ , et soient $c_{1},$
$\cdots$ , $c_{p}$ les valeurs

critiques de $f$. Nous d\’ePnissons, pour chaque $i$ ( $=1,$ $\cdots$ , p)

$a_{i}=b^{2}(\hat{S}_{i})-b^{2}(\hat{S})$ , $d_{i}=b^{1}(\hat{S})-b^{1}(\hat{S}_{i})$ , $(a_{i}\geqq 0, d_{i}\geqq 0)$ ,

o\‘u $S$ est une surface ordinaire de $f$.
On notera que: $b^{2}(\hat{S}_{i})$ n’est autre que le nombre des compOsantes irr\’educti-

bles de $S_{i}$ et $b^{2}(\hat{S})=1$ ; et que: $d_{i}=2g+n-1-b^{1}(\hat{S}_{i})$ .
En posant $\nu_{i}=\chi(\hat{S}_{i})-\chi(\tilde{S}_{i})$ , o\‘u $\chi$ est le nombre d’Euler; on a, d’apr\‘es le

Th\’eor\‘eme 1,

$d_{i}+a_{i}=x(S_{i})-\chi(S)=\lambda_{i}+\mu_{i}+\nu_{i}$ .
(Si toutes les composantes irr\’eductibles de $S_{i}$ sont d’ordre un, on a $\nu_{i}=0.$)

Notamment, en tenant compte de Proposition 1 au \S 1, si $d_{i}+a_{i}=0,$ $c_{i}$ n’est
pas valeur critique.

\S 3. La formule principale.

Les groupes d’homologie intervenant dans ce paragraphe sont encore \‘a

coefficients dans le corps $R$ .
7. Un lemme13). Soit donn\’es un CW-complexe fini $K$ et une suite de ses

sous-complexes: $\phi=K_{0}\subset K_{1}\subset K_{2}\subset\ldots\subset K_{\alpha}=K$ ; on $a$ alors,

$\chi(K)=\sum_{i=1}^{\alpha}\chi(K_{i}, K_{i- 1})$ ,

o\‘u $\chi$ est le nombre $d^{)}Euler^{14)}$ .
8. La formule. Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome de type $(g, n)$ , et soient $c_{1},$ $\cdots,$ $c_{p}$

ses valeurs critiques. On aura alors, $a_{i}$ et $d_{i}$ \’etant comme ci-dessus $(n^{O}6)$ ,

13) Voir: M. Morse [1].

14) $\chi(K)=\sum_{n=0}^{m}(-1)^{n}$ rang $H_{n}(K),$ $\chi(K_{i}, K_{i-1})=\sum_{n=0}^{m}(-1)^{n}$ rang $H_{n}(K_{i}, K_{i-1}),$ $m$ \’etant

la dimension de $K$ .
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TH\’EOR\‘EME $2^{15)}$ . $\sum_{i=1}^{p}(d_{i}+a_{i})=2g+n-1$ .
1 Tragons, pour l’effet, dans le plan $C$ d’une variable $c$ , une courbe

simple de Jordan $l_{i}$ \‘a partir de chaque point $c_{i}(i=1, p)$ jusqu’au point \‘a
l’infini, de fagon qu’elles n’admettent aucun point commun deux \‘a deux.

Alors le domaine $G^{\prime}=C-\bigcup_{i=1}^{p}l_{i}$ est simplement connexe, (o\‘u $c_{i}\in l_{i}$). Posons

$X_{i}=f^{-1}(f_{i})$ , $X=_{i=1}^{p}UX_{i}$ , (dans $C^{2}$),

et consid\’erons dans l’espace $\hat{C}^{2}$ les ensembles compacts $\hat{X}_{i},\hat{X},\hat{S}_{i}$ et $\hat{Y}=\bigcup_{i=1}^{p}\hat{S}_{i}$ .
(Remarquons que, pour toute paire $(i, j),$ $(1\leqq i<j\leqq p),\hat{X}_{i}\cap\hat{X}_{j}=\infty$ et $\hat{S}_{i}\cap\hat{S}_{j}$

$=\infty.)$ Alors, comme on le verra facilement, on peut subdiviser $\hat{C}^{2}$ en un CW-
complexe fini de $fa\sigma$ on que $\hat{Y}$ et $\hat{X}$ soient des sous-complexes de $\hat{C}^{2}$ . On a
donc, pour tout entier $n\geqq 1$ , des isomorphismes $H_{n}(\hat{C}^{2},\hat{X})\cong H_{n}(\hat{C}^{2}/\hat{X})$ et
$H_{n}(\hat{X},\hat{Y})\cong H_{n}(\hat{X}/\hat{Y})$ .

$2^{O}$ Soit $R$ un exemplaire de la surface de Riemann de type $(g, n)$ , \‘a

savoir, de genre $g$ et avec $n$ composantes de fronti\‘eres. Soit $D:|z|<1$ le
disque unit\’e ouvert sur le plan $z$ , et soit $L$ l’intervalle ouvert: $(0,1)$ . D’apr\‘es
la Proposition 2 au \S 1, $\hat{C}^{2}/\hat{X}$ (resp. $\hat{X}_{i}/\hat{S}_{i}$) est hom\’eomorphe \‘a l’espace $ R\times D\wedge$

–
\langle resp. $R\times L$), $\ll one$ point $compactification\gg$ de l’espace produit $R\times D$ (resp.
$R\times L)$ , puisque $D$ et $L$ sont contractiles. On a:

(i) rang $H_{0}(\hat{Y})=1$ , rang $H_{1}(\hat{Y})=\sum_{i=1}^{p}b^{1}(\hat{S}_{i})$ , rang $H_{2}(\hat{Y})=\sum_{i=1}^{p}b^{2}(\hat{S}_{i}),$ $H_{n}(\hat{Y})=0$ ,

pour $n\geqq 3$ .
(ii) $H_{0}(\hat{X},\hat{Y})=0$ . Pour $n\geqq 1$ , $ H_{n}(\hat{X},\hat{Y})\cong H_{n}(\hat{X}/\hat{Y})\cong\sum_{\iota=\perp}^{p}H_{n}(\hat{X}_{i}/\hat{S}_{t})\cong$

$\sum_{i=1}^{p}H_{n}(R\times L)\wedge$ (somme directe). Donc, $H_{n}(\hat{X},\hat{Y})=0$ pour $n=1$ et pour $n\geqq 4$ ,

rang $H_{2}(\hat{X},\hat{Y})=p(2g+n-1)$ , et rang $H_{3}(\hat{X},\hat{Y})=p$ .
(iii) $H_{0}(\hat{C}^{2},\hat{X})=0$ . Pour $n\geqq 1,$

$ H_{n}(\hat{C}^{2},\hat{X})\cong H_{n}(\hat{C}^{2}/\hat{X})\cong H_{n}(R\times D)\wedge$ . Donc,
$H_{n}(\hat{C}^{2},\hat{X})=0$ pour $n=1,2,$ $n\geqq 5$ , rang $H_{3}(\hat{C}^{2},\hat{X})=2g+n-1$ , rang $H_{4}(\hat{C}^{2},\hat{X})=1$ .

Par suite, d’apr\‘es le lemme au $n^{o}$ pr\’ec\’edent, nous avons

15) De la m\^eme mani\‘ere que pour ce th\’eor\‘eme, on pourra obtenir la $p$ roposition
suivante:

Soit $M$ une vari\’et\’e analytique compacte \‘a deux dimensions complexes, et soit
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$donn\’e $e$ une fonction m\’eromorphe $f$ sur $M$ (non-constante), qui n’admet aucun point
d’ind\’etermination, et telle que, pour une valeur $c_{0}\in\overline{C}$, la surface caract\’eristique: $f=c_{0}$

soit irr\’eductible et d’ordre un. (On suppose qu’il existe au moins une telle fonction
$f$ sur $M.$ ) On d\’efinit les valeurs critiques $c_{1},$ $\cdots$ , $c_{p}$ de $f$ et les enti\‘eres $d_{i},$ $a_{i}(i=$

$1,$
$\cdots,$ $p$) de la fagon naturelle; on $a$ alors, $\sum_{i=1}^{p}(d_{i}+a_{i})-4g=\chi(M)-4$ , o\‘u $g$ est le genre

des surfaces ordinaires de $f$, et $\chi(M)$ est le nombre d’Euler de $M$ .
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$\chi(\hat{C}^{2})=1-\sum_{i=1}^{p}b^{1}(\hat{S}_{i})+\sum_{i=1}^{p}b^{2}(\hat{S}_{i})+p(2g+n-1)-p-(2g+n-1)+1$ .

En substituant $2g+n-1-b^{1}(\hat{S}_{i})=d_{i}$ et $b^{2}(\hat{S}_{i})-1=a_{i}$ , on a

$\chi(\hat{C}^{2})=2+\sum_{i=1}^{p}(d_{i}+a_{i})-(2g+n-1)$ .

Or, $\hat{C}^{2}$ \’etant hom\’eomorphe \‘a une sph\‘ere \‘a 4 dimensions r\’eelles, on a
$\chi(\hat{C}^{2})=2$ . On a donc, $\sum_{i=1}^{p}(d_{i}+a_{i})=2g+n-1$ . C. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. Le nombre des valeur critique d’un $polyn\delta mef(x, y)$ de $tyPe$

$(g, n)$ ne surpasse pas $2g+n-1$ .
CORCLLAIRE 2. Si $S_{co}$ : $f=c_{0}$ est irr\’eductible et simplement connexe ( $f$ itant

un $polyn\delta me$), $f$ n’admet qu’une valeur critique, $c_{0}$ , au plus.
Rappelons le $n^{O}6$ ; en combinant les th\’eor\‘emes 1 et 2, on a
CEROLLAIRE 3. $\sum_{t=1}^{p}(\lambda_{i}+\mu_{i}+\nu_{i})=2g+n-1$ . (Si toutes les comp0sant irri-

ductible de $S_{i}$ est d’ordre un, $\nu_{i}=0.$)

\S 4. 1-cycles absorb\’es en le point \‘a l’infini.

$\ll Les$ groupes d’homologie dans le pr\’esent paragraphe sont \‘a coeffisients
entiers, et leurs rangs sont pris sur l’anneau $Z$ des entiers. $\gg$

9. Tubes $\Sigma_{i}$ . Nous continuerons de sous-entendre que $f(x, y)$ est un poly-
n\^ome de type $(g, n)$ , que $c_{1},$

$\cdots$ , $c_{p}$ ses valeurs critiques, et que $S_{i}=S_{c_{i}}(i=1$ ,
$p)$ , o\‘u $S_{c}=f^{-1}(c)$ , pour $c\in C$. Rappelons la configuration au $n^{o}5$ , \‘a savoir;

pour chaque $i(1\leqq i\leqq P)$ , les points singuliers $e_{ij}(j=1, \cdots , q_{i})$ de $S_{i}$ , les boules
ferm\’ees $B_{ij}$ de centre $e_{ij}$ et de rayon $r_{ij}$ suffisamment petits et l’ensemble
$\Gamma_{i}$ : $\rho\leqq|x|<\infty,$ $|y|<\infty,$

$\rho$ \’etant suffisament grand, (faite une transformation
lin\’eaire si n\’ecessaire). Prenons un nombre positif $\epsilon_{i}$ de fagon que, pour
toute $c$ telle que $0<|c-c_{i}|\leqq\epsilon_{i},$ $\sigma_{ij}(c)=S_{c}\cap B_{ij}$ (resp. $\tau_{i}(c)=S_{c}\cap\Gamma_{i}$ ) soient
hom\’eomorphes \‘a $\sigma_{ij}(c_{i}+\epsilon_{i})$ (resp. $\tau_{i}(c_{i}+\epsilon_{i})$ ), et que, en posant $\Sigma_{l}=f^{-1}(\gamma_{i})$ , o\‘u
$\gamma_{i}$ est le disque: $|c-c_{i}|\leqq\epsilon_{i}$ sur le plan $c$ , et en posant $U_{ij}=\Sigma_{i}\cap B_{ij},$ $V_{i}=$

$\Sigma_{i}\cap\Gamma_{i},$ $W_{i}=(U^{i}qU_{ij})\cup V_{i}$ , la fermeture $\overline{\Sigma_{i}-W}_{i}^{16)}$ soit r\’etractile sur $\Delta_{i}$

$j=1$

$=\overline{S_{i}-(S_{i}\cap W_{i}})$ . Ceci est possible s\^urement, (il suffit de choisir $\epsilon_{i}$ assez petit).

Remarquons que $\sigma_{ij}=S_{i}\cap B_{ij}$ et $\hat{\tau}_{i},$ $(\tau_{i}=S_{i}\cap\Gamma_{i})$ , sont simplement connexes,
et que $\Delta_{i}/\partial\Delta_{i}\approx S_{i}/\tau_{i}\approx\hat{S}_{i}$ , (o\‘u $\approx$ signifie “hom\’eomorphe’’, et $\partial\Delta_{i}=\Delta_{i}\cap W_{i}$).

LEMME 1. $\epsilon_{i}$ ($i=1,$ $\cdots$ , p) \’etant choisis comme ci-dessus, on $a$ :

(i) Pour tout $i(i=1, \cdots , p),$ $H_{1}(\Sigma_{i})n’ a$ Pas de torsion, et $\sum_{i=1}^{p}$ rang $H_{1}(\Sigma_{i})$

$=(P-1)(2g+n-1)$ .
16) $M$ \’etant un ensemble dans $C^{2},\overline{M}$ signifie la fermeture de $M$ dans $C^{2}$ .
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(ii) Pour $n\geqq 2,$ $H_{n}(\Sigma_{i})=0,$ $(i=1, \cdots , p)$ .
Consid\’erons, pour l’effet, sur le plan $c$ , les disques $\gamma_{i}$ : $|c-c_{i}|\leqq\epsilon_{i}(i=1$ ,

, $p$), (disjoints), et les points $c_{i}+\epsilon_{i}$ sur $\partial\gamma_{i}(i=1, \cdots , p)$ . Joignons chaque
point $c_{i}+\epsilon_{i}$ ($i=2,$ $\cdots$ , p) au point $c_{1}+\epsilon_{1}$ par une coube simple de Jordan $l_{i}$ ,
qui ne contient aucun point des $\gamma_{j}$ ($i=1,$ $\cdots$ , p) sauf deux points $c_{1}+\epsilon_{1}$ et
$c_{i}+\epsilon_{i}$ , de fagon que, pour toute paire $(i, j)(2\leqq i<j\leqq P)$ , on ait $l_{i}\cap l_{j}=c_{1}+\epsilon_{1}$ .
Posons $X_{1}=\Sigma_{1}=f^{-1}(\gamma_{1}),$ $X_{i}=f^{-1}(l_{i}\cup\gamma_{i})(i=2, p)$ , et $X=\sum_{i=1}^{p}X_{i}$ .

Comme le plan $c$ est r\’etractile sur $Q=\gamma_{1}\cup(\bigcup_{i=2}^{p}(l_{i}\cup\gamma_{i}))$ , l’espace $C^{2}$ est

r\’etractile sur $X(=f^{-1}(Q))$ , en vertu de Proposition 2 au $n^{o}2$ . Par suite, on
a $H_{n}(X)=0$ , pour $n\geqq 1$ . On a donc, l’isomorphisme sur $\partial:H_{n+1}(X, \Sigma)\rightarrow H_{n}(\Sigma)$ ,

pour tout $n\geqq 1$ , o\‘u $\Sigma=\bigcup_{i=1}^{p}\Sigma_{i}$ .

Or, $H_{n}(X, \Sigma)\cong H_{n}(X/\Sigma)\cong\sum_{i=2}^{p}H_{n}(X_{i}/(\Sigma_{1}\cup\Sigma_{i}))$ , (somme directe). On verra
facilement que, pour tout $i$ $(i=2, \cdots , p)$ , $H_{n}(X_{i}/(\Sigma_{1}\cup\Sigma_{i}))=0$ , $(n\geqq 3)$ ,
$H_{2}(X_{i}/(\Sigma_{1}\cup\Sigma_{i}))\cong Z^{2g+n-1}$ , (somme directe de $2g+n-1$ exemplaires de l’anneau
$Z$ des entiers). Ainsi on a obtenu $H_{n}(\Sigma)=0$ , pour $n\geqq 2,$ $H_{1}(\Sigma)\cong Z^{(p-1)(2g+n-1)}$ .
Cela suffit pour le lemme, puisque $H_{n}(\Sigma)=\sum_{i=1}^{p}H_{n}(\Sigma_{i})$ , (somme directe).

C. Q. F. D.
10. $V_{i}^{k}$ . Dans la configuration du num\’ero pr\’ec\’edent, soient $V_{i}^{1},$ $\cdots$ $V_{i}^{N_{i}}$

les composantes connexes de $V_{i}(=\Sigma_{i}\cap\Gamma_{i})$ . On verra imm\’ediatement que
$N_{i}$ est \’egal au nombre des composantes irr\’eductibles de $\tau_{i}(c)$ , o\‘u $0<|c-c_{i}|$

$\leqq\epsilon_{i}$ , et qu’il ne surpasse pas $n$ .
LEMME 2. (i) Pour $i(=1, \cdots , p),$ $l’ homomorphisme$ bord $\partial:H_{2}(\Sigma_{i}, V_{i})\rightarrow$

$H_{1}(V_{i})$ est biunivoque, et $H_{1}(V_{i})/Im$ . $\partial n’ a$ pas de torsion. (Il est \‘a remarquer
que $H_{2}(\Sigma_{i}, V_{i})\cong H_{2}(\hat{S}_{i}).)$

(ii) Pour tout $i,$ $k(i=1, \cdots , p, k=1, \cdots , N_{i})$ , on a $H_{1}(V_{t}^{k})\cong Z$, et $H_{n}(V_{i}^{k})$

$=0,$ $(n\geqq 2)$ .
COROLLAIRE. $f(x, y)$ \’etant un $polyn\delta me$ de $tyPe(g, n),$ (primitif comme

toujours), le nombre des comPosantes irriductibles de $S_{c}$ : $f=c$ ne surpasse Pas
$n$ , pour toute $c\in C$.

Pour d\’emonstrer le Lemme 2, consid\’erons la suite exacte d’homologie de
la paire $(\Sigma_{i}, V_{i})$ :

$\partial$

$...\rightarrow H_{2}(\Sigma_{i})\rightarrow H_{2}(\Sigma_{i}, V_{i})\rightarrow H_{1}(V_{i})\rightarrow H_{1}(\Sigma_{i})\rightarrow H_{1}(\Sigma_{i}, V_{i})$

$\partial$

$\rightarrow\tilde{H}_{0}(V_{i})\rightarrow\tilde{H}_{0}(\Sigma_{i})\rightarrow\cdots$ .
( $\tilde{H}_{0}(*)$ signifie le groupe d’homologie r\’eduit.)

1 D’apr\‘es le Lemme 1, $H_{2}(\Sigma_{i})=0$ et $H_{1}(\Sigma_{i})$ n’a pas de torsion; il en
r\’esulte la proposition (i) du Lemme 2, \‘a l’aide de la suite exacte ci-dessus.
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Remarquons, de plus, que $H_{1}(V_{i})$ n’a pas de torsion.
$2^{o}$ On a $H_{n}(\Sigma_{i}, V_{i})\cong H_{n}(\Sigma_{i}/V_{i}),$ $(n\geqq 1)$ . Comme on le verra facilement,

( $\epsilon_{i}$ \’etant suffisamment petit), $U_{ij}(=\Sigma_{i}\cap B_{ij})(j=1, \cdots , q_{i})$ sont contractiles,
et $\Sigma_{i}/V_{i}$ est r\’etractile sur $\Delta_{i}/\partial\Delta_{i}$ ( $\approx\hat{S}_{i}$ comme d\’ej\‘a remarqu\’e). Par suite,
on a $H_{n}(\Sigma_{i}, V_{i})\cong H_{n}(\hat{S}_{i})\cong Z^{b_{i}^{1}},$ $Z^{b_{i}^{2}},0$ ; pour $n=1,2,$ $\geqq 3$ , respectivement, (o\‘u
$b_{i}^{l}=b^{l}(\hat{S}_{i})$ , pour $l=1,2$). D’autre part, on a \’evidemment $\tilde{H}_{0}(V_{i})\cong Z^{N_{i}- 1},\tilde{H}_{0}(\Sigma_{i})$

$=0$ . On a donc, d’apr\‘es la suite exacte ci-dessus,

rang $H_{1}(\Sigma_{i})=(rangH_{1}(V_{i})-b_{i}^{2})+(b_{i}^{1}-N_{i}+1)$

$=(rangH_{1}(V_{i})-N_{i})+(2g+n-1)-(d_{i}+a_{i})$ .
En additionnant ces identit\’es pour $i=1,$ $\cdots P$ , et en $y$ appliquant le Lemme 1,
on a

$(p-1)(2g+n-1)=\sum_{i=1}^{p}$ (rang $H_{1}(V_{i})-N_{i}$) $+p(2g+n-1)-\sum_{t=1}^{p}(d_{i}+a_{i})$ .

D’apr\‘es le Th\’eor\‘eme 2, on a donc $\sum_{i=1}^{p}$ (rang $H_{1}(V_{i})-N_{i}$) $=0$ .
3 Prenons une composante connexe $V_{i}^{k}$ de $V_{i}$ , quelconque. $\partial\Delta_{t}\cap V_{l}^{k}$

consiste en un nombre fini de courbes ferm\’ees; (ce sont des rev\^etements fihis
sans point de ramification sur le cercle $|x|=\rho$). Soit $\alpha$ une d’elles, orient\’ee
d’une fagon convenable. Alors, $\alpha$ n’est pas homologue \‘a nul dans $V_{i}^{k}$ , puis-
que la variation de l’argument de $x(P),$ $P$ tragant $\alpha$ une fois, n’est pas nulle,
et que $x$ ne s’annule en aucun point de $V_{i}^{k},$ $(V_{i}^{k}\subset\Gamma_{i} : \rho\leqq|x|<\infty, |y|<\infty)$ .
Donc, rang $H_{1}(V_{i}^{k})\geqq 1$ .

D’autre part, $\sum_{i=1}^{p}\sum_{k=1}^{N_{i}}rangH_{1}(V_{i}^{k})=\sum_{i=1}^{p}N_{i}$ , comme nous l’avons vu \‘a $2^{o}$ .
Donc, on a n\’ecessairement rang $H_{1}(V_{i}^{k})=1$ , pour tout $i,$ $k,$ $(i=1,$ $p,$ $k=1$ ,
- , $N_{i}$ ). $H_{1}(V_{i}^{k})$ n’a pas de torsion, puisqu’il en est de m\^eme pour $H_{1}(V_{i})$ .

C. Q. F. D.
11. Cas de type $(g, 1)$ .
TH\’EOR\‘EME 3. Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome de type $(g, 1)$ , (primitif $co$mme tou-

jours), et soient $e_{1},$
$\cdots$ , $e_{q}$ les points singuliers de $f$ ; on $a$ alors, (i) pOur tout

$c\in C,$ $S_{c}$ : $f=c$ est irr\’eductible et d’ordre un, (ii) $\sum_{j=1}\text{\‘{A}}(e_{j}, f)q=2g$.
Soient, pour l’effet, $c_{1},$

$\cdots$ , $c_{p}$ les valeurs critiques de $f$, et consid\’erons les
circonstances aux Lemmes 1 et 2, pour $f$. On remarquera d’abord, que dans
le cas actuel $V_{i}$ est connexe, pour tout $i$ .

1 En suite, $S_{i}$ \’etant irr\’eductible, $H_{2}(\Sigma_{i}, V_{i})\cong Z$, et l’un des g\’en\’erateurs
de ce groupe est la classe d\’efinie par $\partial\Delta_{i}$ (d\’efini au $n^{o}9$), avec l’orientation
convenable. $D’ apr\grave{e}sleLemme2,$ $H_{1}(V_{i})\cong Z,$ $\partial;H_{2}(\Sigma_{i}, V_{i})\rightarrow H_{1}(V_{i})$ est biunivo-
que, et $H_{1}(V_{i})/Im$ . $\partial$ est sans torsion; il en r\’esulte que $\partial\Delta_{i}$ est un g\’en\’erateur
de $H_{1}(V_{i})$ . Supposons que l’orientation de $\partial\Delta_{i}$ est telle que arg $x$ s’augmente,
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(cela ne diminue pas la g\’en\’eralit\’e).
L’application $x:V_{i}\rightarrow C^{*}$ , ( $C^{*}$ \’etant le domaine $ 0<|x|<\infty$), induit l’homo-

morphisme $\chi_{*};$ $H_{1}(V_{i})\rightarrow H_{1}(C^{*})\cong Z$. Pour tout cycle $\beta$ de $H_{1}(V_{i})$ , nous d\’efinis-
sons le nombre entier $m(\beta)$ par $1’\acute{e}quationx_{*}(\beta)=m(\beta)\cdot\gamma,$ o\‘u $\gamma$ est le g\’en\’era-
teur de $H_{1}(C^{*})$ choisi de fagon que $m(\partial\Delta_{i})$ soit positif.

$3^{O}$ Or, consid\’erons la surface $\tau_{i^{\prime}}=\tau_{i}(c_{i}+\epsilon_{i})$ , (voir le $n^{o}9$). $\tau_{i^{\prime}}\cap[|x|=\rho$ ,
$|y|<\infty]$ consiste en un nombre fini de coubes ferm\’ees, qui sont des rev\^ete-
ments finis sans points de ramification sur le cercle $|x|=\rho$ , que nous noterons
$\alpha_{i}^{1},$ $\cdots$ , $\alpha_{i^{h_{i}}}$ (avec l’orientation telle que arg $x$ s’augmente). On a alors,

$\partial\Delta_{i}\sim\alpha_{i}^{1}+\cdots+\alpha_{i}^{h_{i}}$ ; homologue dans $V_{i}$ .

Par suite, $m(\partial\Delta_{i})=\sum_{k=1}^{h_{i}}m(\alpha_{\ell}^{k}),$ $m(\alpha_{i^{k}})>0$ . Si $h_{i}>1$ , on a $m(\partial\Delta_{i})>m(\alpha_{i}^{1})>0$ ;

c’est absurde. Donc, $h_{i}=1$ . Nous \’ecrirons $\alpha_{i}$ au lieu de $\alpha_{i}^{1}$ , dans le suite.
$4^{o}$ Puis, regardons $\tau_{\ell^{\prime}}$ comme une portion d’une surface de Riemann au-

dessus du plan $x$. Supposons qu’il existe au moins un point de ramification
$\xi$ de $\tau_{i^{\prime}}$ . Fixons un point $\eta$ sur $\alpha_{i}$ , et joignons le point $\eta$ \‘a $\xi$ par une courbe
1 sur $\tau_{i^{\prime}}$ qui ne passe par aucun point de ramification de $\tau_{i^{\prime}}$ , (avec l’orienta-
tion $\eta\rightarrow\xi$).

D\’ecrivons un cycle sur $\tau_{i^{\prime}}$ comme suit:
(1) d’abord, \\‘a partir de $\eta$ , on trace 1 $jusqu’\grave{a}\zeta$ tout devant le point $\xi$ ,
(2) on joigne le point $\zeta$ \‘a un autre $\zeta^{\prime}$ , qui poss\‘ede la m\^eme coordonn\’ee

$x$ que $\zeta$ et une branche distincte de celle de $\zeta$ , par une courbe tout au voisi-
nage du point $\xi$ ,

(3) on trace la courbe telle qu’elle poss\‘ede la m\^eme projection (sur le
plan x) que $l^{-1}$ , (c’est la courbe $l$ , avec l’orientation oppos\’ee), \‘a partir de $\zeta^{\prime}$

jusqu’au point $\eta^{\prime}$ ayant la m\^eme coordonn\’ee $x$ que $\eta$ , ( $\eta^{\prime}\in\alpha_{i}$ n\’ecessairement),
(4) on trace $\alpha_{i},$ \‘a partir de $\eta^{\prime},$ $jusqu’\grave{a}\eta$ , (c’est possible).
D\’esignons ce cycle par $\alpha_{i^{\prime}}$ , on verra imm\’ediatement que $0<m(\alpha_{i^{\prime}})<m(\alpha_{i})$

$=m(\partial\Delta_{i})$ . Ceci est aussi absurde, puisque $\partial\Delta_{i}$ est un g\’en\’erateur de $H_{1}(V_{i})$ .
Donc, $\tau_{i^{\prime}}$ na pas de point de ramification sur le plan $x$ , et se situe au-

dessus de la porsion $\rho\leqq|x|<\infty$ sans point fronti\’ere relatif. Par suite, elle
est hom\’eomorphe \‘a $ 1\leqq|t|<\infty$ sur le plan $t$ , et $\hat{\tau}_{i^{\prime}}$ (voir le $n^{o}4$) est simple-
ment connexe. Ainsi, nous avons obtenu $\mu_{i}=0$ . Il en resulte (ii), $d’ apr\grave{e}s$ le
Corollaire 3 du Th\’eor\‘eme 2. C. Q. F. D.

N.B. Si $f$ est un polyn\^ome de type $(g, n)$ , et si toute la surface pre-

mi\‘ere de $f$ est d’ordre un, est-ce que $\sum_{i=1}^{p}\mu_{i}\leqq n-1$ , ou non 7 (Notamment, si,

outre ces conditions, $f$ n’admet aucun point singulier, est-ce que $g=0$ , ou
non ?) Malheureusement, l’auteur n’a pas de r\’eponse pour ces questions.

TH\’EOR\‘EME 4. Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome, et supp0s0ns que $S_{0}$ : $f=0$ soit irr\’e-
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ductible, d’ordre un, non-singuli\‘ere et de type $(g, 1)$ ; alors $S_{0}$ est ordinaire.
Supposons, pour l’effet, que $c_{1}=0$ soit une valeur critique de $f$. En

remarquant que, dans le cas actuel, $V_{1}$ est connexe, on pourra d\’emontrer
$\mu_{1}=0$ , de la m\^eme mani\’ere que dans le Th\’eor\‘eme 3. Par suite, d’apr\‘es le
Th\’eor\‘eme 1 et l’hypothese, on a $d_{1}+a_{1}=0$ . Donc $S_{0}$ est ordinaire. C.Q.F.D.

COROLLAIRE17). Soit $f(x, y)$ un polyn\^ome, et suppOsOns que $S_{0}$ : $f=0_{\rightarrow}soit$

irr\’eductible, d’ordre un, non-singuli\‘ere et simplement connexe. Alors, pOur toute
$c\in C,$ $S_{c}$ : $f=c$ l’est aussi.

\S 5. Une application aux automorphismes alg\’ebriques de l’espace $C^{2}$ .
12. Un automorphisme: $x^{\prime}=f(x, y),$ $y^{\prime}=g(x, y)$ de l’espace $C^{2}$ sera dite

alg\’ebrique, si $f$ et $g$ sont des polyn\^omes en $x,$ $y$ . On a alors, d’apr\‘es th\’eor\‘eme
de E. Picard (sur la fonction enti\‘ere), l’application inverse \’etant $x=f^{\prime}(x^{\prime}, y^{\prime})$ ,
$y=g^{\prime}(x^{\prime}, y^{\prime}),$ $f^{\prime}$ et $g^{\prime}$ sont aussi des polyn\^omes en $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ . D’apr\‘es H. W. E.
Jung18), tout automorphisme alg\’ebrique de l’espace $C^{2}$ est un produit de trans-
formations lin\’eaires et de transformations de type: $x^{\prime}=x,$ $y^{\prime}=y+cx^{l},$ $(c\in C$,

1: un nombre entier positif). Nous nous proposons ici d’aborder le probl\‘eme
suivant:

Probl\‘eme. Etant donn\’e \‘a l’espace $C^{2}$ une courbe affine $S$ irr\’eductible, non-
singuli\’ere et simplement connexe, trouver un automorphisme alg\’ebrique de
l’espace $C^{2}$ : $x^{\prime}=f(x, y),$ $y^{\prime}=g(x, y)$ tel qu’il transforme $S$ \‘a l’axe $x^{\prime}=0$ .

Quant \‘a ce probl\‘eme, d’apr\‘es A. Gutwirth et M. Nagata19), on a
PROPOSITION. Soit donn\’e un $polyn\delta mef(x, y)=x^{m}+y^{n}+f_{0}(x, y)$ , o\‘u $f_{0}$ est

un pOlyn\^ome de degr\’e inferieur \‘a $m$ (resp. \‘a n) en $x$ ($resP$ en $y$), et de degri
total $n$ au plus, $(m<n)$ . Si, pour toute $c\in C,$ $S_{c}$ : $f=c$ est irr\’eductible, non-
singuli\‘ere et simplement connexe, alors, $n$ est un multiple de $m$ .

(R\’ecemment, I. Wakabayashi a donn\’e une d\’emonstration tr\‘es simple \‘a

cette proposition.)

En appliquant le corollaire du Th\’eor\‘eme 4 \‘a cette proposition, on a
PROPOSITION. Soit donn\’e un polyn\^ome $f(x, y)=x^{m}+y^{n}+f_{0}(x, y)$ , o\‘u $m<n$

17) M. M. Kita a remarqu\’e que: si ce polyn\^ome est de type $(1, 1)$ au plus, ce
corollaire est en relation intime au probl\‘eme suivant:

Etant donn\’e un domaine multiple (Uberlagerungsbereich) $\mathcal{D}$ de l’espace fini $(z, w)$ ,
\‘a deux feuilles, tel que $\mathcal{D}$ soit analytiquement hom\’eomorphe \‘a l’espace fini $(x, y)$ , et
que la surface critique $\mathfrak{M}$ de $\mathcal{D}$ soit donn\’ee par l’\’equation: $z^{3}+a_{1}(w)z^{2}+a_{2}(w)z+a_{3}(w)$

$=0$ , o\‘u $a_{i}(i=1,2,3)$ sont des fonctions enti\‘eres d’une variable complexe; d\’emontrer
que $\mathfrak{M}$ est irr\’eductible, non-singuli\‘ere, et simplement connexe. Cette remarque a
donn\’e occasion \‘a la recherche actuelle, dont nous avons d\’ej\‘a parl\’e un mot \‘a l’intro-
duction.

18) H. W. E. Jung, (1942).
19) Voir la note 3).
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et $f_{0}$ satisfait \‘a la m\^eme condition que plus haut. Si $S_{0}$ : $f=0$ est irr\’eductible,
d’ordre un, non-singuli\‘ere et simplement connexe, alors, $n$ est un multiple de $m$ .

Maintenant, \‘a l’aide de cette proposition, le probl\‘eme pos\’e ci-dessus est
r\’esoluble, de la mani\‘ere habituelle; \‘a savoir, faisant des transformations de
deux types dites plus haut, successivement, diminuant les degr\’es de $f,$ $jusqu’\grave{a}$

ce que le polyn\^ome $f$ se r\’eduit \‘a $x$.
TH\’EOR\‘EME $5^{20)}$ . Le pr0bl\‘eme pos\’e ci-dessus est toujours r\’esoluble.

\S 6. Fonctions enti\‘eres de la classe (A).

13. Pr\’eliminaires.{?}Soit $f(x, y)$ une fonction enti\‘ere de deux variables
complexes $x,$ $y$ ; toute composante irr\’eductible d’une surface caract\’eristique
$S_{c}$ : $f=c$ dans $C^{2}$ sera appel\’ee surface Premi\‘e$re$ de $f$. T. Nishino a d\’ePni,
dans son M\’emoire $(IV)^{21)}$ , une classification remarquable des fonctions enti\‘eres
g\’en\’erales de deux variables complexes, \‘a savoir: classe (A), classe (P), classe
\langle $E$). Une fonction enti\‘ere \’etait dite d’appartenir \‘a la classe (P), si tuote sa
surface premi\‘ere est parabolique22), et une fonction de la classe (P) \’etait dite
d’appartenir \‘a la classe (A), si toute sa surface premi\‘ere est de type fini23).

Sur cette classification, nous citons le th\’eor\‘eme suivant, d\^u \‘a lui:
TH\’EOR\‘EME. Une fonction enti\‘ere $f(x, y)$ de la classe (P) appartient \‘a la

classe (A), s’il existe un ensemble $e$ de caPacit\’e logalismique pOsitjve dans le
plan $c$ , tel que, pour tout $c\in e,$ $S_{c}$ : $f=c$ contienne au moins une surface pre-
mi\‘ere de $tyPe$ fini.

Soit $f(x, y)$ une fonction enti\‘ere de la classe (A), et soit $S$ une des sur-
faces premi\‘eres de $f$. Nous appellerons $S$ surface ordinaire de $f$, si, pour un
point $P$ de $S$ , il existe un voisinage $U$ de $P$, tel que toute la surface premi\‘ere
passant par $U$ soit d’ordre un, non-singuli\‘ere et hom\’eomorphe \‘a $S$ (topologi-
quement), et n’admette aucune surface conjugu\’ee24). Une surface premi\‘ere
de $f$ qui n’est pas ordinaire sera dite critique, et une valeur $c\in C$ telle que
$S_{c}$ ; $f=c$ contienne au moins une surface critique sera appel\’ee valeur critique
de $f$. Les autres serons appel\’ees valeur ordinaires de $f$.

On a alors, d’apr\‘es le M\’emoire (IV) de T. Nishino:
TH\’EOR\‘EME. Soit $f(x, y)$ une fonction enti\‘ere de la classe (A); alors on $a$ :

20) Voir la note 5).
21) \‘a paraitre. T. Nishino [2].
22) C’est \‘a dire, parabolique comme une surface de Riemann.
23) C’est \‘a dire, qu’elle est de genre fini et poss\‘ede un nombre fini de composantes

de fronti\‘eres, en la regardant comme une surface de Riemann.
24) Deux surfaces premi\‘eres $S,$ $s/$ de $f$ est dites conjugu\’ees 1‘un \‘a l’autre, s’il

existe une suite de surfaces premi\‘eres de $f:S_{1},$ $S_{2},$ $\cdots$ , qui converge \‘a $S$ et, en m\^eme

tempes, \‘a $S^{\prime}$ . (Voir le M\’emoire I de T. Nishino.)
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(i) l’ensemble des valeurs critiques de $f$ est ferm\’e $el$ de capacit\’e logalismi-
que nulle sur le plan.

(ii) Soit $S$ une des surfaces ordinaire de $f$, et soit $c$ la vaieur de $f$ en S.
Alors il existe un nombre positif $\epsilon$ tel que, le tube normal $\Sigma$ ; la comp0sante
connexe qui contient $Sdu$ domaine $|f-c|<\epsilon$ , soit analytiquement hom\’eomorphe

\‘a un domaine multiple $alg\text{{\it \’{e}}} bro\iota de^{25)}\mathcal{D}du\gamma\times C$, (o\‘u $\gamma$ est le disque: $|z-c|<\epsilon$

dans le plan $z$ et $C$ est le plan d’une variable complexe $w$ ), tel que la pr0jecti0n
\‘a l’espace $(z, w)$ de toute la surface critique int\’erieure de $\mathcal{D}$ soit d\’efinie par
l’\’equation de la forme: $w=\xi(z)$ , o\‘u $\xi$ est une fonction holomorphe dans $\gamma$ .

Par suite, d’apr\‘es le M\’emoire (I) de T. Nishino, on a deux corollaires
suivants:

COROLLAIRE 1. Toute fonction enti\‘ere de la classe (A) n’admet aucune
paire de surfaces conjugu\’ees de type $(\beta)$ .

Une fonction enti\‘ere $f(x, y)$ de la classe (A) sera dite primitive, s’il existe
une valeur $c_{0}$ telle que $S_{c_{0}}$ : $f=c_{0}$ soit irr\’eductible et d’ordre un.

COROLLAIRE 2. Pour toute fonction enti\‘ere $f(x, y)$ de la classe (A), il existe
une fonction enti\‘ere primitive $F(x, y)$ et une fonction enti\‘ere $\varphi$ d’une variable
complexe, telles que $f(x, y)\equiv\varphi(F(x, y))$ .

On notera que subsistent encore deux propositions suivantes:
PROPOSITION 1’. Soit $f(x, y)$ une fonction enti\‘ere primitive de la classe (A).

Si une surface $S_{c}$ : $f=c$ est irriductible, elle est d’ordre un.
PROPOSITION 2’. Soit $f(x, y)$ une fonction enti\‘ere de la classe (A), et soit

$e(\subset C)$ l’ensemble des valeurs critiques de $f$. Posons $G=C-e,$ $E=f^{-1}(G)$ .
Alors $E$ est un espace fibr\’e localement trivial (topOlOgiquement) sur $G$ avec la
projection $f$.

$\ll Dans$ la suite nous ne traiterons que la fonction enti\‘ere primitive de
la classe (A), et supposons sans dire que les fonctions enti\‘eres envisag\’ees
sont primitives. $\gg$

14. Valeurs critiques des fonctions enti\‘eres de la classe (A). $\ll Les$

groupes d’homologie dans ce num\’ero sont \‘a coefficients dans le corps $ R.\gg$

Nous allons \’etablir le th\’eor\‘eme suivant:
THEOR\‘EME 6. Toute fonction enti\‘ere (primitive) de la classe (A) n’admet

qu’un nombre fini de valeurs critiques. En outre, $f(x, y)$ \’etant une telle fonction,
la surface caract\’eristique $S_{c}$ : $f=c$ , p0ur toute $c\in C$ ne p0ss\‘ede qu’un nombre
fini de comp0santes irr\’eductibles.

(Pr\’ecis\’ement dit, le nombre des valeurs critiques ne depasse pas le $1^{er}$

25) C’est \‘a dire, le domaine d’holomorphie sur le domaine $\gamma\times C$ , de la fonction
$\varphi(z, w)$ d\’efinie par une \’equation $\varphi^{m}+A_{1}(z, w)\varphi^{m-1}+\cdots+A_{m}(z, w)=0$ , (o\‘u $A_{k}(z, w)$

sont des fonctions Polyn\^omes en $w$ dont les coefficients sont des fonctions holomor-
phes de $z$ dans $\gamma$ ).
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nombre de Betti de la surface ordinaire de la fonction.)

1 Supposons, pour l’effet, une fonction enti\‘ere $f(x, y)$ de la classe (A)

et de type $(g, n)^{26)}$ , avec au moins $2g+n$ valeurs critiques; $c_{1},$
$\cdots$ , $c_{p}$ (o\‘u $p=$

$2g+n)$ . Soit $e$ l’ensemble de toutes les valeurs critiques de $f;e$ est ferm\’e

et de capacit\’e logalismique nulle sur le plan $C$ de la variable complexe $c$ ,

d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de T. Nishino, cit\’e plus haut.
Tragons, sur le plan $C,$ $p$ disques ferm\’es $\gamma_{i}$ : $|c-c_{i}|\leqq\epsilon_{i}$ ( $i=1,$ $\cdots$ , P) sans

point commun deux \‘a deux, tels que tout cercle $\partial\gamma_{i}$ : $|c-c_{i}|=\epsilon_{\iota}(1\leqq i\leqq P)$ ne
passe par aucun point de $e$ . Pour chaque $i(=1, \cdots p)$ , prenant un point $c_{i}^{\prime}$

sur $\partial\gamma_{i}$ , on trace une courbe simple de Jordan $l_{i}$ , \‘a partir de $c_{i^{\prime}}$ , jusqu’au
point \‘a l’infini, ne passant par aucun point de $e$ , ni point de $\gamma_{k}(k=1, p)$ ,

de fa.con qu’elles, $l_{1},$ $\cdots$ , $l_{p}$ , ne poss\‘edent aucun point commun deux \‘a deux.
Tragons encore, sur ce plan, un domaine (ouvert et connexe) $G$ simplement
connexe, contenant tous les $\gamma_{i}\cup l_{i}$ $(i=1, \cdots , p),$ limit\’e par des courbes simples

de Jordan, et tel que $(\overline{G}-\bigcup_{i=1}^{p}\gamma_{i})\cap e=\emptyset$ . (Cela est possible s\^urement.) Posons

$\Sigma_{0}=X_{0}=f^{-1}(C-G)$ , $\Sigma_{i}=f^{-1}(\gamma_{i})$ , $X_{i}=f^{-1}(\gamma_{i}\cup l_{i})$ ,

( $i=1,$ $\cdots$ , p) et $\Sigma=_{i=0}^{p}U\Sigma_{i}$ , $X=\bigcup_{i=0}^{p}X_{i}$ ; ce sont tous des ensembles ferm\’es

dans $C^{2}$ .
Consid\’erons dans l’espace $\hat{C}^{2}$ les ensembles (ferm\’es) $\hat{\Sigma}_{i},\hat{X}_{i}(i=0, \cdots , P)$ ;

$\hat{\Sigma},\hat{X}$, et d\’esignons les int\’erieurs des $\hat{\Sigma},\hat{\Sigma}_{i}$ (ou ceux des $\Sigma,$ $\Sigma_{i}$ ) par $\Sigma^{0},$ $\Sigma_{i}^{0}$ ,

respectivement. On peut alors subdiviser, facilement, l’espace $\hat{C}^{2}-\sum^{0}$ en un
CW-complexe (fini) de fagon que $\hat{X}-\Sigma^{0}$ et $\partial\hat{\Sigma}_{i}=\hat{\Sigma}_{i}-\Sigma_{i}^{0}$ en soient des sous-
complexes. Par suite, pour tout entier $n\geqq 1$ , on a

$H_{n}(\hat{C}^{2},\hat{X})\cong H_{n}(\hat{C}^{2}-\Sigma^{0},\hat{X}-\Sigma^{0})\cong H_{n}(\hat{C}^{2}-\Sigma^{0}/\hat{X}-\Sigma^{0})$ ,

$H_{n}(\hat{X}_{i},\hat{\Sigma}_{i})\cong H_{n}(\hat{X}_{i}-\Sigma_{i^{0}},\hat{\Sigma}_{i}-\Sigma_{i}^{0})\cong H_{n}(\hat{X}_{i}-\Sigma_{i}^{0}/\hat{\Sigma}_{i}-\Sigma_{t}^{0})$ ,

en vertu des $the^{f}or\grave{e}$ mes d’excision pour l’homologie.
On a donc, notamment, $H_{n}(\hat{C}^{2},\hat{X})\cong 0,$ $R^{2g+n-1},$ $R$ : pour $n=2,3,4$ , respec-

tivement; et $H_{n}(\hat{X}_{i},\hat{\Sigma}_{i})\cong R^{2g+n-1},$ $R$ : pour $n=2,3$ , respectivement, $(i\geqq 1)$ .
Ici, $R^{m}$ signifie la somme directe de $m$ exemplaires du corps $R$ .

$2^{o}$ Puis, nous allons d\’emontrer: (I) Pour tout $i(=0, \cdots, p),$ $\beta_{i}^{2}=rangH_{2}(\hat{\Sigma}_{i})$ ,
$\beta_{i}^{1}=rangH_{1}(\hat{\Sigma}_{i})$ sont finis; pr\’ecisement $dit,$ $1\leqq\beta_{i}^{2}\leqq 2g+n-1,0\leqq\beta_{i}^{1}\leqq 2g+n-1$ .
(II) En posant $\delta_{i}=2g+n-1-\beta_{i}^{1}$ et $\alpha_{i}=\beta_{i}^{2}-1$ , on a $\sum_{t=1}^{p}(\delta_{i}+\alpha_{i})\leqq 2g+n-1$ ,

$(\delta_{\ell}\geqq 0, \alpha_{i}\geqq 0)$ .
En effet, le bord $\partial;H_{n}(\hat{C}^{2},\hat{X})\rightarrow H_{n-1}(\hat{X})e3t$ isomorphisme sur, pour $n=2,3$

26) C’est \‘a dire, que la surface ordinaire de $f$ est de type $(g, n)$ .
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(et $n\geqq 5$); surjectif et nul, pour $n=4$ , puisque $H_{n}(\hat{C}^{2})=0,$ $(n\neq 0,4)$ et $H_{4}(\hat{C}^{2})$

$j_{*}$

$\rightarrow H_{4}(\hat{C}^{2},\hat{X})$ est isomorphisme sur, (o\‘u $j_{*}$ est l’application canonique). Par
suite, d’apr\‘es 1, on a $H_{1}(\hat{X})=0$ , rang $H_{2}(\hat{X})=2g+n-1,$ $H_{3}(\hat{X})=0$ .

Or, pour toute paire $(i, j)$ telle que $0\leqq i<j\leqq p$ , on a $\hat{X}_{i}\cap\hat{X}_{j}=\{\infty\}$ . On a
donc, pour toute $i$ $(=0, \cdots , p),$ $H_{1}(\hat{X}_{i})=0,$ $H_{3}(\hat{X}_{i})=0$ et $\sum_{l-- 0}^{p}$ rang $H_{2}(\hat{X}_{i})=$

$2g+n-1$ .
En suite, envisageons la suite exacte des groupes d’homologie reli\’ee \‘a la

paire $(\hat{X}_{i},\hat{\Sigma}_{i}),$ $(i\geqq 1)$ ;
$\partial$

$...\rightarrow H_{3}(\hat{X}_{i})\rightarrow H_{3}(\hat{X}_{i},\hat{\Sigma}_{i})\rightarrow H_{2}(\hat{\Sigma}_{i})\rightarrow H_{2}(\hat{X}_{i})\rightarrow H_{2}(\hat{X}_{i},\hat{\Sigma}_{i})$

$\partial$

$\rightarrow H_{1}(\hat{\Sigma}_{i})\rightarrow H_{1}(\hat{X}_{i})\rightarrow\ldots$

En tenant compte des calculs ci-dessus, la proposition (I) est visible par cette
suite exacte. On a, en outre,

$1-\beta_{i}^{2}+rangH_{2}(\hat{X}_{i})-(2g+n-1)+\beta_{i}^{1}=0,$ $(i\geqq 1)$ .

On a donc, $\sum_{i=1}^{p}(\delta_{i}+\alpha_{i})=\sum_{i=1}^{p}$ rang $H_{2}(\hat{X}_{i})\leqq 2g+n-1$ .
$3^{o}$ D\’emontrons: Lorsque $S_{i}$ n’est pas irr\’eductible, on a $\alpha_{i}\geqq 1,$ $(1\leqq i\leqq p)$ .
En effet, soient, $S_{i}^{1},$ $S_{i}^{2}$ deux composantes irr\’eductibles de $S_{i}$ . Tragons,

sur chaque $S_{i}^{h},$ $(h=1,2)$ , une portion ferm\’ee $K_{h},$ $non- singuli\grave{e}$re et hom\’eo-

morphe au disque unit\’e $D:|w|\leqq 1$ sur le plan $w$ , et puis, deux portions
ferm\’ees disjointes $T_{h}(h=1,2)$ de $\Sigma_{i}$ , telles que $T_{h}$ soit hom\’eomorphe au
produit $\gamma\times D$ o\‘u $\gamma$ est le disque unit\’e: $|z|\leqq 1$ sur le plan $z$ , et que, par cet
hom\’eomorphisme, $(\partial\gamma)\times D$ corresponde \‘a une portion de $\partial\Sigma_{i}=f^{-1}(\partial\gamma_{i})$ , et
$O\times D$ (resp. $z\times D$ ) corresponde \‘a $K_{h}$ (resp. \‘a une composante irr\’eductible
d’une $S_{c}\cap T_{h},$ $c\in\gamma_{i}$), (pour chaque $h=1,2$). (C’est possible s\^urement.) Soit
$V=\hat{\Sigma}_{i}-(T_{1}\cup T_{2})$ , et soit $T^{*}=\hat{\Sigma}_{i}/\overline{V},$ ( $\overline{V}$ signifie la fermeture de $V$ ). On a,
\’evidemment, $H_{2}(T^{*})\cong R+R$ (somme directe), et dont les bases sont $K_{1^{*}}$ et
$K_{2^{*}}$ , o\‘u $K_{h^{*}}=K_{h}/\partial K_{h},$ $(\partial K_{h}=K_{h}\cap\overline{V})$ .

Or, consid\’erons l’homomorphisme canonique $\pi;H_{2}(\hat{\Sigma}_{i})\rightarrow H_{2}(T^{*})$ , et sup-
posons que $\alpha_{i}=0$ , (c’est \‘a dire, $H_{2}(\hat{\Sigma}_{i})\cong R$). En posant $S=S_{c_{i^{\prime}}},$ $(c_{i^{\prime}}\in\partial\gamma_{i})$ , on
a $\hat{S}\neq 0$ , dans $H_{2}(\hat{\Sigma}_{i})$ , (pour cela, il suffit, par exemple, de consulter la suite
exacte cit\’ee \‘a $2^{o}$ ). Par suite, il existe $k_{1},$ $k_{2}\in R$ , tels que $\hat{S}_{i}^{h}=k_{i}\hat{S}$ , dans
$H_{2}(\hat{\Sigma}_{i}),$ $(h=1,2)$ .

Or, on a $\pi(\hat{S}_{i}^{h})=K_{h}^{*},$ $(h=1,2)$ , et $\pi(\hat{S})=m_{1}\cdot K_{1}^{*}+m_{2}\cdot K_{2}^{*}$ , o\‘u $m_{1},$ $m_{2}$ sont
les ordres des $S_{i}^{1},$ $S_{i}^{2}$ respectivement. On a donc, pour chaque $h(=1,2)$ ,
$K_{h^{*}}=k_{h}m_{1}K_{1}^{*}+k_{h}m_{2}K_{2}^{*}$ , dans $H_{2}(T^{*})$ . $K_{h}^{*}(h=1,2)$ \’etant bases, on a, par
suite, $k_{1}m_{2}=k_{2}m_{1}=0$ . Or, $m_{1}\neq 0,$ $m_{2}\neq 0$ . Donc, $k_{1}=k_{2}=0$ , ce qui entraine
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$K_{h^{*}}=0$ , dans $H_{2}(T^{*})$ ; c’est absurde. Donc, $\alpha_{i}\geqq 1$ .
$4^{o}$ D\’emontrons: Lorsque $S_{i}$ est irr\’eductible, et que le premier nombre de

Betti de $\hat{S}_{i}$ est inf\’erieu $r$ \‘a $2g+n-1$ , on a $\delta_{i}\geqq 1,$ $(1\leqq i\leqq p)$ .
Joignons, pour l’effet, le point $c_{t}$ au point $c_{i^{\prime}}(\in\partial\gamma_{i})$ sur le plan $c$ , par

un arc simple de Jordan 1 de fagon que 1 ne passe par aucun point de $e$ , et
que $l$ ne sorte pas du disque $\gamma_{i}$ , et posons $L=f^{-1}(l)$ . On verra imm\’ediate-

ment $H_{1}(L,\hat{S}_{i})=0$ . Par suite, l’homomorphisme: $H_{1}(\hat{S}_{i})\rightarrow H_{1}(L)$ , induit par
l’injection: $\hat{S}_{i}\rightarrow L$ , est surjectif. Donc, l’hypoth\‘ese entraine $rangH_{1}(L)<$

$2g+n-1$ .
Or, d’apr\‘es la suite exacte cit\’ee \‘a $2^{o},$

$H_{1}(\hat{\Sigma}_{i})$ est engendr\’e par $(2g+n-1)$

cycles sur $\hat{S}=\hat{S}_{c_{i^{\prime}}}$ . On voit par suite, dans le diagramme commutatif suivant

que $h_{1}$ est surjectif. Par suite, $h_{3}$ l’est aussi. Comme rang $H_{1}(L)<2g+n-1$ ,

on a rang $H_{1}(\hat{\Sigma}_{i})<2g+n-1$ . Donc, $\delta_{i}\geqq 1$ .
5 D’apr\‘es $3^{O}$ et $4^{o}$ , on a $\delta_{i}+\alpha_{i}\geqq 1$ , pour tout $i(=1, \cdots p)$ . Donc,

d’apr\‘es (II) \‘a $2^{o}$ , on a $p\leqq 2g+n-1$ . Cela est en contradiction avec l’hypoth\‘ese
pos\’ee au commencement de 1.

6 La deuxi\‘eme assertion du th\’eor\‘eme est maintenant visible, $d’ apr\grave{e}s$

le raisonnement ci-dessus, (1-3 ). C. Q. F. D.
15. Formule principale pour les fonctions enti\‘eres de la classe (A).

Une fois \’etabli le Th\’eor\‘eme 6, on verra, sans difficult\’e, que les th\’eor\‘emes
aux \S 2 et \S 3 restent valables aussi pour les fonctions enti\‘eres de deux vari-
ables complexes de la classe (A). Nous ne le r\’ep\’eterons pas, puisque l’on
peut le d\’emontrer tout pareillement au cas de polyn\^omes, avec une modi-
fication pour le mode de la d\’efinition de l’indice $\mu$ \‘a l’infini, \‘a savoir:

Soit $f(x, y)$ une fonction enti\‘ere de la classe (A), et soit $c_{i}$ une des valeurs
critiques de $f$. Designons les composantes irreductibles de $S_{i}$ : $f=c_{i}$ , par
$S_{i}^{1},$ $\cdots$ , $S_{i}^{h}$ , et marquons un point (non-singuli\‘ere) $P_{k}$ sur chaque $S_{i}^{k},$ $(k=1$ ,

. , $h$). En tragans une boule ouverte $B_{r}$ : $|x|^{2}+|y|^{2}<r$ (contenant tous les
$P_{k})$ , d\’esignons la composante irr\’eductible de $S_{i}^{k}\cap B_{r}$ qui contient le point $P_{k}$

par $\Delta_{k}(r)$ . Choisissons le rayon $r$ suffisamment grand pour que $\Delta_{k}(r)(k=1$ ,
$\ldots$ $h$) soient hom\’eomorphes aux $S_{i}^{k}(k=1, \cdots h)$ , respectivement. (C’est possi-
ble $s\hat{u}rement^{27)}.$ ) En suite, prenant $c_{i^{\prime}}$ suffisamment voisin de $c_{i}$ , d\’esignons,
pour chaque $k$ $(=1, \cdots , h)$ , la composante irr\’eductible de $S_{c_{i^{\prime}}}\cap B_{r}$ qui contient

un point $Q_{k}$ voisin de $P_{k}$ par $\Delta_{k^{\prime}}$ , et posons $\tau_{i^{\prime}}=S_{c_{i}^{\prime}}-\bigcup_{k=1}^{h}\Delta_{k^{\prime}}$ .

27) Il n’existe jamais de surface caract\’eristique, born\’ee, dans $C^{2}-\overline{B}_{r}$ .
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Consid\’erons dans l’espace $\hat{C}^{2}$ l’ensemble $\hat{\tau}_{i^{\prime}}$ ; son premier nombre de
Betti est l’indice $\mu_{i}$ voulu.

TH\’EOR\‘EME 1’. $F(x, y)$ \’etant une fonction enti\‘ere de la classe (A), on a
pOur toute valeur critique $c_{i}$ de $f,$ $x(S_{i})-\lambda_{i}-\mu_{i}=x(S)$ , o\‘u $S$ est une surface
ordinaire de $f$, et $\chi(*)$ d\’esigne le nombre d’Euler de $*$ . En outre, si toutes les
composantes irriductibles de $S_{i}$ sont d’ordre un, $S_{i}$ est hom\’eomorphe \‘a $S_{i}$ .

Dans les circonstances ci-dessus, nous d\’efinissons:
$d_{i}=rangH_{1}(\hat{S})$ –rang $H_{1}(\hat{S}_{i})$ , $a_{i}=rangH_{2}(\hat{S}_{i})$ –rang $H_{2}(\hat{S})$ ,

$(d_{i}\geqq 0, a_{i}\geqq 0, d_{i}+a_{i}=\chi(\hat{S}_{i})-\chi(\hat{S}))$ .
On a alors, $c_{1},$

$\cdots$ , $c_{p}$ \’etant les valeurs critiques de $f$,

TH’\’EOR\‘EME $2^{\prime}$ . $\sum_{i=1}^{p}(d_{i}+a_{i})=2g+n-1$ .
Quant aux Th\’eor\‘emes 3 et 4 (au \S $4^{o}$ ), l’auteur pense qu’ils subsistent

aussi pour les fonctions enti\‘eres de la classe (A); mais, pour les d\’emontrer,
il existe une difficult\’e propre aux fonctions enti\‘eres, dans le cas o\‘u $g\geqq 2$ ,
$(g, n)$ \’etant le type de la fonction consid\’er\’ee.
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