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\S 1. Introduction.

Soit $f(z)$ une fonction m\’eromorphe d’ordre non z\’ero dans le plan fini
$|z|<\infty$ . Alors, on sait bien qu’elle admet au plus deux valeurs exceptionnelles
au sens de Borel et au plus deux valeurs exceptionnelles au sens de Nevan-
linna de d\’efaut 1 (voir Nevanlinna [3]). De plus, il est connu bien qu’il $y$ a
un exemple d’une fonction m\’eromorphe dans $|z|<\infty$ admettant une valeur
exceptionnelle au sens de Borel sans \^etre exceptionnelle au sens de Nevan-
linna (Valiron [6]) et un exemple qui admet une valeur exceptionnelle au
sens de Nevanlinna de d\’efaut 1 sans \^etre exceptionnelle au sens de Borel
(Nevanlinna [3]). C’est-\‘a-dire, les deux notions sont ind\’ependantes \‘a un sens.
Mais, on a trouv\’e le

TH\’EOR\‘EME A. Soit $f(z)$ une fonction m\’eromorphe d’ordre non z\’ero dans
le plan fini $|z|<\infty$ . Alors, elle admet au plus deux valeurs exceptionnelles au
sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de d\’efaut 1. De plus, s’il $y$ en a deux,
l’ordre de $f(z)$ est entier quand il est fini (Toda [5]).

Il est naturel de consid\’erer si le th\’eor\‘eme A est valable dans le cercle-
unit\’e. Pourtant, la m\’ethode utilis\’ee pour le d\’emontrer n’est pas applicable
aux fonctions m\’eromorphes dans le cercle-unit\’e. De plus, la d\’erni\‘ere partie
du th\’eor\‘eme A n’est pas n\’ecessairement vraie dans le cercle-unit\’e parce qu’il
$y$ a une fonction m\’eromorphe d’ordre positif quelconque dans $|z|<1$ admet-
tant deux valeurs exceptionnelles au sens de Picard (voir \S 3). Cependant,
la premi\‘ere partie du th\’eor\‘eme A est valable aussi dans $|z|<1$ . En effet,

dans ce m\’emoire, on introduit une m\’ethode applicable aux fonctions m\’ero-

morphes dans le cercle-unit\’e et donne quelques g\’en\’eralisations du th\’eor\‘eme
de Picard-Borel, qui contiennent le th\’eor\‘eme A quand on consid\‘ere dans le
plan fini $|z|<\infty$ .

On utilise les symboles usuels de la th\’eorie de Nevanlinna des fonctions
m\’eromorphes (voir Nevanlinna [3]).

$*)$ Ce travail a \’et\’e fait en partie avec $1’ aide$ de la fondation de Sakkokai (The
Sakkokai Foundation).
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\S 2. Dans le plan fini.

Dans ce paragraphe, on g\’en\’eralise le th\’eor\‘eme A. Soit $f(z)$ une fonction
m\’eromorphe d’ordre $\rho,$ $ 0<\rho\leqq\infty$ , dans le plan fini $|z|<\infty$ . Comme dans
Toda [4], on dit qu’un nombre $\alpha$ est admissible \‘a $f(z)$ quand

(1) $\left\{\begin{array}{l}0\leqq\alpha<\rho si 0<\rho<\infty,\\0<\alpha<\infty si \rho=\infty.\end{array}\right.$

On utilise les notations suivantes:

$T_{a}(r, r_{0}, f)=T_{\alpha}(r, f)=\int_{r_{0}^{r}}T(t_{1\mp}-,\frac{f)}{\alpha}dtt$

$N_{\alpha}(r, r_{0}, a, f)=N_{\alpha}(r, a, f)=\int_{r}^{\underline{N}(t,a,\underline{f)}}r_{0}dtt^{1+\overline{\alpha}}$

$\delta_{\alpha}(a, f)=\delta_{\alpha}(a)=1-\lim_{r}\underline{\sup}_{T_{\alpha}()}^{N_{\alpha}(r,,\underline{f)}}--\frac{a}{r,f}$

et

$\Delta_{\alpha}(a, f)=\Delta_{\alpha}(a)=1-\lim\underline{\inf}\frac{(r,a}{a(r,f}\underline{N}_{T^{\alpha})}\underline{f)}$

o\‘u $r_{0}$ est un nombre positif fix\’e quelconque et $a$ est un nombre complexe,
fini ou non (voir Toda [4]).

On dit que $\delta_{\alpha}(a, f)$ est le d\’efaut modifi\’e de $f(z)$ en un point $a$ . La quan-
tit\’e $\delta_{\alpha}(a)$ est ind\’ependante du choix de $r_{0}$ quand $\alpha$ est admissible \‘a $f(z)$ ou
\’egal \‘a z\’ero (Toda [4]).

On dit qu’une valeur $a$ est exceptionnelle au sens de Borel pour $f(z)$ si
l’ordre de $N(r, a, f)$ est plus petit que $\rho$ (ou fini quand $\rho=\infty$). (Il $y$ a des
autres d\’efinitions quand $\rho=\infty$ , mais on utilise la d\’efinition donn\’ee ici.)

Soient $B_{f}$ (ou $B$) l’ensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour
$f(z)$ et $N(B_{f})$ (ou $N(B)$) le nombre des \’el\’ements de $B_{f}$ . Alors, $N(B)\leqq 2$ et si
$N(B)=2,$ $f(z)$ est \‘a croissance r\’eguli\‘ere et $\rho$ est entier quand il est fini, par
cons\’equent les d\’efauts des \’el\’ements dans $B$ sont \’egals \‘a 1 (voir Valiron [6]).

On donne, d’abord, quelques lemmes.
LEMME 1. Pour $\alpha>0$ et $r_{0}>0$ ,

$S_{\alpha}(r, r_{0}, f)\equiv\int_{70}^{r}\frac{S(t}{t^{1+}}\alpha dt\underline{f)}=o(\int_{r_{0}}^{r}\frac{\log^{\{}T(t,f)}{t^{1+\alpha}}dt)$

o\‘u $S(t, f)$ est le terme d’erreur dans le deuxi\‘eme th\’eor\‘eme fondamental de
Nevanlinna (Nevanlinna [3]).

LEMME 2. Pour $\alpha<\beta$ admissibles \‘a $f(z)$ ou $\alpha=0$, on a
$\delta(a)\leqq\delta_{\alpha}(a)\leqq\delta_{\beta}(a)\leqq\Delta_{\beta}(a)\leqq\Delta_{\alpha}(a)\leqq\Delta(a)$

o\‘u $a$ est valeur quelconque, finie ou infinie (Toda [4]).
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On note qu’il $y$ a un exemple d’une fonction m\’eromorphe (soit $g(z)$) dans
$|z|<\infty$ tel que

$\delta(a, g)\neq\delta_{\alpha}(a, g)$

pour une valeur $a$ et un nombre $\alpha$ admissible \‘a $g(z)$ (voir Toda [4]).

LEMME 3. Si une valeur $a$ appartient \‘a $B_{f}$ , il $y$ a un nombre $\alpha$ admissible
\‘a $f(z)$ tel que

$\delta_{\sigma}(a, f)=1$ .
En effet, prenons un nombre $\alpha$ tel que

l’ordre de $ N(r, a)<\alpha<\rho$ ,
alors

$N_{\alpha}(r, a)=O(1)$ .
De plus, $\alpha$ \’etant admissible \‘a $f(z),$ $T_{\alpha}(r, f)$ tend vers l’infini si $ r\rightarrow\infty$ . Par
cons\’equent, on a

$\delta_{\alpha}(a, f)=1$ .
LEMME 4. Si pour un nombre $\alpha$ admissible \‘a $f(z)$

$K_{\alpha}(f)=\lim_{r}\underline{\sup}\frac{)+N_{\alpha}(r,f)}{r,f)}\underline{N_{\alpha}(r,0}_{T_{\alpha}}f_{(}=0$ ,

qui est ind\’ependante $du$ choix de $r_{0}$ , l’ordre $\rho$ de $f(z)$ est entier ou infini (Toda [4]).

Utilisant ces lemmes, on donne deux th\’eor\‘emes.
TH\’EOR\‘EME 1. Soient $f(z)$ une fonction m\’eromorphe d’ordre $\rho,$ $ 0<\rho\leqq\infty$ ,

dans le plan fini $|z|<\infty$ et $\alpha$ un nombre admissible \‘a $f(z)$ quelconque. Alors,
on a

$\sum_{a\not\in B_{f}}\delta_{\alpha}(a, f)\leqq 2-N(B_{f})$ .
D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es la proposition 2 dans Toda [4], on a pour $q$

valeurs distinctes quelconque $a_{1},$ $\cdots$ $a_{q}$ (finies ou non, $q\geqq 3$) l’in\’egalit\’e

(2) $(q-2)T_{\alpha}(r, f)\leqq\sum_{i=1}^{q}N_{\alpha}(r, a_{i})+S_{\alpha}(r, f)$

o\‘u $S_{\alpha}(r, f)=S_{\alpha}(r, r_{0}, f)$ .
1) Le cas o\‘u $ B=\phi$ . Ce th\’eor\‘eme est le m\^eme que la proposition 4 dans

Toda [4].
2) Le cas o\‘u $B$ contient un seul \’el\’ement. Soient $B=\{b\}$ et $\beta$ un nombre

admissible \‘a $f(z)$ quelconque tel que

$\delta_{\beta}(b, f)=1$

(Lemme 3). Alors, \‘a l’in\’egalit\’e (2) $\alpha$ \’etant admissible \‘a $f(z)$ quelconque et $q$

aussi \’etant quelconque, si on prend $\alpha=\beta$ , en vertu du lemme 1, on a

$\sum_{i=1}^{q}\delta_{\beta}(a_{i})\leqq 1=2-N(B)$ ,
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de sorte qu’en utilisant le lemme 2, on a le r\’esultat.
3) Le cas o\‘u $B$ contient deux \’el\’ements. Soit $B=\{b_{0}, b_{1}\}$ . Alors, l’ordre

de $N(r, b_{0})+N(r, b_{1})$ est plus petit que $\rho$ . Prendrons un nombre $\beta$ admissible
\‘a $f(z)$ et plus grand que l’ordre de $N(r, b_{0})+N(r, b_{1})$ , alors

$N_{\beta}(r, b_{0})+N_{\beta}(r, b_{1})=O(1)$ ,

par cons\’equent, $T_{\beta}(r, f)$ tendant vers l’infini,

$\delta_{\beta}(b_{0})=\delta_{\beta}(b_{1})=1$ .
De (2) et du lemme 1, on a

$\sum_{i=1}^{q}\delta_{\beta}(a_{i})\leqq 0=2-N(B)$ ,

de sorte qu’en utilisant le lemme 2, on a le r\’esultat.
COROLLAIRE 1. Soit $f(z)$ une fonction comme dans le th\’eor\‘eme 1, alors,

on a
$\sum_{a\not\in B_{f}}\delta(a, f)\leqq 2-N(B_{f})$ .

On obtient ce r\’esultat tout de suite de ce th\’eor\‘eme et du lemme 2.
COROLLAIRE 2. Le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel ou

au sens de Nevanlinna de d\’efaut 1 est au plus \’egal \‘a deux.
C’est la premi\‘ere partie du th\’eor\‘eme A.
COROLLAIRE 3. Si $N(B_{f})=2$ , pour $\alpha$ admissible \‘a $f(z)$ quelconque et a

n’appartenant pas \‘a $B_{f}$ , on a
$\Delta_{\alpha}(a, f)=0$ .

En effet, dans ce cas, $f(z)$ est \‘a croissance r\’eguli\‘ere, par cons\’equent pour
$b_{0},$ $b_{1}\in B_{f}$

$\delta(b_{0}, f)=\delta(b_{1}, f)=1$ .
Donc, en utilisant le lemme 2, on a

$\sum_{a}\delta_{\alpha}(a, f)=\delta_{\alpha}(b_{0}, f)+\delta_{\alpha}(b_{1}, f)=2$ ,

de sorte qu’en vertu de la proposition 7 dans Toda [4], on a pour tout $a$

$\delta_{a}(a, f)=\Delta_{a}(a, f)$ .
D’autre part, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1, on a

$\delta_{\alpha}(a, f)=0$ , $a\not\in B_{f}$ .
En cons\’equence, on a le r\’esultat.

TH\’EOR\‘EME 2. Soient $f(z)$ une fonction m\’eromorphe d’ordre $\rho,$ $ 0<\rho<\infty$ ,
dans le plan fini $|z|<\infty$ telle que $B_{f}$ n’est pas vide et $\alpha$ un nombre admissible
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\‘a $f(z)$ quelconque. Alors, si $\rho$ n’est pas entier, $B_{f}$ contient un seul \’el\’ement et
on a

$\sum_{a\in B_{f}}\delta_{\alpha}(a, f)<1$
.

$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . Si $B_{f}$ contient deux \’el\’ements, il est connu bien que $\rho$

est entier, qui est contraire \‘a notre hypoth\‘ese. Donc, $B_{f}$ contient un seul
\’el\’ement dans notre cas. On peut supposer que $B_{f}=\{\infty\}$ par une transfor-
mation lin\’eaire si n\’ecessaire. Alors, $\infty\in B_{f^{\prime}}$ , parce que l’ordre de $f^{\prime}(z)$ est
\’egal \‘a celui de $f(z)$ et l’in\’egalit\’e

$N(r, f)\leqq N(r, f^{\prime})\leqq 2N(r, f)$

signifie que 1‘ordre de $N(r, f^{\prime})$ est \’egal \‘a celui de $N(r, f)$ . Soit $\beta$ un nombre
admissible \‘a $f(z)$ quelconque et plus grand que l’ordre de $N(r, f)$ , alors on a

$N_{\beta}(r, f)=O(1)$ et $N_{\beta}(r, f^{\prime})=O(1)$

de sorte que

(3) $\delta_{\beta}(\infty, f)=\delta_{\beta}(\infty, f^{\prime})=1$

parce que $T_{\beta}(r, f)$ et $T_{\beta}(r, f^{\prime})$ tendent vers l’infini si $ r\rightarrow\infty$ .
Supposons ici que pour un nombre $\alpha$ admissible \‘a $f(z)$

$\sum_{a\neq\infty}\delta_{a}(a, f)=1$ .

On peut prendre $\alpha=\beta d’ apr\grave{e}s$ le lemme 2. Or, gr\^ace au th\’eor\‘eme 1 dans
Toda [4], on a
(4) $\delta_{\beta}(0, f^{\prime})=1$ .

De (3) et (4), on a
$0\leqq K_{\beta}(f^{\prime})\leqq 2-\delta_{\beta}(0, f^{\prime})-\delta_{\beta}(\infty, f^{\prime})=0$ .

Cela veut dire que l’ordre de $f^{\prime}$ , qui est \’egal \‘a celui de $f$, est entier d’apr\‘es
le lemme 4, qui est une contradiction \‘a l’hypoth\‘ese. Cela signifie que pour
tout $\alpha$ admissible \‘a $f(z)$

$\sum_{a\not\in B}\delta_{\alpha}(a, f)<1$ .

COROLLAIRE 4. Si le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel
ou au sens de Nevanlinna de d\’efaut 1 est \’egal \‘a deux, $\rho$ est entier ou infini.

C’est la derni\‘ere partie du th\’eor\‘eme A.
N.B.1. On peut d\’emontrer le corollaire 1 du deuxi\‘eme th\’eor\‘eme fonda-

mental de Nevanlinna directement quand l’ordre de $f(z)$ est fini; mais il n’est
pas possible quand l’ordre de $f(z)$ est infini parce qu’il existe un ensemble
exceptionnel.

N.B.2. On peut localiser quelques r\’esultats dans ce paragraphe en utilisant
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le deuxi\‘eme th\’eor\‘eme fondamental localis\’e de Nevanlinna (F. Nevanlinna [1]
et R. Nevanlinna [2]). Par exemple,

” Soit $f(z)$ une fonction m\’eromorphe uniforme d’ordre $\rho,$ $ 0<\rho\leqq\infty$ , dans
$ R\leqq|z|<\infty$ . Alors, on a

$\sum_{a\in B}\delta(a, f)\leqq 2-N(B_{f})$ ;

en particulier, le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel ou au
sens de Nevanlinna de d\’efaut 1 est au plus \’egal \‘a deux. S’il $y$ en a deux, $\rho$

est entier ou infini.”

\S 3. Dans le cercle-unit\’e.

Dans ce paragraphe, on g\’en\’eralise le th\’eor\‘eme de Picard-Borel dans le
cercle-unit\’e. Soit $f(z)$ une fonction m\’eromorphe d’ordre $\rho,$ $ 0<\rho\leqq\infty$ , dans le
cercle-unit\’e $|z|<1$ . Diff\’eremment un peu du cas de plan fini (voir (1)), on dit
qu’un nombre $\lambda$ est admissible \‘a $f(z)$ si

$ 0<\lambda<\rho$ .
D\’EFINITION 1. Pour un nombre $0<r_{0}<1$ fix\’e quelconque,

$T_{\lambda}(r, r_{0}, f)=T_{\lambda}(r, f)=\int_{r_{0}}^{r}T(t, f)(1-t)^{\lambda-1}dt$ ,

$N_{\lambda}(r, r_{0}, a)=N_{\lambda}(r, a)=\int_{r_{0}}^{r}N(t, a)(1-t)^{\lambda-1}dt$ ,

$m_{\lambda}(r, r_{0}, a)=m_{\lambda}(r, a)=\int_{r_{0}^{r}}m(t, a)(1-t)^{\lambda- 1}dt$ ,

$S_{\lambda}(r, r_{0}, f)=S_{\lambda}(r, f)=\int_{r_{0}^{r}}S(f, f)(1-t)^{\dot{\lambda}-1}dt$

o\‘u $\lambda$ est admissible \‘a $f(z)$ et $S(f, f)$ est le terme d’erreur dans le deuxi\‘eme
th\’eor\‘eme fondamental de Nevanlinna.

PROPOSITION 1. 1) $T_{\lambda}(r, f)$ tend vers l’infini monotonement quand $r\rightarrow 1$ .
2)

$\lim_{r\rightarrow}\sup_{1}\frac{\log}{\log}\frac{T_{\lambda}(r1\underline’-}{1-r}f)_{-}=\left\{\begin{array}{l}\rho-\lambda quand\rho<\infty\\\infty quand\rho=\infty.\end{array}\right.$

DEMONSTRATION. D’abord on d\’emontre 2). Soit $r>r_{0}$ , alors $T(r, f)$ \’etant

positive, croissante et $(1+r)/2>r$, on a

$T_{\lambda}((1+r)/2, r_{0}, f)=\int_{r_{0}^{(1+r)/2}}T(t, f)(1-t)^{\lambda-1}dt\geqq\int_{r^{(1- r)/2}}T(t, f)(1-t)^{\lambda-1}dt$

$\geqq T(r, f)\int_{r^{(1+r)/2}}(1-t)^{\lambda-1}dt=(1-2^{-\lambda})(1-r)^{\lambda}T(r, f)$ .
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De cette in\’egalit\’e, on obtient

$iim\sup_{r\rightarrow 1}-\frac{\log}{\log}\frac{T_{\lambda}(\underline{r}1}{1-r}f\underline{)}\left\{\begin{array}{l}\geqq\rho-\lambda quand\rho<\infty\\=\infty quand\rho=\infty.\end{array}\right.$

Supposons que $\rho<\infty$ . Alors, pour un nombre $\epsilon$ positif donn\’e quelconque,
il $y$ a un nombre $r_{1}(>r_{0})$ tel que pour tout $r\geqq r_{1}$ ,

$T(r, f)\leqq(1-r)^{-\rho-\epsilon}$ .
Donc, on a

$T_{\lambda}(r, r_{0}, f)\leqq 0(1)+\int_{r_{1}^{r}}(1-t)^{\lambda-\rho-\epsilon- 1}dt$

$=(1-r)^{\overline{A}-\rho-\epsilon}/(\rho+\epsilon-\lambda)+O(19$ ,
de sorte que

$\lim_{r-}\sup_{1}\frac{\log}{\log}\leqq\rho-\lambda\frac{T_{\lambda}(r1}{1-r}\underline{f)}$
.

Puis, on d\’emontre 1). $T(r, f)$ \’etant positive et croissante, $T_{\lambda}(r, r_{0}, f)$ est
croissante. En utilisant 2) ici, on obtient 1).

N.B.3. Visiblement, 1) et 2) sont ind\’ependants du choix de $r_{0}$ .
PROPOSITION 2. Pour toute valeur $a$ ,

$N_{\lambda}(r, r_{0}, a)+m_{\lambda}(r, r_{0}, a)=T_{\lambda}(r, r_{0}, f)+O(1)$ .
PROPOSITION 3. Pour $q$ valeurs distinctes quelconque $a_{1},$ $\cdots$ $a_{q}(q\geqq 3)$ ,

$(q-2)T_{\lambda}(r, r_{0}, f)\leqq\sum_{i=1}^{q}N_{\lambda}(r, r_{0}, a_{i})+S_{\lambda}(r, r_{0}, f)$ ,

o\‘u

$S_{\lambda}(r, r_{0}, f)=o(\int_{r_{0}^{r}}\log^{+}T(r, f)(1-t)^{\lambda-1}dt)$

pour tout $r$ tel que $r_{0}<r<1$ .
Ces deux propositions sont obtenues tout de suite des deux th\’eor\‘emes

fondamentals de Nevanlinna et de la d\’efinition 1.
D\’EFINITION 2. Pour une valeur $a$ (finie ou infinie),

$\delta_{\lambda}(a, f)=\delta_{\lambda}(a)=\lim_{r\rightarrow}\inf_{1}-m_{\lambda}(r_{-}r_{0}, a)$

$T_{\lambda}(r, r_{0}, f)^{-}$

$\Delta_{\lambda}(a, f)=\Delta_{\lambda}(a)=\lim\sup_{r\rightarrow 1}\frac{m}{T}\frac{r,r_{0},a}{r,r_{0},f}\lambda^{\lambda}(()\overline{)}$

La quantit\’e $\delta_{\lambda}(a, f)$ est dite le d\’efaut modifi\’e de $f(z)$ en un point $a$ .
LEMME 5.

$\lim--S_{\lambda}(r, r_{0}, f)_{-=0}$ .
$r\rightarrow 1T_{\lambda}(r, r_{0}, f)$
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En effet, de la proposition 3,

$S_{\lambda}(r, r_{0}, f)=o(\int_{r_{0}^{r}}\log^{+}T(t, f)(1-t)^{\lambda-1}dt)=o(T_{\lambda}(r, r_{0}, f))$

parce que $T(r, f)$ et $T_{\dot{\Lambda}}(r, r_{0}, f)$ tendent vers l’infini monotonement quand $r\rightarrow 1$

(Proposition 1).

N.B.4. Ce lemme est aussi ind\’ependant du choix de $r_{0}$ .
PROPOSITION 4. 1) Pour $\lambda$ admissible \‘a $f(z)$ quelconque,

$N_{\lambda}(r, r_{0}, a)$

$\delta_{\lambda}(a)=1-\lim_{r-}\sup_{1}T_{\lambda}(r, r_{0}, f)$

$\Delta_{\lambda}(a)=1-\lim_{r-}\inf_{1}T(r,r_{0}^{0},f)N_{\lambda^{\lambda}}(r,r,a)$

et elles sont ind\’ependantes $du$ choix de $r_{0}$ .
2) Pour $\lambda<\tau$ admissibles \‘a $f(z)$ , on a

$\delta(a)\leqq\delta_{\lambda}(a)\leqq\delta_{\tau}(a)\leqq\Delta_{\tau}(a)\leqq\Delta_{\lambda}(a)\leqq\Delta(a)$ .
D\’EMONSTRATION. 1) D’apr\‘es la proposition 2 et la proposition 1-1), on

a deux \’egalit\’es facilement. Ce qu’elles sont ind\’ependantes du choix de $\gamma_{0}$ est
visible.

2) Les in\’egalit\’es $\delta(a)\leqq\delta_{\overline{A}}(a)$ et $\delta_{\tau}(a)\leqq\Delta_{\tau}(a)$ sont visibles des d\’efinitions
de $\delta(a),$ $\delta_{\lambda}(a)$ et $\Delta_{\lambda}(a)$ ( $\lambda=\lambda$ ou $\tau$).

Soit $\alpha=\tau-\lambda$ , qui est positif. Alors, on a

$T_{\tau}(r, r_{0}, f)=\alpha\int_{r_{0}}^{r}T_{\lambda}(t, r_{0}, f)(1-t)^{\alpha-1}dt+T_{\lambda}(r, r_{0}, f)(1-r)^{\alpha}$

et

$N_{\tau}(r, r_{0}, a)=\alpha\int_{r_{0}}^{r}N_{\lambda}(t, \gamma_{0}a)(1-t)^{\alpha-1}dt+N_{\lambda}(r, r_{0}, a)(1-r)^{\alpha}$

De plus, pour un nombre $\epsilon$ positif donn\’e quelconque, on a pour tout
$r\geqq r_{1}(\epsilon)(\geqq r_{0})$

$N_{\lambda}(r, r_{0}, a)\leqq(1-\delta_{\lambda}(a)+\epsilon)T_{\lambda}(r, r_{0}, f)$ .

En utilisant ces trois relations et de la proposition 1-1), on obtient
$\delta_{\lambda}(a)\leqq\delta_{\tau}(a)$ .

Le reste est visible maintenant.
PROPOSITION 5. Pour un nombre $\lambda$ admissible \‘a $f(z)$ quelconque, on a
1) l’ensemble $N_{\lambda}=\{a, \delta_{\lambda}(a, f)>0\}$ est au plus d\’enombrable et
2)

$\sum_{a\in N_{\lambda}}\delta_{\lambda}(a)\leqq 2$
.

En effet, de la proposition 3 et du lemme 5, on a cette proposition tout
de suite.

COROLLAIRE 5. $\sum_{a}\delta(a, f)\leqq 2$ .
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On dit qu’une valeur $a$ est exceptionnelle au sens de Borel pour $f(z)$ si
l’ordre de $N(r, a, f)$ est plus petit que $\rho$ quand $\rho<\infty$ ou fini quand $\rho=\infty$ .
Soient $B_{f}$ (ou $B$) l’ensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour
$f(z)$ et $N(B_{f})$ (ou $N(B)$) le nombre des \’el\’ements de $B_{f}$ . On sait bien que
$N(B)\leqq 2$ en g\’en\’eral. Diff\’eremment du cas de plan fini, $\rho$ n’est pas n\’ecessaire-
ment entier quand m\^eme $N(B)=2$ . En effet, soit

(5) $f_{1}(z)=\exp((1-z)^{-\rho- 1})$ , $\rho>0$ ,

alors $f_{1}(z)$ admet deux valeurs $0$ et $\infty$ comme valeur exceptionnelle au sens
de Picard, par cons\’equent, au sens de Borel parce que l’ordre de $f_{1}(z)$ est
$\rho>0$ .

LEMME 6. Si une valeur $a$ est exceptionnelle au sens de Borel pour $f(z)$ , il
existe un nombre $\lambda$ admissible \‘a $f(z)$ tel que

$\delta_{\lambda}(a, f)=1$ .
En effet, soit $\lambda$ un nombre tel que

l’ordre de $ N(r, a, f)<\lambda<\rho$ ,
alors

$N_{\lambda}(r, a, f)=O(1)$ .
Donc, d’apr\‘es la proposition 1-1), on a le r\’esultat.

TH\’EOR\‘EME 3. Soient $f(z)$ une fonction m\’eromorphe d’ordre $\rho,$ $ 0<\rho\leqq\infty$ ,
dans le cercle-uni t\’e $|z|<1$ et $\lambda$ un nombre admissible \‘a $f(z)$ quelconque. Alors,
on a

$\sum_{af\pm B_{f}}\delta_{\lambda}(a, f)\leqq 2-N(B_{f})$ .

$D_{EMONSTRATlON}^{\prime}$ . D’apr\‘es la proposition 3, le lemme 5, la proposition 4,
le lemme 6 et la d\’efinition 2, on peut d\’emontrer ce th\’eor\‘eme comme dans la
d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1.

COROLLAIRE 6. $\sum_{a\not\in B}\delta(a, f)\leqq 2-N(B)$ .

On obtient ce corollaire de la proposition 4 et du th\’eor\‘eme 3 tout de
suite.

COROLLAIRE 7. $f(z)$ admet au plus deux valeurs exceptionnelles au sens de
Borel ou au sens de Nevanlinna de d\’efaut 1.

C’est une g\’en\’eralisation du th\’eor\‘eme de Picard-Borel dans le cercle-unit\’e
$|z|<1$ .

COROLLAIRE 8. Si $N(B_{f})=2$ , pour toute valeur a n’appartenant pas \‘a $B_{f}$

et $\lambda$ admissible \‘a $f(z)$ quelconque, on a

$\delta_{\lambda}(a, f)=\delta(a, f)=0$ .

N.B.5. Ces r\’esultats ne peuvent pas \^etre d\’emontr\’es directement du deu-
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xi\‘eme th\’eor\‘eme fondamental de Nevanlinna quand m\^eme $\rho$ est fini diff\’erem-
ment du cas de plan fini.

N.B.6. Un r\’esultat analogue au th\’eor\‘eme 2 n’est pas valide dans le cercle-
unit\’e comme l’exemple (5) le montre.
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