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Une remarque sur les applications du
Théoréme de Hille Yosida.

Par J. L. LiONS
(Regu le 28 Juillet, 1956)

1. Introduction.

Dans un article récent, Yosida a appliqué la méthode des
semi-groupes au probléme de Cauchy pour les opérateurs A - 6°/of,
A étant un opérateur différentiel du deuxiéme ordre elliptique, en x
(x=variable d’espace).

Le but de cette note est de montrer quune méthode analogue
gapplique aux opérateurs

N 9 5

(*) A+?};B kgﬁc,

ou A est un opérateur elliptique en x d’ordre 2m, m quelconque, B
un opérateur convenable d’ordre m, C un opérateur d’ordre 0, le
probléme de Cauchy étant remplacé par des problémes mixtes (au
sens de M. Hadamard) trés généraux.

Le N°2 donne un théoréme général qui permet d’appliquer la
théorie de Hille Yosida (Hille [1], Yosida [11]), ou bien la méthode de
la transformation de Laplace (Lions [2], Chap. 2). Cette application
est faite au N°3. Des exemples sont brievement donnés au N°4.

Il n’y a aucune difficulté & généraliser ce qui suit au cas de
systémes différentiels.

Signalons également que I’on peut (par des méthodes compléte-
ment différentes) remplacer A, B, C, par des opérateurs A(t), B(t), C(t),
convenables, dépendant de #; c’est ce qui est déja fait dans Visik [9],
pour les conditions aux limites de Dirichlet, mais vaut pour d’autres
conditions aux limites.

2.

Soit £ un ouvert de R*; x=(x,,--+, x,) & 2, dx=dx,---dx,. On désigne
par H'® Vespace L’(2) des (classes de) fonctions de carré sommable sur
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2, pour dx; on pose, pour #,v—H’:
(1, 0), =\ e, ufi=(, ),

On désigne par H™ l’espace des #<— H® tels que
Dtu=H" pour tout |[p|=m";

si #< H™, on pose

k=m
Iuﬁ:tg.;wpulﬁ, Hu”;?n:l;)lu‘?‘k'

Muni de la norme |||, H™ est un espace de Hilbert. On désigne
par H?” ’adhérence dans H™ du sous espace (L) des fonctions indé-
finiment différentiables a support compact?.

On suppose que louvert £ est m-régulier (cf. Lions [4]) ce qui
entraine ceci: il existe des constantes @ et b telles que, pour tout
u= H™, on ait

luly<alul,+blu),, 1<k<m-1.

Les normes ||#||,, et (J«|2,+|#|2)'”* sont alors équivalentes sur H™.
Soit V' un sous espace vectoriel fermé de H™, avec

HfcVcH™.

On donne sur V<V une forme sesquilinéaire® continue :
u,v—au,v);

on suppose que cette forme sécrit

1) a(u, v) =a,(u, v)+a,(u,v),

avec

H1) (@ a,(n, v) =a,(v, u) pour tout u,v=V,

a,(u, u) >c,|ul?,,c,>0, pour tout = V.
(i) [Rea,m,v)|=c [lu]l,lv]”.

1) On dérive au sens des distributions; cf. Schwartz Les notations sont celles de
cet ouvrage.

2) Avec les notations de Lions ona: HM=ET72(R), H'=0D2(2). Pour ces espaces
cf. par exemple: 3

3) Clest & dire: linéaire en #, semi linéaire en », donc a(x, Av)=2a(#,v), 2€C.

4) On désigne par c¢; des constantes diverses.
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La forme a(#,v) définit un opérateur AV ; D(2)® de la
facon suivante: la forme semi linéaire

v — a(u, v)
est continue sur (L), donc de la forme
2) au,v)=<<Au, 0>, ucV,v=DLQ),

ot Auc='(2), le crochet désignant la dualité entre D/(2) et D(Q);
Papplication #—Aun est linéaire continue de V dans D/(2).

Espace N (cf. [2], Chap. I, 1): c’est ’espace des uV tels que
Auc=H" et que

(3) (Au, v),=a(u, v) pour tout v=V.

On suppose que D(2)cC N.
On donne maintenant deux autres opérateurs: B et C,

B&R(V;H), Cc¥H; HY),

avec
(H 2) | Re(Bv, v),| <c,|v]|,* pour tout vV,
(H 3) CHH.=71fl 7>0, pour tout f&H°.

Il résulte de (H 8) que C est inversible.

Le lemme suivant est évident:

LEMME 1. Sous les hypothéses (H 1) (i) et (H 8), la quaniité
((u, v)) =a,(u, v) + (Cu, v), définit sur V<V une structure hilbertienne de
norme corvespondante équivalente a ||u|,,.

On considere maintenant 1’espace produit V x H’; on le munit de
la structure hilbertienne suivante: si {#,v} & VxH’ la norme est
[[|{z, v} ||| donnée par

I” {u, v} ”lzz((u’ u)) + (Ci), V), -
On désigne par U lopérateur linéaire
{u, v} — {v, —C'Au—C'Bv)}
continu de Nx V dans V x H".
De fagon générale, si GEL(VXH"; VxH", on désigne par |G|
la norme de G dans cet espace, VxH° étant muni de la norme

1] {2, v} |]]-

5) Si X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques, 2(X;Y) désigné l’espace des
applications linéaires continues de X dans Y.
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On va montrer le

THEOREME 1. On suppose que 2 est m-régulier et que (H 1), (H 2)
et (H 3) ont lieu. L’opérateur

1-279, 1&R,

est pour || assez grand, un isomorphisme de NxV sur VxH°; soit
G, son inverse; donc

G,c(VxH ; NxH",
et donc en particulier
G,c¥(VxH; VxH".
Dans ce dernier espace, on a
(4) |Gl =1+]|2]7p, >0.
Notons d’abord que I’équation
1—=27) {w, v} ={f, 8}, uc N,vc V,fc V,gc H°,
équivaut a
5) u—2v=f,

(6) Cv4-27'Au+2-'Bv=Cg,
d’ou Pon tire
Au+2Bu+ 2’Cu=2Cg+ ABf + 2°Cf,
de sorte que la premiére partie du Théoréme résulte du
LEMME 2. Pour || assez grand, 2 réel, A+ 2IB-+2C est un iso-

morphisme de N sur H'.
DEMONSTRATION. Soit f donné dans H°; I’équation

Au+ 2Bu+ Cu=f,u=N,
équivaut & la résolution dans V de
53(%, v)=a(u, v)+ X(Bu; V), + /12(C”v V)= (f7 V),

pour tout v& V (cf. [2], Chap. 1) et cette équation admet dans V une
solution unique si, pour |1} assez grand, on a
Re B(u, u) >c¢l||«#]|,}, ¢=0, pour tout u= V.
Or
Re B(u, u) = ((u, )) + (2> —1) (Cu, u),+ Re a,(u, u) + ARe(Bu, u), .
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En utilisant maintenant (H 1) et (H 2), on en déduit ‘
Re B(u, u) = ((u, u)) -+ (2 —1) (Cu, u),— (|| t]],,+ | 2] | ])) |26 ], =

Z ()~ ciellully+ (=1 (Coty ), =y +121 Il

On choisit ¢ de sorte que

1
2

on peut alors choisir |1| assez grand pour que

((u, u)) —

cellully =3 (@) par exemple;

(2=1) (Cuty )~ (- +121 |lul? 20,

d’ou le lemme.
Il reste 4 démontrer (4).
On déduit de (b) et (6):

((f, 1)) +2Re(Cg, v), = ((u, #)) -+ 27*((v, v)) — 22~ Re((u, v)) +
+2(Cv, v),+227'Re(a(u, v) + (Bv, v),) .

Mais
2Re(Cg, v), = (Cg, 8),+ (Cv, v),
donc
W{fs g1 =11l {m, 0} ||)* + 227 Re(a(u, v) — (%, v))) + 24~ ' Re(Bv, v), .
Mais

a(u’ 1)) —((u, v)) Zax(u, v)— (C”) 1))0
de sorte qu’en utilisant (H 1) on a
|Re(a(u, v)"((”; v)))|§c4llullmlvlo
et donc, avec (H 2)
™ WS &I =11l {ee, 0} —2¢; | 217 (2|l |0 }o + [ 2]0)
et comme

2|l | vl = cilll {u, 0} |II"
(7) donne:

8) I P =@ —e, [ 217Dl {ee D}II*

Mais pour |2| assez grand et g avec 28>c,, on a
(= |2 ) =@ +[2]7'8)?
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de sorte que (8) donne

o, 3N <@+ B2 IS &3l pour |2] assez grand,

ce qui démontre la deuxiéme partie du Théoréme.

3. Problemes mixtes.

On déduit du Théoréme 1 et du Théoréme de Hille Yosida que A
est générateur infinitésimal d’un groupe, I—X(#), représentation con-
tinue de R dans &(VxH°; VxH’, muni de la topologie de la con-
vergence simple forte. Alors si f& N, gV, la fonction

t— X(t) {f, & ={u(t), v(t)}

est continue de >0 dans NxV, une fois continGment différentiable
de t=0 dans Vx H°, et vérifie

d o 3
o {u@), v(d)} =WAu@), v(#)} ,

donc

d d

o u(t)=v(t), 7 v(t)=—C'(Au(t) + Bo(t)),

avec #(0)=f,v(0)=g. Il en résulte que t——»%u(t) est une fois con-

tindment différentiable de £ >0 dans H°, donc que 73% u=— CYAu(l)+

+B gt_ u(t)), donc

1) Au(t)+B % u@)+C i;; w(t)=0,1=0.

dt d
On a donc le

THEOREME 2. On suppose que les hypothéeses du Théoréeme 1 ont
liew. Soit f&N,g=V. Il existe une fonction t—u(l), et une seule®
deux fois contindment difféventiable de t =0 dans H®, une fois contini-
ment différentiable de t >0 dans V, continue de t>0 dans N, vérifiant
(), telle que u(t)—f dans N, et

6) L’unicité résulte par exemple du Théoréme 3. Plus simplement, il suffit de multiplier

(1) par (s—1) % #(¢) et intégrer de 0 & s,
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d

?ﬁfu(t)—»g dans V, si t—0.

Notons maintenant qu’il résulte du Théoréme 1 que p—2A est un
isomorphisme de NxV sur VxH"" pour

Rep=¢>p,

avec

[(p—W<1/(E—B),6>8.
Comme I’équation
(2) Au+pBu+p'Cu=f, fc H, u &N,
est équivalente a

(p—) {u,v}={0,C'f},
on voit donc que (2) admet une solution. unique
(3) u=G(p)f, £>45.
On a
(o, ) < ||| {st, D}||’ < (E—B)'| F 15 -

Enfin

|Au|,<|fl,+|p|Cul,+|p| | Bul,,
donc

|G(P) | = c(+]|p)"), c=constante,
|G(p)]| désignant la norme de G(p) dans L(H°; N).

I1 résulte alors de [2], p. 99, 100 que ’on a le
THEOREME 8. On suppose que les hypothéses du Théoréeme 1 ont
lien. Dans ces conditions, lopérateur

0 0?
A+ 2 B 2 ¢
+8t +8t2

7) On note d’abord que l'inégalité (4) du Théoréme 1 entraine que
| (A—=A)—1|< (A—B)—1 pour 1>0 assez grand,
d’otl Pon déduit le résultat en utilisant la relation

=A== A+(D—DG).
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est un isomorphisme de D, (t, N) (resp. D_(t, N))® sur
D, (A, H) (resp. D_(¢, HY)).

L’isomorphisme inverse est donné par un produit de composition
en ¢ & valeurs vectorielles avec une distribution liée & X par une
relation analogue & [2], Théoreme 14.2 p. 134.

4. Exemples.
Soit

1) a,(u, v) = y%ummﬁ%u,
Ipligi=mJ 2

avec
ay,=ay, = L=(2)”, et de facon que (H 1) (i) ait lieu.

On peut en particulier avoir a},=0 si |p|d=m,|q|=m. On peut
prendre ensuite

2 a(u,v)= >, Sga},(Di’u)ﬁdx, a,=L>(2);

[pl=m
alors
la,(u,v)| <cllull,|v],
donc (H 1) (ii) a en particulier lieu.
L’opérateur A est
A=A+ a,D?, avec A,=>(—1)'?'D?(a} D7) .

Faisant varier V on en déduit des espaces N dont les éléments
vérifient des conditions aux limites de types trés variés (cf. [2],
p. 69-79). '

Supposons maintenant que la frontiére I' de 2 soit une variété
de dimension z—1, indéfiniment différentiable et bornée. On peut

k
alors définir 561;. u, k<m-—1, “valeur en moyenne” de la dérivée
n

normale d’ordre k2 de # sur I'; c’est un élément de 1’espace L*(I") des

8) On désigne par D_(R; ) (resp. Dy (R; )) Pespace des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables sur Ky, & support limité a droite (resp. a4 gauche), muni de la topologie de
Schwartz (cf. Schwartz [6], t. 2). Si E est un espace vectoriel topologique, D,'(#, E)=
LD_(R; ); E) (resp. D_/(¢t, E)=8(D+(Ry ) ; E)) est ’'espace des distributions en ¢ a valeurs
dans E, a support limité a gauche (resp. a droite).

9) L=~(f2) est I'espace des fonctions mesurables et bornées sur £.
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fonctions de carré sommable sur I' pour la measure superficielle.
k
L’application ”_)ai{” est continue de H™ dans L*(I'). On peut dans
n
ces conditions ajouter & l’expression (1) de a,(#,v) la quantité
k=m—1 ak ak
3 H = u,
©) kgo k "onk L’
ou H,&{(LX(I"); L*(I')), =0. Ceci définit alors une nouvelle forme
a(u,v), & laquelle correspond le méme opérateur A mais de nouvelles
conditions aux limites.
Donnons pour terminer un exemple ou (H 2) a lieu. On suppose
que V=H et que B=>b,D,b,cR,|p|<m, et |p| étant impair.
Alors, pour #, v H? on a

Re(Bu, u),=0,

donc (H 2) a.en particulier lieu.
REMARQUE. M. Yoshida m’a aimablement signalé qu’une appli-
cation analogue au théoréme 2 du théoréme de Hille Yosida a été

annoncée par P.D. Lax, Abstract 180, Bull. Amer. Math. Soc. 58,
No. 2, 1952, 182.

Institut. Mathématique Université de Nancy
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