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Une remarque sur les applications du
Th\’eor\‘eme de Hille Yosida.

Par J. L. LIONS

(Regu le 28 Juillet, 1956)

1. Introduction.

Dans un article r\’ecent, Yosida [10] a appliqu\’e la m\’ethode des
semi-groupes au probl\‘eme de Cauchy pour les op\’erateurs $A+\partial^{2}/\partial t^{2}$ ,
$A$ \’etant un op\’erateur diff\’erentiel du deuxi\‘eme ordre elliptique, en $x$

($x=variable$ d’espace).
Le but de cette note est de montrer qu’une m\’ethode analogue

s’applique aux op\’erateurs

$(^{\star})$ $A+\frac{\partial}{\partial t}B+\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}C$ ,

o\‘u $A$ est un op\’erateur elliptique en $x$ d’ordre $2m,$ $m$ quelconque, $B$

un operateur convenable d’ordre $m,$ $C$ un op\’erateur d’ordre $0$ , le
probl\‘eme de Cauchy \’etant remplac\’e par des probl\‘emes mixtes (au
sens de M. Hadamard) tr\‘es g\’en\’eraux.

Le $N^{\circ}2$ donne un th\’eor\‘eme g\’en\’eral qui permet d’appliquer la
th\’eorie de Hille Yosida (Hille [1], Yosida [11]), ou bien la m\’ethode de
la transformation de Laplace (Lions [2], Chap. 2). Cette application
est faite au No 3. Des exemples sont bri\‘evement donn\’es au No 4.

Il n’y a aucune difficult\’e \‘a g\’en\’eraliser ce qui suit au cas de
syst\‘emes diff\’erentiels.

Signalons \’egalement que 1‘on peut (par des m\’ethodes compl\‘ete-
ment diff\’erentes) remplacer $A,$ $B,$ $C$, par des op\’erateurs $A(t),$ $B(t),$ $C(t)$ ,
convenables, d\’ependant de $t$ ; c’est ce qui est d\’eja fait dans Vi\v{s}ik [9],
pour les conditions aux limites de Dirichlet, mais vaut pour d’autres
conditions aux limites.

2.

Soit $\Omega$ un ouvert de $R^{Jl}$ ; $x=(x_{1},\ldots, x_{n})\in\Omega,$ $dx=dx_{1}\cdots dx_{n}$ . On d\’esigne
par $H^{0}1$ ‘espace $L^{2}(\Omega)$ des (classes de) fonctions de carr\’e sommable sur
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$\Omega$ , pour $dx$ ; on pose, pour $u,$ $v\in H^{0}$ :

$(u, v)_{0}=J_{\Omega}u(x)\overline{v(x)}dx$ , $|u|_{0}^{2}=(u, u)_{0}$ .
On d\’esigne par $H^{m}1$ ‘espace des $u\in H^{0}$ tels que

$D^{p}u\in H^{0}$ pour tout $|p|\leqq m^{1)}$ ;

si $u\in H^{m}$, on pose

$|u|_{k}^{2}=\sum_{p=k}|D^{p}u|_{0}^{2}$ , $||u||_{m}^{2}=\sum_{k\Rightarrow 0}^{k\Leftarrow m}|u|_{k}^{2}$ .
Muni de la norme $||u||_{m},$ $H^{m}$ est un espace de Hilbert. On d\’esigne
par $H_{0}^{m}$ l’adh\’erence dans $H^{m}$ du sous espace $\mathfrak{D}(\Omega)$ des fonctions ind\’e-
finiment diff\’erentiables \‘a support compact2).

On suppose que l’ouvert $\Omega$ est m-r\’egulier (cf. Lions [4]) ce qui
$entra^{\wedge}1ne$ ceci: il existe des constantes $a$ et $b$ telles que, pour tout
$u\in H^{m}$, on ait

$|u|_{k}\leqq a|u|_{m}+b|u|_{0}$ , $1\leqq k\leqq m-1$ .
Les normes $||u||_{m}$ et $(|u|_{m}^{2}+|u|_{0}^{2})^{1/l}$ sont alors \’equivalentes sur $H^{m}$.

Soit $V$ un sous espace vectoriel ferm\’e de $H^{m}$, avec
$H_{0}^{m}\subset V\subset H^{m}$ .

On donne sur $V\times V$ une forme sesquilin\’eaire3) continue:

$u,$ $v\rightarrow a(u, v)$ ;

on suppose que cette forme s’\’ecrit

(1) $a(u, v)=a_{0}(u, v)+a_{1}(u, v)$ ,

avec
$(H1)$ (i) $\overline{a_{0}(u,v}$) $=a_{0}(v, u)$ pour tout $u,$ $v\in V$ ,

$a_{0}(u, u)\geqq c_{0}|u|_{m}^{2},$ $c_{0}>0$ , pour tout $u\in V$ .
(ii) $|Rea_{1}(u, v)|\leqq c_{1}||u||_{m}|v|_{0}^{4)}$ .

1) On d\’erive au sens des distributions; cf. Schwartz [6]. Les notations sont celles de
cet ouvrage.

2) Avec les notations de Lions [2], on a: $H^{m}=\mathfrak{E}_{L}^{m_{2}}(\Omega),$ $H_{0}^{m}=\mathfrak{O}_{L}^{m_{2}}(\Omega)$ . Pour ces espaces
cf. par exemple: [7], [8], [3].

3) C’est \‘a dire: lin\’eaire en $u$ , semi lin\’eaire en $v$, donc $a(u, \lambda v)=^{-}\lambda a(u, v)$ , ZE $C$.
4) On d\’esigne par $c_{j}$ des constantes diverses.
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L\‘a forme $a(u, v)$ d\’efinit un op\’erateur $A\in \mathfrak{L}(V;\mathfrak{D}^{\prime}(\Omega))^{(5)}$ de la
fagon suivante: la forme semi lin\’eaire

$v\rightarrow a(u, v)$

est continue sur $\mathfrak{D}(\Omega)$ , donc de la forme

(2) $a(u, v)=<Au,\overline{v}>,$ $u\in V,$ $v\in \mathfrak{D}(l2)$ ,
$o\grave{\iota}1Au\in \mathfrak{D}^{\prime}(\Omega)$ , le crochet d\’esignant la dualit\’e entre $\mathfrak{D}^{\prime}(\Omega)$ et $\mathfrak{D}(\Omega)$ ;
Papplication $u\rightarrow Au$ est lin\’eaire continue de $V$ dans $\mathfrak{D}^{\prime}(\Omega)$ .

Espace $N$ (cf. [2], Chap. I, 1): c’est l’espace des $u\in V$ tels que
$Au\in H^{0}$ et que

(3) $($Au, $v)_{0}=a(u, v)$ pour tout $v\in V$ .
On suppose que $\mathfrak{D}(\Omega)\subset N$.

On donne maintenant deux autres op\’erateurs: $B$ et $C$,
$B\in \mathfrak{L}(V;H^{0})$ , $C\in \mathfrak{L}(H^{0};H^{0})$ ,

avec
$(H2)$ $|Re(Bv, v)_{0}|\leqq c_{2}|v|_{0^{2}}$ pour tout $v\in V$ ,

$(H3)$ $(Cf,f)_{0}\geqq r|f|_{0^{2}},$ $r>0$ , pour tout $f\in H^{0}$ .
Il r\’esulte de $(H3)$ que $C$ est inversible.

Le lemme suivant est \’evident:

LEMME 1. Sous les hypoth\‘eses $(H1)$ (i) et $(H3)$ , la quanlit\’e
$((u, v))=a_{0}(u, v)+(Cu, v)_{0}$ d\’efinit sur $V\times V$ une structure hilbertienne de
norme correspondante \’equivalente \‘a $||u||_{m}$ .

On consid\‘ere maintenant l’espace produit $V\times H^{0}$ ; on le munit de
la structure hilbertienne suivante: si $\{u, v\}\in V\times H^{0}$ , la norme est
$|||\{u, v\}|||$ donn\’ee par

$|||\{u, v\}|||^{2}=((u, u))+(Cv, v)_{0}$ .
On d\’esigne par $\mathfrak{A}$ l’op\’erateur lin\’eaire

$\{u, v\}\rightarrow\{v, -C^{-}Au-C ‘ Bv\}$

continu de $N\times V$ dans $V\times H^{0}$ .
De fa\caon g\’en\’erale, si $G\in \mathfrak{L}(V\times H^{0} ; V\times H^{0})$ , on d\’esigne par $|G|$

la norme de $G$ dans cet espace, $V\times H^{0}$ \’etant muni de la norme
$|||\{u, v\}|||$ .

5) Si $X$ et $Y$ sont deux espaces vectoriels topologiques, $\mathfrak{L}(X;Y)$ d\’esigne l’espace des
applications lin\’eaires continues de $X$ dans $Y$.
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On va montrer le
THE’OREME 1. On suppose que $\Omega$ est m-r\’egulier et que $(H1),$ $(H2)$

et $(H3)$ ont lieu. L’operateur
$1-\lambda^{-1}\mathfrak{A}$, $\lambda\in R$ ,

est pour $|\lambda|$ assez grand, un isomorphisme de $N\times V$ sur $V\times H^{0}$ ; soit
$G_{\lambda}$ son inverse; donc

$G_{\lambda}\in \mathfrak{L}(V\times H^{0} ; N\times H^{0})$ ,

et donc en particulier

$G_{\lambda}\in \mathfrak{L}(V\times H^{0} ; V\times H^{0})$ .
Dans ce dernier espace, on a
(4) $|G_{\lambda}|\leqq 1+|\lambda|^{-1}\beta,$ $\beta>0$ .

Notons $d$‘abord que l’\’equation

$(1-\lambda^{-1}\mathfrak{A})\{u, v\}=\{f, g\},$ $u\in N,$ $v\in V,f\in V,$ $g\in H^{0}$ ,

\’equivaut \‘a

(5) $u-\lambda^{-1}v=f$ ,

(6) $Cv+\lambda^{-1}Au+\lambda^{-1}Bv=Cg$ ,
d’o\‘u l’on tire

$Au+\lambda Bu+\lambda^{2}Cu=\lambda Cg+\lambda Bf+\lambda^{2}Cf$ ,

de sorte que la premi\‘ere partie du Th\’eor\‘eme r\’esulte du
LEMME 2. Pour $|\lambda|$ assez grand, $\lambda$ r\’eel, $A+\lambda B+\lambda^{2}C$ est un iso-

morphisme de $N$ sur $H^{0}$ .
$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$. Soit $f$ donn\’e dans $H^{0}$ ; l’\’equation

$Au+\lambda Bu+\lambda^{2}Cu=f,$ $u\in N$ ,

\’equivaut \‘a la r\’esolution dans $V$ de

$\mathfrak{B}(u, v)=a(u, v)+\lambda(Bu, v)_{0}+\lambda^{2}(Cu, v)_{0}=(f, v)_{0}$

pour tout $v\in V$ (cf. [2], Chap. I.) et cette \’equation admet dans $V$ une
solution unique si, pour $|\lambda|$ assez grand, on a

$Re\mathfrak{B}(u, u)\geqq\epsilon||u||_{m^{2}},$ $e>0$ , pour tout $u\in V$ .
Or

$Re\mathfrak{B}(u, u)=((u, u))+(\lambda^{2}-1)(Cu, u)_{0}+Rea_{1}(u, u)+\lambda Re(Bu, u)_{0}$ .
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En utilisant maintenant $(H1)$ et $(H2)$ , on en d\’eduit
$ Re\mathfrak{B}(u, u)\geqq((u, u))+(\lambda^{2}-1)(Cu, u)_{0}-c_{3}(||u||_{m}+|\lambda||u|_{0})|u|_{0}\geqq$

$\geqq((u, u))-\frac{1}{2}c_{3}\epsilon||u||_{n}^{2}+(\lambda^{2}-1)(Cu, u)_{0}-c_{3}(\frac{1}{2\epsilon}+|\lambda|)|u|_{0^{2}}$ .
On choisit $\epsilon$ de sorte que

$((u, u))-\frac{1}{2}c_{3^{\xi}}||u||_{m}^{2}\geqq\frac{1}{2}((u, u))$ par exemple;

on peut alors choisir $|\lambda|$ assez grand pour que

$(\lambda^{2}-1)(Cu, u)_{0}-c_{3}(\frac{1}{2\epsilon}+|\lambda|)|u|_{0^{2}}\geqq 0$ ,

d’o\‘u le lemme.
Il reste \‘a d\’emontrer (4).
On d\’eduit de (5) et (6):

$((f,f))+2Re(Cg, v)_{0}=((u, u))+\lambda^{-2}((v, v))-2\lambda^{-1}Re((u, v))+$

$+2(Cv, v)_{0}+2\lambda^{-1}Re(a(u, v)+(Bv, v)_{0})$ .
Mais

$2Re(Cg, v)_{0}\leqq(Cg, g)_{0}+(Cv, v)_{0}$

donc
$|||\{f, g\}|||^{2}\geqq|||\{u, v\}|||^{2}+2\lambda^{-1}Re(a(u, v)-((u, v)))+2\lambda^{-1}Re(Bv, v)_{0}$ .

Mais
$a(u, v)-((u, v))=a_{1}(u, v)-(Cu, v)_{0}$

de sorte qu’en utilisant $(H1)$ on a
$|Re(a(u, v)-((u, v)))|\leqq c_{4}||u||_{m}|v|_{0}$

et donc, avec $(H2)$

(7) $|||\{f,g\}|||^{2}\geqq|||\{u, v\}|||^{2}-2c_{5}|\lambda|^{-1}(||u||_{m}|v|_{0}+|v|_{0^{2}})$

et comme
$2||u||_{m}|v|_{0}\leqq c_{6}|||\{u, v\}|||^{2}$ ,

(7) donne:
(8) $|||\{fg\}|||^{2}\geqq(1-c_{7}|\lambda|^{-1})|||\{u,v\}|||^{2}$ .
Mais pour $|\lambda|$ assez grand et $\beta$ avec $2\beta>c_{7}$ , on a

$(1-c_{7}|\lambda|^{-1})\geqq(1+|\lambda|^{-1}\beta)^{-2}$
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de sorte que (8) donne

$|||\{u, v\}|||\leqq(1+\beta|\lambda|^{-1})|||\{f, g\}|||$ pour $|\lambda|$ assez grand,

ce qui d\’emontre la deuxi\‘eme partie du Th\’eor\‘eme.

3. Probl\‘emes mixtes.

On d\’eduit du Th\’eor\‘eme 1 et du Th\’eor\‘eme de Hille Yosida que $\mathfrak{A}$

est g\’en\’erateur infinit\’esimal d’un groupe, $t\rightarrow X(t)$ , repr\’esentation con-
tinue de $R$ dans $\mathfrak{L}(V\times H^{0} ; V\times H^{0})$ , muni de la topologie de la con-
vergence simple forte. Alors si $f\in N,$ $g\in V$, la fonction

$t\rightarrow X(t)\{f, g\}=\{u(t), v(t)\}$

est continue de $t\geqq 0$ dans $N\times V$, une fois continnment diff\’erentiable
de $t\geqq 0$ dans $V\times H^{0}$ , et v\’erifie

$\frac{d}{dt}\{u(t), v(t)\}=\mathfrak{A}\{u(t), v(t)\}$ ,

donc

$\frac{d}{dt}u(t)=v(t)$ , $\frac{d}{dt}v(t)=-C^{-1}(Au(t)+Bv(t))$ ,

avec $u(O)=f,$ $v(O)=g$. Il en r\’esulte que $t\rightarrow\frac{d}{dt}u(t)$ est une fois con-

tin\^ument diff\’erentiable de $t\geqq 0$ dans $H^{0}$ , donc que $\frac{d^{2}}{dt^{2}}u=-C^{-}(Au(t)+$

$+B\frac{d}{dt}u(t))$ , donc

(1) Au $(t)+B\frac{d}{dt}u(t)+C\frac{d^{9}\lrcorner}{dt^{2}}u(t)=0,$ $t\geqq 0$ .

On a donc le
THEOR\‘EME 2. On suppose que les hypoth\‘eses $du$ Th\’eor\‘eme 1 ont

lieu. Soit $f\in N,$ $g\in V$. Il existe une fonction $t\rightarrow u(t)$ , et une seule6)

deux fois contin\^ument diff\’erentiable de $t\geqq 0$ dans $H^{0}$ , une fois, contin\^u-
ment diff\’erentiable de $t\geqq 0$ dans $V$, continue de $t\geqq 0$ dans $N$, verifiant
(1), telle que $u(t)\rightarrow f$ dans $N$, et

6) L’unicit\’e r\’esulte par exemple du Th\’eor\‘eme 3. Plus simplement, il suffit de multiplier

(1) par $(s-t)\frac{\partial}{\partial t}\overline{u}(t)$ et int\’egrer de $0$ \‘a $s$ .
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$\frac{d}{dt}u(t)\rightarrow g$ dans $V$, si $t\rightarrow 0$ .

Notons maintenant qu’il r\’esulte du Th\’eor\‘eme 1 que $p-\mathfrak{A}$ est un
isomorphisme de $N\times V$ sur $V\times H^{07)}$ pour

$ Rep=\xi>\beta$ ,

avec
$|(p-\mathfrak{A})^{-1}|\leqq 1/(\xi-\beta),$ $\xi>\beta$ .

Comme l’\’equation

(2) $Au+pBu+p^{2}Cu=f,$ $f\in H^{0},$ $u\in N$ ,

est \’equivalente \‘a

$(p-\mathfrak{A})\{u, v\}=\{0, C^{-1}f\}$ ,

on voit donc que (2) admet une solution unique

(3) $u=G(p)f,$ $\xi>\beta$ .
On a

$((u, u))\leqq|||\{u, v\}|||^{2}\leqq(\xi-\beta)^{-1}|f|_{0}^{2}$ .
Enfin

$|Au|_{0}\leqq|f|_{0}+|p|^{2}|Cu|_{0}+|p||Bu|_{0}$ ,
donc

$||G(p)||\leqq c(1+|p|^{2}),$ $c=constante$ ,

$||G(p)||$ d\’esignant la norme de $G(p)$ dans $\mathfrak{L}(H^{0} ; N)$ .
Il r\’esulte alors de [2], p. 99, 100 que l’on a le

TH\’EORhME 3. On suppose que les hypoth\‘eses $du$ Th\’eor\‘eme 1 ont
lieu. Dans ces conditions, l’operateur

$A+\frac{\partial}{\partial t}B+\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}C$

7) On note d’abord que l’in\’egalit\’e (4) du Th\’eor\‘eme 1 entraine que
$|(\lambda-\mathfrak{A})-1|\leqq(\lambda-\rho)-1$ pour $\lambda>0$ assez grand,

d’o\‘u l’on d\’eduit le r\’esultat en utilisant la relation
$p-\mathfrak{A}=(\lambda-\mathfrak{A})(1+(p-\lambda)G_{\lambda})$ .
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est un isomorphisme de $\mathfrak{D}_{+}^{\prime}(t, N)$ $($resp. $\mathfrak{D}_{-}^{\prime}(t,$ $N))^{8)}$ sur
$\mathfrak{D}_{+}^{\prime}(t, H^{0})$ (resp. $\mathfrak{D}_{-}^{\prime}(t,$ $H^{0})$).

L’isomorphisme inverse est donn\’e par un produit de composition
en $t$ \‘a valeurs vectorielles avec une distribution li\’ee \‘a $X$ par une
relation analogue \‘a [2], Th\’eor\‘eme 14.2 p. 134.

4. Exemples.

Soit

(1) $a_{D}(u, v)=\sum_{1p|,|q|\leqq m}\int_{\Omega}a_{pq}^{0}(x)D^{q}u\overline{D^{p}v}dx$ ,

avec
$a_{pq}^{0}=a_{pq}^{0}\in L^{\infty}(\Omega)^{9)}$ , et de fa\caon que $(H1)(i)$ ait lieu.

On peut en particulier avoir $a_{pq}^{0}=0$ si $|p|\neq m,$ $|q|\neq m$. On peut
prendre ensuite

(2) $a_{1}(u, v)=\sum_{|p|\leqq m}\int_{\Omega}a_{p}^{1}(D^{p}u)\overline{v}dx,$ $a_{p}^{1}\in L^{\infty}(\Omega)$ ;

alors
$|a_{1}(u, v)|\leqq c||u||_{m}|v|_{0}$ ,

donc $(H1)$ (ii) a en particulier lieu.
L’op\’erateur $A$ est

$A=A_{0}+\sum a_{p}^{1}D^{p}$, avec $A_{0}=\sum(-1)^{|p|}D^{p}(a_{pq}^{0}D^{q})$ .
Faisant varier $V$ on en d\’eduit des espaces $N$ dont les \’el\’ements

v\’erifient des conditions aux limites de types tr\‘es vari\’es (cf. [2],
p. 69-79).

Supposons maintenant que la fronti\‘ere $\Gamma$ de $\Omega$ soit une vari\’et\’e
de dimension $n-1$ , ind\’efiniment diff\’erentiable et born\’ee. On peut

alors d\’efinir $\frac{\partial^{k}}{\partial n^{k}}u,$ $k\leqq m-1$ , “ valeur en moyenne “ de la d\’eriv\’ee

normale d’ordre $k$ de $u$ sur $\Gamma$ ; c’est un \’el\’ement de l’espace $L^{2}(r)$ des

8) On d\’esigne par $\mathfrak{D}-(R_{t})$ (resp. $\mathfrak{D}_{+}(R_{t}$ )) l’espace des fonctions ind\’efiniment diff\’e-
rentiables sur $R_{t}$ , \‘a support limit\’e \‘a droite (resp. \‘a gauche), muni de la topologie de
Schwartz (cf. Schwartz [6], t. 2). Si $E$ est un espace vectoriel topologique, $\mathfrak{D}_{+^{\prime}}(t, E)=$

$\mathfrak{L}(\mathfrak{D}-(R_{t});E)$ (resp. $\mathfrak{D}_{-}^{\prime}(t,$ $E)=\mathfrak{L}(\mathfrak{D}_{+}(R_{t});E)$ ) est l’espace des distributions en $t$ \‘a valeurs
dans $E$, \‘a support limit\’e \‘a gauche (resp. \‘a droite).

9) $L^{\infty}(\Omega)$ est l’espace des fonctions mesurables et born\’ees sur 9.
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fonctions de carr\’e sommable sur $\Gamma$ pour la measure superficielle.

L’application $u\rightarrow\frac{\partial^{k}}{\partial n^{k}}u$ est continue de $H^{m}$ dans $L^{2}(r)$ . On peut dans

ces conditions ajouter \‘a l’expression (1) de $a_{0}(u, v)$ la quantit\’e

(3) $\sum_{h=0}^{k\overline{-}m-1}(H_{k}\frac{\partial^{k}}{\partial n^{k}}u,$ $\frac{\partial^{k}}{\partial n^{k}}v)_{L^{2}(\Gamma)}$

oil $H_{k}\in \mathfrak{L}(L^{2}(r);L^{2}(r)),$ $\geqq 0$ . Ceci d\’efinit alors une nouvelle forme
$a(u, v)$ , \‘a laquelle correspond le m\^eme op\’erateur A mais de nouvelles
conditions aux limites.

Donnons pour terminer un exemple ou $(H2)$ a lieu. On suppose
que $V=H_{0}^{m}$ et que $B=\sum b_{p}D^{p},$ $b_{p}\in R,$ $|p|\leqq m$, et $|p|$ \’etant impair.
Alors, pour $u,$ $v\in H_{0}^{m}$ on a

$Re(Bu, u)_{0}=0$ ,

donc $(H2)$ a en particulier lieu.
REMARQUE. M. Yoshida $m$ a aimablement signale qu’une appli-

cation analogue au th\’eor\‘eme 2 du th\’eor\‘eme de Hille Yosida a \’et\’e
annonc\’ee par P. D. Lax, Abstract 180, Bull. Amer. Math. Soc. 58,
No. 2, 1952, 182.

Institut Math\’ematique Universit\’e de Nancy

Bibliographie

[1] Hille, Functional Analysis and Semi groups, New York (1948).
[2] Lions, Probl\‘emes aux limites en th\’eorie des distributions, Acta Math., 94 (1955),

pp. 13-153.
[3] –, Sur les probl\‘emes aux limites du type d\’eriv\’ee oblique. Ann. of Math.,

64 (1956), pp. 207-239.
[4] –, Ouverts m-r\’eguliers, Ouvrage en Hommage \‘a M. Beppo Levi, Buenos

Aires, 1956.
[5] Phillips, Perturbation theory for semi groups of linear operators, Trans. Amer.

Math. Soc., 74 (1953), p. 199.
[6] Schwartz, Th\’eorie des distributions, t. I et II. Paris, Hermann, 1950 et 1951.
[7] –, S\’eminaire (II). Paris. 1954-55.
[8] Soboleff, Applications de l’Analyse fonctionnelle \‘a la Physique Math\’ematique,

L\’eningrad, 1950.
[9] Visik, Probl\‘eme de Cauchy pour des \’equations \‘a coefficients op\’erateurs..., Mat.

Sbor., 39 (1956), pp. 51-148.
[10] Yosida, An operator theoretical integration of the wave equation, J. Math. Soc.

Japan, 8 (1956), pp. 79-92.
[11] –, On the differentiability and the representation of one parameter semi

groups of linear operators, J. Math. Soc. Japan., 1 (1948), pp. 15-21.


	Une remarque sur les applications ...
	1. Introduction.
	2.
	3. Probl\`emes mixtes.
	4. Exemples.
	Bibliographie


