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Remarques sur la th\’eorie des centres aux
dimensions sup\’erieures.

Par Yasutaka SIBUYA

(Regu le 4 d\’ec., 1955)

I. Introduction. Nous avons \’etudi\’e ant\’erieurement1) les
courbes d\’efinies par les \’equations diff\’erentielles

(1.1) $\frac{dx_{j}}{dt}=f_{j}(x_{1},\cdots, x_{n})$ $(j=1, \ldots, n)$

autour de l’origine, en supposant (i) que les $f_{j}$ se d\’eveloppent en s\’eries
enli\‘eres de $x$ \‘a coeffcients r\’eels (ii) que l’origine soit un point d’\’equilibre:

(1.2) $f_{j}(0, \cdots, 0)=0$ $(j=1, \ldots, n)$ ,

et (iii) qu’il existe un voisinage de l’origine dont tous les points, sauf
points d’\’equilibre, appartiennent aux courbes ferm\’ees satisfaisant aux
\’equations (1.1).

Posons

(1.3) $f_{j}(x)=n=\geq^{n_{d_{1}^{\backslash }}}c_{jh}x_{k}+[x]_{2}$ $(j=1, \ldots, n)$ .

Si l’on a (iii), la solution

(1.4) $x_{j}=\varphi_{j}(t;\xi_{1}, \ldots, \xi_{n})$ $(j=1, \ldots, n)$ ,

telle que

$x_{j}(0)=\xi_{j}$ $(j=1, \ldots, n)$ ,

admet une p\’eriode $\omega(\xi)>0$ par rapport \‘a $t$ . Nous avons d\’emontr\’e
que, si la p\’eriode $\omega(\xi)$ est born\’ee dans un voisinage de l’origine et
si la matrice $C=(c_{jk})$ n’est pas la matrice nulle, la solution (1.4)

1) M. Urabe and Y. Sibuya. On Center of Higher Dimensions. Jour. Sci., Hiro-
shima Univ., $A,$ $19$ (1955) 87-100.
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admet une p\’eriode $\tilde{\omega}(\xi)$ qui est holomorphe en $\xi$ autour de l’origine.
D\’emontrons maintenant les deux th\’eor\‘emes suivants:

TH\’EOR\‘EME I. Soit donn\’e un syst\‘eme (1.1) satisfaisant aux condi-
tions (i), (ii) et (iii); si $C=O$ et si la solution (1.4) admet une p\’eriode
$\omega(\xi)>0$ born\’ee dans un voisinage de l’origine, les $f_{j}(x)$ s’annulent identi-
quement autour de 1’origine.

THEOR\‘EME II. Soit donn\’e un syst\‘eme (1.1) satisfaisant aux condi-
tions (i) et (ii); s’il existe une s\’erie enti\‘ere formelle de $\xi$ \‘a coefficients
$r\mathfrak{X}IS$ :

(1.5) $\omega(\xi)\approx\omega_{0}+\sum^{\prime}\omega_{k_{1}\cdots k_{n}}\xi_{1}^{k_{1}}\cdots\xi_{n}^{k_{n}}$

satisfaisant formellement aux relations

(1.6) $\xi_{j}\approx\varphi_{j}(\omega(\xi) ; \xi)$ $(j=1, \cdots, n)$ ,

la s\’erie $\omega(\xi)$ est n\’ecessariement convergente pour les valeurs assez petites
de $\xi$ .

Le th\’eor\‘eme I compl\‘ete nos r\’esultats ant\’erieurs pour le cas o\‘u

la p\’eriode de (1.4) est born\’ee dans un voisinage de l’origine. Le
th\’eor\‘eme II nous montre que l’on peut remplacer (iii) par l’existence
de la s\’erie formelle (1.5) satisfaisant aux relations (1.6).

2. La d\’emonstration du th\’eor\‘eme I. Supposons que les
d\’eveloppements des fonctions $f_{j}(x)$ commencent respectivement par les
termes de degr\’es $N_{j}$ ; si $f_{j}(x)\equiv 0$ , nous poserons $ N_{j}=\infty$ .

Il est \‘a montrer une contradiction en supposant

(2.1) $N={\rm Min}\{N_{1}, \cdots, N_{n}\}$

fini.
Puisque $C=O$, on aura $N>1$ . Supposons de plus que

(2.2) $ N=N_{1}<\infty$ .
On aura alors

(2.3) $f_{1}(x_{1}, \cdots, x_{n})=p(x_{1}, \cdots, x_{n})+[x]_{N+1}$ ,

o\‘u $p(x_{1}, \cdots, x_{n})$ est un polynome homog\‘ene de degr\’e $N$ ne s’annulant
pas identiquement.
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Posons

(2.4) $\xi_{j}(\rho)=\rho l_{j}^{0}$ $(j=1, \ldots, n)$ ,

o\‘u $l_{1}^{0},$

$\ldots,$
$l_{n}^{0}$ sont des valeurs telles que

(2.5) $p(l_{1}^{0}, \ldots, l_{n}^{0})\neq 0$ , $\sum_{J^{=1}}^{n}(l_{j}^{0})^{2}=1$ .

On a, par les hypoth\‘eses,

(2.6) $\omega(\xi(\rho))>0$ .
Puisque $\omega(\xi)$ est born\’ee dans un voisinage de l’origine, il existe un
nombre positif $M$ tel que

(2.7) $|\omega(\xi)|\leqq M$

pour $|\xi_{j}|<\delta,$
$\delta$ \’etant un nombre positif assez petit. D’autre part,

$\varphi_{1}(t;\xi)$ peut secrire sous la forme

(2.8) $\varphi_{1}(t;\xi)=\xi_{1}+tf_{1}(\xi)+\sum_{k=2}^{\infty}\frac{t^{k}}{k!}X^{k}(\xi_{1})$ ,

o\‘u $X=\sum_{j=1}^{n}f_{j}(\xi)\frac{\partial}{\partial\xi_{j}}$ . On peut supposer que la s\’erie (2.8) converge

pour $|t|\leqq M,$ $|\xi_{j}|<\delta(j=1, \cdots, n)$ .
Cela pos\’e, posons

(2.9) $\phi(t;\rho)=\rho^{-N}\{\varphi_{1}(t;\xi(\rho))-\xi_{1}(\rho)\}$ .
En vertu de (2.3) et de (2.8), on a

(2.10) $\phi(t;\rho)=t\{p(l_{1}^{0}, \ldots, l_{n}^{0})+\psi(t;\rho)\}$ ,

o\‘u $\psi(t;\rho)$ est holomorphe pour $|t|\leqq M,$ $|\rho|<\delta$ , et

(2.11) $\psi(t;0)=0$ .
Puisque $\omega(\xi)$ est une p\’eriode de $\varphi_{1}(t;\xi)$ , il faut que

(2.12) $\phi(\omega(\xi(\rho));\rho)=0$ ,

d’o\‘u, en vertu de (2.10), on a
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(2.13) $0=\omega(\xi(\rho))\{p(l_{1}^{0}, \cdots, l_{n}^{0})+\psi(\omega(\xi(\rho));\rho)\}$ .
Par cons\’equent, si $|\rho|$ est assez petit, on a

$’(2.14)$ $\omega(\xi(\rho))=0$ ,

ce qui est contradictoire avec (2.6), $c$. $q$ . $f$ . $d$ .

3. La d\’emonstration du th\’eor\‘eme II. Passons \‘a la d\’emonstra-
tion du th\’eor\‘eme II. Si $\omega_{0}=0$ , en vertu de relations formelles

(3.1) $\xi_{j}=\xi_{j}+\omega(\xi)f_{j}(\xi)+\sum_{k=2}^{\infty}-\omega(\xi_{!})^{k}-X^{k}(\xi_{j})k$ $(j=1, \cdots, n)$ ,

on obtient imm\’ediatement $\omega(\xi)=0$. Et puis, si $\omega_{0}\neq 0$ et si $C=O$, en
vertu de (3.1), on a $f_{j}(\xi)\equiv 0(j=1, \cdot.., n)$ . Par suite, il suffit de con-
sid\’erer seulement le cas o\‘u $\omega_{0}\neq 0,$ $C\neq O$.

Remarquons d’abord

\langle 3.2) $\exp C\omega_{0}=E$ ($E$ : la matrice-unit\’e),

ce qui sera d\’emontr\’e facilement. Par cons\’equent, la forme canonique
de $C$ est de la forme diagonale. Soient $\lambda_{1},$

$\cdots,$ $\lambda_{n}$ Ies valeurs caract\’er-
istiques de $C$. Alors, les $\lambda_{j}$ sont purement imaginaires. Si, donc,
on pose,

(3.3) $\lambda_{j}=i\theta_{j}$ $(j=1, \cdots, n)$ ,

on a
(3.4) $\theta_{1}=-\theta_{2}=\theta>0$ ,

car $C$ est une matrice r\’eelle, diff\’erente de $O$. De plus, on a
(3.5) $\theta\omega_{0}\equiv 0$ $(mod 2\pi)$ .

On peut supposer, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, que $f_{1}(x)$ et $f_{2}(x)$

soient de la forme

(3.6) $f_{1}(x)=-\theta x_{2}+[x]_{2}$ , $f_{2}(x)=\theta x_{1}+[x]_{2}$ .
On aura alors

\langle 3.7) $\varphi_{1}(t;\xi)=\xi_{1}\cos(\theta t)-\xi_{2}\sin(\theta t)+[\xi;t]_{2}$ .
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Le d\’eveloppement (3.7) converge pour $|t-\omega_{0}|\leqq M,$ $|\xi_{j}|<\delta(j=1,\ldots,n)$ ,
pourvu que, $M$ \’etant une constante positive quelconque, $\delta>0$ soit
assez petit.

Cela pos\’e, posons

(3.8) $\phi(t;\rho, l)=\rho^{-1}\{\varphi_{1}(t;\rho l_{1}, \cdots, \rho l_{n})-\rho l_{1}\}$

$=l_{1}\{\cos(\theta t)-1\}-l_{2}\sin(\theta t)+\psi(t;\rho, l)$ ,

o\‘u $\psi(t;\rho, l)$ est holomorphe pour $|t-\omega_{0}|\leqq M$, $|\rho|<\delta$ , $|l_{j}|\leqq 1(j=$

$1,$
$\ldots,$ $n$), et

(3.9) $\psi(t;0, l)=0$ .
On a d’abord

(3.10) $\phi(\omega_{0} ; 0, l)=0$ ,

et

(3.11) $-\frac{\phi}{t}=-l_{2}\partial\partial$ pour $t=\omega_{0}$ , $\rho=0$ .

Par cons\’equent, l’\’equation en $\tilde{\omega}$ ;

(3.12) $\phi(\tilde{\omega};\rho, l)=0$

admet une racine $\tilde{\omega}(\rho, l_{1}, ..., l_{n})$ telle que

(3.13) $\tilde{\omega}(0, l)=\omega_{0}$ .
Elle est holomorphe et uniforme pour

(3.14) $\left\{\begin{array}{l}|\rho|<\delta^{\prime},\\\sigma\leqq|l_{2}|\leqq 1, |l_{j}|\leqq 1\end{array}\right.$

$(j\neq 2)$ ,

pourvu que $\delta^{\prime}$ soit assez petit, $\sigma>0$ pouvant \^etre aussi petit que l’on
veut.

$\omega(\rho, 1)$ peut s’\’ecrire sous la forme

(3.15) $\omega(\rho, l)=\omega_{0}+\sum_{k=1}^{\infty}p_{k}(l)\rho^{k}$ ,

o\‘il les $p_{k}(l)$ sont holomorphes et uniformes pour
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(3.16) $\sigma\leqq|l_{2}|\leqq 1$ , $|l_{j}|\leqq 1$ $(j\neq 2)$ .
D’autre part, en posant $\xi_{j}=\rho l_{j}(j=1, \cdots, n)$ dans (1.5), on obtient

une racine formelle $\tilde{\omega}=\omega(\rho l)$ de (3.12) :

(3.17) $\omega(\rho l)\approx\omega_{0}+\sum_{k=1}^{\infty}q_{k}(l)\rho^{k}$ ,

o\‘u les $q_{k}(l)$ sont des polynomes de $l_{1},$
$\cdots,$

$l_{n}$ .
On a donc, en vertu de (3.12) et de (3.11),

(3.18) $p_{k}(l)=q_{k}(l)$ $(k=1,2,\ldots)$

pour (3.16). Les coefficients $q_{k}(l)$ \’etant des polynomes, la convergence
de (3.15) entraine celle de la s\’erie (3.17) pour

(3.19) $|\rho|<\delta^{\prime}$ , $|l_{j}|\leqq 1$ $(j=1, \cdots, n)$ .
On en conclut que la s\’erie formelle (1.5) converge pour $|\xi_{j}|<\delta^{\prime}$

$(j=1, \cdots, n)$ , c. q. f. d.
Ce m\’emoire a \’et\’e pr\’epar\’e sous les auspices $de\ll Scientific$ Research

Fund of the Department of $Education\gg$ .

Universit\’e de Tokyo.
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