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II. Domaines int\’erieurement ramifi\’es

5. D\’efinitions.–Selon l’Ouvrage de H. Beknke et P. Tkullen, con-
sid\’erons sur l’espace fini de $n$ variables complexes $(x_{1}, x_{2}, . .., x_{n})$ les
domaines qui n’ont pas de point critique comme point int\’erieur, les points
fronti\‘eres, les points critiques comme points fronti\‘eres etc. Nous allons
dlfinir les domaines int\’erieurement ramifi\’os.

Soit .Zlf un point critique d’un domaine $\mathfrak{D}$ , nous l’appellerons point
critique non-transcendant, s’il satisfait aux conditions que : $1^{o}$ l’ordre soit
fini. $2^{o}$ Soit $\underline{M}$ le base-point (Grundpunkt) de $M$, il existe un domaine
univalent $\underline{\delta}$ contenant $\underline{M}$ tel que, $\delta$ \’etant la composante connexe ayant $M$

comme point fronti\‘ere, de la portion de $\mathfrak{D}$ sur $\underline{\delta}$ , l’ensemble des base-points
des points fronti\‘eres de $\delta$ dans $\underline{\delta}$ soit une surface caract\’eristique.

Soit $\mathfrak{D}$ un domaine quelconque $d$ fini comme ci-dessus; consid\’erons
un ensemble de points $\mathfrak{D}^{\prime}$ , en adjoignant \‘a $\mathfrak{D}$ une partie de ses points
critiques non transcendants qui peut \‘etre nulle, ou bien consister de tous
de facon que, pour tout point critique $ j\psi$ de $\mathfrak{D}$ appartenant \‘a $\mathfrak{D}^{\prime}$ , il existe
un domaine univalent $\underline{o}$ contenant le base-point $\underline{M}$ de $M$ tel que, $\delta$ \’etant

la composante connexe ayant $M$ comme point fronti\‘ere de la portion de $\mathfrak{D}$

sur $\underline{\delta}$, tout point critique non-transcendant de $\delta$ appartienne \‘a $\mathfrak{D}^{\prime}$ ; et
d\’esormais, nous appellerons $\mathfrak{D}^{\prime}$ domaine. Tout point du domaine $\mathfrak{D}^{\prime}$ qui
n’est pas point critique sera appel\’e r\’egulier. Pour la relation et $1’ inte\overline{r}-$

section de deux domaines ainsi \’etendus, il suffit de d\’efinir au moyant des
domaines consistant des points r\’eguliers des domaines donn\’es.

Soit $\mathfrak{D}$ un domaine, soit $\mathfrak{D}_{0}$ l’ensemble des points r\’eguliers de $\mathfrak{D};\mathfrak{D}$

sera appel\’e pseudoconvexe, si $\mathfrak{D}_{0}$ est ainsi.
Soit $\mathfrak{D}$ un domaine, soit $P$ un point quelconque de $\mathfrak{D}$ dont les

coordonn\’ees seront g\’en\’eralement d\’esign\’ees par $(x)$ dans la suivante; une
fonction $f(P)$ est appel\’ee kolomorplze dans $\mathfrak{D}$ , si elle satisfait aux conditions

(1) Nous appellerons ordre du point critique le nombre $m-1$, au lieu du nombre de feuilles
$m$ de la page 13 de l’Ouvrage.



260 K. OKA

que: $1^{o}$ \‘a tout point $P$ de $\mathfrak{D}$ , il corresponde une valeur finie de $f$ et une
seule; $2^{o}f(P)$ soit une fonction continue de $P;3^{o}$ au voisinage de tout
point r\’egulier de $\mathfrak{D},$ $f(P)$ soit une fonction holomorphe de $(x)$ . Un
domaine $\mathfrak{D}$ sera appel\’e $\ovalbox{\tt\small REJECT} maine$ d’kolomororpltie, s’il existe une fonction
telle que elle soit holomorphe dans $\mathfrak{D}$ sans l’\^etre pour tout autre domaine
contenant $\mathfrak{D}$

Nous appellerons avec H. Cartan doxnaine poly\’edral tout ensemble
de points $\Delta$ qui peut s’exprime de la forme suivante:

$\Delta\Subset(R),$ $f_{i}(P)\epsilon A$ $(i=1,2, \ldots, m)$

dont $(R)$ signifie un domaine partiel (Teilbereich, connexe ou non) d’un
domaine d’holomorphie, $f_{:}(P)$ , des fonctions holomorphes dans $(R)$ et $A_{i}$ ,
des domaines ferm\’es born\’es et simplement connexes du plan. Les domaines
(ferm\’es connexes ou non) de ce type ont \’et\’e consid\’eres pour la premi\‘ere
fois par A. Weil; c’est sur leurs que nous avons \’etabli le lemme
fondamental (Th\’eor\‘eme II) dans le M\’emoire I, et que nous somme en
train de la r\’etablier.

6. Propri\’et\’e $(B).$$-1ra\sigma ons$ \‘a l’espace $(x)$ un domaine univalent et
consid\’erons dans $\mathfrak{D}$ une vari\’et\’e caract\’eristique $S$ ; une fonction $n$ sur $S$

sera appel\’ee tholomorplte, si elle satisfait aux conditions que: $1^{o}$ pour tout
point r\’egulier de $S$, il corresponde une valeur d\’etermin\’ee de $u$ , de facon
que $n$ soit localement la trace d’une fonction holomorphe \‘a l’espace $(x)$ ;
$2^{o}u$ soit born\’ee pour les points r\’eguliers au voisinage d’un point quelconque
de S. $u$ sera appel\’ee holomorphe en un point de $S$, si elle est holomorphe
dans un voisinage de ce point.

Soit $M$ un point de $S$, et soit $u$ une fonction holomorphe sur $S$ en
$M$ ; si $n$ est la trace d’une fonction holomorphe a l’espace $(x)$ , sauf peut
\^etre aux points singuliers, nous appellerons que $u$ jouit de la propri\’et\’e $(H)$ .
Si toute $u$ jouit de la propri\’et\’e $(H)$ , nous appellerons que le point $M$

poss\‘ede la propri\’et\’e $(H).(12)$ Pour \’etudier cette propri\’et\’e, introduisons le
lemme suivant:

Lemme de H. Cartan (Th\’eor\‘eme des trois anneaux) Consid\’erons \‘a

l’espace $(x_{1}, \chi_{2}, \ldots, x_{n})(n\geqq 3)$ les trois domaines univalents $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$ $\Delta_{3}$ des

formes suivantes:

(10) H. Cartan, 1950, No. 21.
(11) A. Weil, 1932 (C. R.) 1935 (Math. Annalen).
(12) Pat exemple, pour la surface $y^{2}=x^{3}$ \‘a l’espace $(x, y)$ , le point $(0,0)$ n’a pas de la

propri\’et6 $(H)$ .
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$(\Delta_{1})$ $\rho_{1}<|x_{1}|<r_{1},$ $|x_{2}|<r_{2}$ , $|\dot{x}_{3}|<r_{3},$ $(x_{4}, ., x_{n})\in \mathfrak{D}$

$(\Delta_{2})$ $|x_{1}|<r_{1},$ $.\rho<|x_{2}|<r_{2},$ $|x_{3}|<r_{3}$ , ,,

$(\Delta_{3})$ $|x_{1}|<r_{I},$ $|x_{2}|<r_{2},$ $\rho<|x_{3}|<r_{3}$ ,

o\‘u $\mathfrak{D}$ est un damaine univalent, $r_{i}(i=1,2,3)$ des nombres $p_{0sit}lfs$ et $\rho_{i}$ des
nombres $posit\iota fs$ ou nuls. Etant donn\’ees des fonctions $g_{i}(x)$ kolomorpkes dans
$\Delta_{j}\cap\Delta_{k}$, respectivement, $(i, j, k)$ \’elant un \’eckange $circulair_{l}$ quelconque de (1,
2, 3), telles que l’on ait identiqueme$nt$

$g_{1}+g_{2}+g_{3}=0$,

on peut trouver des fonctions $f_{l_{i}}(x)$ holomorpkes dans $\Delta_{i}$ , respectivement, $de$

fagon que l’on ait identiquemenl

$g_{1}=h_{2}-h_{3},$ $g_{2}=h_{3}-h_{1},$ $g_{3}=h_{1}-h_{2}^{(13)}$

Lemme l.–Etant donn \’ees dans un domaine univalent $\mathfrak{D}$ \‘a l’espace fini
$(x_{1}, x_{2}, x_{n})(n\geqq 3)$ , une surface caract\’eristique $S$, une fonction kolomorple
$u$ sur $S$ et une vari\’el\’e caracl\’eristique $S_{0}$ sur $S$, \‘a $(n-3)$ dimensions (com-
plexes), si $u$ jouit de la propri\’et\’e $(H)$ en tout point de $(S-S_{0})$ , il en est de
m\^eme pour $S_{0}$ .

En effet, soit $(x^{0})$ un point quelconque de $S_{0}$ ; il suffit de montrer que
$u$ poss\‘ede la propri\’et\’e $(H)$ en $(x^{0})$ ; nous regarderons $(x^{0})$ comme l’origine,
et nous ne parlerons dans la suivante que dans un voisinage suffisamment
petit de l’origine. $S_{0}$ \’etant \‘a $(n-3)$ dimensions, nous pouvons choisir les
coordonn\’ees $(x)$ et les nombres positifs $\rho,$ $r,$

$r^{\prime}$ , et former selon le lemme
de Cartan, les domaines $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$ $\Delta_{3}$ , dont $\rho_{1}=\rho_{2}=\rho_{3}=p,$ $r_{1}=r_{2}=r_{3}=r$ et $\mathfrak{D}$

s’exprime par $|x_{i}|<r^{\prime}(i=4, \ldots, n)$ , de telle facon qu’il n’y ait pas de
point de $S_{0}$ au voisinage de chaque $\Delta_{j}(j=1,2,3)$ .

$u$ poss\‘ede alors, la propri\’et\’e $(H)$ en tout point de $S$ au voisinage de
$\Delta_{1}$ . $D^{)}apr\text{\‘{e}} s$ le th\’eor\‘eme 2 $du$ M\’emoire VII concernant le probl\‘eme $(C_{2})$ ,

on peut donc, faeilement trouver une fonction holomorphe $F_{1}(x)$ au voisinage
de $\Delta_{1}$ telle que la trace sur $S$ soit $u^{14)}$ (toujours, aux points singuliers de
$S$ pr\‘es). Pareillement pour $\Delta_{2}$ et $\Delta_{3}$ , on peut trouver les fonctions $F_{2}(x)$

et $F_{3}(x)$ , respectivement.

(13) H. Cartan: Note sur le premier probleme de Cousin, 1938, C. R.
(14) Pour appliquer le $th\epsilon oreme$ concemant le polycylindre ferm\’e au cas actuel, il suiffit

de consid\’erer $y=1/x_{1},$ $d’ apres$ l’habitude.



262 K. OKA

Pour $\Delta_{1}\cap\Delta_{2},$ $F_{1}-F_{2}$ s’annule identiquement sur $S$. Soit $F(x)=0$

l’\’equation de $S,$ $F(x)$ \’etant une fonction holomorphe sans facteur multiple
pour $(C):|x_{i}|<r,$ $|x_{j}|<r^{\prime}(i=1,2,3;J=4, \ldots, rl)$ ; on a donc, identique-
ment

$F_{1}-F_{2}=g_{3}F$,

$g_{3}$ \’etant une fonction holomorphe pour $\Delta_{1}\cap\Delta_{2}$. Pareillement, pour $\Delta_{2}\cap\Delta_{3}$

et $\Delta_{3}\cap\Delta_{1}$ , on a respectivement

$F_{2}-F_{3}=g_{1}F$, $F_{3}-F_{1}=g_{2}F$

Comme
$g_{1}+g_{2}+g_{3}=0$ ,

en vertu du lemme de Cartan, on peut trouver des fonctions holomorphes
$h_{i}(x)(i=1,2,3)$ pour $\Delta_{i}$ , respectivement, de fagon que l’on ait identique-
ment

$g_{1}=\nearrow_{l_{2}}-h_{3},$ $g_{2}=h_{3}-’\iota_{1},$ $g_{3}=h_{1}-h_{2}$

Posons
$\Phi_{i}=F_{i}-\prime_{l_{i}}F$ $(i=1,2,3)$ ;

chaque $\Phi_{i}$ est alors $dne$ fonction holomorphe dans $\Delta_{i}$ , et devient \‘a $u$ sur
$S$ ; on a identiquement

$\Phi_{i}-\Phi_{j}=(F_{i}-F_{j}^{\backslash })-(h_{i}-h_{j})F=g_{k}F-g_{k}F=0$

donc, $\Phi$ ne sont que des parties d’une seule fonction holomorphe $\Phi(x)$

dans $\Delta_{1}\cup\Delta_{2}\cup\Delta_{3}$ .
Gr\^ace \‘a Hartogs, $\Phi(x)$ doit alors holomorphe pour le polycylindre

$(C)$ . Soit $v$ la trace de $\Phi(x)$ sur $S$ ; sur la portion de $S$ dans $\Delta_{1}\cup\Delta_{2}\cup\Delta_{3}$ ,

on a identiquement $u=v$ . Or, chaque composante (irr\’eductible) de $S$ dans
$(C)$ , pouvant \^etre regarder comme la position des poles d’une fonction
meromorphe dans $(C)$ , poss\‘ede n\’ecessairement des points dans $\Delta_{1}\cup\Delta_{2}\cup\Delta_{3}$ ,
d’apr\‘es Hartogs. On a donc, $u=v$ , identiquement sur $S$ dans $(C)$ . $u$ est
ainsi la trace de $\Phi(x)$ en l’origine. C. Q. F. D.

7. Fonctions $(W)$ . –Consid\’erons a l’espace (fini) $(x_{1}, \chi_{2}, \ldots, x_{n})$ un
domaine univalent $\underline{\mathfrak{D}}$ et un domaine multiple (\"Uberlagerungsbereich) $\mathfrak{D}$ de
$\underline{\mathfrak{D}}$, dont $\mathfrak{D}$ n’est pas n\’ecessairement connexe. Supposons que $\mathfrak{D}$ soit d’un

nombre fini de feuilles; $\mathfrak{D}$ est alors d’un m\^eme nombre, $\nu$ de feuilles. Soit
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$P$ un point quelconque de $\mathfrak{D}$ ayant les coordonn\’ees $(x)$ , soient $\eta_{1}(P)$ ,
$\eta_{2}(P),$

$\ldots,$
$\eta_{m}(P)$ des fonctions holomorphes dans $\mathfrak{D}$ Supposons que, pour

toute paires de points r\’eguliers de $\mathfrak{D}$ ayant les m\^emes coordonn\’ees, les \’el\’ements

analytiques de $\eta_{1}(P)$ soient diff\’erents. Consid\’erons \‘a l’espace ( $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{n}$ ;
$y_{1},$ $y_{2},$ $y_{m}$) la vari\’et\’e caract\’eristique \sum donn\’ee par

$y_{i}=\eta_{i}(P)$ ($i=1,2$ , ..., m)

A un point $P$ de $\mathfrak{D}$ , il correspond un point $M$ de $\Sigma$ ayant les coordonn\’ees
$(x, \eta)$ ; et r\’eciproquement, \‘a un point r\’egulier de $\Sigma$ , il correspond un
point de $\mathfrak{D}$ et un seul, d’apr\‘es la propri\’et\’e de $\eta_{I}$ .

Soit $\Delta$ un domaine univalent a l’espace $(x, y)$ , contenu dans le domaine
donn\’e par $(x)\epsilon\underline{\mathfrak{D},}$ et contenant des points de $\sum$ ; consid\’erons une fonction

holomorphe $F(x, y)$ dans $\Delta$ jouissant de la $\dot{p}ropri\text{\’{e}} t\text{\’{e}}$ que, pour toute fonc-
tion holomorphe $u$ sur $\Sigma$ en un point quelconque $M$ de $\Sigma n\Delta,$ $uF$ ait de
la propri\’et\’e $(H)$ ; et nous l’appellerons fonction $(W)$ . Il est \’evident que
les fonctions $(W)$ par rapport \‘a $\sum$ pour $\Delta$ , forment un id\’eal holomorphe
du domaine d\’etermin\’e $\Delta$ .

Soient $P_{1},$ $P_{2}$ , ..., $P_{\nu}$ les points de $\mathfrak{D}$ sur le point $(x)$ ; formons la
fonction

$F_{1}(x, y_{1})=\Pi D!_{1}-\eta_{1}(P_{i})]$ $(i=1,2, \ldots, \nu)$

Gr\^ace \‘a Weierstrass, on sait bien que: \‘A toute fonction holomorphe $u(P)$

sur $\mathfrak{D}$ , il correspond un polynome de $y_{1},$ $\Phi(x, y_{I})$ dont les coefficient sont

des fonctions holomorphes de $(x)$ dans $\underline{\mathfrak{D}}$, de facon que $u=\frac{\Phi}{(\partial/\partial y_{1})F_{1}}$

sur $ F_{1}=0.\lambda$ La d\’emonstration usuelle s’applique, n’importe si $\mathfrak{D}$ est
connexe ou non. Autrement dit:

$\frac{\partial F_{1}}{\partial y_{1}}$ est une fonction $(W)$ par rapport \‘a\sum dans le domaine $(x)\in \mathfrak{D}$ .
Envisageons la fonction $\eta_{1}$ Soit $\sigma$ l’ensemble des points critiques du

domaine $\mathfrak{D};\sigma$ est une surface caract\’eristique sur $\mathfrak{D}$ (c’est-\‘a-dire, l’image
d’une vari\’et\’e caract\’eristique \‘a $(n-1)$ dimensions sur $\sum$ ) ; $\sigma$ est donc
appel\’e surface critique. Soit $\sigma_{0}$ une composante (irr\’eductible) quelconque de
$\sigma$ dans $\mathfrak{D}$ , et soit $P^{\prime}$ un point de $\sigma_{0}$ tel que l’ensemble $\underline{\sigma}_{0}$ des base-points

des points de $\sigma_{0}$ (que nous appellerons base-ensemble de $\sigma_{0}$ ), soit r\’egulier
en $P^{\prime}$ et que aucune des autres composantes de $\sigma$ ne passe par $P^{\prime}$ , mais
d’ailleurs quelconque. En appliquent une transformation pseudoconforme

(15) Voir: W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie II, $1_{s}1929$, pp. 116, 117.
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biunivoque au voisinage de $\underline{P^{\prime}}$ de l’espace $(x),\underline{P^{\prime}}$ \’etant le base-point de“
$P^{\prime}$ , on peut regarder la surface caract\’eristique $\underline{\sigma}_{0}$ comme \^etre donn\’ee par
$x_{1}=0$ . Soit $\mu-1$ l’ordre de la surface critique $\sigma_{0}$ ; on a au voisinage de
$P^{\prime}$ ,

$\eta_{1}=a_{0}+a_{1}t^{2}+a_{2}t+\cdots$ , $ t=(x_{1})\div$

$a_{i}(i=0,1, ...)$ \’etant des fonctions holomorphes de $(x_{2}, x_{3}, x_{n})$ . Selon
la nature de $a_{1}$ , deux cas se pr\’esentent:

Cas 1 ou $a_{1}\neq 0$ –Soit $S$ la surface caract\’eristIque \‘a l’espace $(x$ ,
$y_{1})$ donn\’ee par $F_{1}(x, y_{1})=0$ , soit $\mathscr{N}1^{\prime}$ le point sur $S$ correspondant \‘a

$P^{\prime}$ , et soit $S_{0}$ la composante (irr\’eductible) de $S$ dans un voisinage suffisam-
ment petit de $M^{\prime}$ correspondant aux feuilles de $\mathfrak{D}$ o\‘u se situe $P^{\prime}$ . Si $a_{1}\neq 0$

pour $P^{\prime},$ $S_{0}$ est \’evidemment r\’egulier en $M^{\prime}$ . Donc, dans ce cas, l’ensemble
des points singuliers de $S_{0}$ est \‘a $(n-2)$ dimensions au plus; par suite,
d’apr\‘es le lemmc 1, tout point de $S_{0}$ poss\‘ede la propri\’et\’e $(H)$ . Toute
surface critique ayant cette propri\’et\’e sera appel\’ee de premi\‘ere esp\‘ece par
rapport \‘a $\eta_{1}$

Cas 2 $0\dot{u}a_{1}\equiv 0$ sur $\sigma_{0}$–Soit $T_{0}$ l’ensemble de points de $S_{0}$ correspondant
\‘a $\sigma_{0}$ . Dans ce cas, la fonction $(x_{1})^{\frac{1}{\mu}}$ montre que aucun point de $\mathcal{I}_{0}$ ne
poss\‘ede la propri\’et\’e $(H)$ par rapport \‘a $S_{0}$ . Nous appellerons toute surface
critique de cette propri\’et\’e d’\^etre de denxi\‘eme esp\‘ece par rapport \‘a $\eta_{1}$

Soit $P$ un point de $\mathfrak{D}$ ; s’il existe un autre point $P^{\prime}$ de $\mathfrak{D}$ ayant les
m\^emes coordonn\’ees que $P$, telle que $\eta_{1}(P)=\eta_{1}(P^{f})$ , nous appellerons $P$

point \’equivoque par rapport \‘a $\eta_{1}$ Soit $\tau$ l’ensemble des points \’equivoques
de $\mathfrak{D}$ par rapport \‘a $\eta_{1}$ ; $\tau$ est \’evidemment une surface caract\’eristique sur
$\mathfrak{D}$ , que nous appellerons surface \’equivoque. Soit $M$ le point de $S$ corre-
spondant \‘a un point \’equivoque $P$ de $\mathfrak{D}$ par rapport \‘a $\eta_{1}$ ; il existe au
moins deux branches de $S$ passant par M. $M$ ne poss\‘ede pas la propri\’et\’e $(H)$

par rapport \‘a $S$. Consid\’erons en effet, une fonction $u$ sur $S$ au voisinage
de $M$, qui est identiquement nulle sur une des branches et 1 sur les autres;
d’apr\‘es la d\’efinition, $u$ est une fonction holomorphe sur $S$, mais, il n’y a
aucune fonction holomorphe de $(x, y_{1})$ au voisinage de $M$ devenant \‘a $u$

aux points r\’eguliers de $S$.
Nous avons ainsi vu que aucun des points de $S$ qui correspondent les

points critiques de la deuxi\‘eme esp\‘ece ou les points \’equivoques de $\mathfrak{D}$ par
rapport \‘a $\eta_{1}$ , ne poss\‘ede la propri\’et\’e $(H)$ . Tout autre point de $S$ jouit
\’evidemment de cette propri\’et\’e. D’o\‘u, il en r\’esulte que:

Soit $\Delta$ un domaine uivalent born\’e \‘a l’espace $(x, y)$ contenu avec sa



Sur les fouctions analytiquts de plusieurs variables 265

fronti\‘ere dans le domaine $(x)\in\underline{\mathfrak{D}}$, et soit $U(x, y)’$ une $f_{0\prime l}aeonholomorp\prime_{l}e$

dans $\Delta$ telle que, si l’on pose $u_{0}(P)=U[x_{1}, \ldots, x_{n}, \eta_{1}(P), ..., \eta_{m}(P)]$, $la$

Jonction $u_{0}$ soit identiquement nulle sur la surface critique de deuxi\‘eme
esp\‘ece $\sigma^{\prime}$ et sur la surface \’equivoque $\tau$ de $\mathfrak{D}$ par rapport \‘a $\eta_{1}$ . On peul
alors, trouver un entier posilif $\lambda$ tel que $U^{\lambda}$ soit une fonction $(W)$ par rapport
\‘a $\Sigma$ dans $\Delta$ .

En effet, soit $\mathfrak{D}_{0}$ le domaine dans $\mathfrak{D}$ correspondant \‘a $\Delta\cap\sum$ ; en
substituant $y_{i}=\eta_{i}(P)$ ($i=1,2$ , ..., m) dans $\partial F_{1}/\partial y_{1}$ , on obtient $v_{0}(P)$ ;
pour $\mathfrak{D}_{0}$ , on peut trouver un entier positif $\lambda$ tel que $u_{0}^{\lambda}$ soit divisible par
$v_{0}$ sur $\sigma^{\prime}$ et $\tau$ , sauf peut \^etre \‘a une vari\’et\’e caract\’eristique (sur $\mathfrak{D}$) \‘a moindres
dimensions. Soit $M$ un point quelconque de $\sum dans\Delta$ , soit $u$ une fonction
holomorphe quelconque sur $\sum enM$. Gr\^ace \‘a Weierstrass, $uU^{\lambda}$ jouit alors
de la propri\’et\’e $(H)$ en tout point au voisinage de $M$ sauf peut-\^etre \‘a

une vari\’et\’e \‘a $(n-2)$ dimensions sur $\sum$ , par suit sans exception, d’apr\‘es
le lemme 1.

Soit $(x^{0})$ un point quelconque de $\underline{\mathfrak{D},}$ tra\caons autour de $(x^{0})$ un
polycylindre $(C)\subset\subset\underline{\mathfrak{D}}$ ; soit $R$ un nombre positif tel que pour tout $(x)$ dans
$(C)$ on ait $|\eta_{i}|<R(i=1,2, \ldots, m)$ , tracons avec le rayon $R$ le polycylindre
$(\Gamma)$ autour de l’origine de l’espace $(y)$ et d\’esignons $[(C), (\Gamma)]$ par $\Delta$ .

Soit $T$ l’ensemble des z\’eros communs des fonctions $(W)$ par rapport \‘a
$\Sigma$ dans $\Delta eJ$ soit $S_{0}$ l’ensemble des points singuliers de $\Sigma$ dans $\Delta$ , alors
$T\subseteqq S_{0}$ .

En effet, on a d’abord $ T\subseteqq\sum$ . Car, l’id\’eal g\’eom\’etrique (de domaines
ind\’etermin\’es) attach\’e \‘a\sum pour $(x)\in\underline{\mathfrak{D}}$ poss\‘ede une pseudobase en tout

point au voisinage de $\Delta$ , d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Cartan, par suite, une
pseucobase $(\Phi_{1}, \Phi_{2}, \ldots, \Phi_{p})$ pour $\Delta$ , d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3 $du$ M\’emoire $VII$.
L’ensemble des z\’eros communs des fonctions $\Phi_{i}(i=1, 2, P)$ est $\Sigma$ dans
$\Delta$ ; or, toute $\Phi_{i}$ est une fonction $(W)$ , puisque elle s’annule identiquement
sur $\Sigma$ ; donc, $ T\subseteqq\sum$ .

Consid\’erons une transformation lin\’eaire non-singuli\‘ere $L$ de l’espace
$(x, 9^{\prime})$ de la forme suivante,

$x^{\prime}=\Sigma A,,x+\sum A_{i,n+l}y_{l}$ , $y_{j^{\prime}}=\Sigma A_{n+j,k}x_{k}+\sum A_{n+j,n+l}y_{l}$ ,

$(i, k=1,2, ..., n ; j, 1=1,2, ..., m)$ ,

$|A_{pp}-1|<\epsilon$ $|A_{pq}|<\epsilon$ $(p\neq q, p, q=1,2, \ldots, n+m)$ ,

$\epsilon$ \’etant un nombre positif dont nous expliquerons plus tard. Les images
\‘a l’espace $(x^{\prime}, y^{\prime})$ de $\Sigma,$ $\Delta$ seront d\’esigrr\’ees par les m\^emes lettres. Con-
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sid\’erons pour $(x)\in\underline{\mathfrak{D}}$ la vari\’et\’e caract\’eristique $\sum_{1}$ donn\’ee par $F(x,y_{i})=0$

$(i=1,2, \ldots, m)$ , dont
$F_{i}(x, y_{i})=\Pi[\gamma_{i}-\eta(P_{j})]$ $0^{\cdot}=1,2,$

$\ldots,$
$\nu$)

$P_{j}$ \’etant les points de $\mathfrak{D}$ sur le plan $(x).\cdot$ \sum consiste des composantes de
$\Sigma_{1}$. $Tra\sigma ons$ le polycylindre $|x_{i}-x^{0}|<r_{i}(i=1, 2, n)\Subset \mathfrak{D}et\Supset(C)$ , et
prenons un nombre positif $R^{t}>R$ de facon que pour tout $(x)$ dans le
polycylindre on ait $|\eta_{i}|<\rho<R^{\prime}(i=1,2, \ldots, rn),$ $\rho$ \’etant un nombre d\’e-
termin\’e; alors, il n’y a pas de point de $\sum_{1}$ au voisinage de chacun des
$m$ ellsembles de points $|x,-x_{i^{0}}|<\gamma_{i}(i=1,2, \ldots, n),\backslash |y_{p}|=R^{\prime}$ dont $p$

repr\’esente un quelconque de 1, 2, $\ldots,$ $m$ . Choisissons $\epsilon$ suffisamment petit
pour qu’il en soit de m\^eme pour $(x^{\prime}, y^{\prime})$ , pr\’ecis\’ement dit, que les fonctions
$F_{j}(x^{\prime}, y^{\prime})=F_{j}(x, y_{j})(J=1,2, \ldots.m)$ soient d\’efinies et holomorphes au
voisinage de $|x_{i}^{\prime}-x_{i}^{;0}|<r_{i}|y_{j^{\prime}}|<R^{\prime}$ $(i=1,2, \ldots, n ; j=1,2, \ldots, m),$ $(x^{t0})$

\’etant l’image de $(x^{0})$ , et de plus qu’il n’y aura pas de z\’eros commun de
ces fonctions $F_{j}(x^{\prime}, y^{\prime})$ au voisinage de chacun des $m$ ensembles de points
$|x_{i}^{\prime}-x_{i^{0}}^{\prime}|<r_{\ell}(i=1,2, \ldots, n),$ $|y_{p^{\prime}}|=R^{\prime}$ . Dans ces circonstances, gr\^ace \‘a
Weierstrass, on peut facilement r\’esoudre le syst\‘eme des \’equations simultan\’es
$F_{j}=0(j=1,2, \ldots, m)$ par rapport \‘a $(y^{\prime})$ dans $|x_{i^{\prime}}-x_{i}^{;0}|<r_{i},$ $(i=1,2,$ $\ldots$ ,
$n)$ . \sum \’etant une somme des composantes (irr\’eductibles) de $\sum l$ dans le
polycylindre $|x_{i}^{\prime}-x_{i^{0}}^{\prime}|<r_{i},$ $|y_{j}|<R^{\prime}$ $(i=1,2, ..., nj=1, 2, m)$ , il en
est \’evidemment de m\^eme pour l’\’equation repr\’esentant $\sum$ . Soit $\mathfrak{D}^{\prime}$ le
domaine multivalent (connexe ou non) sur $|x^{\prime}-x_{i}^{\prime 0}|<r,$ $(i=1,2, \ldots, n)$

correspondant \‘a $\Sigma$ , et soit $y_{j^{\prime}}=\eta_{j^{\prime}}$ ($j=1,2$ , ..., m) l’\’equation de $\sum,$ $\eta_{j^{\prime}}$

\’etant des fonctions holomorphes sur $\mathfrak{D}^{\prime}$ Prenons $\epsilon$ encore petit pour que
$\Delta soit\Subset$ le polycylindre $|x_{i^{\prime}}-x_{i}^{;0}|<r_{i}|y_{j^{\prime}}|<R^{\prime}(i=1,$ 2, $n$ ; $j=1,2,$ $\ldots$ ,
$m)$ .

Consid\’erons $(A_{11}, A_{12}, \ldots, A_{n+m,n+m})$ comme point du polycylindre de
rayon $\epsilon$ indiqu\’e ci-dessus (\‘a l’espace de $(n+m)^{2}$ variables complexes). Il
est \’evident que $\eta_{1^{\prime}}$ jouit de la m\^eme propri\’et\’e que $\eta_{1}$ , sauf peut-\^etre pour
des point $(A)$ de pr\’emi\‘ere cat\’egorie. Soit $M$ un point r\’egulier de $\sum$

dans $\Delta$ , mais d’ailleurs quelconque; il est facile \‘a voir que le point cor-
respondant est un point r\’egulier de $\mathfrak{D}^{\prime}$ et n’est pas un point \’equivoque par
rapport \‘a $\eta_{1^{\prime}}$ , sauf peut-\^etre pour des points $(A)$ de la premi\‘ere cat\‘egorie.
On peut donc trouver $(x^{\prime}, y^{\prime})$ remplissant ces conditions.

Gr\^ace au th\’eor\‘eme de Cartan et au th\’eor\‘eme 3 du M\’emoire VII, on
peut trouver une fonction holomorphe $\Psi(x)$ dans $\Delta$ telle que l’image sur
$\mathfrak{D}^{\prime}$ de la trace de $\Psi$ sur $\sum$ soit nulle identiquem\‘ent sur la surface critique
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de la deuxi\‘eme esp\‘ece et sur la surface \’equivoque par rapport \‘a $\eta_{1^{\prime}}$ , sans
s’annuler \‘a $M$ D’apr\‘es ce que nous venons de voir, $\Psi^{\lambda}$ est une fonction
$(W)$ par rapport \‘a $\sum$ pour $\Delta,$ $\lambda$ \’etant un certain entier positif. Donc,
$T\subseteqq S_{0}$ .

8. Nullstellensatz.–Il $y$ a un lemme que voici:
Lemme de Hilbert-R\"uckert.--Soient $F_{i}(x)(i=1, 2, p),$ $f(x)$ des

fonctions liolomorpke $s$ en un point $(x^{0})$ ; si $f$ s’annule identiquement sur
l’ensemble des z\’eros communs de toutes les $F_{i}$ , on peut trouver un enlier positif
$\lambda$ tel que $f^{\lambda}\equiv 0$ mod $(F).(16)$

Si $F_{i}$ ($i=1,2$ , ..., p) et $f$ sont holomorphes et se relient de la mani\‘ere
‘ indiqu\’ee dans un polycylindre $(C)$ autour de $(x^{0}),$ le lemme subsiste en

tout point de $(C)$ ; par suite, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1 $du$ M\’emoire VII, $le$

lemme subsiste dans tout polycylindre $(C_{0})\subset\subset(C)$ .
En appliquant ce lemme au r\’esultat pr\’ec\’edent, on a:
Lemme 2–Soit $F(x, y)$ une fonction $holomorp\nearrow le$ dans $\Delta$ s’annulant

identiquement sur $l’ e$nsembk des. points singuliers $S_{0}$ de $\Sigma$ , soit $\Delta^{t}$ un domaine
$\subset\subset\Delta$ ; alors, on peut trouver un entier $ posit\iota f\lambda$ tel que $F^{\lambda}$ soit une fonction
$(W)$ par rapport \‘a $\Sigma$ pour $\Delta^{\prime}$ .

Or le caract\‘ere essentiel de nos recherches consiste \‘a trouver des
solutions; donc, pour \’eclaircir comment on peut trouver le nombre $\lambda$ dans
le Nullstellensatz, nous allons le reprouver directement.

$1^{o}$ . Soient $F_{1},$ $F_{2},$
$\ldots,$

$F_{p}$ des fonctions $hofles$ en un point $(x^{0},y^{0})$

de l’espace $(x_{1}, \ldots, x_{n} ; y_{1}, y_{m})(n\geqq 0, m>0)$ , dont aucune s’annule
identiquement, soit $\Sigma l’ ensemble$ $des$ \sim r\’eros communs de ces fonctions. Sup-
posons que les composantes (irr\’eductibles) de $\Sigma$ soienl \‘a $n$ dimensions; alors,

pour toute fonction lolomorpke $f(x, y)$ s’annulant identiqueme$nt$ sur $\sum$ au
voisinage de $(x^{0}, y^{0})$ , on peut $trou7/er$ un $e$ntier positif $\mu$ et une fonction
holomorphe $H(x, y)$ qui ne s’annule identiquement sur aucune composante de
$\sum,$ de facon que l’on ait $Hf^{\mu}\equiv 0$ mod $(F)$ , au voisinage de $(x^{0}, y^{0})$ .

Supposons, pour l’effet, que $(x^{0}, y^{0})$ soit un point de $\sum$ . Dans le
suivante, nous placerons toujours dans un voisinage de $(x^{0}, y^{0})$ ou les
circonstances donn\’ees subsistant. En choisissant les coordonn\’ees et les
nombres positifs $r,$ $\rho,$

$\rho^{\prime}(\rho>\rho^{\prime})tra\sigma ons$ le polycylindre $\Delta=[(\gamma), (\gamma^{\prime})]$ dont
$(\gamma)$ est donn\’e par $|x_{i}-x_{i^{0}}|<r(i=1, \ldots, n)$ et $(\gamma^{\prime})$ par $|y_{j}-y_{j}^{0}|<\rho(j=$

$1$ , ..., $m$), de fagon que, lorsque $(x)$ se situe dans $(\gamma),$ $\Sigma$ n’ait pas de
point sur $|y_{q}-y_{q}^{0}|\geqq\rho^{\prime},$ $q$ \’etant un quelconque de 1, 2, .,., $m$. D’apr\‘es

(16) Voir: S. Bochner and W. Martin, Several complex variables, 1948, Chapter X.
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Weirstrass, on a alors, $m$ fonctions $\Phi_{j}(x, y_{j})$ comme suivante: $\Phi_{j}(x, y_{i})$

est un polynome de $y_{j}$ , sans facteur multiple, dont les coefficients sont des
tonctions holomorphes de $(x)$ dans $(\gamma)$ et le coefficient de la plus haute
puissance est 1, et telle que la projection de $\sum$ sur l’espace $(x, y_{j})$ soit
donn\’ee par $\Phi_{j}=0$ pour $(x)\in(\gamma)$ .

Nous allons montrer que $\Phi_{j}^{\nu}\equiv 0$ mod $(F)$ en $(x^{0}, y^{0}),$ $\nu$ \’etant un certain
entier positif independant de $j$ Consid\’erons l’id\’eal (1) de domaines in-
d\’etermin\’es engendr\’e par $(F_{k}, \Delta)$ $(k=1,2, \ldots, p)$ , et sa projection $(J)$

sur l’espace $(x, y_{j})$ par rapport \‘a $\Delta$ . Soit $\sum^{\prime}$ la projection de $\sum$ sur
l’espace $(x, y_{j})$ , alors pour $(x)\in(\gamma),$ $\sum^{\prime}$ est une surface caract\’eristique.
Or, d’apr\‘es le theor\‘eme 1, $(f)$ poss\‘ede une pseudobase en tout point de $\bullet$

$[(x)\in(\gamma)\lfloor\gamma_{j}-y_{J^{0}}|<\rho]$ ; donc, $\sum^{\prime}$ est n\’ecessairement l’ensemble de z\’eros
de $(f)$ . Par suite, $\Phi_{j}$ s’annulant identiquement sur $\sum^{\prime}$ , on peut trouver
un nombre entier $\nu^{\prime}$ tel que $\Phi_{j}^{\nu^{\prime}}\epsilon(J)$ en $(x^{0},y^{0})$ . Alors $\Phi_{j}^{\nu;}\epsilon$ (l)en $(x_{0},y_{0})$ .
Soit $\nu$ le plus grand de $\nu^{\prime}$ pour $j=1,2$ , ..., $m$ , on a $\Phi_{j}^{\nu}\equiv 0mod$ $(F)$

en $(x^{0}, y^{0})$ .
Consid\’erons la vari\’et\’e caract\’eristique $\dot{T}$ donn\’ee par $\Phi_{j}=0(’=1,2$ ,

..., m) dans $\Delta$ . $\Sigma$ consiste dans $\Delta$ des composantes (irr\’eductibles) de $T$,
soit $\sum^{\prime}$ la somme des composantes de $T$ qui n’appartiennent pas \‘a $\sum$ .
Consid\’erons l’id\’eal g\’eom\’etrique $(K)$ de domaines ind\’etermin\’es attach\’e \‘a

$T$, defini dans $\Delta$ ; il est facile \‘a voir que $(\Phi_{1}, \mathcal{O}_{2}\ldots, \Phi_{m})$ donne une pseudo-
base de $(K)$ pour $\Delta$

$($d’apr\‘es le th\’eor\‘eme $du$ reste, par exemple $)^{}$ Soit $\varphi$

une fonction holomorphe dans $\Delta$ qui s’annule identiquement sur $\Sigma^{\prime}$ , sans
l’\^etre pour aucune composante de $\sum$ ; on a alors, $f\varphi\equiv 0mod$ $(\Phi)$ en
$(x^{0}, y^{0})$ . Or $\Phi_{j}^{\nu}\equiv 0mod (F)$ en $(x^{0}, y^{0})$ . Donc, $(f\varphi)^{\mu}\equiv 0mod (F)$ en
$(x^{0}, y^{0})$ , o\‘u $\mu=m(\nu-1)+1$ ; ce qui legitime la proposition.

$2^{o}$ . Nous allons constater le Nullstellensatz formul\’e ci-dessus. Sup-
posons que aucune des $F_{i}(x)(i=1,2, \ldots, p)$ ne s’annule identiquement.

(17) En effet, soit $f(xy)$ une fonction holomorphe $s$ amulant identiquement sur $T$ au
voisinage d’un point $(a, b)$ de $T$. Tragons un polycylindre $\delta$ \‘a $1’ espace(x)$ autour de $(a)$ , et un
polycylindre $\delta^{\prime}$ \‘a l’espace $(3^{\prime})$ autour de $(b)$ , dont la composante sur le plan $y$ sera d\’esignee par
$\delta_{J}$, de $fa\sigma on$ que les circonstances subsistent dans $(\delta, \delta^{/})$ , et que, pour tout (x) dams $\delta,$ $\Phi_{f}(x, y_{i})=0$

ait $\lambda_{J}$ racines dans $\delta f$ . On a alors, identiquement (1) $f=f_{0}+\varphi\Phi_{1}$ dans $(\delta, \delta^{\prime})$ o\‘u $f_{0},$
$\varphi$ sont des

fcmctions holomorphes et $f_{0}$ est un polynome de $j^{\prime}l<\lambda_{1}$ en degr6. Choisissons $(x^{\prime})$ dans $\delta$ tel que
$9_{1}(x^{/}, y_{1})=0$ ait $\lambda_{1}$ racines, $\eta_{1},$ $\eta\lambda_{1}$ dans $\delta_{1}$ , et $y_{k^{\prime}}(k=2, m)$ dans $\delta_{k^{/}}$ tel que $\Phi_{k}(x^{\prime}, y_{k^{\prime}})=0$.
En posant ces valeurs dans (1), on a $f^{\prime}=f_{0^{\prime}}+\varphi^{\prime g_{1^{\prime}}}$. Or, si l’on encore pose $yl=y_{l}(t=1, \ldots, \lambda_{1})$

on a $l_{1^{\prime}}=0,$ $J^{\gamma}=0$, et par suit $f_{0^{\prime}}=0$. $f_{0^{\prime}}6tant$ un polynome de $y_{1}<\lambda_{J}$ en degr\’e, ce qui veuet
dire que $f_{0^{\prime}}\equiv 0$. Donc, tous les coefficients de $f_{0}$ doivent s’annuler identiquement sur $\bullet_{b}(Xj_{k}^{\prime})=0$

$(k=2, \ldots, m)$ .
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Nous allons d’abord montrer que, si ce th\’eor\‘eme subsiste pour Ie cas o\‘u
$\Sigma$ consiste des composantes \‘a un m\^eme nombre de dimensions, il subsiste
toujours. Par exemple, soit $\sum=\sum_{1}\cup\sum_{2}$ , dont $\Sigma_{1}$ est \‘a $\lambda$ dimensions
$(0<\lambda<m)$ et $\Sigma_{2}$ est \‘a $(\lambda-1)$ dimensions. Supposant que $\Sigma_{2}$ est donn\’e
comme l’ensemble des z\’eros communs des fonctions holomorphes $\Phi_{1}(x)$ ,
$\Phi_{2}(x),$

$\ldots,$
$\Phi_{q}(x)$ , au voisinage de $(x^{0})$ , consid\’erons

$F_{1}(x),$ $F_{2}(x)$ , ..., $F_{p},$ $y\Phi_{1}(x),$ $y\Phi_{2}(x)$ , ..., $y\Phi_{q}(x)$ ,

au voisinage du point $(x^{0},0)$ de l’espace $(x_{1}, \ldots, x_{n}, y)$ ; dont l’ensemble
des z\’eros communs consiste \’evidemment des composantes \‘a $\lambda$ dimensions.
$f(x)$ restant satisfaire \‘a la condition, la proposition est vrai pour le nouveau
syst\‘eme de fonctions, d’apr\‘es l’hypoth\‘ese; par suite, en posant $y=0$, elle
est aussi vraie pour $(F)$ . Le m\^eme mode de raisonnement s’applique sans
doute au cas g\’en\’eral.

Supposons donc, que les composantes de $\Sigma$ soient \‘a $r$ dimensions
$(r<n)$ . D’apr\‘es la proposition pr\’ec\’edente on a $Hf^{\mu}\equiv 0mod (F)$ en $(x^{0})$

($H,$ $\mu$ ayant les significations indiqu\’ees). Or alors, si $f^{v}\equiv 0mod (H, F)$

en $(x^{0}),$ $\nu$ \’etant un certain entier positif, on a n\’ecessairement $f^{\nu+\mu}\equiv 0$ mod
$(F)$ en $(x^{0})$ . Soit $\sum^{\prime}1$ ‘intersection de $\sum etH=0$ ; d’apr\‘es la propri\’et\’e
de $H,$ $\Sigma^{\prime}$ consiste des composantes \‘a $(r-1)$ dimensions (s’il existe). Par
suite, si la proposition est vraie pour $r-1$ , elle est aussi vrai pour $r$ . Et,
la proposition est \’evidemment vraie pour $r=0$ (d’apr\‘es la proposition
pr\’ec\’edente). Elle est donc, toujours vraie.

9. Ideaux $(Z)$ . –Reprenons le domaine $\mathfrak{D}$ \‘a l’espace $(x)$ et la vari\’et\’e
$\sum correspondante$ \‘a l’espace $(x, y)$ , expliqu\’es au commencement de No. 7.
Proposons-nous \‘a d\’efinir une distribution de z\’eros $(z)$ sur $\mathfrak{D}$ , en \’etendant

la donn\’ee du deuxi\‘eme probl\‘eme de Cousin pour le domaine univalent et
nous rencontrons imm\’ediatement une circonstance nouvelle que voici:

En g\’eneral, un $e$ surface caract\’eristique sur un domaine int\’erieurement

ramifi\’e ne peut pas se repr\’esenter m\^eme localement comme l’ensemble des 2\’eros
d’une seule fonction holomorpke sur le domaine.

$*$
L’exemple que l’auteur a construit, n’\’etant pas si simple, sera expos\’e

dans un M\’emoire ult\’erieur.
Soit $\sigma$ une surface caract\’eristique irr\’eductible dans un domaine $\Delta\subseteqq \mathfrak{D}$ ,

soit $u$ une fonction holomorphe dans $\Delta$ s’annulant identiquement sur $\sigma$ ;
nous commencons par difinir l’ordre de z\’eros de $u$ sur $\sigma$ ;

Cas 1 o\‘u $\sigma$ n’est pas une surface critique de $\Delta$ . Soit $P_{0}$ un point de
$\sigma$ diff\’erent des points critiques de $\mathfrak{D}$ ; au voisinage de $F_{0},$ $u(P)$ est une
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fonction holomorphe de $(x),$ $(x)$ \’etant les coordonn\’ees de $P$ ; par suite,
on sait l’ordre $\lambda$ de z\’eros de $u$ sur $\sigma;\lambda$ ne d\’epend pas de $P_{0}$ , nous $1^{)}appe1-$

lerons ordre de z\’eros de $u$ sur $\sigma$. (Si $n\equiv 0,$ $\lambda=\infty$ ; si $u$ ne s’annule pas
identiquement sur $\sigma,$

$\lambda=0$).
Cas 2 o\‘u $\sigma$ est une surface critique de $\Delta$ . $So\dot{:}tP_{0}$ un point de $\sigma$ qui

n’appartient \‘a aucune autre composante de la surface critique; au voisinage
de $P_{0},$ $\sigma$ peut se repr\’esenter par $f(x)=0$ , dont $f$ est une fonction holo-
morphe de $(x)$ , sans facteur multiple; soit $\mu-1$ l’ordre de la surface critique
$\sigma$ ; alors, si $u\neq 0$ on peut trouver un entier positif $\lambda$ tel que $u/f^{\lambda/\mu}$ soit
finie au voisinage de $P_{0}$ , sans l’\^etre pour $u/f^{\lambda+t/\mu}$ ; $\lambda$ ne depend pas pe $P_{0}$ ,
nous l’appellerons ordre de z\’eros de $u$ sur $\sigma$ . (Si $u\equiv 0$ , l’ordre est infini;
si $u$ ne sannule pas identiquement sur $\sigma$ , l’ordre est nul.)

Soit $\sigma$ une surface caract\’eristique dans un domaine $\Delta\subseteqq \mathfrak{D}$ , soient $\sigma_{1},$ $\sigma_{2},\ldots$

les composantes (irr\’eductibles) de $\sigma$ (dans $\Delta$) et soient $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$

$\ldots$ des entiers
positifs; nous d\’efinirous une distribution de z\’eros $(\mathfrak{z})$ dans $\Delta$ par $\{(\sigma_{i}, \lambda_{i})\}$

$(i=1,2, ...)$ comme ce quit suit: soit $u$ une fonction holomorphe dans
$\Delta$ , nous appellerons que $u$ prend au moins les 2\’eros $(\mathfrak{z})$ , si l’ordre de z\’eros
de $u$ sur $\sigma_{i}$ ; est au moins $\lambda_{i}(i=1,2, \ldots)$ .

Soit $P_{0}$ un point sur $\sigma$ et soit $(u_{1}, u_{2}, , n_{p})$ un syst\‘eme fini de fonc-
tions holomorphes au voisinage de $P_{0}$ nous appellerons que $(u)$ difnit les
zc’ros (5) en $P_{0}$ si l’ensemble des z\’eros communs de ces fonctions est $\sigma$ ,
aux points \‘a moindres dimensions pr\‘es, et si le plus petit ordre de zeros
de ces fonctions sur $\sigma_{i}$ est $\lambda_{f}(i=1, 2, )$ , au voisinage de $P_{0}$ .

Soit ensuite, $u$ une fonction holomorphe sur $\mathfrak{D}$ en un point $P_{0}$ de $\mathfrak{D}$ ,
soit $\mathscr{N}1_{0}$ le point de $\sum correspondant$ \‘a $P_{0}$ ; s’il existe une fonction holo-
morphe $U(x, y)$ a l’espace $(x, y)$ en $1\psi_{0}$ , telle que l’image (sur $\mathfrak{D}$) de la
trace de $U$ (sur $\sum$ ) soit $u$ , c’est-\‘a-dire que $U(x, \eta)=u$ , nous dirons que
$u$ poss\‘ede la propri\’et\’e $(H)$ par rapport \‘a $\Sigma$ en $P_{D}$

Consid\’erons maintenant, une distribution de z\’eros $(\mathfrak{z})$ sur $\mathfrak{D}$ ; supposons
$qne(\mathfrak{z})$ soil partout localeme$nt$ definie par un systeme fini de fonctions kolo-
$morp/zessnr\mathfrak{D}$ ayant la propri\’et\’e $(H)$ par rapport \‘a $\sum$ ; et consid\’erons \‘a

l’espace $(x, y)$ l’ensemble (1) de $(f\delta)$ , tel que $\delta\subseteqq 1e$ domaine $(x)\in\underline{\mathfrak{D}}$,

et $(f^{\prime}, \delta^{\prime})$ \’etant l’image (sur $\mathfrak{D}$) de la trace de $(f\delta)$ (sur $\sum$ ), $f^{\prime}pre$nne
au moins ‘

$(\mathfrak{z})$ dans $\delta^{\prime}$ ; (1) forme \’evidemment un id\’eal; Que nous appel-
lerons g\’en\’eralement un ideal $(Z)$ .

Th or\‘eme $2-L’ id\acute{e}al(Z)$ (exptiqn\’e ci-dessus) poss\‘ede une pseudobase
en tout point de $[(x)\in\underline{\mathfrak{D}}]$ .

$1^{o}$ . Partirons, pour l’effet, d’un cas sp\’eciale o\‘u il existe une fonction
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$(lV),$ $W(x, y)$ par rapport \‘a\sum pour $(x)\in \mathfrak{D}$ , telle que, $T$ \’etant l’ensemble
des z\’eros de l’id\’eal (1), $W(x, y)$ ne soit identiquement nulle sur aucune
composante de $T$.

Soient $F_{1}(x, y),$ $F_{2}(x, y),$
$\ldots,$

$F_{p}(x, y)$ un syst\‘eme de fonctions holo-
morphes en un point quelconque $M_{0}$ de $T$ definissant (2) en l’image $P_{0}$ de
$M_{0^{(18)}}$ , soit $\tau 1$ ‘image de $T$, il est facile \‘a voir que l’on peut choisir les con-
stantes $c_{i}(i=1,2, \ldots, p)$ de $fa\sigma on$ que l’image $F^{\prime}$ de la trace de la fonction
$F=\Sigma c_{i}F_{i}$ , ait le m\^eme ordre de z\’eros que $(\mathfrak{z})$ sur $\tau$ , sans s’annuler identique
ment sur toute autre composente de $\underline{\tau},\underline{\tau}$

\’etant le base-ensemble de $\tau$ . Soit $\tau^{\prime}$ la
somme des composantes de $F^{\prime}=0$ , n’appartenant pas \‘a $\tau$ , et soit $\Phi(x)$ une fon-
ctions holomorphe de $(x)$ telle. que elle prenne au moins le m\^eme ordre de
z\’eros que $F^{\prime}$ sur $\tau^{\prime}$ , sans s’annuler en dehors de $\underline{\tau}^{\prime}$

Avec ces fonctions $W,$ $F,$ $\Phi$ , selon le corollaire 1, transformons l’id\’eal
(1) $=\{(f, \delta)\}$ et formons $(J)=\{(\varphi, \delta^{\prime})\}$ comme ce quit suit:

$\varphi=f\Phi ll^{\prime}+A_{0}F+A_{I}\Psi_{1}+\cdots\cdots+A_{r}\Psi_{r},$ $\delta‘=Vn\delta\cap a_{0}\cap a_{1}\cap\cdots\cap a,$ ,

dont $V$ est un voisinage (univalent) de $M_{0}$ o\‘u $F,$ $\Phi$ et $W$ sont holomorphe,
$(\Psi)$ est une pseudobase pour $V$ de l’id\’eal g\’eom\’etrique (de domaines in-
d\’etermin\’es) attach\’e \‘a $\Sigma$ (qui existe d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Cartan). Nous
d\’esignerons g\’en\’eralement l’image de la trace d’une fonction holomorphe
$\psi(x, y)$ par $\psi^{\prime}$ ; la relation ci-dessus devient alors sur $\mathfrak{D}$ , comme la suivante,

$\varphi^{\prime}=f^{\prime}\Phi W^{\prime}+A_{0}^{\prime}F^{\prime}$

$\varphi^{\prime}/F$
‘ est donc, holomorphe (dans l’image de la trace de $\delta^{\prime}$) et poss\‘ede la

propri\’et\’e $(H)$ par rapport \‘a $\Sigma$ . On a donc, $\varphi\equiv 0mod (F, \Psi_{1}, \ldots, \Psi_{r})$

en $M_{0}$ . $(\nearrow)$ poss\‘edant ainsi une pseudobase locale en $M_{0}$ , il ne reste qu a
examiner la deuxi\‘eme condition du corollaire 1.

Consid\’erons donc, l’\’equation fonctionnelle

$B\Phi W+A_{0}F+A_{1}\Psi_{1}.+\cdots\cdots+A_{r}\Psi_{r}=0$

pour $\lceil\nearrow$. Soit $(B, A^{0}, .., A_{r})$ une solution quelconque de l’\’equation en
un point quelconque $(\chi A‘, y^{\prime})$ de- $V$, il suffit de consfater que $Be(1)$ en
$(x^{\prime}. y^{\prime})$ . Ceci est $clai^{\backslash }r$ , si $(x^{\prime}, y^{\prime})$ n’est pas un point de $\sum$ . Supposons
donc que $(x^{\prime}, y^{\prime})$ soit un point de $\sum$ , et posons $\Psi_{i}=0\{i=1,2,$ $\ldots,$

$r$),
on a alors, l’identit\’e

$B^{\prime}\Phi W^{\prime}+A_{0^{\prime}}F^{\prime}=0$.
(18) C’est-\‘a-dire, un systeme tel que, $F_{i^{\prime}}$ \’etant l’image de la trace de $F_{l}(i=1, 2, p)$ ,

$(F^{\prime})$ definisse $(\int)$ au voisinage de $P_{0}$.
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Cr, l’ordre de z\’e $r<$) $s$-sur $\tau.d.e$ $Ja$ $fonctio_{l}n\Phi W^{\prime}$ est nul. $B^{\prime}$ prend. donc
sur $\tau$, au moins le m\^eme ordre de g\’eres que $F^{f},$ par suite, $B\in(1)$ en $(x^{t},y^{l})$ ,
d’apr\‘es la $\cdot de^{j}fi\dot{n}$ibon. La propositIon est ainsi vraie pour ce . cas sp\’ecial.

Le cas g\’en\’eral peut se reduire au cas ci-dessus, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1,
que nous allons expliquer.

$t$

$2^{o}$ . Soit a un polycylindre tel que $\underline{\Delta}\Subset\underline{\mathfrak{D}}$, mais d’ailleurs quelconque
et soit $\Delta$ une quelconque des composantes connexes de la portion de $\mathfrak{D}$

sur $\overline{\Delta}$ ; il est \’evidemment suffisant de verifier la proposition pour $\Delta$ , d’apr\‘es
le corollaire de Cartan. Soit $\sigma$ la surface critique de $\mathfrak{D}$ et soit $\sigma_{\rightarrow}$ son base-
ensemble; parmi les composantes (irr\’eductibles) de $\underline{\sigma}dans\underline{\mathfrak{D}}$ , il n’y a qu’un

nombre fini qui passent par $\underline{\Delta}$ , que nous d\’esignerons par $\underline{\sigma_{1}},\underline{\sigma}_{2}$
, ...,

$\underline{\sigma}_{q}$ .
Gr\^ace a Cousin, pour $\sigma_{\underline{1}}$

, on $pe$ut trouver une fonction holomorphe $f(x)$

dans $\underline{\Delta}$ admettant le premier ordre de z\’eros sur $\underline{\sigma_{1},}$ sans s’annuler d’ailleurs.

Soit $r$ le plus petit multiple de $s_{1}+1,$ $s_{2}+1,$
$\ldots,$ $s_{1},$ $s_{2},$ $\ldots$ \’etant des ordres

des surface critiques de $\Delta$ situ\’ees sur $\underline{\sigma}_{1}$ ; consid\’erons

$ S(x)=(f(x))\div$

Soit $\Delta^{\prime}$ une quelconque des composantes connexes de l’intersection de $\Delta$

et le domaine d’holomorphie de $S(x)$ . Consid\’erons \‘a l’espace $(x_{1},$
$\ldots,$ $x_{n}$ ,

$j_{1}^{\prime}$ , ..., $y_{m},$ $2$), la vari\’et\’e caract\’eristique $\Sigma^{\prime}$ ,

$y_{i}=\eta_{i}(P)$ $z=S(P)$ $(P\epsilon\Delta^{\prime}P=-(x)i=1,2, \ldots, m)$ ,

\’etant le base-point de $P$.
Le syst\‘eme de fonctions holomorphes \‘a l’espace $(x, y)$ qui d\’efinit une

distribution de z\’eros sur $\Delta^{\prime}$ , puisque on peut consid\’erer le $syst\grave{\mathfrak{e}}$me pour
\^etre \‘a l’espace $(x, y, z)$ , nous le d\’esignerons par $(\mathfrak{z}^{\prime})$ ; soit (1) l’id\’eal
$(Z)$ \‘a l’espace $(x, y, \sim)$ d\’efini par ( $\Sigma,$

$\Delta^{\prime}$ et) $(\mathfrak{z}^{\prime})$ . Il est facile \‘a voir
que pour $(x)\in\underline{\Delta}$, (1) est la projeclion de (1) sur l’espace $(x, y)$ ; donc,

d’apr\‘es le $t/l\acute{e}or\grave{e}me1$ , il nous suffit de montrer que (1’) poss\‘ede une
pseudobase en tout point du domaine $(x)\in\Delta$ . Or, si l’on choisi le

constante $c$ et forme $\eta_{I}^{\prime}=\eta_{1}+cS$, cette fonction poss\‘ede $\Delta^{\prime}$ comme une
partie de son domaine d’holomorphie, sans poss\‘eder de surface critique de
la deuxi\‘eme esp\‘ece sur $\underline{\sigma}_{1}$ . Autrement dit, nous pouvons supposer, sans
perdre la g\’en\’eralit\’e, que $\Delta$ n’admette pas de surface critique de la deuxi\‘eme
esp\‘ece sur $\underline{\sigma}_{1}$ par rapport \‘a $\eta_{1}$ . En raisonnant pareillement pour $\underline{\sigma_{2},}\underline{\sigma_{3},}\ldots$ ,

$\underline{\sigma_{q},}$. successivement, nous pouvons supposer que $\eta_{1}$ n’admette pas de surface

critique de la deuxi\‘eme esp\‘ec$e$ .
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$3^{o}$ . $R\wp renons_{\mathfrak{d}}$ la $transformation_{t}lin\text{\’{e}} aire_{\wedge}.L$ de l’espace $(x, y)$ ex-
\sim pliqu\’ee a la fin $\cdot$ de No. 83 si l’on choisit $\epsilon$ suffisamment petit, sera $transform_{J}$\’e
\‘a un domaine $\Delta^{\prime}$ sur l’espace $(x^{\prime})$ ; il est facile.\‘a voir que la relation est
iiunivoque et pseudocovaforme. Donc, au $lieud’\acute{e}tudier$ $\cdot$l:..id\’eal

$-$

(1) au moyen
de $\Delta$ , on peut le faire au moyen de $\Delta^{\prime}$ . Donc. n’ayant pas de surface
critique de la deuxi\‘eme esp\‘ece, nous pouvons supposer que la surface critique
de $\Delta$ et la surface \’equivoque de $\eta_{1}$ n’aient pas de composante commune.

Soient $P_{1},$ $P_{2}$ une paire de points r\’eguliers de $\mathfrak{D}$ sur le m\^eme base-
point $(x)$ tel que sur $(x)$ , il n’y ait pas de point de l’intersection des
deux surfaces ci-dessus, mais d’ailleurs quelconques; il s’agit de trouver
une fonction holomorphe $S(P)$ sur $\mathfrak{D}$ telle que $S(P_{1})\neq S(P_{2})$ ; dont nous
entendrons \‘a nouveau par $\underline{\mathfrak{D}}$ un $polycylindre\Subset le$ domaine ancient. Sup-
posons que aux points $P_{1},$ $P_{2}$ , il corresponde un seul et m\^eme point $M$ sur
$\sum$ , puisque, si non, une des fonctions $\eta_{i}$ ($i=1,2,$ $\ldots$ , m) remplira la
condition; d’apr\‘es l’hypoth\‘ese, $M$ ne peut pas se situer sur l’image de la
surface critique sur $\sum$ . Les deriv\’ees de $\eta_{1}$ par rapport \‘a $x_{i}(i=1,\dot{2}, n)$

sont holomorphe sur $\mathfrak{D}$ , except\’e \‘a la surface critique $\sigma$ ; et pour $\sigma$ , il est
\’evident que elles n’admettent que des poles.(19) Or, $\mathfrak{D}$ \’etant une partie du
domaine d’holomorphie de $\eta_{1}$ , parmi les deriv\’ees de $\eta_{1}$ , il $y$ a certainement
une, soit $\xi(P)$ , letle que $\xi(P_{J})\neq\xi(P_{2})$ . Soit $(\Gamma)$ un polycylindre auteur
de l’origine telle que pour $(x)\in\underline{\mathfrak{D}}$ la projection de $\Sigma$ sur l’espac$e(y)$
$soit\Subset(\Gamma)$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘emc de Cartan et le th\’eor\‘eme 3 $du$ M\’emoire VII,
on peut trouver une fonction $f(x, y)$ holomorphe dans le polycylindre $\underline{[\mathfrak{D}}$ ,

$(\Gamma)]$ telle que l’image $f^{\prime}$ de la trace de $f$ soit identiquement nulle sur $\sigma$

et $f(M)\neq 0$ . Chaisissant un entier positif $\lambda$ suffisamment grand, posons
$f^{\prime\lambda}\xi=S,$ $S$ sera alors holomorphe sur $\mathfrak{D}$ , et on aura $S(P_{1})\neq S(P_{2})$ .

Comme pour $\Delta,$ la surface critique et la surface \’equivoque de $\eta_{1}$ n’ont
pas de $composant_{b}e$ commune, et que $\eta_{1}$ n’a pas de surface critique de la
deuxi\’eme esp\‘ede dans $\Delta$ , d’apr\‘es ce qui pr\’ec\’ede, on peut facilement choiser
une fonction holomorphe $S(P)$ sur $\Delta$ et construir \‘a l’espace $(x, y, z)$ la
vari\’et\’e caract\’eristique $\sum^{\prime}$ donn\’ee par $y_{i}=\eta_{i}(P)z=S(P)(P\epsilon\Delta, \underline{P}=(x)$ ,

$i=1,2,$ $\ldots,$ $m$ ) de $fa\sigma on$ que l’ensemble de points singuliers de $\Sigma^{\prime}$ soit \‘a

$(n-2)$ dimensions au plus.
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1, nous pouvons encore supposer que ce soit le

cas actuel, pr\’ecis\’ement dit que la portion de $\sum correspondant$ \‘a $\Delta$ n’ait de

(19) Un $p6le$ d’une fonction sur $\mathfrak{D}$ et un point de $\mathfrak{D}$ oti la fonction n’est pas holomorphe,
mais elle se $repr\xi senter$ peut locaienrent par un rapport de deux fonctions holomorphes sur $\mathfrak{D}$ .
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points singuliers qu’\‘a $(n-2)$ dimensions au plus. Alors, d’apres le lemme
2, on peut trouver une fonction $(W)$ par rapport \‘a $\Sigma$ telle que elle ne
soit identiquement nulle sur aucune composante de $T,$ $T$ \’etant l’ensemble
des z\’eros de l’id\’eal (1), au voisinage d’un point quelconque de la portion
de $\Sigma$ . Cela \’etant le cas sp\’ecial, (1) poss\‘ede une pseudobase en tout point
de la portion de $\sum$ . C. Q. F. D.

III. Lemme fondamental et ses applications

10. Lemme fondamental.–Consid\’erons a l’espace fini de $n$ variables
complexes $(x_{1}, x_{2}, ..., x_{n})$ , un domaine $P^{o1}$} \’edral $\Delta$ tel que $\Delta\Subset(R),$ $(R)$

\’etant une portion (Teilberich, connexe ou non) du domaine d’holomorphie
d’une fonction analytique $f_{1}(x)$ ; consid\’erons que $\Delta$ est de la forme,

$x_{i}\epsilon A_{i},$ $f_{j}(P_{J}\epsilon B_{j}, P(\epsilon R)(i=1, \ldots, n ; J=1. \ldots, \prime n)$ ,

$o\grave{\iota}\iota f_{j}(P)$ sont des fonctions holomorphes sur $(R),$ $A_{f},$ $B_{j}$ sont des domaines
ferm\’es born\’es univalents et sImplement connxes sur le plan, et $P$ poss\‘ede
les coordonn\’ees $(x)$ . Consid\’erons a l’espace $(x_{1}, x_{2}, x_{n}, y_{1}, y_{2}, y_{m})$

le domaine $C\}^{-1indrique}$ ferm\’e $(A, B)$ et la veri\’et\’e caract\’eristique $\Sigma$ ,
$y_{j}=f_{j}(P)(j=1, m)$ ; $\Delta$ correspond alors \‘a la portion de $\sum sur(A, B)$

de $fa\sigma^{Qn}$ que les fronti\‘eres correspondent. Les th\’eor\‘emes du Memoires
VII (que nous d\’enotons dans la suivante, simplement par VII) pour le
polycylindre ferm\’e, s’appliquent \‘a $(A, B)$ , puisque le voisinage de chacun
de $A_{i}$ et $B_{j}$ peut se repr\’esenter conform\’ement au voisinage d’un cercle.

Consid\’erons l’ensemble $\Delta_{0}$ de points de $\Delta$ satisfaisant \‘a

$x_{i}\in A_{i}^{0}f_{j}(P)\in B_{j^{0}}(i=1, \ldots, n ; j=1, \ldots, m)$ ,

o\‘u $A_{i}^{0},$ $B_{j^{0}}$ sont des domaines ferm\’es simplement connexe tels que $A_{i}\supset A_{i}^{0}$ ,
$B_{j}\supset B_{j}^{0}$ . Dans la suivante, nous consid\’erons $\Delta$ pour \^etre d\’etermin\’e, et $\Delta_{0}$ ,

quelconque.
Soit $u$ une fonction holomorphe quelconque sur $(R)$ au voisinage de

$\Delta_{0}$ ; que l’on peut regarder comme une fonction holomorphe sur $\sum$ . Soit
$U(x, y)$ une fonction holomorphe de $(x, y)$ au voisinage de $(A, B)$ qui
$s’ annufe$ identiquement sur l’ensemble $S_{0}$ des points singutiers de $\sum$ , sans l’\‘etre
pour $\sum;U(x,y)$ existe d’apr\‘es le $ th\ell^{\prime}or\grave{e}m\neg id\ell$ Cartan et le $t/l\acute{e}or\grave{e}me3$ de $viI$ ; par
suite, d’apr\‘es le lemme 2, on $pe$ut choisir un entier positif $\lambda$ de $fa\sigma^{on}$ que $U^{\lambda}$ soit
une fonction $(W)$ par rapport \‘a $\sum$ dans un certain voisinage de $(A, B)$ .
Comme l’id\’eal g\’eom\’etrique de domaines de ind\’etermin\’es attach\’e $\grave{a}\sum poss\grave{e}de$
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une pseudobase au,voisinage de $(A, B)$ (d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Cartan et
le th\’eor\‘eme 3 de VII), $d’ apr^{\text{\‘{e}}_{S}}$ le th\’eor\‘eme 2 de $V\Pi$ , on peut trouver une
fonction holomorphe $F(x, y)$ au voisinage de $(A^{0}.’ B^{0})$ telle que $F=U^{\lambda}u$

sur $\Sigma$ .
Soit $u_{0}$ l’image (sur $(R)$ ) de la $\cdot$ trace (sur $\sum$ ) de $U^{\lambda}$ , et soit

(1) $=\{(f, \delta)\}$ l’id\’eal $(Z)$ definie dans un voisinage de $(A\backslash \cdot’ B)$ de facon
que $(f^{\prime},,’\delta^{\prime})$ \’etant 1‘image de la trace de $(f, \delta),$ $f^{\prime}$ soit divisible par $u_{0}$

dans $\delta^{\prime}$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 2 et le th\’eor\’eme 3 de VII, (1) poss\‘ede une
pseudobase au voisinage de $(A, B)$ , nous d\’esignerons par $(\Phi_{1}, \Phi_{2}, \ldots, \Phi_{\mu})$ ;
1‘image de la trace de chaque $\Phi_{i}$ est divisible par $u_{0}$ au voisinage de $\Delta$ .
$Com\iota neF\epsilon(1)$

“

$au\vee$ voisinage de $(A^{0}, B^{0})$ , on a $F\equiv 0mod (\Phi)$ en tout
point au voisinage de $(A^{0}, B^{2})$ ; par suite, il en est globalementainsi, d’apr\‘es
Je &\acute ore‘m\check \rho 1de VIL. Nous allons formuler bri\‘evement ce $q:se$ nous avons
vu:

.Lemme fondamental. Correspondant \‘a un domaine poly\’edral $\Delta$ donn\’e
comme une portion d’un domaine multivalent (connexe ou non) $(R)$ sur
l’espace fini $(x),$ de la forme ci-dessus, consid\’erons \‘a l’espace $(x, y)$ le
domaine cylindrique ferm\’e $(A, B)$ et la vari\’et\’e caract\’eristique $\sum comme$ ci-
dessus; on peut trouver alors, une fonction kolomorphe $u_{0}$ sur $(R)$ au voisinage
de $\Delta$ et un sysleme fini de fonctions $l\ell olomorp’\iota es\Phi_{i}(x, y)(i=1,2, \ldots, \mu)$

au voisinage de $(A, B)$ , dont l’image sur $(R)$ de la trace sur $\sum,$ de ckaque
$\Phi_{i}(x, \theta^{\prime})$ est divisible par $u_{0}$ , qui jouent $fe$ role que: soit $\Delta_{0}(\Delta_{0}\subset\Delta)$ un domaine

poly\’edral \’explique ci-dessus, mais $d’ aiJJ\ell\iota\ell rs$ quelconque, soit $(A_{0}, B_{0})$ le do-
maine cylindrique ferm\’e $correspa\mu_{Z}$ant $el$ soit $u$ une $fo’\iota ction$ holomorplie quel-
conque sur $(R)$ au voisinage de $\Delta_{0},\cdot$ il $y$ ait alors, une fonclion holomorphe
$F(x, y)$ au voisinage de $(A_{0}, B_{0})$ telle que $F=nu_{0}$ sur $\sum etqupF\equiv 0$ mod,
$(\Phi)$ , globalement.

Nous allons montrer bri\‘evement comment on l’applique aux probl\‘emes
principaux depuis le M\’emoire I.

11. Probl\‘emes de Cousin.–Prenon pour $A_{1}$ un cercle ferm\’e; soit
$\Delta_{1}$ la partie de $\Delta$ telle $\grave{q}ue$

“

$ x_{=}\backslash <\epsilon$ , dont $X$ s’\’equifie la partie r\’eelle de $x_{1}$

et $\epsilon$ est un nombre positif suffisamment petit, soit $\Delta_{2}$ celle de $ X\geqq-\epsilon$ ;
supposons que $\Delta_{1}\supset 0,$ $\Delta_{2}30$ ; soit $\Delta_{0}=\Delta_{1}\cap\Delta_{2}$ .

Th\’eor\‘eme 3-Dans $cett\ell bo\dot{n}figuration$ , \’etant donn\’ee une fonction $u$

kolomorpke sur $(R)$ au $z/oisinage$ de $\Delta_{0}$ , on peut trouver des fonctions $u_{1},$ $u_{2}$

holoin$orphr\zeta\dot{s}u’|:(R)$ au ’noisinage d\"e $\Delta_{1}$ et $ ai\ell$ voisinage“de $\Delta_{z},$ $r\check{e}spe$ tivem$e\prime lt$,
de fagon que $t’ on$ ait. $ident.iq_{r}^{\sim_{F}:c}lt\ell me\prime l4u_{1\prime}-n_{2}\underline{\rightarrow}u^{:}$

En effet, $1^{\backslash }a$ partie de $A_{1}$ telle que $-e\underline{\underline{<}}X\leqq e$ est simplement connexe,
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que nous $\sim d\acute{e}sign\check{e}\backslash $rons p\‘ar $A_{1}^{0}$ ; soient $A_{\sim^{k}}^{\mathfrak{n}}=A_{\dot{k}},$ $B_{j}^{0}=B_{j}(k=2,$
$\ldots,$ $n;j=1$ ,

..., m) ; le domain poly\’edrai correspondant \‘a $(A^{0}, P)$ est alors $\Delta_{0}$ indequ\’e
ci-dessus. Le lemme subsiste pour ces $\Delta_{0},$ $u$ , et on a identiquement

$F=c_{1}\Phi_{1}+c_{2}\Phi_{2}+\cdots\cdots+c_{\mu}\Phi_{\mu}$

au voisinage de $(A^{0}, P),$ $c_{i}(i=1,2, \ldots, \mu)$ \’etant des fonctions holo-
morphes. Soit $\mathfrak{D}$ la partie de $(A, B)$ telle que $X\leqq e$ et soit $\mathfrak{D}^{t;}$ celle
de $X\geqq-e$ . Gr\^ace \‘a Cousin, on peut trouver des fonctions holomorphes
$c_{i}^{\prime},$ $c_{i}^{\prime\prime}$ au voisinage de $\mathfrak{D}^{\prime}$ et au voisinage $\mathfrak{D}^{\prime\prime}$ , respectivement, telle que
l’on ait identiquement

$c_{i^{\prime}}-c^{\prime\prime}=c_{i}$ $(i=1,2 \ldots.\mu)$ .
Posons $F^{\prime}=\Sigma c_{i}^{\prime}\Phi_{i}$ , $F^{\prime\prime}=\Sigma c_{i}^{\prime\prime}\Phi_{i}$ ;

$F^{t}$ et $F^{\prime\prime}$ sont alors des $f$onctions $hol\delta n$,orphes au $\backslash a^{r}oisinage$ de $\mathfrak{D}^{\prime}$ et au
voisinage de $\mathfrak{D}^{\prime\prime},$ $respe\dot{c}tiveme^{-}n\dot{t},$ $et^{-}$ on a

$F^{\prime}-F^{\prime\prime}=F$.
D\’esignons les images sur $(R)$ des traces sur $\Sigma$ de $F^{\prime}$ et $F^{\prime\prime}$ par $f^{\prime}$

et $f^{\prime\prime}$ , respectivement, on a alors,

$f^{\prime}-f^{\prime}=u_{0}u$ .
Posons $f^{\prime}=u_{0}u_{1}$ , $f^{\prime\prime}=u_{0}u_{2}$ ;

d’apr\‘es la propri\’et\’e de $\Phi,$
$n_{1},$ $u_{2}$ sont alors, des fonctions holomorphes sur

$(R)$ au voisinage de $\Delta_{1}$ et au voisinage de $\Delta_{2}$ , respectivement, et telle que
C. Q. F. D.$u_{1}-u_{2}=u$ .

12. D\’eveloppement des fonctiors holomorphes.
$Th\text{\’{e}}_{or}eme4-Dans$ . les $circo\prime lS\ovalbox{\tt\small REJECT} ncesdu$ femme fondamn.’al, pour \^unefonction
donn\’ee $u(P)/lolomorp/le$ sur $(R)$ au voisinage de $\Delta_{0}$ et pour un nombre positlf
donn\’e $e$ , on peut trouver une fonction $ v(P)holomorph\ell$ sur $(R)$ au voisinage
de $\Delta$ , telte que l’on ait $|u(P)-v(P)|<e$ au voisimage de $\Delta_{0}$ .

En effet, la fonction $F(x, y)$ du lemme fondamental s’exprime de la
forme $F=\sum c_{k}\Phi_{k}(k=1,2, \ldots, \mu)$ au voisinage de $(A^{0}, B^{0}),$ $c_{k}$ \’etant des
fonctions holomorphes. $A_{i}^{0},$ $B_{J^{0}}(i=1, \ldots, n;j=1, \ldots, m)$ \’etant simple-
ment connexes, pour tout nombre positif $\epsilon^{\prime}$ , on peut trouver des fonctions
ent\‘eres $c_{k^{\prime}}(x, y)$ , telle que l’on ait

$|c_{k}(x, y)-c_{k^{\prime}}(x, y)|<\epsilon^{\prime}$
$-$

,
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au yofsinage de $\#(A^{0}, H)$ . Posons $G(x, y)=\sum c_{k}^{\prime}\Phi_{k}$, dont l’image sur $\zeta R$)
de la $f^{r}faoe$ sur $\sum$ sera d\’esign\’ee par $g(P)$ ; $g(P)$ est alors, holomorphe
au $vois\ddagger n\overline{a}g\tilde{\text{\’{e}}}$ de $\Delta$ et divisible par $u_{0}$ . Donc, si l’on pose

$g=u_{0}v$ ,

$v$ est $ho$lomorphe au voisinage de $\Delta$ . L’image de la trace de $F$ \’etant $u_{0}u$ ,
il est \’evident que, si l’on choisit $e^{\prime}$ suffissamment petit, on a $|u-v|<e$ au
voisInage de $\Delta_{0}$ . C. Q. F. D.

IV. Appendice

13. Une condition pour le probl\‘eme $(J)$ –Soit (1) un id\’eal holo-
morphe de domaines ind\’etermin\’es \‘a l’espace $(x)$ et soit $\sum son$ ensemble
de z\’eros; nous appellerons que (1) poss\‘ed$e$ la $prop_{i}\cdot i\acute{e}t\acute{e}(R)$ en point $(x^{0})$ ,
si $\grave{\sum}s’ exprime$ par l’ensemble des z\’eros communs $d’ uli^{\prime}$ nombre fini de
fonctions de (1) au voisinage de $(x^{0})$ .

Un ensemble $(\mathfrak{F})$ d’id\’eauix holomorphes de domaines ind\’etermin\’es \‘a

l’espace $(x)$ sera appel\’e de former une famille $(A)$ en un point $(x^{0})$ , s’il
jouit des propri\’et\’es suivantes:

$l$

$1^{o}$ . Si un id\’eal (1) appartient \‘a $(\mathfrak{F})$ , et si $\Phi(x)$ est une fonction
holomorphe en $(x^{0})$ , les adjoint et quotient de (1) par rapport \‘a $\Phi$ , pour
un voisinage suffisamment petit de $(x^{0})$ , appartiennent encore \‘a $(\mathfrak{F})$ .

$2^{o}$ . Tout id\’eal (1) de $(\mathfrak{F})$ poss\‘ede la propri\’et\’e $(R)$ en $(x^{0})$ .
$The\text{\’{o}} re_{me}$ 5–Pour $gue$ un $id\acute{e}al/\ell olomorphe$ (1) de domaines ind\’eter-

min\’es \‘a l’espace fini $(x)$ ait une pseudobase en un point $(x^{0})$ , il faut et il
suffit qu’il $y$ ait en $(x^{0})$ une famille $(A)$ contenant (1).

En effet, la condition est n\’ecessaire, puisque l’ensemble des id\’eaux
poss\‘edant des pseudobases en $(x^{0})$ , forme \’evidemment une famille $(A)$. en
$(x^{0})$ .

Supposons donc, qu’il $y$ ait en $(x^{0})$ une famille $(A),$ $(\mathfrak{F})$ contenant
l’id\’eal (1) ; nous allons montrer que (1) poss\‘ede une pseudobase en $(x^{0})$ ;
dont le mot $K^{en}(x^{0})))$ sera g\’en\’eralement supprim\’e dans la suivante. Soit
$\sum 1’ ensemble$ des z\’eros de (1), dont le nombre de dimensions sera suppos\’e
plus petit que $n$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Cartan, l’id\’eal g\’eom\’etrique de
domaines ind\’etermin\’es attach\’e \‘a $\sum$ poss\‘ede une pseudobase, que nous
d\’esignerons par $(F_{1}, F_{2}, \ldots, F_{p})$ . Comme $\Sigma$ est donn\’e par l’ensemble
des z\’eros communs d’un nombre fini de fonctions de (1), gr\^ace au lemme
de Hilberl-Rucktrt, on peut trouver un entier positi $ f\lambda$ tel que $F_{1}^{\lambda}\in(1)$ .
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Selon le corotlaire 2, consid\’erons les adjoint et quotient de (1) par
rapport \‘a $F_{1}$ (pour un voisinage suffisamment petit de $(x^{0})$ ) ; dont, si tous
les deux poss\‘edent des pseudobases, (1) l’est aussi. Or, l’adjoint poss\‘ede
$F$ et le quotient poss\‘ede $F_{1}^{\lambda-1}$ . Si $\lambda-1>1$ , nous appliquerous le m\^eme

proc\’ed\’e au quotient, et ainsi de suite. Nous proc\’ederons pareillement pour
$F_{2},$ $F_{3},$

$\ldots,$
$F_{p}$ , successivement, et nous arriverons \‘a un syst\‘eme d’id\’eaux

$[(J_{1}), (J_{2}), \ldots, (J_{q})]$ tel que \‘a partir de (1), on puisse atteindre \‘a chaque
$(J_{j})(j=1,2, \ldots, q)$ par un nombre fini d’op\’erations, adjoindre ou diviser
au moyen d’une des fonctions $F(i=1, 2, p)$ , et que, lorsque tous les
$(J_{j})$ poss\‘edent des pseudobases, (1) le soit aussi, et encore que chaque
$(J_{j})$ ait $(F)$ .

Soit . ($D$ un quelconque du systeme $eb$ soit $\sum^{\prime}$ son ensemble de z\’eros;
il se pr\’esente deux cas possibles: Ou bien $\sum^{\prime}=-\sum,$ $\omega$ admet $a1_{ors},$ \langle $F$)
comme, pseudobase. $*$ Ou bien $\sum^{\prime}\neq\sum,$ $\prime da\ovalbox{\tt\small REJECT} ns\cdot$ . ce cas il est facile \‘a voir que
$\sum^{\prime}\subset\sum$ . Consid\’erons le syst\‘eme partiel $(S)$ consistant des $U$) tel que
$\sum^{\prime}\subset\sum$ .

Consid\’erons g\’en\’eralement une vari\’et\’e caract\’eristic $T$ passant par le
point $(x^{0})$ ; d’apr\‘es Weierstrass, la portion de $T$ au voisinage de $(x^{0})$

consiste d’un nombre fini d’\’el\’ements; si le nombre des \’el\’ements \‘a $idimen-$

sions est $\nu_{i}(i=n-1, n-2, \ldots, 0)$ , nous ferons correspondre \‘a $Ta=(\nu_{n-1}$ ,
$\iota$

$\nu_{n-2},$ $\ldots,$
$\nu_{0}$). Consid\’erons l’ensembla $A$ de tous les $a$ ($n$ \’etant d\’etermin\’e),

et l’ordonnons comme ce qui suit: Soit $a^{\prime}=(\nu_{n-1}^{\prime}, \nu_{n-2}^{\prime}, \ldots, \nu_{0}^{\prime})$ un \’el\’ement

de $A$ diff\’erent de $a$ ; nous appellerons $a<a^{\prime}$ , ou bien si $\nu_{n-1}<\nu_{n-1}$ , ou bien
si $\nu_{n-1}=\nu_{n-1}^{\prime},$ $\ldots.\nu_{i}=\nu_{i^{\prime}},$ $\nu_{i-1}<\nu_{i-1}^{\prime}(i=n-1, n-2, \ldots, 1)$ .

A l’id\’eal (1) nous ferons correspondre l’\’el\’ement $a$ de l‘ensemble
ordonn\’e $A$ , correspondant \‘a l’ensemble des z\’eros $\Sigma$ en $(x^{0})$ ; et au syst\‘eme
$(S)$ . s’il existe, le plus grand $\beta$ des \’el\’ements pareillement attach\’es aux
id\’eaux de $(S)$ . Comme $\sum^{\prime}\subset\sum$ , on a $\beta<a$ .

Chaque id\’eal $(J)$ de $(S)$ appartient \‘a $(\mathfrak{F})$ , on peut donc, l’appliquer
le m\^eme proc\’ed\’e et obtenir un syst\‘eme d’id\’eaux qui correspond \‘a $(S)$ de
(1); soit $(S_{1})$ la somme de ces syst\‘emes, lorsque $(J)$ parcourt $(S)$ . Si
$(S_{1})$ existe, l’\’el\’ement $\gamma$ de $A$ pareillement correspondant \‘a $(S_{1})$ , satisfait \‘a

$\gamma<\beta<a$ . Par suite, on ne peut proc\’eder $qu’ un$ .nombre fini de fois. (1)
poss\‘ede donc, une pseudobase en $(x^{0})$ . C. Q. F. D.
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