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Sur la Théorie du Corps de Classes

André WEeIL

I. Rappel de résultats connus.

Nous allons rappeler d’abord, en la mettant sous la forme qui nous
parait la plus appropriée, Iinterprétation donnée par Chev'alley ([ba], [Hb]),
au moyen des idéle‘\sl, des théorémes fondamentaux de Takagi (complétés
par Artin) sur la théorie des corps de classes. Soit £ un corps de nombres
algébriques, de degré fini sur le corps des rationnels, ou bien un corps de
fonctions algébriques de dimension 1 sur un corps de constantes fini. Par
une valuation » de 4, on entend un homomorphisrhe du groupe multiplicatif
Z#* des éléments non “nuls de 4 dans le groupe additif R des réels, tel que
v(£%)# {0} et qu'en ;Sosant f(x) =2 pour xed* et f(0)=0, la fonction
S(x) satisfasse a f(x+ ») < Ax) +f(y) pourvu que 4 soit un nombre positif
suffisamment petit; si alors on compléte £ par rapport a la ‘ distance ”
S(x—p), on obtient un corps 4, localement compact; 4, ne change pas si
on multiplie » par un facteur constant positif ; .on convient de ne pas
distinguer deux valuations qui ne différent que par un tel facteur. On
peut “ normer ”’ les valuations de £, c’est-a-dire multiplier chacune par un

facteur convenable, de - telle sorte que l'on ait >lv(x) =0 quel que soit
xek*, la somme étant étendue a toutes les valuations essentiellement
distinctes de £; c’est la formule dite *“ du produit”’ ([2]), récrite en notation
additive. On désignera encore par v la valuation v étendue par continuité
a £, On dit, comme on sait, que v est archimédienne si 4, est isomorphe,
soit au corps des réels, soit au corps des complexes; on dira dans le
premier cas que v est 1éelle, dans le second que v est complexe. Dans
tout autre cas l’ense;hble des valeurs de z, sur 2 ou sur 4,, est un sous-
groupe discret de R, et on dit que v est discréte; 4, est alors isomorphe,
soit a un corps p-adique, soit a un corps de séries formeHes a une variable
sur un corps de constantes fini, suivant que £ est un corps de nombres ou
de fonctions. On notera 4,* le groupe multiplicatif des éléments non nuls
de £,; et, si v est‘aiscréte, on désignera paf U, le groupe des unités de
#,, c’est-a-dire le sous-groupe de £,* sur lequel v prend la valeur 0; U,
est alors un groupe compact, et £,*/U, est isomorphe au groupe additif
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Z des entiers. Si v est archimédienne complexe, on posera U,=4#*. Si

v est archimédienne réelle, on désignera par U, le groupe multiplicatif des

éléments >0 de 4%, 4, étant en ce cas identifié avec le corps des réels.

Dans le groupe (non topologique) //£*, ou le produit est étendu a toutes
v

les valuations z de 4, considérons le sous-groupe 7, des éléments a= (a,)
tels que a,eU, sauf au plus pour des valuations 2 en nombre fini; les
éléments de 7, s’appellent, comme on sait, les ideles de £ Sur 7,, on
définit une topologie comme svit: sur le sous- groupe U= IIU de 7, on

prend pour topologie la topologie produit de celles d‘es U, ; et on impose
a 7, la condition que /,/U soit un groupe discret, ou autrement dit on,
prend la famille de tous les voisinages de I’élément neutre dans U comme
systetme fondamental de voisinages de cet élément dans /;: Muni de cette
topologie, 7, s’appellera le group. des idéles de % ; c’est un groupe abélien
séparé, localement compact. Si £ .est un corps de fonctions, U est corﬁpact,
et U et I, sont totalement discontinus. Si £ est un corps de nombres, le
produit Hk#H’U,,, étendu aux seules valuations archimédiennes.v de 4,

est la composante connexe de l'élémeont neuire dans 7/, et dans U, en ce
cas, U/H, est compact, et U/H, et I,/H, sont tot;ﬂement discontinus. Si,
pour tout idéle a=(a,), on pose d(a)= Zu(a) la somme étant étendue a
toutes les valuations de 4, & est un homomorphlsme de 7, sur le groupe
additif R des réels si £ est un corps de nombres, et (les valuations étant
convenab'ement normées) sur le. groupe - additif Z des entiers si £ est un
corps de fonctions. Si, pour chaque v, 7, est l'isomorphisme ‘* paturel”
de £ dans 4, on définit un isomorphisme de /£* -dans /, en posant, pour
xek*, i(x)=(,(x)); le groupe P,=i(4#*) s’appelle le groupe des ideles
principaux de £; on lidentifie parfois avec 4* quand il n’y a pas de danger
de confusion ; .en vertu de la formule du produit, ’homomorphisme 4. prend
la valeur O sur A,. : :

De plus, P, est un sous-groupe discret de I,. Ei effety si £ est un
corps de fonctions, P, NU se 1éduit au groupc multiplicatif des constantes
non nulles, donc a un groupe fini; si %4 est un corps de nombres, P,NnU
est 'image 7(%£) du groupe £ des unités totalement positives de Z; et,
comme il ne peut y avoir qu'un nombre fini d’entiers de 4 dont les images
dans les corps 4, correspondant a toutes les valuations archimédi_exinsas_'v

de £ soient bornées en valeur absolue, il n’y a a plus forte raison qu'un
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nombre fini d’éléments de #(£) dans un voisinage compact de I’élément
neutre de /. Par conséquent, le groupe C,=/,/FP, est un groupe séparé,
localement compact, localement isomorphe a [y C, s’appellera:fb groupe
des classes d'idéles de k. Si % est un corps de nombres, les caractéres de
Cy sont les Grissencharaktere- de Hecke ([8]), au moyen desquels sont
formées les séries L de Hecke attachées au corps 4.

-Comme I’homomorphisme - &, défini plus haut sur 7, au moyen de
: a’(a) Zd(a) pour a=(a,), prend la valeur O sur P, on en déduit, par

passage au quotient, un homomorphisme de C}, sur R ou sur Z suivant
le cas; soit ' le noyau de celui-ci, c’est-a-dire le sous-groupe de C, ou
il prend la valeur 0. Lz groupe C,° est compact: c’est ce qui résulte, si' £
est un_corps de fonctions, du fait que les classes de diviseurs de degré 0
sont en nombre fini, et, si £ est un corps de nombres, du théoréme de
Dirichlet et du fait que les classes d'idéaux de 4 sont en nombre fini. Il
s’ensuit que C, est isomorphc au produit direct de (' et de C;/C°, ce
dernier groupe étant isomorphe & R ou a Z suivant que £ est un corps
de nombres ou de fonctions. .

Soit alors A, ’extension abélienne maximale de 4 ; elle est bien définie,
a un isomorphisme prés, comme la réunion, dans une extension algébrique-
ment close de £, de toutes les extensions abéliennes de £ de degré fini.
Pour énoncer le théoréme fondamental de la théorie du corps de classes,
supposons d’abord que 4 soit un corps de fonctions, sur un corps de
constantes fini £, & ¢ él*ments. Alors A, contient une extension algébrique-
merit close £, de &, Soit G le sous-groupe du groupe de Galois de A,
sur £ formé des automorphismes qui laissent invariants tous les éléments
de #,; on peut le considérer. comme groupe de Galois de A, sur le composé
de # et de 4,; muni de la topologie habituelle, c’est un groupe compact.
Soit G, le sous- crloupe du groupe de Galois de A, sur 4, fmme des auto-
morphismes qm induisent sur Z, un automorphxsme de la forme §—&", ou
d est un entier quelconque ; on topologisera G, par la condition que G/ G
soit un grodpe discret (isomoiphe a 2). -Cela posé, /la théorie du corps de
classes affirme [lexistence d’un isomorphisme canonique cntre Cy ¢t G, On
peut dire qu’elle donne une interprétation de C; au moyen d’un groupe
de Galois.

Si £ est un coips de nombres, une telle interprétation n’est plus
possible, puisqu’en raison de l'existence de valuations archimédiennes C, et
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C. ne sont plus totalement discontinus. Mais coient Dk la Edmposénte
connexe de I'élément neutre dans G, et G/ le groupe de Galois de A,
sur £; G, est compact. La théoric du corps de classes affirme ici ¢’existence
d’un isomorplisme canonique entre C=C,/D, et G ; elle donne donc une
interprétation, sinon de C,, tout au moins de €,/ au moyen d’un groupre
de Galois.

" La recherche dune interprétation pour C, si k est un corps de nomobres,
analogue en quelque maniére a !interprétation par un groupe de Galois
quand £ est un corps de fonctions, mwe semble constituer 'un des problémes
Jondamentaux de la théorie des nomébres 3 I'heure actuelle ; il se peut qu’une
telle interprétation renferme la clef de I’hypothése de Riemann; il est
plausible qu’il convienne de la chercher du coté de la tkéorie des espaces
fibrés, dont l'importance se fait de plus en plus grande dans tant de
branches des mathématiques, topologie bien cntendu, mais déja aussi
géométrie algébrique, espaces de Hilbert, et bientot sans doute arithmétique.
Nous n’entendons pas aborder ici ces grands problémes, mais traiter
seulement une question pxejudlmelle, dont la solution montre en tout cas
qu’'on a le dlmt de songer i une interprétation de C, telle que nous
I’envisageons.?

1. Position du probléme.

Comme ci-dessus, soit £ un corps de nombres ou de fonctions ;- soit
K une extension galoisienne de 4 de degré firi; on désignera par g(K/£)
le groupe de Galois de A sur 4. Si G est un groupe abélien, topologique
ou non, attaché a K d’une maniére invariante, les éléments de g(K/£),
c’est-a-dire les automorphismes de X laissant les éléments de £ invariants,
induiront en général d’une maniére *“ naturelle ”’ (si évidente le plus souvent
qu’il sera inutile de la préciser) .des automorphismes de G, de soite que.
G sera ‘ naturellement ” muni d’une structure de groupe a opérateurs sur
g(K/%) ; si zeG, et ueg(K/#), on notera z* le transformé de x par «.
On appelle norme de z, et on note Ny, (x) ou plus briévement N(x), le

(1) Si I'on ne considére que la structure du groupe Gy, z, celle-ci est déterminée par une
classe de systéme de facteurs de g(A7f4) dans Cx. T.Nakayama a obtenu une autre caractérisa-
tion invariante de cette classe de systéme de facteurs; v.- [10a], et aussi [10b], on on trouvera
un grand nombre de résultats intéressants sur ce sujet.



Sur la théorie du corps de classes b

produit N(x) ]Tx , étendu a tous les aeg([(/é) On aura a consxa'erer

des systémes de facteurs, et plus généralement des cocycles de diverses
dimensions ([6]) de g(K/,é) dans G ; un systéme de facteurs est un cocycle
de dimension 2, dont la classe d’homologie détermine, 4 un isomorphisme
prés, une extension de G par g(K/%).

En partxcuhel, Iy et Cx peuvent ainsi etle considérés comme groupes
a opérateurs sur g(X/%). D’autre part, si w est une valuation de X, w
induit une valuation v sur 4, et 4, peut étre considéré comme canonique-
ment plongé dans X, ; alors, si 2 est un idéle de 7, on:définit un idéle
a=(a,) de Iy en posant a,=a, pour toute valuation zo de K, » étant la
valuation induite par = sur #; on vérifie immédiatement que I’application
a—a est un jsomorphisme de 7/, dans /x; et on identifiera le plus souvent
I avec son image dans [y par cet isomorphisme. On vérifie alors aisément
que /, n’est autre que l'ensemble des éléments de 7, qui sont invariants
par tous les automorphismes de g(K7/#%), d’ou s’ensuit en particulier que
lon a Py=~PxN 7, Par passage au quotient, on voit alors que I'isomorphisme
canonique de 7, dans /, induit une 1eplesentdtxovl biunivoque de C, dans
Cx. Plus précisément, si W est un voisinage de I’élément nevtre 1 dans
Iy, tel que Pxn (W 'W)={1}, on a Pxnl,W=PF,, dou résulte que
Pisomorphisme canonique de /; dans [k induit un isomorphisme de C, dans.
Cx au moyen duquel on identifiera le plus souvent C, avec le sous-groupe
correspondant de Cy. Si @ est un représentant dans [z d’'un é'ément de
Cx invariant par tous les automorphismes de g(&7/%), on aura, quel que
soit ueq(K /%), a®'=E§,ePy, dou &,=E,",, et par suite, en vertu d’un
théoréme célébre de Hilbert (qu’on peut exprimer en disant que le pre-
mier groupe de cohomologie de g(&/#) dans K* est trivial), §,=%'""* avec
7€Pyg; donc @’=ay est invariant par q(K/#) et est dans /,. On voit donc
que C; est l'ensemble des éléments de Cx qui sont invariants par tous-les
automorphismes de g(&/#).

'Si de plus £ et K sont des corps de nombxes, et si comme tOLl_]OUlS
D, et Dg sont les composantes connexes de I’élément neutre dans C, et
Cx il est clair que D, C Dy, et par suite lnsom01phxsme canomque de C,
dans Ckinduit une représentation canonique de C,/=C;/D, dans Cx'= Cx/Dx;
mais en général, comme on le verra au §1II, celle-ci n’est pas biunivogque.

Si A est un groupe topologique non abélien, on notera A ° ’adhérence
dans A du groupe engendré par les commutateurs de 7, et par /* le
groupe quotient abélien A °=H/H*. On aura besoin de la notioh de #rans-
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fert® si H' est un sous-groupe fermé d: A, d’indice fini, le transfert
(* Verlagerung ) de H dwns H' est une certaine représentation de A dans
H'®, qu'on conviendra de noter f; ; pour sa définition, cf. [14]. Comme
H'* est abélien, le noyau de ¢,,,s contient /°, et par suite on déduit de

tww, par passage au quotient, une représentation Z,, de A * dans H'*
qu'on appellera le transfert réduit de H dans FH'. Le transfert réduit est
transitif, c’est-a-dire que, si A"’ est un sous-groupe de A’ d'indice fini, on
a Z,,,,,,,=t—m, H11© E,,,,,,. Dans les cas: que nous avons principalement en vue,
H' sera un groupe abélien G attaché i K, admettant g( K/#) comme groupe
d’opérateurs, et /A sera une extension de G par q(K/£). Dans ce cas,
soit (s,) un systéme de représentants dans A des éléments « de g(&/%) ;
SOit @q 3= Sa; 'SaSs ; alors (a,,) est un systéme de facteurs de g(&/4£) dans
G; et, pour zeGG, o1 a s;'xse=2*. Tout élément de A est alors de la
forme s,x, avec reG, et on trouve que son transfert est

tma(sex) =(Nas s) - NV() ;

on vérifie aisément d’aillewis que c’est la un élément de G invariant par
tous les automorpbismes de g(A&/4), ou autrement dit que c’est un élément
du centre de A. KEn particulier, on a #,,(x) =N(2), d’'ol 1;6(G)=N(G).
Si g(K/#) est un groupe cyclique engendié par .un élément ¢ d’ordre #,
on trouve que Zy6(ss) =s,".

Maintenant, soit d’abord £ un corps de fonctions, sur le corps de con-
stantes fini £, a ¢ éléments; K étant une extension galoisienne de £, de
degré fini, I'extension abélienne maximale Ax de K est galoisienne sur 4.
Soit G le sous-groupe du groupe de Galois de Ay sur 4, formé des
automorphismes qui induisent sur 4, un automorphisme de la forme E——nf"‘;
soit G%, le sous-groupe de Gy, formé des automorphismes qui laissent in-
variants les éléments de % ; G%r peut étre considéré comme groupe de
Galois de Ay sur le composé de £ et de 4, et topologisé comme tel, ce
qui .en fait un groupe compact; on topologisera Gy, par la condition que
G xx/G% . soit discret (et par suite isomorphe a Z). Alors le groupe que
nous avons noté Gx est le sous-groupe fermé de Gx, qui laisse invariants
les éléments de K; et Gx;/Gx peut étre identifié avec gq(&/4). Si en
méme temps on identifie Gx avec Cx au moyen de la théorie du corps
de classes, alors il résulte de celle-ci que les automophismes induits sur
Cx=G x par un systéme de représentants de g(&/#£) dans G, ne sont autres
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que les automorphismes ‘‘ naturels ’ déterminés par q(K/#£) sur Cx. De plus,
les groupes Gg, satisfont aux trois conditions suivantes, dont la premiére
est une conséquence de la théorie du corps de classes®, et les autres sont
évidentes : ,

(A) On peut identifier G, avec G%, car G%, est le sous-groupe
fermé de Gy, formé des automorphismes qui laissent invariants les éléments
de l’extensiron abélienne maximale A, de 4; le transfert réduit de G,
dans Gy est donc une représentation de G, dans le sous-groupe de Gk
formé des éléments de Gy invariants par g(X/%Z). Si donc on identifie G,
avec Cj5 et G avec Cx le transfert réduit de G, dans Gx détermine une
représentation de C, dans le sous-groupe C, de Cx; cette represeﬂmtwn est
L’isomorphisme canonique de "C, dans Cy. :

(B) Si % est un corps intermédiaire entre % et K, Gy est le sous-

groupe de Gy, laissant invariants les éléments de ¥ ; cest donc U'image
réciprogue de §(K/#) a’ans Gxy par [’ homomorpliisme canomgue de Gy sur
Q(K/#) =G rr/Gx , .

(C) Soit K’ une  extension de K de degré fini, galmslenne sur '{
G% x est le sous-groupe de Gu x qui laisse invariants les éléments de
I'extension abélienne maximale A, de K'; donc on peut identifier Gy, avee
G i/ G x» le sous-groupe Gx de Gy, s'identifiant alors avec G% x con-
formément a (A).

De plus, pour les corps de fonctions, ces résultats, joints a ceux qui
ont été énoncés précédemment, contiennent toute la théorie du corps de
classes. En particulier, le * théoréme de translation” pour les extensions
galoisiennes est contenu dans (A), et le méme théoréme pour les exten-
sions finies quelconques résulte aussitot de (A) et (B).

Passons aux corps de nombres. Soit G’k le groupe de Ga101s de Ag
sur £; c’est un groupe compact; le groupe de Galois G/ de Ay sur K est
un sous-groupe fermé de G’x,, qu'on peut identifier avec C¥, et le groupe
G/ =G"% =G5 1/G % peut de méme étre identifié avec C;/. On voit alors,
comme tout a I’heure, que les groupes G’x; satisfont a des conditions
exactement analogues a (A), (B), (C), a cela prés que I'isomorphisme.

(2) Bien que cette propriété (A) (ou “ théoréme de transfert”) ne semble pas avoir été
jamais explicitement formulée, elle est contenue en substance dans les raisonnements d’Artin sur
le “ Hauptidealsatz” ([1b] ; cf. [7] et [9]). Pour la démonstration du théoréme local correspon-
dant, qui, lui, est beaucoup moins facile a vérifier, v. [5c].
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canonique de C, dans Cx doit étre remplacé par la représentation canonique
de C/ dans C¥, qui n'est pas biunivoque en général; pour cette raison,
(A) et (B) n’impliquent plus le théoréms de translation.

On peut conjecturer que, si 'on savait interpréter convenablement les
groupes C;, on pourrait tirer de la une définition de groupes G, jouissant
de propriétés analogues a celles qu’on vient d’énumérer. Alors Gy, aurait
un sous-group: invariant fermé qu'on pourrait identificr canoniguemnent avec
Cr le quotient Gy ,/Cx S'identifiant canoniquement av.c g(](//é), et Gri/Dx
avec G'x ;. ; les automorphismes induits sur Cx par un systéme de veprésentants
dans Gy, des éléments o de §(K/k) seraient les automorphisines * naturels”
x—2% de Cx; les groupes Gy, safisferatent aux conditions (A), (B), (C);
et les diverses veprésentations de ces groupes les uns dans les autres qui figuvent
dans l'énoncé dv ces conditions induivaient par passage au quotient les représenta-
tions correspondantes des groupes G'gy les uns dans les autres. En revanche,
s’il n’existait pas de tels groupes Gx, ce serait signe que l’analogie entre
corps de fonctions et corps de nombres ne s’étend pas complétement aux
groupes Cj.

Pour que cette analogie soit parfaite, il faut d’ailleurs que les propriétés
des groupes Gy, contiennent le théoréme de translation. On se convainc
aisément qu’il en sera ainsi pourvu qu’ils satisfassent, en plus des conditions
‘ci-dessus, a la suivante :

(D) Soit ¢ le transfert de G, dans Ck; ¢ applique en tout cas Gk,
dans C, (et méme sur C, si (A) est satisfaite). Soient x un élément de
Gri # son image dans G’k et 2”7 I'image de #(x) dans C)/=G,/. Alors
D automorplisme x'" de A, doit étre celui qui est induit sur A, par U’ automor-
plisme ¥ de Apg.

Notre but est de construire des groupes G, possédant toutes les pro-
priétés qu’'on vient d’énoncer. D’une manic¢re plus précise, il s’agit donc
d’attacher a chaque couple de corps K, £, ou K est galoisien sur £, un
groupe topologique Gy, un isomorphisme f de Cx sur un sous-groupe in-
variant fermé de G4, et un homomorphisme ¢ de G, sur G'x,, de noyau
f(Dx), de maniére que ¢of soit I'homomorphisme canonique de Ck sur le
sous-groupe C¥ =G4 de G'y, et que les autres conditions ci-dessus soient
satisfaites. Nous montrerons que /les conditions (B) et (D) déterminent la
solution du probleme d’unc maniére unique, et que cetle solution salisfait a

(A) et (C).
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III. Résultats auxiliaires.

On désignera par Z, O, R et T les groupes additifs des entiers, des
rationnels, des réels, et des réels modulo 1, respectivement. ‘

Nous allons démontrer d’abord quelques résultats relatifs a un seul corps
de nombres /. +Soient » et s les nombres de valuatnons archlmedlennes
réelles et complexes de £, respectivement. Alors la composante connexe
H, de I'élément neutre dans 7, est isomorphe a R™x 7¢. On deslgnera
par A, le sous-groupe compact maximal de A, ; il est forme des ideles
a==(a,) tels que v(q,) =0, c’est-a-dire |a,|=1, pour toute valuatlon v archi-
médienne complexe, et @,=1 pour toute autre valuation de £.* Lhomomor_y—»
phisme canonique de /; sur C} induit sur /A’ une représentation biunivoq‘ué,
donc, puisque A’ est compact, un isomorphisme, sur son image dans C,;
cette image sera désignée par 0,/ ; étant connexe, c’est un sous-grgﬁpe de
D,. o '

On dit, comme on sait, qu'un groupe abélien (noté multlpllcatlvement)
posséde la propriété d'wnique divisibilité si 1'application x—2" de ce groupe
dans lui-méme est un automorphisme quel que soit l'entier #==0. On va
montrer que D,/ D) possede la propriété d’unique divisibilité.

Soit m un idéal entier de £, autre que (0); soit m= Ilp;"f sa décom-

position en puissances d’idéaux premiers distincts; soit v, la valuation
(discréte) de £ attackée a p,; notons aussi p; lidéal premier de #4,. On
désignera alors par /m le groupe des idéles a=(a,) tels que a,eU, quelle
que soit 7, a,=1 pour toute valuation archimédienne de 4, et a,=1 mod.
P pour tout 7. Les /m sont compacts, et tout voisinage de I’élément
neutre dans 7, contiert tous les /m sauf un nombre fini d’entre eux. Il est
immédiat que /A/m est un sous-groupe ouvert de 7, produxt direct de H,
et Im. ,
- Comme plus haut, soit 7 l'isomorphisme canonique dc £* sur P, ; et,
pour £ef*, soit j(§) la projection de Z(§) sur le produit partiel ﬂ’é ,¥, ou

11’ désigne le produit étendu aux seules Valuatlons archimédiennes de 2.

Dapre:, le théoréme de Dirichlet, 7 induit, sur le groupe £ des unités
totalement positives de 4, un isomorphisme de £ sur son image ;(ZX)
dans ]]’/ ¥ et on a j(£) CH,. Alors H.NPom est I'image j(Em) du

groupe Ewm des urités totalement positives de £ qui sont =1 mod. m.
ooit encore f la représentation de 7/, dans D, induite sur A, par I’ho-
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momorphisme canonique de 7/, sur C; soient D,*, H* les groupes duaux
(ou groupes des caractéres ; cf. [13], chap. VI) de D, et A, et soit f* la
duale (ou transposée) de f, qui est unc représentation de D,* dans A*.
Pour qu’un caractére y de A soit 'image par f* d’'un caractére de D, il
faut et il suffit qu’il soit prolongeable a un caractére ¢ de 7, qui prenne
la valeur 1 sur Pk. Mais, ¢ devant étre continu, et le groupe /wm pouvant
étre pris aussi petit qu’on véut, il y aura un m tel que ¢=1 sur /m, donc
sur P/m, d’ou y=1 sur H,NPJm=;(FEm). Réciproquement, supposons
que ¥ soit tel. - Comme on a Hilw=H,x Im, on pourra, d'une maniére et
d’'une seule, prolonger y a H.Jm par la condition que y=1 sur /wm; alors
on a y=1 sur Hi/m NP /m. Comme H./m est ouvert dans 7,, donc dans
HInP,, on pourra dans ces conditions prolonger ¥ a HmP, d'une manijére
et d’'une seule par la condition que y=1 sur P,; puis on pourra prolonger
¥ a un caractére de /,. Ce raisonnement montre de plus que, si y=1 sur
H,, il y a un m tel que ¢=1 sur H/wP,; ce dernier groupe étant ouvert
dans 7, il en est de méme de son image dans (), image qui coatient donc
D,, de sorte que le caractére de (€, qui se déduit'de ¢ par passage au
quotient prend la valeur 1 sur 2,. On a ainsi démontré que f* est une
représentatioa biunivoque de D,* dans H,*, et que f*(D,*) est I’ensemble
des caractéres de /7, qui prennent la valeur 1 sur 'un des groupes f(£y,).
" Mais, en vertu d’un théoréme de Chevalley ([5c]), si w2 est un entier>0,
il existe un idéal wi==(0) tel gue £, CE™; autremeant dit, tout sous-groupe
de £ d’indice fini contient un groupe £,,. Comme les £, sont
d’indice fini dans £, oa voit que f*(D,*) est I'ensemble des caractéres de
H,. qui prennent la valeur 1 sur un sous-groupe d’indice fini de 7/(£). Au
moyen du théoréme de Dirichlet sur les unités, on voit alors, élémentaire-
ment, que /;* peut étre identifié avec R7**x Z° de telle sorte que f* (D,*)
se trouve identifié avec Rx Q" 'x 2% ou Q est considéré comme sous-
groupe de R. Drailleurs, puisque C; est isomorphe au produit de R et
d’un groupe compact, il en est de méme de D, ; donc D * est isomorphe
au produit de R et d’'un groupe discret. Il s’ensuit que D,* est isomorphe
a Rx QO**'x 2% R étant muni de la topologie habituelle, et Q et 2 étant dis-
crets. De plus, le dual de A,/ est le sous-groupe R™** de H,*=R"**x Z*;
D,/ ayant été défini comme I'image de A,/ dans D,, on conclut alors
aisément que le dual de D,/D,/ est isomorphe a Rx Q"**~! et a donc la
propriét¢ d’unique divisibilit¢, ce qui entraine que D,/D,’ la posséde aussi,
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‘Convenons maintenant de désigner par I';, le groupe des idéles a= (a,)
tels que @,= +1 pour toute valuation archimédicnne réelle de 4, et o,=1
pour toute autre valuation; c’est un groupe a 27 éléments d’ordre 2, et on
a Il' k,=1,x H,. L’homomorphisme canonique de 7, sur C, induit sur

v

I', un isomorphisme de [, snr son image dans (;, image qu’on désignera
par 7 Alors, pour tout m, on a (IH) N (Puly)=7(Ey), ou. £y’
est le groupe des unités =1 mod. m dans 4. En vertu du théoréme de
Chevalley, oa peut choisir m de facon que toute unité de £’ soit totale-
ment positive, donc que E,'=F,, ; on aura alors (I'./,) N (Pily) C H,, d’ot
NN HJInwP,c 'y H,={1}. Mais, comme on vient de le voir, I'image de
H [P dans C;, contient 7, ; par suite I'image réciproque de D, dans 7/, est
contenue dans H;/,P,; elle est donc sans élément commun autre que 1
avec I%. On voit donc gue l'on a 1,0 D,= {1}, d’ou il s’ensuit que ’homo-
morphisme canonique de (; sur €/ induit sur 7, un jsomorphisme de 7 Sur
son image 7,/ dans C)/. “

Soit maintenant K une extension galoisienne de % ; soit g=gq(K/Z)
son groupe de Galois. Comme Dx/Dy a la propriété d’unique divisibilité,
il 1ésulte d’'un raisonnement bien connu® que les groupes de cohomologie
de g dans Dg/Dy sont triviaux, et par suite que ceux de g dans Dy sont
les mémes que ceux de g dans D,/ ; autrement dit, tout cocycle de g dans
Dy est homologue & un cocycle de g dans Dy, et celui-ci ne peut étre
trivial dans D4 que si le premier I'est dans Dg. Pour connaitre les groupes
de cohomologie de g dans Dy, il suffit donc de déterminer ceux de g dans
Dy, ou, ce qui revient au méme, dans /. Mais la théorie de Galois
permet de déterminer immédiatement la structure de /Z}’ en tant que groupe
A opérateurs sur g. Si on groupe ensemble toutes les valuations complexes
de K qui induisent une méme valuation, réelle ou complexe, sur £, on voit
que Hy est produit direct de tores, dont chacun est invatiant par g et

(8) Avec la notation “ homogéne” de [6], soit F(ag, - , Gg) un cocycle de dimension &
d’un groupe fini g d’ordre 2 dans un groupe G écrit additivement, sur lequel g opére a gauche.
Supposons que x—zx soit un automorphisme de G. Alors on a F=§F7, F/ étant la cochaine
définie par 7F/ (ag, -+ , Gg) = Zq F(B, d,, ------ , ag). Pour Jd=0, F(a) est un cocycle si

Be

F (@) =x=ax quel que soit a; et le résultat qu'on vient d’énoncer subsiste si on convient de

considérer ce cocycle comme trivial chaque fois que x=3 8y, c’est-a-dire chaque fais que x est une
@

trace (ou, en notation multiplicative, une norme) ; cette convention, qui différe de celle de [6!,
semble plus indiquée quand g est un groupe fini.
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correspond, soit a ‘une valuation complexe de /4, soit a une valuation réelie
de £ qui se ramifie dans K'; ceux de la premic¢re sorte sont de dimension
n=|K: %], et ceux de la seconde sorte soat de dimznsion 7/2. Les pre-
miers, en tant que groupes a opérateurs, sont tous isomorphes a 6= ]] 73,
ou le p'roduit A{[‘est étendu a tous les éléments A de g, ou 7h=7" quel que
soit 4, et ot le transformé de r= (x,) par aeg est 2*= (x,,). Conasidérons
d’autre part un tore de la seconde sorte, correspondant a une valuation.
réelle v de #; soit zv 'une des valuations complexes de X qui prolongent
v. Le sous-groupe A de ¢ qui laisse v invariante est d’ordre 2; soit
H={e,a}, ol ¢ est I'élément neutre de g, et ¢ est un élément d’ordre 2. Alors
le tore de seconde sorte correspondant a v peut étre identifié avec le sous-
groupe 6, de 6 formé des éléments x=(x,) tels que x,,= — x, pour tout 4.

Les groupes de cohomologie de g dans Dy, ou dans Hy, sont alors
produits directs des groupes correspondants de g dans les tores de premiére
et de seconde sorte. Mais, en vertu d’'un théoréme général®, les groupes
de g dans 6 sont triviaux; ceux de g dans 6, sont respectivement
isomorphes a ceux de A dans 7 si A opére sur 7 par la loi 2°=—x; et
ces derniers sont triviaux dans les dimensions impaires, et d’ordre 2 dans
les dimensions paires, en vertu des résultats connus sur la cohomologie des
groupes cycliques ([6],p. 77). On conclut de 1a, en premier lieu, que Zs
groupes de colwmologic de § dans H¥, D,{ ct Dy sont trivianxy dans les dimen-
sions tmpaircs. '

Soient maintenant v, (1<¢t<7,) toutes les valuations réelles de £ qui
se ramifient dans K} poufr chacune, soit 6; le sous-groupe de A formé
des id¢les a= (a,) €Ay tels que a,=1 pour toute valuation zv de K qui
n'induit pas v, sur %. D’aprés ce qui précéde, il existe pour chaque
dimension paire un cocycle non trivial 4; de g dans 6; et un seul; 4] est

(4) Il s’agit du théoréme suivant. Soient g un groupe fini, ¢/ un sous groupe de g; soit G
un groupe abélien, sur lequel g/ opére a gauche. Soit 4=1ITA4,, oo A=C quel que soit leg 3 si

x=(x,) €4, soit x®= (x4,) ; soit 4, le sous- groupe de 4 fogmé des x= (x,) tels que x)s=0"lx,
quels que soient Aeg et geg’. Soit f un cocycle de dimension & de g dans 4, g opérant sur A,
par la loi (x,a)—>a%. Pour o;e5/ (1=Si<sid), soit f7/(ay, -+, 04) la coordonnée de f(gy, - - 03
relative & A¢, e étant DI'élément neutre de g. Alors f/ ést un cocycle de ¢/ dans G; et la
correspondance f— /7 induit un isomorphisme du groupe de cohomologie de dimension & de g
dans 4, sur celui de g/ dans G. Pour la démonstration, v. [10b].
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"un ‘cocycle trivial de g dans 6,; tout cocycle de g dans A% de cette

. . . fi s
dimension est homologue a un cocycle et un seul de la forme [115;*, ou
‘ -

=0 ou 1 pour 1 <7< ; et tout cocycle de g dans Dy est homologue
a 'image d’un tel cocycle et d’un seul par 'isomorphisme canonique de
H'y sur Dk. ' ' B -

Ce qui précéde s'applique en particulier a la dimension 0 (cf.®).
Tout élément » de Dy, invariant par g, est donc de la forme _y{hzif", ou y

est “trivial ” c’est-d-dire de la forme N(z)=Ng(2) avec zeDg, et ou a;
est Iimage dans Dk d’un élément z; noa trivial de 6, invariant par g.
Mais les seuls éléments de 6, invariants par g sont les deux idéles (a,)
de 7, tels que a,,i—_—:j:l, et a,=1 pour v==v,; donc @, est celui de ces
ideles pour lequel a,=—1. Soit y,x le sous-groupe de 7, d’ordre 2 qui
est engendié par les @, On a donc démontré que le groupe Dxn C; des
éléments de Dy invariants par g est le groupe N(Dg)rsx. On a vu plus
haut que 7,ND,= {1}, donc a fortiori 71, xND,=1{1}; d’ailleurs, D, étant
connexe, on a D,CDg, donc D,CDxNCy; et, Dg étant connexe, N (D)
Test aussi, d’'ou N(Dy) CD,. Il sensuit, d'une part, gue Dy=N(Dy), ct,
d’autre part, gue DxnC, est le produit direct de D, et de 1. x. Donc
I’homomorphisme canonique de C, sur C} induit sur 7, g un isomorphisme
de 74 x sur son image dans Cj, et celle-ci est I'image de Dxn C dans C,
c’est-a-dire le noyau de la 1‘epré§entation canonique de C dans Ck.

IV. Transformation du probléme.

Dans tout ce qui suit, chaque fois qu’on a a considérer un couple de
corps K, £, ou K est galoisien sur £, les groupes attachés a K, et en
particulier Cx et Ci=GY%, doivent étre considéiés comme munis de leur
structure de groupes a opérateurs sur q(K/%). .

Pour simplifier les notations, on identifiera toujours C'x avec son image
f(Cx) dans le groupe Gg, quon se propose de définir, au moyen de
I'isomorphisme qu’on a noté £ Dans ces conditions, Gg ; devient une ex-
tension de Cx par g(K/%£); et on a a définir, en méme temps que Gxy,
un homomorphismz ¢ de G, sur Gk, de noyau D, Le transfert réduit
de Gx, dans Cx est alors en tout cas une représentation de G%, dans le
groupe C, des éléments de Cy invariants par g(K/#); ce doit étre un
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isomorphisme de G% , sur C, (condition (A)). Si ZC# CK, et si G,.“.,
et ¢’ sont le groupe et 'homomorphisme attachés a K, #, il doit exister
un isomorphisme @ de Gk sur I'image réciproque ¢ '(Gxr), dans Gy,
du sous-groupe Gk de G, induisant sur Cy l'automorphisme identique,
et tel que ¢'=¢ow (condition (B)). Si4AC KC K’, K’ étant galoisien sur 4,
soient G, et ¢ le groupe et 'homomorphisme attachés a K7’, £; soit
H=¢" ' (G, x) ; soit A 'homomorphisme canonique de Gu sur Gy 1/ H®;
soit / 'homomorphisme canonique de G ./G% x. Au moyen de I'isomor-
phisme qui existe entre / et Gx,x en vertu de (B), et par application de (A)
a Gpx on voit que le transfert réduit de A dans Cp détermine un -iso-
morphisme 7 de H®=H/H° sur Cx. 1l doit alors exister un isomorphisme
y de Gy, /H® sur Gg ;. coincidant avec v sur H/H°® et tel que 'on ait
popod=2RNo¢"” (condition (C)). Enfin, la condition (D) doit étre satisfaite.

Pour abréger, écrivons de nouveau g au lieu de g(K/4). Soit s'=(s})
un systéme de représentants dang Gx, des éléments « de q=Gx,/C'x;
soit aj,=su'sesy; @ =1(a,s) est un systétme de facteurs, ou en d’autres
termes un cocycle de dimension 2, de g dans C% Supposons construits
Gk €t ¢; pour chaque a, soit s, un élément de ¢7'(s;) ; SOit @y 3==5;35aSs ;
a=(a,,3) est un systéme de facteurs de g dans Cyx, qui se réduit a o’
modulo Dy Les s, étant donnés, tout autre choix des s, revient a remplacer
ceux-ci par des éléments s,x,, avec x,€ Dy en notant dx le “ cobord” de la
“ cochaine ” (de dimension 1) x= (z,), on voit que a est alors remplacé
par a(3x). A tout choix des s; se trouve ainsi attaché un ensemble F(s’)
de cocycles a de ¢ dans Cx ne différant les uns des autres que par des
cobords de cochaines de g dans Dy Si on change le choix des s, ceux-
ci seront remplacés par des éléments syr,, ou les u, sont des éléments
quelconques de C', donc des images dans C’% d’éléments #, de Cj, et alors
F(s') doit étre remplacé par F(s")-(8%) ; on a donc F(su')=F(s) Q).

Réciproquement, s’ et @/ étant comme ci-dessus, soit # un systéme de
facteurs de g dans Cy, se réduisant a @’ modulo Dy ; construisons I'extension
G de Cg par g déterminée par le systéme de facteurs @; ce sera un groupe
engendré par Cx et des représentants s, des éléments de g, avec la loi de
multiplication (sg7¢) (557) = S43@a g2*v pour #€Cy, v€Cx; il est immédiat qu’
alors on définit un homomorphisme ¢ de G sur Gk, en posant ¢(s,) =s;

et en convenant que ¢ induit sur Cx ’homomorphisme canonique de Cx
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sur Ck Svit /7(s’) I'ensemble des systémes de facteurs qui se déduisent
de @ par multiplication par le cobord d’une cochaine de g dans Djx; d’apres
ce qui précéde, le fait de remplacer @ par un autre systeme de facteurs
appartenant i F(s') équivaut & changer les représentants s, des s; dans
G, et fournit essentiellement le méme groupe G et le méme homomor-
phisme ¢. Si # est une cochaine de g dans Cx, et #’ son image dans Ck,
on -obtiendra encore le méme groupe G et le méme homorphisme ¢ au moyen
du systéeme de représentants (s'2') et d’'un systéme de facteurs appartenant
a l'ensemble F(s') - (9x). _

On conviendra de désigner par Fx,.(s’) 'ensemble /(s’) des systémes
de facteurs de g dans Cx relatif au systéme de représentdnts s'=(s3), et
au groupe Gg, et a I’homomorphisme ¢ que 'on se propose de construire,
On aura, avec les notations ci-dessus, lf:K,k(s’u’) =Fr(s") - (On).

Supposons le groupe Gg, ainsi construit au moyen d’'un systeme de
facteurs aefx ,(s’) ; soient s, les représentants correspondants des s
dans. Gg,; soit # le transfert de Gg, dans Cx Pour #€Cg on aura
t(sau)=lﬂla¢,g]\7(u). En vertu de la condition (D), 'image de #(s.2) dans

v = Cj doit déterminer sur A4, le méme automorphisme qui est induit sur
A, par lautomorphisme de A, déterminé par 1'élément so/ =¢(sa22) de
Gk Comme G} est abélien, il suffit d’écrire cette condition, d’une part
pour s,, et d’autre pait pour z; mais pour # elle n’est autre que le * thé-
oréme de translation” de la théorie du corps de classes. La condition
(D) .peut donc étre remplacée par la condition suivante :

(D") Pour aeFy,(s'), Pautomorphisme induit sur A, par l'automor-
phisme s, de A doit étre celui qui est déterminé par I'image dans (7 de
Iélément Illa,, de C,.

"

Soit r‘;l:intenant g’ un sous-groupe de @ ; soit # le corps intermediaire
entre £ et K qui correspond a g’. Si on tient compte de (B), la condi-
tion (D’), appliquée a X et #, donne ce qui suit ‘

(D”) Si ae€g’, I'automorphisme induit par s; sur A, est celui qui est

déterminé par 'image dans (3, de l'élément /la,, de C.
8eg’
Soit de plus R un systéme de représentants dans. g des. classes a

droite suivant g’; tout élément de g se met donc, d’'une manic¢re et d’une
seule, sous la forme up, avec ueg/, peR. Comme a est un systéme de

i —_ —1 /.
facteurs, on a a,p, = @yfsaus,.2;,, donc, pour a€g’:
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Illa,, =11 ”aa,.‘!pz Ic'/lc([glaa,ﬁ) ‘ (N)
Begs

Aeg ’ BeQ’ pe kX

De 14, et du théoréme de translation de la théorie du corps de classes,
il résulte immédiatement que, si (D’") est satisfaite pour un aeqg’, (D’)
'est aussi pour ce méme élément «. Donc, pour que (D) soit satisfaite
pour un élément «a, il suffit que (D’’) le soit pour « et pour le groupe
cyclique g’ engendré par «. Autremeat dit, pour que (D) soit satisfaite
pour K et %4, il suffit que la condition suivante le soit:

(E) Quel que soit aeg, soient g, le groupe cyclique engendré par «,
et #, le corps correspondant ; alors l'automorphisme induit par so sur A,
doit étre celui qui est déterminé par l'image dans (; de I’élément i]gaa,,,
de (.. - *

Réciproquement, d’aprés ce qui piécéde, si (E) et (B) sont satisfaites,
(D) le sera pour tous les couples K, #/, ou # est 'un quelconque des
corps intermédiaires entre K et 4.

On va donc examiner de plus prés le cas des extensions cycliques.
Supposons g engendré par un élément ¢ d’ordre 7. On sait qu'on peut
alors tout systéme de factewss xr=(x,5) de @ dans un
groupe G en normalisant le systéme correspondant s=(s,) de représen-
tants de @, dans l'extension de G par g déterminée par x, par la condi-
tion s;u=s* pour 0 < pu<n—1. Alois, si on pose s,"=%, Z est un
élément de G invariant par g; et, pour 0 < p <z —1, 0 v <%#—1, on
a xouy,:l ou ¥ suivant que p+v<n—1 ou p+v=n Pour que =x soit
tiivial, il faut et il suffit que Z soit une noime. On conviendra d’identifier

[ b

normaliser’

le systéme de facteurs normalisé x avec I'élément Z.

On a dailleurs ici £C KC A,C Ax; et on sait ([fa]) que 'image
réciproque dans C; du sous-groupe de G=C} qui coirespond a K n’est autre
que NV(Cyx) ; on peut donc identifier canoniquement g avec C;,/N(Cg). Soit
@ un élément de C, dont 'image dans g=C,/N(Cx) soit a; soit a’ son
image dans Cj; soit s; un élément de G%, ayant &' pour image dans
Cr=Gi=G'%:/G% s Soit a* I'élément représentatif d'un systéme de facteurs
normalisé de ¢ dans Cx qui se réduise a @' modulo Dg; a* est un
élément de Cx invariant par @, donc est dans Cy; alors a*a™! est dans
DxNC,; daprés le § III, a* est donc de la forme a*=abdz, avec b€y, x,
zel,.

Soit ¢’ un sous-groupe de @, engendié par 6%, ou & est un diviseur
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de #; soit # le corps correspondant. Supposons le systéme de re-
présentants s de g dans G%; no malisé par sg,=s* pour 0 < p<n—1;
et, pour simplifier, notoas aussi s’ le systéme de représentants de g’ dans
Gxw formé par les sg™v pour 0 < v <n/d. Alors la condition (B) appliquée
a & # et K moatre que, si a* est I’élément représentatif d'un systéeme
de facteurs normalisé appartenant a l'ensemble Fx, (s"), c’est aussi ’élément
représentatif d’'un systéme normalisé appartenant a Fg, (s’). D’autie part,
le transfert de s; dans Gl est limage de s)? dans Glp/G% i ; comme
nous- savons que ces groupes satisfont a (C), il s’easuit que cette derniére
image, c’est-a-dire "automorphisme de A,, induit par sy%, est I'image dans
Cw de I'élément a de C,= C,,. Dans ces conditions, on vérifie aussitot que
(D) sera satisfaite pour K et # si l'image de a*e™' dans Cy est 1,
et réciproquement; cela équivaut a dire que a*e™'=4dz doit étre dans
Dy N Co=7rwDi, ou encore que & doit étre dans j,u. Pour F=4£k, cette
condition se réduit a é=1.

Soit v une valuation réelle de £ qui se ramifie dans X, s’il en existe ;
soit z I'une des valuations de X qui la prolongent; prenons pour ¢ le
sous-groupe - de g qui laisse v invariante; comme ¢  doit étre d’ordre 2,
7 est alors pair, et on a @'={e, 6"’}. Puisque w est invariante par
g'=¢g(K/#), w induit sur # une valuation réelle; il n’y a donc pas de
valuation 1éelle de £ qui se ramifie dans £/, et on a ru=1{1}. Si donc
(D) est satisfaite pour K et #, (D’) est satisfaite pour K et 4, et
1éciproquement. Si d’autre part il n'y a pas de valuation réelle de # qui
se ramifie dans K, et en particulier si # est impair, on a 7, x={1}; en ce
cas (D) est vérifiée d’elle-méme pour K et & et (D) lest pour K et
tout corps £ intermédiaire entre K et 4.

Revenons au cas d’une extension galoisienne quelconque K de 4.
Comme on l'a vu, compte tenu de (B), il faut et il suffit, pour que (D)
soit satisfaite pour K et tout corps intermédiaire entre X et %, que (D”) le
soit pour tout sous-groupe cyclique de g, ou, ce qui revient au méme, que
(E) le soit; et de plus notre ¢tude des extensions cycliques nous a
mont1é qu’il en sera ainsi pouivu que(D’) le soit pour les sous-groupes
d’ordre 2, c’est-a-dire que (E) le soit pour les éléments d’ordre 2.

Pour appliquer cette condition, nous supposerons désormais tout systéme
de facteurs x=(#,,) de g dans un groupe G normalisé par la condition que
Xea=xXse=1 quel que soit «; cela revient, comme on sait, a normaliser le
systéme correspondant s=(s,) de représentants de g, dans extension de
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G par g déterminée par x, par la condition que s, soit I’élément neutre de
cette extension. Sur un groupe a deux éléments, cette normalisation
coincide avec celle qui résulte des conventions faites ci-dessus pour les
groupes cycliques. Cela étant entendu une fois pour toutes, on voit qu’au
lieu de (E) il suffit de s’imposer la condition suivante : -

(F) Quel que soit I’'élément ¢ d’ordre 2 dans ¢, soit %, le corps
correspondant au sous-groupe {g, a} de g; alors 'automorphisme induit sur
A,, par sq doit étre celui qui est déterminé par I'image dans C, de I'élément
a4 de C’co‘

V. Solution du probléeme.

Avec les mémes notations que plus haut, nous allons montrer mainte-
nant, en premier lieu, qu'il existe un systéme de facteurs a=(a,,) de g
dans Cx qui se réduit a @’ modulo Dy et qui satisfait a (F), et que ces
conditions déterminent @ au cobord prés d'une cochaine de g dans D
L’ensemble des systémes de facteurs qui y satisfont étant désigné par
Fii(s), les groupes Gy, et les homomorphismes ¢ déterminés par les
Fii(s') satisfont trivialement 4 (B) ; nous ferons voir qu’ils satisfont aussi
a (A) et a (C). .

Pour cela, soient s des éléments de Cx se réduisant respectivement
aux a,5; modulo Dg; comme 3a’=1, da* est une cochaine de dimension 3 de
g dans Dg; c’est évidemment un cocycle; d’aprés le § III, celui-ci est
trivial dans Dy, c’est-a-dire de la forme 3z, ou z est une cochaine de g
dans Dy, et par suite a*z™! est un cocycle. Autrement dit, en remplagant
a* par a*z™', on a le droit de supposer que a* lui-méme est un cocycle.
Supposons le probléme résolu ; soit a€Fxi(s'); on a a=a*4, o & est un cocycle
de g dans Dg qu'il s’agit de déterminer, ou plus exactement dont il s’agit de
déterminer la classe d’homologie, puisque a n’est déterminé qu’a un cocycle
trivial prés de g dans Dy Autrement dit, il s’agit de déterminer un a€F g, (s")
parmi les cocycles a*é quand on fait parcourir a 4 un systéme complet de
représentants des classes de cohomologie de g dans Dg Un tel systéme
a été déterminé au §III; il se compose des images dans D des cocycles
1{&{ ‘, ou & est un cocycle non trivial de g dans le “tore de seconde
sorte” 6,, et ou £;=0 ou 1, pour 1 <7<y,

Soit maintenant ¢ un élément d’ordre 2 de g; soit @, I'automorphisme
de A, induit par s ; soit @, un élément de (, ayant @, pour image dans
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Ci, Le transfert de s, de Gk, dans Cx est a,; en vertu de (A)
appliquée a G, , @0 est donc I'image de a; par la représentation cano-
nique de C; dans Ck Autrement dit, af, et @, ont méme image dans Cx,
c’est-é-dire que, si on pose a,a¥;'=d, on a d,eDy Comme dailleurs
a* est un systeme de facteurs normalisé, on a af§=a},, donc af.e€ Cko’ d’ou,
puisque a,€Cy , ds€DxN 5 .

Soient de plus « quelconque dans ¢, et t=a"'gu; Tt est aussi
d’ordre 2; le cas r=o n’est pas exclu. On a, dans ces coaditions,

’ ’ r I ’ ’ 1
AT=00U, S;53=Sgal0us SuSt=Sg1laz dOU:
! -
= (53, 7"555%) Qa3 Ao,

Mais, d’apres la théorie du corps de classes, 'automorphisme de A,_ induit
par sy 'shsy est 'image de 4% dans Cj .; au moyen du théoréme de trans-
lation, il s’ensuit que a; a méme image dans Ck que a, NK,,, (a, &),
ou autrement dit n’en différe que par un facteur zeD, .

D’autre part,’ comme a* est un systéme de facteurs normalisé, on a
A= oatd ) AFiAE: n=aF, AFiAN, = afeal.. En tenant compte de ar=aa,
on en tire a?’;T_a”NK,k (a¥.a¥y"). Par suite, on a d.=d, 2, avec
zeD, . Comme d’ailleurs d, est dans Cryr c’est-a-dire est invariant
par a, ds* est invariant par 7, donc est dans C',ct; donc d. et d*
sont tous deux dans DxNC;, qui est (§III) le produit direct de D, et
de 7,k ; comme ils ne different que par le facteur z, ils ont donc méme
composante dans 7;_x Autrement dit, si on pose do=F&stts, avec $o€7y x
#s€Dy , on a §;=§3. ’

Cela posé, soit a=a*b. Pour que a satisfasse a(F), il faut et il suffit
que, pour tout ¢ d’ordre 2, a,,a,"' soit dans D, , ou autrement dit que
l'on ait az‘,’;oéa,oa;leDko, ou encore éo,oeé",;Dko.

» Posons b= 1(6;)0c; c’est un idéle de 7x, invaiiant par ¢ puisque les
systemes de facteurs 4; sont supposés normalisés. Par suite, &, est un
idele de 7, , dont toutes les composantes relatives aux valuations discrétes
de 4, ont la valeur 1, et quon peut donc mettre sous la forme &;,0;, avec
;oefka, w€H) ; posons b{,zllb,'-':‘, é"—llé”ff. Alors b4, est le produit

des images de &, et de &y dans Cry s ld. premiére est dans r,, , la seconde
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dans D, . Si donc on désigne par &, I'élément de [, qui a pour image
§, dans 7, , on voit que la condition 5a.a€5aD/¢o équivaut a #,=25,. Donc,
pour toute valuation réelle de £,, b, et £, doivent avoir la méme composante,
cette composante ne pouvant étre que 1. D’ailleurs, comme P'imige &,
de Z, dans 7, est dans 7 x les composantes de E, relatives aux valua-
tions réelles de 4, non ramifiées dans K ont la valeur 1; et il en est de
méme de &,, qui, considéré comme élément de /x est dans 6, donc a
toutes ses composantes égales a 1 a I'exception de celles relatives. aux
valuations, toutes complexes, de X qui prolongent la valuation réelle v,
de 4. 1l s’ensuit que notre probléme consiste a déterminer les f; de telle
sorte que, pour chaque o, les composantes de &, relatives aux valuations
1éelles de 4, qui se ramifient dans K soient respectivement égales aux
composantes correspondantes de Z,.

Pour chaque #, choisissons, parmi les valuations de K qui prolongent
7; une valuation w;; les autres sont alors les valuations w*, avec aeg.
Soit ¢, I’élément d’ordre 2 de g qui laisse z; invariante; on a ,%" = w*,
de sorte qu’il n’y a bien que #/2 valuations wj distinctes. Toute valuation
réelle de 4, qui se ramifie dans K induit sur £ l'une des valuations 7, et
la valuation de K qui la prolonge est alors de la forme w,* ; comme celle-
ci doit étre invariante par o, on a donc alors s=u«""6,4. Nous avons donc
a exprimer que, pour chaque 7 et chaque ueg, les idéles Ij]&;{,’ et Z, ou

Pon a pris 6=u¢""9,0, ont méme composante relative a la valuation induite
sur £, par w® Mais, pour =i, &;, donc aussi &}, a la composante 1
pour cette valuation; d’autre part, pour cette valuation, qui est réelle sur
ko, tout élément de A, donc en particulier bis» a la composante 1; enfin,
il résulte d’un théoréme déja cité (v.?) que, pour cette valuation, &, a
la composante —1, car dans le cas contraire le systéme de facteurs §; serait
trivial dans 6,. En définitive, on a donc a déterminer les f par la condition
que la composante de &, relative a la valuation induite par zof sur 4, soit
égale a (—1)’%. Mais, d’aprés ce quon a démontré plus haut, on a
5,,=Eo:‘,d’01‘1 E,=E,?. Autrement dit, la composante de Z, relative a w?
est égale a la composante de &, relative a w; ; cette derniére doit donc étre
égale a (—-l)ﬂ, et, si on prend les £ tels qu’il en soit ainsi, ils fournissent une
solution du probléeme. Cela achéve la premiére partie de notre démonstration.

On désignera donc par Gx: et ¢ le groupe et I’homomorphisme
déterminés par l'ensemble de sytémes de facteurs Fx,(s") qu’on vient de



Sur la théorie du corps de classes 21

construire ; ils satisfont a (D) par construction, et, comme on I'a déja
observé, ils satisfont trivialement a (B) ; pour £#C# C X, on identifiera donc
dorénavant G, avec son imige dans Gy, par I'isomorphisme o dont il a
été question au début du § IV.

En particulier, s’il s’agit d’une extension cyclique, o1 a deja déterminé
au § IV un systéme de facteurs normalisé satisfaisant a la condition (D),
et qui par suite appartient a Fg,(s’); c’est donc la un systeme de fac-
teurs qui permet de définir G4, dans ce cas.

On va montrer maintenant que G, est produit direct d’un groupe
isomorphe a R et d'un groupe compact. On a vu en effet qu’il en
est ainsi de Cx et on a défini au §I un homomorphisme & de Cx
sur R, ayant pour noyau le sous-gioupe compact maximal Cz de Cg;
la définition de & montre que & est invariant par todt automorphisme de
K, de sorte que ¢ induit sur C'%/Cx l'automorphisme identique. En se

servant du fait que le groupe des représentations de R dans Cg (et plus
~ généralement dans tout groupe abélien) a la propriété d’unique divisibilité,
on vérifie alors aisément qu'on peut éciire Cx comme produit direct
Xx Cg ou X est isomorphe a R et -a tous ses éléments invariants par g;
il est clair que XC Dyg Soit a=(a,,) €Fz:(s") ; alors les d(a,s) forment un
systéme de facteurs de g dans R, nécessairement trivial, donc de la forme
86, ou & est une cochaine de g dans Cyx/Cg; en identifiant ce dernier
groupe avec X, 4 devient une cochaine de g dans XC Dyx; on voit donc
qu’'en remplagant @ par «(946™'), on peut supposer que a est un systéme
de facteurs de @ dans C% Il est immédiat qu’alors G, est le produit
direct de X et de l'extension de Cy par ¢ déterminée par ce systéme. Il
s’e.suit en particulier que G%; adhérence du groupe engendré par les
commutateurs de G, est compact; et G%,; est produit direct d’un groupe
isomorphe a R et d’'un groupe compact.

Passons a la vérification de (A). Soit ¢ le transfert de GK,,C dans Cg;
nous devons faire voir d’abord que ¢ applique Gy, sur C; Nous savons
déja que 2(Gx,) CCy et que ¢(Gry) DE(Cx)=N(Cx). Si K est une ex-
tension cyclique, alors, d’aprés la détermination explicite de Fx,(s") donnée
pour ce cas, nous savons qu’il y a dans G g, un représentant s, du générateur
o de g tel que s;"=a, ou a est dans Cx et tel que son image dans
q=Ci/N(Cx) soit ¢; comme on a en ce cas Z(s;)=ss", on a donc bien
t(Gxp) =C, Passons au cas général ; posons 7=#(G,,), et soit 77 'image
de 7 dans C;. Comme GY%, satisfait a (A), I'image de 77 dans Cj par
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la représentation canonique de Cj dans Cx n’est autre que celle de C;; il
revient au méme- de dire que 7D,y x =C;. Comme D,=N(Dx)C 7, il
nous reste donc seulement a montrer que 7Dy x Pour cela, v, w, o,
ayant le méme sens que précédemment, soit de nouveau ;= (a,) lidele
de 7, tel que ¢, =—1 et a,=1 pour v=v;.  Posons k=4, ; soit &= (c,)
I'idéle de 74 tel que cw‘=-—1 et ¢,=1 pour w=kw,; ¢ est invariant par
o;, et est donc dans /;. Le groupe jix est engendré par les images a;
des @; dans C,. Comme notre résultat est vrai pour les extensions quadra-
tiques, il l'est pour K et 4, et il y a donc un élément s, de Gy, dont
'image, par le transfert de Gx,, dans Cx soit l'image ¢; de ¢; dans (.
La formule (N) du §IV donne alors #(s;) =V, .(¢c:) =@, ce qui achéve la
démonstration.

Montrons maintenant que le noyau de ¢ est G%,;. Comme G, satisfait
a (A), le transfert réduit de G, dans Ck n’est autre que la représentation
canonique de C,=G%, dans C et a donc pour noyau l'image 7’ de 7, x dans
Ci; le transfert #/ de G, dans Cx a donc pour noyau l'image réciproque
N de ¢’ dans GY%,; comme ¢ se déduit de ¢ par passage au quotient, le
noyau de ¢ est donc contenu dans ’image réciproque NV de N’ dans G,.
Le groupe NV’ admet G’%, comme Sous-groupe d’indice égal a l'ordre de ¢/,
c’est-a-dire 4 2%. D’autre part, comme l’'adhérence G%, du groupe des
commutateurs de Gg, est compacte, son image dans G'x, I'set aussi et est
donc P’adhérence ' du groupe des commutateurs de Gy, ; et G%.Dx est
un sous-groupe fermé de (x, image réciproque de G%; dans Gy, Il
s’ensuit que NV admet G%,0x comme sous-groupe d’indice 2%. Soient de
nouveau les s; les éléments introduits tout a l’heure, tels que #(s;) =a;;
comme a;€r; x, l'image de a; dans Cx est 1, donc, si s; est 'image de s,
dans G%, on a /(sj)=1, clest-a-dire s;eV’, d’ou s,eNV. Si d’autre pait
les ¢, sont des entiers tels que 1]5:‘60},,‘ Dy, on a z‘(‘lls:’) €2(Dy) cest-a-

dire Ha"eN(Dy) =D,, donc Ia/ =1 puisque 7,xND,={1}, et par suite
i A
¢, =0 mod. 2 quel que soit . On voit donc que les 2% éléments [Is;* de
i

N qu’on obtient en prenant les ¢; égaux a 0 ou 1 sont tous distincts modulo
G%+Dx et forment par suite un systéme complet de représentants des
classes suivant ce groupe dans /V.

Tout élément & de /V est donc de la forme z=xy{lsf‘, avec x€G% s Y€Dg,

et =0 ou 1l pour 1<i<#,; on a alors #(s)=N(y)lla™ Sup-
3
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posons qu'on ait #(z)=1; alors on a fla,*¢ N(Dg), donc, comme plus hauit,
e;=0 quel que soit Z, et N(y)=1. LZ? noyau de £ est donc ’ensemble des
z=2xzy, ou x€G%; y€Dg, et N(y)=1; et il reste a montrer qu’alors ye G s
D’ailleurs, si weCy, on a sz'w ls;w=w'""€G%,; et il suffit de faire voir que
2 est dans le groupe engendié par les w'"* Comme Dy/Dly a la prop:iété
d’unique divisibilité, on a y=1"u, avec weDy, u€D%, et comme toujours
n=[K:%]. On a alors N(w)"=N(u"")€D% donc, d’aprés la propriété
d’unique divisibilité, N (w)eDy En posant 2,=»N(w)x, on aura alors
Y= Iw'""*)u,, u €Dy, N(u,)=1. 1l suffit donc de montrer que #, est alors

dans le groupe engendré par les o'"% avec ve€DYx, aeq; et, comme D'y est
produit ditect des tores de premiére et seconde sorte définis au §III, tout
revient a démontrer que chacun de ces tores posséde la propriété en question,
ce qui ne fait pas de difficulté®. Le noyau de ¢ est donc bien G%;, c’est-a-
dire que le transfert réduit 7 de Gg, dans Cx est une représentation
biunivoquie de G%; sur (. Comme d’ailleurs chacun de ces derniers
groupes est produit direct'd’'un groupe isomorphe a R et d’un groupé com-
pact, il est facile, soit en examinant plus attentivement la nature de la
représentation 7, soit par application de théorémes généraux sur la représen-
tation des groupes abéliens (cf. [13], chap. VI) de conclure que 7 est un
isomorphisme, ce qui compléte la vérification de (A).

Passons a (C) ; soit K’ une extension de K, galoisienne sur £; il s’agit
de définir un isomorphisme 7 de I'==G 1/ G% x sur G x,, ayant les propriétés
indiquées au début du § IV. Le groupe I" admet G x=G x5/ G% x comme
sous-groupe invariant fermé, le groupe quotient étant G /G w, x= gA(K/,é) ;
en vertu de (A), le transfert 1éduit 7 de G xdans Cx est un isomorphisme
de G%, xsur Cx. Soit ¢’ 'homomorphisme de G x sur G, attaché a K’
et £; on a vu que ¢’ (G% x) =G% x; par passage au quotient, ¢ définit
donc un homomorphisme g de I’ sur G ./G% x=GCGxi Si on identifie
G,x avec Cxau moyen de 7, {" devient une extension de Cx par q(K/%),
munie d’un homomorphisme g sur G,; et il résulte de (D) appliquée
a K’ et K que p coincide sur Cx avec 1’homomorphisme canonique
de Cx sur Cx Dans ces conditions, tout revient a vérifier que [
muni de cet homomorphisme g, satisfait a (F). Il revient au méme de

(8) On notera l'analogie entre cette démonstration et celle qui a servi a déterminer les
groupes de cohomologie de g dans Dy ; il serait a souhaiter qu’'on pit les réunir toutes deux en
une seule.
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vérifier (C) pour les systémes de corps K7, X, #, ou # est intermédiaire
entre %2 et K et tel que [K: #]=2, ou encore de vérifier (C) pour X,
K et % dans le cas ou [K: £]=2. Supposons méme, plus généralement,
que K soit cyclique de degré » sur £; soient ¢ un générateur-de q(&/%),
et p un repiésentant de ¢ dans q(K’/4). Soient (s,) un systéme de re-
ptésentants de q(K’/£) dans G, et (si) son image dans Gy, ; posons
Au = Sz35aSs.  Alors (aq,) est un systéme de facteurs de g(K’/#) dans
Cr qui satisfait a (D') ; en particulier, automorphisme de A4, induvit par
s, est celui qui est déterminé par 'image de a=/lla,, dans C}, le produit /]

a o

étant étendu aux éléments « de g(K’/4). Mais, comme Gy /G x x n'est autre
que le groupe cyclique g(K&/#), le transfert de s, de G, dans G x est
Iimage de s, dans G% g par l’homomorphisme canonique de Gu g sur
G%.,x Le transfert réduit étant transitif, il s’ensuit que le transfert de s,”
de G x dans Cx n’est autre que le transfert de s, de G, dans Cy, qui
est égal a I'éiément @ de () déhni plus haut. Autrement dit, quand on
identifie Gk, x avec Cx au moyen de 7, I'image de s.* dans G% x se trouve
identifiée avec a. Cela achéve la démonstration.

Nous avons donc bien construit les groupes G, possédant les pro-
priétés annoncées, et montié qu’ils sont seuls a les posséder. Il faut
avouer que la véiification qui précéde a ¢té assez pénible (encore certains
points ont-ils été seulement esquissés) ; peut-étre pourra-t-on la simplifier,
mais il ne faut sans doute pas s’attendre a obtenir une démonstration
vraiment naturelle tant qu’on n’aura pas résolu le probléme fondamental de
I'interprétation des groupes C;.

Tout ce qui piécede s’applique en particulier si on prend pour £ le
corps Q des nombres rationnels. Si en méme temps on prend une suite &,
de corps galoisiens sur Q, tels que K, C K,,, quel que soit 7z, dont la réunion
soit le corps de tous lecs nombres algébriques, on pourra construire les
groupes Gn,=Gyx,_ o €t, au moyen de (C), définir pour tout 2 un homo-
morphisme ‘de G,,, sur G,, permettant de passer a‘la * limite projective ”’
(cf. [13]) ; celle-ci est alors un groupe qui, en un sens qu’il est facile de
préciser, est ‘‘universel” pour tous les groupes G, ceux-ci étant des
groupes quotients de sous-groupes du * groupe universel ” (de méme que
le groupe de Galois sur @ du corps de tous les nombres algébriques est
“universel ” pour les groupes G'x.).

—
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VI. Application aux fonctions L.

Les résultats qui précédent permettent d’obtenir une décomposition en
facteurs des fonctions L de Hecke (* mit Gréssencharakteren,” c’est-a-dire
définies sur un. corps X au moyen d'un caractére quelconque de Ch),
décomposition qui contient comme cas particulier celle qu’Artin a obtenue
pour les fonctions L ordinaires (définies sur un corps K au moyen d’un
caractéie de Ch). Pour cela, quelques piéliminaites sont nécessaires.

Tout d’abord, soit £ une extension finie ou infinie d’un coips de nom-
bres £ ; soit v une valuation de £, non archimédienne, c’est-a-dire telle que
v(x+p)=inf [v(x), 2(p)]; soit p lidéal premier de £ associé a la
valuation discréte induite par » sur #; on posera 9=2Nyo(p). Soit £ le
corps complété de £ au moyen de la valuation v (c’est-a-dire au moyen de
la distance ¢7"®~%) ; pour toute extension finie X de #, contenue dans £,
on désignera par K, l’adhéience de K dans 2; K, est isomorphe au com-
plété de K par la valuation induite par 2 sur K; de plus, le composé
£(K) de %, et K dans £ est un sous-espace vectoriel de K, sur le corps 2,
donc est fermé dans X, et contient X, donc n’est autre que K,. Si donc
on désigne par £, la 1éunion de tous les coips K,, on aura £,=£4£,(£), et
£, sera une extension algébrique, finie ou infinie, de %, On désignera par
&£ la plus grande extension non ramifiée de #,, contenue dans £,; c’est
I’extension de #, engendiée par toutes les racines de l'unité d’ordre
premier a ¢ contenues dans #,. On posera £,=£nN¥:, et Q.=9n¢k,; 2,
et £, s'appelleront le corps d’inertic et le corps de décomposition de v dans
£, relativement a 4.

Supposons de plus, a partir de maintenant, que & soit galoisien sur 2;
soit I” son groupe de Galois, topologisé comme a l'ordinaire; les sous-
groupes [}, [, de I" qui correspondent respectivement a £, et £, s’appel-
leront les groupes d'inertie et de décomposition de v dans I Si £ est de
degré fini sur /4, ces notions coincident avec celles qu’on définit ordinaire-
ment sous ces mémes noms. En vertu d’'un théoréme général de théorie
de Galois ([3], chap. V, §10, »°4), £ et #, sont linéairement disjoints
sur £.=£n4#k, et on peut identifier le groupe de Galois I, de £ sur £, avec
celui de £,=4/,(¥2) sur %4, un élément de ce dernier étant identifié avec
I'élément de [, c’est-a-dire avec 'automorphisme de £, qu’il induit sur £ ;
de plus, dans ces conditions, la relation £,=2nN%L¢ implique 2‘=#4,(£,),
et le groupe de Galois de £, sur £ peut étie identifié avec [, Comme
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£ est abélien sur 4,, il s’ensuit que [} est un sous-groupe invariant de 77,
et que [./I, est abélien. Plus précisément, on définit un automorphisme
¢ (dit “ de Frobenius”’) de £ sur 4, en posant e*=¢e? pour toute racine
e de l'unité d’ordre premier a ¢ dans £;; et le groupe engendré par ¢ est
partout dense dans le groupe de Galois de &; sur 4, ; ce dernier étant identifié
avec I,/1',, on appellera classe de Fyrobenius de v dans I' 'image réciproque
@ de ¢ dans I,. Si 6e®, ona P=ol,; et I, est 'adhérence, dans I, du
groupe [, engendré par @, ou, ce qui revient au méme, par [ et a.

Comme d’ailleurs la valuation z de £, ne peut étre prolongée que
d’une seule maniére a toute extension algébrique de £,, et par suite a £,
tout automorphisme de £, sur £, laisse v invariante; d’autre part, tout
automorphisme de £ sur £ qui laisse v invariante peut étre prolongé par
continuité a un automorphisme de £, qui laisse invariante 1’adhérence
#, de £ 1l s’ensuit que [, n’est autre que le sous-groupe de [’ qui
laisse » invariante. Quant a [, c’est le sous-groupe de I, qui laisse
invariantes toutes les racines de l'unité d’ordre premier a ¢ dans £,. Mais,
dans toute extension algébrique de #,, i tout élément z tel que z(x)=0
correspond une racine e de 'unité d’ordre premier i ¢, et une seule, telle
que v(x—e)>0; de plus, comme £,=£4,(£2), il correspond a tout xe€f,
un yef tel que v(x—yp)>0. Donc I, peut étre défini comme le sous-
groupe de [, qui transformz tout yef tel que 2(¥)=0 en un »' tel que
v(y—y)>0; @ peut étre défini comme l'ensemble des é!éments de /7,
qui transforment tout yef tel que 2(y) =0 en un ' tel que v(¥9'—»?)>0;
et le groupe /7, engendré par @ est I'ensemble des éléments o de [,
tels qu’il existe un entier #€Z pour lequel on ait z(3°—p?)>0 pour
tout yef tel que z(y)=0. Soit alors A une extension finie de 4, con-
tenue dans £, et appartenant a un sous-groupe [7 de [7; il résulte de ce
qui précede que les groupes de décomposition et d’inertie de v dans I
sont Im=I.,Nn["et [=I,nI". Soit de plus P l'idéal premier de K associé
a la valuation induite sur K par v; et soit Vg, (P) =p’, d’ott Nxo(P)=¢";
alors la classe de Frobenius de v dans I” est @'=¢’N["; et K, contient
une racine primitive d’ordre ¢/—1 de l'unité, d’ou il suit que &N ["=¢
pour 2#F0 mod. f. Par suite, le groupe /; engendié par @ est donné
par Ih=1,Nn1I".

On notera de plus que toutes les valuations de £ qui prolongent une
valuation donnée de 4 sont transformées les unes des autres par les auto-
morphismes de £ sur £, comme il résulte aussitot du fait qu’il en est ainsi
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pour toute extension galoisienne de £ de degré fini contenue dans £. Par
suite, si p est donné, les growpes [, I, [}, et la classe @, sont déterminés
a un automorphisme intérieur prés de [7; ils sont complétement déterminés
si I" est abélien. :

Appliquons ce qui précéde au cas ou K est une extension galoisienne
finije d’'un corps de nombres %, et ot on prend £=Ay Avec nos notations
ordinaires, le groupe de Galois de & sur % sera I'=GY%,, et K appartiendra au
sous-groupe I7=G%=Cx de . La valuation v étant comme ci-dessus, soit U/,
comme au §1I, le sous-groupe de /x formé des idéles dont la coordonnée
relative & v (ou plutot a la valuation induite sur X par 7) est une unité
de KX,, et dont toute autre coordonnée est 1; soit 7 un idéle dont la coor-
donnée p, relative a v engendre l'idéal premier adhérence de i dans KX
(c’est-a-~dire est telle que v(p,) soit >0 et engendre le groupe des valeurs -
prises par v sur K'), et doat toute autre coordonnée soit 1; U, et 7
engendrent le groupe des idéles dont toute coordonnée, sauf celle relative
a oz, est 1, groupe qu'on peut identifier avec KJF. Soient I, V,, p les
images de KX, U, et 7 dans Cg; il est immédiat que I/ est un sous-
groupe fermé de Cy, engendré par V) et p, et que ’homorphisme canonique
de 7x sur Cg induit sur A¥ un isomorphisme de K* sur V. Soient V7,
Vi, #' les images'de V, V,, p dans Ck Il résulte de la théorie du corps
de classes (cf. [Da]) que le groupe d’inertie de v dans I["=C}x est I,=1,
que la classe de Frobenius de v dans [” est @' =p'I’j, et par suite que le
groupe de décomposition [, de v dans [” est I’adhérence du groupe [}=1"
engendré par @’. De plus, la représentation de K* sur V/, induite par
’homomorphisme canonique de 7 sur Ch, est fournie par le symbole de
restes normiques; comme d’ailleurs on sait ([11]) que £, est I'extension
abélienne maximale de K, on conclut de la, et de la théorie du corps de
classes local, que la représentation en question est biunivoque, donc en
particulier, puisque U/, est compact, qu’elle induit sur U, un isomorphisme
de U, sur V”. .

Avec les mémes notations que plus haut, on a donc, dans ces condi-
tions, I7=V"'=17NG%; on a aussi £, N K=K, cest-a-dire que I,G est
'image 1éciproque, dans G%,, du groupe de décomposition ¢.=qg(K/K,)
de o, ou autrement dit de B, dans g(K/£)=G%:/Gx Comme G% est
ouvert dans Gy, et que [ est partout dense dans [, on a donc
I'GY=1.G) =G'K,Kz, d’ou il suit que I'image de [}, dans q(K/%) est g..
Par suite, [, est une extension de [;=1" par g..
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. . M r ‘I ry 2
Choisissons donc dans I', un systéme de représentants s; des éléments

a de @.; ce seront en méme temps des réprésentants des « dans Gﬁmz.
Si on pose aks=s.3'suss, (ahs) est un systeme de facteurs de @¢. dans
V'C Cl; soit a=(a,s) le systeme de facteurs de g. dans I7C Cx dont (azp)
est I'image dans V7; on va montrer que @€y (s"). D’apres le §V, il
suffira pour cela de faire voir qu'il en est bien ainsi dans le cas ol A=K,
et [K: #]=2. Supposons méme plus généralement que K soit cyclique
de degré n sur %, et que £=K,; soit o un générateur de g(K/%)=g.;
soit s, un représentant de o dans [7; soit &'=s'. Alors &' est dans V'
et est invariant par o; c’est donc l'image dans 7 d’un élément a de A£F.
Il s’agit de prouver que lautomorphisme de A, induit par s; est celui qui
est déterminé par 'image de @ dans C;. On a vu en effet qu’on peut identifier
I, avec le groupe de Galois de £,=#4,(£) sur 4, et aussi que le sous-
corps /4,(A,) de £, est I'extension abélienne maximale de £,. 1l résulte
alors du théoréme de transfert local® que I’automorphisme de £,(A4,) induit
par l'automorphisme s, de £, est celui qui correspond a @ par le symbole
de restes normiques; l'automorphisme de A, induit par s; est donc bien
celui qui est déterminé par I'image de a.

Par conséquent on a en général a€Fy, (s'); on peut donc choisir des
représentants s, des s, dans Gg,; de telle sorte que s;is.ss=as.s quels
que soient «, B dans g,. Soit /, le sous-groupe de Gy, engendré par V'
et par les éléments s, ainsi choisis; c’est un groupe fermé, puisqu’il admet
le sous-groupe fermé V de Cx comme sous-gioupe d’indice fini. Il est
clair que I’homomorphisme canonique de Gg, sur Gx, induit sur A, une
représentation biunivoque de /A, sur I ; soient /, et /' les images récipro-
ques de I, et de @ dans A, par cette représentation ; F est une classe dans
H, suivant H,, et H, est engendré par /. On a d'ailleurs I';=I,NGx=V4;
et on a £,NK=K, c’est-a-dire que [,G% est I'image 1éciproque Gx,»
dans G%;, du groupe d’inertie g, de P dans g(K/%); on en conclut
que [, est une extension de I par g, d’ou il suit que A, est une

extension de I/, par g, et est donc compact. Comme [} est invariant

(6) C’est le théoréme local analogue & notre propriété (A) du § II; pour la démonstration,
v. [5¢]. On notera que, pour les besoins de notre démonstration, il suffirait de connaitre ce
théoréme pour les extensions quadratiques; le cas général résulterait alors de ce qui suit,



Sur la théorie du corps de classes 29

dans I, donc dans [, /, est invariant dans /. ; et H,/H, est engendié
par I'image dans ce groupe d'un ¢élément quelconque de . D’ailleurs
H,/H, n’est pas fini, puisque #, est compact et que /7, qui contient le
groupe non compact V, n’est pas compact. Donc /H,/H, est isomorphe a
Z.

Le groupe A, dépend d’ailleurs du choix des s,, choix que les condi-
tions énoncées ci-dessus ne suffisent pas a déterminer. Mais tout autre choix,
conforme a ces conditions, ne peut consister qu’a remplacer les s, par
SeZqy AVEE 2,6 Dy et 3z=1; comme le groupe de cohomologie de dimension

1 de g, dans Dg est tiivial, on aura donc z,=0""", avec wueDyg ‘dou

SeZa=useu~ . Autrement dit, tout autre choix des s, conduit a remplacer /7,
par uHu™', avec ueDy; l'un quelconque de ces groupes s’appellera un
groupe de décomposition de la valuation v dans Gy, Si A, est fixé, H, et
F sont complétement déterminés et s'appelleiont le groupe d’inertic et la
classe de Frobenius de v dans H.. '

Si donc A est un groupe de décomposition de z dans Ggx on a
H N Cx=V, et 'image de A, dans G, est [;. Réciproquement, si un sous-
groupe A, de Gy, a pour image [} dans Gxs, et si HyNCxC V, H, est
un groupe de décomposition de v dans Gg,;. En effet, soit 4, pour chaque
a€q,, un représentant de s, dans //;; comme 4, a méme image que s, dans
Grpr ON A £y==15424, AVEC 2,€ Dy, A'OU lftyly=0a43(02)as. Comme H NCxC V,
t33t.ty doit étie dans V, donc (8z),s dans Dxn V. Comme 1’homomor-
phisme canonique de Cx sur C’x induit sur IV une repiésentation biunivoque
sur V7, on a VNDxg={1l}, dou 9z=1, et par suite, comme tout a
I'heure, #=0u, avec wueDy De plus, comme [, contient I’ qui est
image biunivoque de JV, on doit avoir H NCxr=V. On a donc
Hi=uHu".

Si on suppose seulement donné lidéal premier p, ou, ce qui revient
au ‘'méme, la valuation induite par @ sur £, alors, comme on a vu, I,, I,
I,, @ sont déteiminés seulement a un automorphisme intérieur prés de
Gxs; il sensuit qu'alors A,, H, F sont déterminés sculement a un auto-
morphisme intérieur prés de Gy, ; leurs transfoimés par un tel auto-
morphisme seront dits un groupe de décomposition, un groupe d’inettie, et
une classe de Frobenius de p dans Gg,;. De méme, si {5 est donné, c’est-
a-dire siv est donnée sur K seulement, /,, /, et I sont déterminés a un

automorphisme intérieur prés de Gy, laissant P invaiiant, c’est-a-dire de
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la forme x—wuxu™!

avec ”€GK,KZ-

Avec les mémes notations, soit de plus g’ un sous-groupe de g(K/%£),
et soit 4’ le sous-corps correspondant de K. Comme, d’aprés ce qui
précéde, le groupe H.=H,NGgw a pour image dans Gxu le groupe
I';N Gy qui est le sour-groupe de G, défini comme [, Pest dans Gl
et quon a H.NCx=1V, H. est un groupe de décomposition de v dans G .
Soit p’ I'idéal premier de 2’ associé a la valuation induite par o sur £ ; et
soit Ny (p’)=p’. Comme on a vu que la classe de Frobenius de v dans
Gxw est YNNGy, et quon a @"NGxpy=¢ pour 7FEO0 mod. f, il s’ensuit,
par la corrcspondancc biunivoque entre /A, et son image dans Gx., que
la classe de Frobenius de v dans A, est donnée par F'=F/ NG et qu’on
a F"NGxp=6¢ pour m==0 mod. f; il s’ensuit que F'"=F""NGgy, et en
paiticulier, pour #=0, que H,=H,NGxu est le groupe d’inertie de v dans
H.. En particulier, si #=K, on a H,=V, H,=V,, F'=pl,

Soit maintenant } 'image dans C; du groupe des idé¢les de 7, dont
toutes les composantes ont la valeur 1 a ’exception au plus de celle relative
a la valuation induite par 7 sur Z2; W est le groupe de décomposition,
dans C, de la valuation ww induite par » sur A;. Soit # le transfeit de
G dans Cy; on a t(V)=N(V)CW; et, pour ueg,, la fomule (V) du

S IV donne #(s,) =Ny o(llas,) €W ; on a donc #(H,) CW. Les iésultats
o omeg,

qui précédent, ainsi que l'application de la propriété (A) a Gy, montrent
d’ailleurs que l'image de #(F) dans C est la classe de Frobenius de w
dans C;=G}, et que par suite limage de #(/.) dans C, est le groupe
engendré par cette classe, c’est-i-dire I'image de W dans C;. On en con-
clut immédiatement que #(A,) = 11", et que #(/,) et 2(F) sont respectivement
le gioupe d’ineitie et la classe de Fiobenius de zv dans (.

Soit de plus X’ une extension de A de degié fini, galoisienne sur £;
au moyen de (C), identifions Gx; avec G/ Girx. Soit T une valuation
de Ay, piolongeant la valuation z de Ag; soit A/, un groupe de décom-
position de 7 dans G, ct soient A, et F le groupe d’inertie et la classe
de Frobenius de 7 dans Z,. On va montrer que les images de A,, H,, F
dans Gx,;, par ’homomorphisme canonique de G sur Grrp==Gri/ G xs
sont respectivement un groupe de décomposition de v dans Gy, et
le groupe d’inertie et la classe de Frobenius correspondants. En effet,

\ yon o . !
d’aprés ce que nous savons déja, les images de ces images dans G, sont
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les groupes I, I, et la classe @ ; d’autre part, d’aprés ce qu’'on a démon-
tré plus haut, onG’K,,K est un groupe de décomposition de T dans G x,
et par suite son image dans Cx=Gu x/G% x au moyen du transfert de
G x dans Cy, est V. Cela suffit, comme nous savons, pour démontrer
notre assertion au sujet de l'image de A, dans Gg,; le reste s’ensuit
immédiatement. A
Par un caractére de Gy, on entendra la trace d’une rep:ésentation
irréductible de Gg, par des matrices unitaires; comme Gk, est produit
direct d’un gronpe isomorphe a R et du groupe compact G%, I’étude des caiac-
téres de Gg,; se raméne a celle des caractéres de G%s Soit ¢ une fonction
~ continue sur Gg,, a valeurs numériques complexes, invariante par les auto-
moiphismes intérieurs de Gg,; ce pouria étie par exemple un caractere
de Ggs ou une combinaison linéaire de tels caractéres. Pour chaque idéal
premier p de 4, choisissons une classe de Frobenius Fp de p dans G, ;
si Hy est le groupe d’ineitie correspondant, Fp est une classe suivant Hyp
dans Gg,, et il 'en est de méme de Fyp™ quel que soit I'entier #. Comme
Hyp est un sous-groupe compact de Gxg on peut définir sur /p, d'une
maniére unique, la valeur moyenne des fonctions continues sur //p de fagon
que cette moyenne soit invariante par translation (ce seia lintégrale prise
au moyen de la mesure de Haar sur Ap, normée de telle sorte que linté-
grale de la constante 1 soit 1) ; et on peut transporter, par translation, cette
notion de moyenne a toute classe suivant Ap dans Gy, donc en particulier
aux classes Fp". Dans ces conditions, soit M(¢, p*) la moyenne de ¢ sur
Fp™; tout autre choix de Fp reviendrait a tiansfoimer Ay, Fy, Fp" par
un automorphisme intérieur de Gg,; donc ne changerait pas M(g, ")
puisque ¢ est invariante par un tel automorphisme. Nous définirons alors

une fonction L(s, ¢ ; K/%) par la formule ,

Mg, v")
log L(s, ¢; K/k)=>2—r21 2,
g L(s @5 K/%) P G
ou l'on a posé Np=~Nye(p), et o la somme est étendue a tous les
idéaux premiers p de 4%, et a tous les entiers 2> 0.

Il est clair que log Z(s, ¢; K/%) dépend linédaitement de ¢. Si K’
est une extension de K de degré fini, galoisienne sur 4, soit ¢’ la composée

de ¢ et de 'homomorphisme de G, sur Gy, défini en vertu de (C);
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en particulier, si ¢ est un caractére de Gy, ¢ en sera un de Ggp, . On
a vu que l'image dans Gy, d’'unc classe de Frobenius de p dans G est
une classe de Frobenius de p dans Gg,. On en conclut aussitot qu’on a,

dans ces conditions :
L(s, ¢ ; K/B)=L(s, ¢; K/F).

D’autre part, soit £/ un corps intermédiaire entre £ et K; soit ¥ un ca-
ractére de G, soit ¢ la trace de la repiésentation imprimitive de Gy,
(irréductible ou non) qui est *induite” par la repiésentation de Gg, de
trace y. Si on tient comnte des résultats démontrés plus haut, on trouve,
au moyen d'un calcul tout a fait analogue a celii d’Artin ([1a]), et qui
n’offre pas de difficulté:

L(s, ¢5 K/B)=L(s, x; K/%).

Bien entendu, si K=£#, et si y est un caractére de Ci, L(s, y; £/#)
n'est autre qu'une fonction Z de Hecke (“ mit Grossencharakteren”)
attachée au corps 4; si y est la constante 1, c’est la fonction zéta de £ ;
sinon, c’est une fonction entiére satisfaisant a ’équation fonctionnelle établie
par Hecke ([8]). D’autre part, si la représentation de Gy, de caractére
¥ a un noyau contenant Dy, y peut ¢tre considéré comme un caractére de
Gxw et L(s, x; K/F) est I'une des séiies L ““non abélicnnes ' introduites
et étudiées dar Artin ([la], [lc]). .

Il n’y a alors qu’a suivre Artin pas a pas pour obtenir toute la théorie
des fonctions L(s, y; K/#) attachées aux caractéres de groupes Gy, Le
scul raisonnement dont l’extension n’est pas immédiate est la démonstra-
tion donnée par Artin du caractére algébroide de ses fonctions. Mais
nous allons méme démontrer, au moyen du théoré¢me de Brauer ([4]), que
les fonctions L(s, y; K/#) sont dxéromorphes. D’aprés ce qui précede, il
suffit de considérer les fonctions Z(s, y; K/%) attachées aux caractéres
des représentations irréductibles primitives de Gg,;.  Soit M une telle
repiésentation, de degré », de caractére y; un raisonnement classique (cf.
[12], th. 168, p. 192) montre que A7 doit alors induire sur Cx une repré-
sentation de Cx de la forme w(x)-1,, ou 1, désigne la matrice unité a 7
lignes et » colonnes, et ou @ est un caractére de Cx invariant par les
automorphismes de g(X/%Z). Soient s, des représentants dans Gg; des
éléments de q(K/4), et soit ags=suiseS;; alors les w(a,;) forment un
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systéme de facteurs de q(&/#4) dans le groupe multiplicatif 7 des nombres
complexes de valeur absolue 1, q(K/#) opérant trivialement sur y(c’est-a-
dire que tout élément de @¢(&/%) y induit l'automorphisme identique).
Soit 7, le sous-groupe de 7 formé des racines #-iémes de l'unité, ou
n=[K : £]; on sait que tout systéme de facteurs de g(AK/%) dans y est
équivalent a un systéme de facteurs de g(K/Z) dans y, et on peut donc
écrire w(ay3) =9a37a)sCam OU 7.€7 €t Cus€y, quels que solent «, B.  Alors
le sytéme de facteurs ., définit une extension Z de 7, par g(K/%), qui est
un groupe fini d’ordre 7 dont le centre contient y,. Solent’s, des repré-
sentants dans Z des éléments de q(K/%) ; soit w, "automorphisme identique
de 7, qu’'on peut considérer comme un caractére de y,. Alors il y a une
correspondance biunivoque entre les représentations /V de degré s de Ggy,
induisant sur Cx la représentation w(x):1;, et les repiésentations N, de
degré s de £, induisant sur y, la représeatation o,(3)-1,, correspondance
déterminée par la formule NV(s,) =9.NV,(4,) ; si /V est irtéductible, il en est
de méme de /V,, et réciproquement. Soit en particulier 47, la représenta-
tion de degré » de £ qui correspond ainsi a A7, et soit y, son caractere.
D’autre part, si 4 est une représentation de degré 1 d’un sous-groupe
g de £, il est facile de vérifier que la représentation monomiale de g7,
induite par 4, est réductible et somme directe de représentations de degré
I de g7,; et par suite la représentation monomiale de Z, induite par 4, est
somme directe de représentations monomiales induites par des représentations
de degré 1 de gy,. D’aprés le théoréme de Brauer, on peut écrire le
caractére y, de A7, comme combinaison linéaire 2_,(7 ¢ a coefficients entiers,
de caracteres ¢ de représentations monomiales mdultes par des représerta-
tions 4; de degré 1 de sous-groupes g, de £ ; d’aprés ce qu’on vient de
dire, on a le droit de supposer de plus que chacun des g, contient ;. On a
alors, quels que soient xe £ et §ey,, 7,(a€) = y,(x) 0,(§) et P;(x€) =i (2)2:(§),
d’ou ;(O(x)=;aig/1@-(x)2i($)wo(5”); en vertu de l'indépendance linéaire
des caracteres de y,, cette relation subsisie si on ne conseive au second
membre que les termes pour lesquels 4,(<)=w,(§). Autrement dit, on
a le droit de supposer de plus que chacun des 2; coincide avec w, sur
7o Cela étant, soit g, I'image de g; daus q(K/£)=ZFE/y,; soit #; le sous-
corps de K correspondant a ;. A la représentation monomiale de carac-
tere ¢;, qui induit sur 7, la représentation ,(§)-1, avec s=[G:g:],

cotrrespond, comme il a été expliqué, une représentation de Gg,, induisant
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w(x)-1; sur Cx; il est immédiat que cette représentation sera, elle aussi,
monomiale, et induite par une representation 0; de degré 1 de Gy, ; si

¢; en est le caractére, on aura y=2)a: et par suite:.
z

L(s, y; K/é)z]!L(s, ¢ K/IR)“=IIL(s, 0,; K/2)™.

Comme les ZL(s.0;; K/%) sont des fonctions de Hecke, cela achéve la
démonstration.

Bien entendu, il y a lieu de conjecturer, comme le fait Artin au sujet
de ses fonctions L non abéliennes, que les fonctions Z introduites ici sont
des fonctions enticres. Mauis, comme la démonstration des conjectures
analogues dans les corps de fonctions I’a fait apparaitre nettement, la
conjecture d’Artin est ¢étroitement liée a I’hypothése de Riemann; c’est

assez dire qu’elle dépasse les moyens de démonstration dont nous disposons
a ce jour,
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