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Dans un travail recent1 > M.M.Sasaki et Yano ont montre qu'un espace
Pn a connexion projective nor male, dont le groupe d'holonomie fixe une
quadrique dans chaque espace local d'un point P, est projectif a un espace
En dΈinstein a courbure scalaire constante.

Je veux donner de ce fait une demonstration tres simple a Γaide de
congruences orthogonales, qu'on peut associer au probleme. De meme, je
considere les conditions pour qu'un espace soit conforme a un espace
dΈinstein et je montre que dans le cas ou la quadrique passe par P, on
peut associer a Γespace une hypersurface non holonome FJJ"1 conforme et
un espace Cn-i a connexion conforme et je retrouve les resultats de M.
Sasaki, relatifs aux connexions conformes normales qui conservent une
hypersphere.

Etant donne un espace Pn(xι, , xn), on peut lui associer un espace
An+iίx1, , #*, Λ°) a connexion affine. Dans Γespace An+ι on peut considerer
un systeme de n + 1 congruences, ayant comme difϊerentielles des arcs

(1) dsa = λ?Λ*, ds° = dx° + λ? ώfi

ou λj, λ? sont des functions des coordonnees x1, , xn de Γespace Pn.

Etant donne un point P^x1, .. ., xn) de Pn, on peut considerer les dsa, ds°
comme un systeme de coordonnees cartesiennes homogenes dans Γespace
local du point P, ce point etant Γorigine du systeme. Ces coordonnees sont
evidemment determinees par une transformation de la forme

( 2 ) dsa^ea

bdsb

ds° = el ds° + e°a ds*

oύ el, e% el sont des fonctions des x1, .. ., xn.

En designant par γ ĉ, y$c les composantes de la connexion projective

de Pn par rapport aux n + 1 congruences (λα), (λ°), les composantes γ*|y
(a, β, γ = 0,1, , n) de la connexion affine de Γespace associe An+ι sont
alors donnees par les formules

(3) 72 = 7L 7;? = 7 ^ 7*o"y = 7̂ 0 = -δ?

Considerons maintenant dans Γespace local du point P une quadrique

1) On the structure of spaces with normal projective connexions, whose groups of
holonomy fix a hyperquadric or a quadric of n—2 dimensions. Tδhoku Math. Journ.,
II Ser. 10949), 31-39.
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(4) Abcds»dsc + 2A0cds"dse + A o o ( ^ 0 ) 2 = 0

et supposons que cette quadrique ne passe pas par P, done que A00=f=0.
Supposons encore que la quadrique n'est pas degeneree et qu'elle represente
soit une ellipsoϊde reelle soit une ellipsoϊde imaginaire. En ce cas par une
transformation (2) on peut reduire Γequation (4) a la forme canonique

(5) (ds1)2 + . . . . + (dsny + s(ds°y = o

oύ £ est egal a —1 o u a l . Le groupe (2)qui conserve cette forme canonique
est une groupe orthogonale conforme dans les dsa et — e\ sont nulles. II en
resulte alors que

(6) ds* = (ds1)2 + . . . . + {dsnγ

est la metrique d'un espace de Riemann Vn conforme associe a. Γespace Pn.
Ecrivons maintenant que la quadrique (5) est conservee par un deplacement
parallele dans Γespace An+U Cela signiίie qu'on doit avoir

(7) dsPδώP + edsoδs0 = (ab8s"> + aoδs°)\:(dsy + β(ds°) + θ(rfs°)a]

pour des valeurs convenables des ab, a0. Comme par un transport parallele
S de la connexion (3) nous avons

Sdsa = ryj. ds1^ - ds° Bsa - dsaSs°
(8)

δ ds° = 7gc

en introduisant ces formules dans (7), nous obtenons les conditions

(9) ya

bG + 7^c = Sfa, a0 = -1, τ j 3 = 6δJ.

Les premieres nous disent que ylc sont les composantes d'une connexion

conforme de Weyl de la metrique (6).

Pour interpreter les dernieres, supposons que la connexion soit normale._
Dans ce cas nous avons2)

(10) 7?c = n

7 f ϊ

oίi jbc est le tenseur contracte du tenseur de courbure de Γespace Vn

et ou γJC(i sont les coefficients de Ricci a quatre indices. Les dernieres (9)

et (10) nous disent done que nous avons

(11) γ δ c = €(n - l)δj.

Autrement dit, Γespace Vn est un espace En dΈinstein a courbure scalaire
ε(n-l). Q.E.D.

M.M. Sasaki et Yano montrent aussi qu'inversement etant donne un

espace a courbure scalaire constante R, il est conforme a un espace En a

courbure scalaire ±(n — 1), done le groupe d'holonomie de Γespace Pn fixe

une quadrique (5).

2) G. VRANCEANU, Le9:ns de geometrie differentielle, Bucarest, 1947, p. 411.
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On peut se demander dans queues conditions un espace En a courbure
scalaire ±(n — 1) est conformement euclidien.

En calculant les composantes W^cd du tenseur de courbure conforme de

Weyl, sur les n congruences (\a), on obtient les formules

(12) wwy^ίm-m
ce que nous dit que Γespace En est conformement euclidien seulement s'il
est a courbure constante.

On peut se demander aussi queues sont les conditions pour qu'un espace
Vn a metrique

(13) ds* = aijdtfdtf

soit conforme a un espace En. Si Γon s'arrange de faςon que En soit a
courbure scalaire 8{n — 1) et que la metrique de En soit

(14) ds* = e-2*atJdxιdxf

la fonction ψ doit satisfaire aux equations

(15)

oΓi

3xι

1
+ ψjψi - γarsψrψsaji

2(n-l)(n-2)

sont les symbols de Christoffel de la seconde espece et oα Rn et
3

sont les contractions du tenseur de courbure. Les conditions dϊntegrabilite
de ces έquatrons nous donnent

(16) W'jlk Ψi — Y^e-^iajiψk — aikψt) = Vm

oil Wjlk sont les composantes du tenseur conforme de Weyl et le tenseur

VjM est defini par les formules

όR _a 3 #

Vjlcl = 3 n - 2 ' 2(» - iχw - 2)

ou Rjjoj sont les derivees covariantes de Rn a Γaide de la metrique <2i7. Les
formules (16) sont une generalisation des formules de Schouten qui conduisent
aux conditions pour qu'un espace Vn soit conformement euclidien. On soit
aussi que pour n > 3 le tenseur Vm s'exprime a Γaide du tenseur W')kl i9

contraction du tenseur derive du tenseur de Weyl.

II en resulte done que Γespace Vn est conforme a un espace En, si les
(15) et (16) possedent une solution et inversement.

Supposons maintenant que la quadrique (4) tout en etant non degeneree,
elle passe par Γorigine. On peut alors έcrire cette quadrique sous la forme
canonique

(17) (dsιf + (ds*)2 + . - . . + {dsn~ιf - 2ds°dsn = 0.

Les transformations (2) qui conservent cette forme canonique s'ecrivent
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(18) dsn = en dsn

d~s° = c°ods° +

oίi les c satisfont aux conditions

(180 4 ή = Φ ϊ (*,*,* = 1,2, .. ..n - 1).

Le groupe (18) laisse done invariante Γequation

(19) dsn = 0

qui est en general une equation de Pfaff non completement integrable et
Γon voir ainsi que la quadrique (17) associe au probleme une hypersurface
non holonome V%~1 conforme. On verifie facilement qu'un transport parallele
(8), ne peut pas conserver la quadrique (17), que si ce transport est tangent
e la hypersurface (8sn = 0) et satiisfait aux conditions

α9,v Vli + TSI = %Ylι, Ύni = Tίϊ = 0,

Les derneres conditions nous disent que les composantes t^ du tenseur

de torsion sont donnees par les f ormules

ou T7jbj sont les coefficients du covasiant bilineaire de Γequation (19). Done

si la connexion est sans torsion Γequation (19) est completement integrable,

done V%~1 est holonome.

En tout cas on peut interpreter les ds1, , dsn, ds°, comme les
coordonnees d'une hypersphere3)

(20) ds°l{ξιY + . + ( p - 1 ) 2 ] - 2dsψ - . . . . - 2 dsn~ιξn~ι + 2dsn = 0

dans Γespace conforme d - i ^ 1 . P" 1 ) . Dans cette interpretation, la
quadrique (17) exprime le fait que Γhypersphere (20) est de rayon nul. Done
les transformations (18) qui conservent la quadrique (17), sont les transfor-
mations du groupe conforme de Γespace Cw_i, qui conservent les hyperspheres
passant par le point P. Les conditions (18) expriment done le fait que la
connexion conserve les hyperspheres de rayon nul, done elle est une connexion
conforme de Γespace Cn-i.

Nous avons done le theoreme:

Une quadrique (17) associe a Γespace a connexion projective Pn un espace*
a connexion conforme Cn-ι est inversement.

On sait que la connexion conforme (19) est norm ale, si nous avons

3) G.VRANCEANU, Sur la theorie des espaces a connexion conforme, Bull. Math., 45
(1943), p. 5.
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°u <yhJc et γ sont les contractions du tenseur de courbure γι

hr1c de la metrique

(21; (dsψ+ . . . . +(ίfow-1)3

les 7 ^ etant les coefficients de Ricci a quatre indices relatif s aux n — 1

congrauences orthogonales (λ/ι).
Ce la dit, considerons dans Γespace Pn un vecteur

qui riest pas tangent a la hypersurface non holonome FJ"1 done vn=t0. On
peut toujours par une transformation (18) supposer que nous avons pour ce
vecteur Vth = 0. En ce cas par un transport parallele δ, les variations δzΛ
sont donnees par les formules

et ces variations sont elles aussi nulles seulement si nous avons

(22) 7jj = kSit 0° = kvn.

Or se donner un vecteur dans Pn, revient a se donner un hypersphere
dans Cn-i et dans le cas ou le vecteur est donne par les formules

ίΛ = 0, v° = kvn

Γhypersphere (20) a le centre a Γorigine

(23) »°C(f ̂  + + (ξn~ιY~] + 2y?i = 0

et le rayon est donne par la formule

R z _ __2v^ ^ _2^

si ^Φθ. Si k est egal a zero, Γhypersphdre coincide avec le point de Mobius.
Done si k est un constante differente de zero, la connexion conforme normale
qui satisfait aux premieres formules (22), associe a. chaque point P un
hypersphere de rayon constant, cette hypersphere etant invariante a un
deplacement parallele. Comme nous avons en vertu des (20)

n - 2 2(» - l)(w - 2)

il en resulte les formules

7 "" — Ϊ P — ' 7Λfc ~ 6

done Γespace de Riemann (21) est conforme a un espace £,» dΈinstein. On
voit que si Γhypersphere est reelle, done si Rz > 0, cet espace est a courbure
scalaire positive ou negative, suivant que 6 est egal a 1 ou a — 1. Le signe
de la courbure change si R est purement imaginaire, tandisque si k = 0,
done si Γhypersphere est le point de Mobius, la courbure scalaire de Γespace
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est nulle. On retrouve ainsi des resultats obtenus par M. Sasaki4). On peut
encore observer qu'etant donnέ une hypersphere de coordonnέes tP, i/1, vn

t

qui ne passe pas par Γorigine #w=t=0, on peut par une transformation du
groupe conf orme (18) supposer que Γhypersphere passe par Γorigine vh = 0.
Les transformations (18) qui conservent cette situation doivent alors avoir
les coefficients e\ nuls et la mέtrique (21) est un invariant conforme, du
probleme, done se dormer une hypersphere dans Cn-\ ne passant pas par
Γorigine, revient a se donner une normale a Γhypersurface V^'1 et
inversement.
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4) S,SASAKT, On the spaces with normal conformal connexions whose groups of holonomy
πx a point or a hypersphere I, II, III, Japanese Journal of Math., 34(1942), p. 614,623,
35(1943), p.791.




