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1. Introduction. Soit f{(2) une fonction méromorphe d’ordre nul dans
|z] < oo, alors elle a au plus une valeur déficiente. On conjecture qu’elle est
valeur asymptotique en oo (Voir [1]). Quand T(r, /)= O((log r)?), par Valiron
[5] et Anderson-Clunie [1], la valeur déficiente possible de f(z) est valeur
asymptotique en oo. D’autre part, Gol’dberg [4] a donné un exemple d’une
fonction méromorphe dans |z|<C oo d’ordre plus grand que 1 tel qu’une
valeur déficiente & n’est pas valeur asymptotique méme si 8(a)=1 et Arakeljan
[2] 2 donné un exemple d’une fonction entiére d’ordre fini plus grand que
1/2 tel qu’il a valeurs déficientes non asymptotiques.

Dans ce mémoire, on introduit une famille de fonctions méromorphes
d’ordre nul dans |2|<C o qui contient toutes les fonctions méromorphes dans
|z] < oo telles que T(r, f)=0O((logr)?); et on donne un résultat concernant
la conjecture précédente.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna :

log*, M(r, f), m(z, f), n(r,a), Nr,a), T(r, ) .

2. Introduction d’'une famille de fonctions méromorphes d’ordre nul
dans |z|<< oo. Soit f(2) une fonction méromorphe d’ordre nul dans |z|<<oo.

On met
r f ) —T(‘E;D— dx r ) —N(i; a) dx
prr) = — T(r, f) r>0), @n()=—7 N(r, a) (r=ra),

et

1) Ce travail a été fait en partie avec 'aide de la Fondation de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
2) On utilise T'(r) au lieu de T'(r,f) de temps en temps.
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N(r,a;f)= N(r,a)=r fmﬂlfg;-ﬁ dx.

PROPOSITION 1. @r(r) =1 (@ () =1).

PREUVE. En effect,
[ HED oz r 16,1 [ 5 do=T0 1.
PROPOSITION 2. lim inf gz (r) = 1 (lim inf gy () = 1).

PREUVE. (Voir [6]). Supposons que
liminf @r () =h >1,

Cest-a-dire, il existe un 7, tel que, pour tout r plus grand que 7,
AT <r f —TJ(:‘Z:) dx = rT\(r)

T()
7

pour 1<h'<hj;ou Tyr)= f _’I%i’zﬂ dz. T = —

r

, par conséquent,

—hrT{(nN<T\).

Cela veut dire que T,(r)7/* est croissante pour r = r,, de sorte que,
(1) f I%ldx>K-r’l/"' pour 7 =r,

ou K =T (r)r"".
Si Pon suppose que

limsup T(r)r—™-2» =0,
r—00
pour tout & >0 fixé, il existe un 7, tel que, pour tout » plus grand que 7,

T() < er .

En substituant cela dans (1), on a
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K<en'.
C’est une contradiction. En conséquence, il faut
lirr,‘j,uP TGe)yr~ -2 >0,
Cela veut dire qu’il existe une suite {r,};_, telle que 7, /" > et
T(r) > K, -r-om  n=1,2,3,+--,

ot K, est un constant positif. Cela signifie que l’ordre de f{z) est au moins
(h"'—1)/h" > 0. C’est une contradiction a I’hypothése, par conséquent

lim inf pr(r)=1.

DEFINITION. N, = {f(z); méromorphe d’ordre nul dans |z| < = telle
qu’il existe une suite {R,};_, ayant les propriétés suivantes: a) 0 <R, /' oo,
b) lin} sup Ry+1i/R, < oo et c) Lim prfR,) =1} .

PROPOSITION 3. Soit f(z) une fonction méromorphe dordre nul dans
|z| < oo. Si elle appartient a N, alors pour toute valeur a non déficiente
au sens de Valiron®, il existe une suite {R,};-, telle que a) 0 <R, /' oo,
b) lim sup R,+1/R, < oo et c) lim @y (R,) = 1.

n—oc0 n—

Inversement, s’il y a une valeur a non déficiente au sens de Valiron
telle qu’il existe une suite {R,}y., ayant les propriétés a) 0 < R, /' oo,
b) lim sup R,+1/R, < o et c) lim @y (R,) = 1, alors f(z) est contenue dans N,.

n—oo

PREUVE. Soient a une valeur non déficiente au sens de Valiron et
{R.}7=1 une suite ayant les propriétés a), b) et limpr(R,) = 1. Pour un € >0
——

fixé quelconque, il existe un 7, tel que, pour tout » plus grand que 7,
1=8)T() = N(r,a) =T(r),
par conséquent, |

pr(r) = (1—8) @w, (1)

et on a
. N(r,a) ) Lo . s
3) hmf’f(rkf.:)_ =1. L’ensemble de valeurs déficientes au sens de Valiron est de capacité
r—00 )

logarithmique nul.
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1 =lim <pr(Rn) = (1—¢€) lim sup @y, (Ry)
n—oo n—rco
c’est-a-dire

. 1
1 R)=_* .
im sup pr (R =~

Cela veut dire que, d’aprés la proposition 2,
]im ¢Na(Rn) =1 .

Inversement, soit @ une valeur non déficiente au sens de Valiron telle qu’il
existe une suite {R,}7., ayant les propriétés a), b) et c), alors

rfmTv(i;ﬁ~dx

(pr(r) é . N(r, a\) é '1-_];A (pNa(r) >

en conséquence,

. 1
lim sup @r(Ra) = = -

Le nombre & est positif quelconque, par conséquent, d’aprés la proposition 2,
lim pr(R.) = 1,
C'est-a-dire, f{z) appartient a N

PROPOSITION 4. Soit flz) une fonction méromorphe d’ordre nul dans
|2]|<< oo tell quee

lim R

alors, f(z) appartient a N,.

PREUVE. Par un calcul simple, on a
[ T ar =10 v [ 2P da T0) = [ 2D e
r X r X o X

D’autre part, en vertu de l'inégalité
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T+ SN log2 =T =T() + S2r)log 2,

o T@r) _ 4 o C S
(2) 1712 o 1 si et seulement si l}ﬂ o

Par conséquent, par ’hypothése, on a

r f ) Z(—‘::l dx
lim ——

ety b
Cela veut dire que f(2) est contenue dans N,.

COROLLAIRE. Soit f(2) une fonction méromorphe dans |z| < oo telle
que

T(r, ) = O(log r)") et (logr)** = o(T(r, f)) (n=2),
alors f(z) € N,

PREUVE. Par 'hypothése, il y a deux nombres A et 7, tels que, pour
tout r plus grand que 7, on a

T(r, f)= Allogn)",
en conséquence,

S(r) = 2" A(log )",
en considérant I’hypothése, on a

S0
im ey = O

D’aprés (2) dans la preuve de la proposition 4,

. T@2r) _
lrl—E} T 1,

par conséquent, f(2)< N,

N.B. Grice a ce résultat, une fonction f{z) méromorphe dans |z|<< oo
non rationnelle telle que 7(r, f)=0O((log r)?) appartient a N
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PROPOSITION 5. Soit f(2) une fonction méromorphe dans |z| < oo
appartenant & N, alors (@f(z)+B)/(vf(2)+8) est contenue dans N, ou
ad — By # 0.

PREUVE. Parce que 'on a la relation

T, (@f(2) +8) D) +8) _
i TG f) =1

on obtient cette proposition tout de suite par la définition.
3. Théoréme. D’abord, on donne quelques lemmes :

LEMME 1. Soit f(z) une fonction entiére d’ordre nul, alors on a
Uinégalité

log M(r, f) < N(r,0; f)+ Ni(r,0; f) + Olog r)
(Voir Valiron [6]).

LEMME 2. Soit f(z) une fonction entiére d’ordre nul, alors on a, pour
¢, n deux nombres quelconque fixés (£ < 1),

log| f(z)| = M2R, 0) — K(g, 7) N\(2R, 0) — log|c|

dans (R < |z| = R sauf dans les cercles contenant les zéros tels que la
somme des rayons est R own ¢ et K(¢,n) sont constants (Voir Cartwright [3]).

LEMME 3. Soit {R,};., une suite telle que
O0<R,/ +oo et limsupR, /R, =A<< +o0,
alors, pour ¢ =1/(N+1), il existe une suite partielle {R,}7. telle que

O0<R, /1 +oo, limsupR, /R, =N=N+1< +o0
{—o0
et

L‘an < Rn. = anz < an Lo = :Rn. < Rn._. = Can Lo,

PREUVE. D’abord, on note que l'ensemble N,={k >n; (R, < R,} n’est
pas vide pour tout z suffisamment grand. Soit 7, le premier nombre tel que
N,# ¢ pour tout n = n,.
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On construit une suite partielle {R, }5; comme suivant: Soit
R, =R,,.

On définie R,, comme le nombre le plus grand dans {R,}] ol n=mn, et
ER, < Ra,

Puis, quand R, est défini, on définie R,,, comme le nombre le plus
grand dans {R,} ou n >n, et (R, <R,,.

Ici on a une suite partielle {R,}:; de {R,};.,. Elle a les propriétés a)
0 <R, / +oo, b)limsupR,,. /R, =N <N+1 et

ng < Rnl é tRns < ew- é an, < R"i‘l é CRﬂul <L vee

par la maniére de la construction de cette suite.
En utilisant ces lemmes, on a

THEOREME. Soit f(2) une fonction méromorphe dans |z|<<oo appar-
tenant & N, S’il existe une wvaleur déficiente au sens de Nevanlinna,
alors, elle est valeur asymptotique de f(2) en co.

PREUVE. On peut supposer que, d’aprés la proposition 5, la valeur
déficiente est oo en considérant une transformation linéaire.

On utilise les faits suivants:

1) IimT(, f)/T@, f—a) =1 o « est finie.

2) 1l existe deux fonctions entiéres d’ordre nul A(z) et g(z) n’ayant pas
de zéros communs telles que Az)=h(z)/g(2).

Par conséquent,

3) N#,0; f)=Nr,0; k) et N(r,o0; )= Nr,0; g).

4) D’aprés 1) une valeur B n’est pas déficiente au sens de Valiron de
fl2) si et seulement si 0 est une valeur non déficiente au sens de Valiron de
flz)—8.

5) Grace au 3)

) =1-—lims /. g
(e =1 =i 16, £ PTG £

En vertu du 5), pour 0 < & << 8(o0)/(4—38(0)) fixé, il existe un r, tel que
pour tout r plus grand que 7, I'inégalité suivante est vraie:

(3) N(#,0; 9) = (1—3(c0)+&/2) T(r, f) .

En appliquant le lemme 1 & g(z) et grace a ’égalité
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N(r,0; 9) + Ni(r,0; g) = rf —NQ;?’*Q) dzx

r

et a l'inégalité (3), on a

(4) log M(r, g) =r f M—x:r? 39) dx + O(log r)

= (1—38(c0)+8) rfm&i;ﬁ- dz.

r

Par ’hypothese et d’aprés le lemme 3, il existe une suite {R,};.; telle que
a) 0< R, /" +o0, b) limsup R,.,/R, =N =A+1, ¢) lim @r(R,)=1 et d) pour
£=1/(A+1),

CR2<R1§§R3<R2<'°'§§Rn+1<Rn§§Rn+2<"'~

Pour & précédent, il existe un n, tel que, pour tout n plus grand que n,,
on a

R, [ HED dr<are TR,
Rn
par conséquent, en considérant que log M(r, g) est croissante, grice au (4),
pour (7'0 _S_) r é R’m
(5) log M(r, g) = (1—8(c0)+&)1+&) T(Ra, f) -

Puis, d’aprés 4) on a

. N#B5f) _ . N@,0;h—Bg) _
im =rG, ) —im—r s =1

ou B est une valeur non déficiente au sens de Valiron. En conséquence, pour
notre suite {R,}5.;, on a

lim gy (R,) =1 et lim Ny(R,, 8;f)/NR., B8;f) =0.

On applique le lemme 2 &4 h—Bg=F et a ¢ =1/(A+1), 5 =1/2(M+1).
Pour € le nombre donné précédent, il existe un 7, tel que, pour tout n plus
grand que 7n,, on a

K(&, 1) N(2R., B f) + log|c| = ENQCR., B 1),
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parce que

_N@2R,, B3 f)
NZR., 85 f)

N(R B3 f)
NR,, B; 1)

=2 —0 (1 oo)

ot ¢ et K(¢, n) sont constants dans le lemme 2. Grace 4 cela, on a l'inégalité
log| F(2)| = (1—&) N(2R,, 8 f)

pour ¢{R,= |z| =R, sauf dans les cercles contenant les zéros de F(z) tels
que la somme des rayons est 7R,.

D’autre part, on a, pour & donné précédent, un nombre 7, tel que, pour
tout n plus grand que n,, 'inégalité suivante est vraie:

N@R., B3 /)= 1A—8E TR, f);
par conséquent, pour tout n = max(n,,7,), on a
log|F(2)| = (1—8&)*T(2R,, f)

pour ¢{R,= |z| =R, sauf dans les cercles contenant les zéros de F(z) tels
que la somme des rayons est 5R,.

D’aprés le choix de ¢ et 5, il existe une courbe simple Z(2), 0=:z<1,
ayant les propriétés: i) lim Z(¥) = oo et ii) pour tout &z=£,(€), il existe

-1

un n dépendant de ¢ tel que

|Z()] =R, et log|F(Z(#)| = (1—&*T(2Rn, f) -

Soit # < 1) un nombre quelconque plus grand que ¢,, alors il existe un »
tel que |Z(¢)| = R, et, d’aprés (5)
log| f(Z(2))—B| = log| F(Z(¢))| — log| g(Z(£))|
= {8(o0) — &4 —=8(coN} T(Rx, f)
= {8(o0) — &4 —8(co))} T(1Z(D)], 1) -

On a choisi 0 < & << 8(0)/(4—8(o0)), et I'inégalité 13 haut signifie que f(2)
tend vers oo sur Z(¢) quand ¢ tend vers 1. Cela veut dire que oo est une
valeur asymptotique de f(z) en oo.

Addition: N.B. Si T(r,f) est asymptotiquement égale 4 une fonction
U(r) a croissance réguliére au sens de Valiron [5], elle satisfont & I'hypothése
de la proposition 4.
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