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Résumé. Bieberbach, Fatou et Picard avaient étudié une application biholomorphe
de I'espace entier de n variables complexes sur son domaine qui a un point extérieur. En
appliquant ces résultats au probléme de Cauchy pour I'opérateur différentiel a coefficients
des fonctions entiéres, nous donnons une remarque sur le domaine d’holomorphie de
la solution.

Abstract. Bieberbach, Fatou and Picard studied a biholomorphic map from the
entire space of n complex variables onto its domain that has an exterior point. By
applying these results to the Cauchy problem for the differential operator with coefficients
of entire functions, we give a remark on the domain of holomorphy of the solution.

Introduction. Leray [L] a étudié les singularités et un prolongement analytique
de la solution du probléme de Cauchy dans le domaine complexe.

[HLT1, 2], [HT], [P] et [PW] ont étudi¢ des prolongements analytiques de la
solution du probléme de Cauchy pour I'opérateur différentiel a coefficients des fonctions
entieéres. ’

Dans cet article, nous donnons une remarque sur le domaine d’existence de la
solution du probléme de Cauchy. Elle est un résultat immeédiat des études [B], [F] et
[Pi].

Je remercie vivement Toshio Nishino de ses suggestions trés précieuses.

1. Notations et résultats. Soit x=(x,, x'), x'=(xy, ..., X,) un point de C"*1,
On considére un opérateur différentiel d’ordre m

a(x,D)= Y a x)D*, D*=Dg --- D, D;=0/0x;, 0<i<n.

la| <m

Nous supposons que tous les coefficients de a sont des fonctions entiéres sur C"*! et
que 0. o(x)=1sur C"*'.

Soit S I'hyperplan x,=0, donc non caractéristique pour a.

Etudions le probléme de Cauchy

(N a(x, Dyu(x)=v(x), Du(0, x")=wy(x"), 0<h<m-—1,
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o u(x) et les wy(x’), 0<h<m—1, sont des fonctions entiéres sur C"*! et C" respec-
tivement.

D’aprés le théoréme de Cauchy-Kowalewski, il existe une unique solution
holomorphe au voisinage de S dans C"*1.

Nous étudions un prolongement analytique de cette solution. En général, des
diverses phénomeénes y se passent.

Dans cet article, nous donnons un exemple tel que le domaine d’existence de la
solution a un point extérieur dans C"**. Cet exemple est essentiellement di 4 un résultat
de [B] (aussi voir [F], [Pi] et [N]).

[B] a construit des fonctions entiéres sur C?2, fi(x,, x,), i=1, 2, vérifiant la condition
suivante:

ConDITION A. (i) Le déterminant fonctionnel satisfait

ofy, f2)

02— sur C?.
a(xl, x2)

£0,0=0, i=1,2.
(i) Notons T Iapplication u; =f,(x,, X,),  =f5(x;, X,) de C? dans C?. L’image
A=T(C?) de C? par T a un point extérieur dans C 2. T est une application biholomorphe

de C? sur 4. T~ est son application inverse x; =g,(u,, u,); X, =g,(u,, u,) de 4 sur C.
A est un domaine pseudoconvexe.

Soit H(u,, u,) une fonction holomorphe dont le domaine d’holomorphie est 4,
c’est-a-dire que H(u,, u,) ne peut pas se prolonger analytiquement au dela de d4; 04
est la frontiére naturelle de H(u,, u,).

Etudions le probléme de Cauchy

Q) { LUX)=(Do+ D, f5(x1, X2)D1 — D f5(x4, X2)D,)U(x)=0,
U0, xy, x5)=H(f(xy, X3), f5(xy, X)) -
Les coefficients de I'opérateur L et la donnée de Cauchy H(f(x,, X;), f>(x;, X,)) sont
des fonctions entiéres sur C3et C? respectivement.
Soit
Jiouy=fi(xy, x3)—Xo, Uy =f3(x1, x3),

une application de C* dans C?2.
Notons Z la composante connexe contenant ’origine O de I'ouvert

J- 1(A)={x=(x0, X1, X3)5 (f1(x1, X2) = X0, fo(X4, xz))eA} ;8.
Alors nous avons:

PROPOSITION 1. Le domaine d’holomorphie de la solution U(x) du probléeme (2) est
2.



PROBLEME DE CAUCHY 135

9 a un point extérieur dans C3.
La fonction U(x) ne peut pas se prolonger analytiquement au dela de 09, c’est-a-dire
que 09 est la frontiére naturelle de Ul(x).

Pour démontrer cette Proposition, nous avons d’abord:

LemMmE 1. (i) 2°oJ7Y(4°), ou D° et A° sont les extérieurs respectifs de D et A.

(ii) Le domaine 9 a un point extérieur dans C?3.

(iii) J(02)caod.

PReUVE DU LEMME 1. (i) et (iii) sont évidents. (ii)) 4°# . Prenons un point
(uy, u)e4®. En déplagant u, voisin si nécessaire, on peut supposer qu’il existe
(V1> ¥2)€ C? tel que f5(yy, ;) =u,. Pour y=(yo, y1, y2)€C>, yo=fi(y, y;)—uy, on a
J(y)=(uy, u,). Donc 2°>J"1(4°)#J. C.QF.D.

PREUVE DE LA PRrOPOSITION 1. La solution U(x) du probléme (2) est
(3) Ux)=H(f(x1, X3) —Xq, f5(x1, x,)) dans 2.

Cette fonction est uniforme et holomorphe dans 2.

Nous allons démontrer que U(x) ne peut pas se prolonger analytiquement au dela
de 02.

Supposons U(x) holomorphe & un point y=(y,, y;, y,) € 0Z. Prenons un voisinage

V de (vy, v)=J(y) €04, v1=f1(V1, ¥2) = Yo V2=/2(V1, ¥2), dans C? tel que {(u; + Yo, u,);
(uy, uy)eVicd.
D’apreés la condition A, pour ¢>0 et V suffisamment petit,

W:{(Xo’ X1, X2); | Xo—Yol<& x1=g;(u;+xp,u5), }
Xy=¢,(uy+xo, u;), (U, u)eV
est un voisinage de y dans C?>.
Nous pouvons supposer que U(x) soit holomorphe sur W, en diminuant V si
nécessaire.
Posons
H(uy, uy)=U(yo, 91 (s + Yo, U2), g2(U1 + Yo, ;)  pour  (uy, uy)e V. )
La fonction H(u,,u,) est holomorphe sur V. Vu que yedZ, il existe un point
X=(%y, X, %)€e2nW et donc on a (iy,i,)=J(X)ednV; ﬁ1=f,(£1,>?2)~—)20, =
f5(%,, %,). Il existe alors ¥ un voisinage connexe de (ii;, #,) dans C? tel que V=An Vet
W:{(XO’ X1, X5)5 | Xo—Yol<e, xy=g4(u;+xo, ’iz), }cJ_l(A) ]
Xo=¢o(uy +Xo, U3), (U, uz)eV
W est un ouvert connexe et X€ W. Le point % est joint & O par un arc dans J~'(4),
d’ot WeWn2. Sur W, U(x) est de la forme (3), donc

H(uy, uy)=U(yo, g1(uy + Yo, t2), g2(thy + Yo, U5)) pour (“1,“2)617'
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Il en résulte que
H(uy, u))=H(uy, u,) sur V.

Alors H(u,, u,) se prolonge analytiquement a (v, v,). Ceci est contradictoire a
I’hypothése que le domaine d’holomorphie de H(u,, u,) est 4. C.Q.F.D.

Pour les fonctions g, et g, dans la Condition A, nous avons:
PROPOSITION 2. Les domaines d’holomorphie de g, et g, sont A.

PREUVE. L’idée de cette preuve est due a Toshio Nishino.

(i) Soit (vy,v,) un point quelconque de 04. Vu que T est une application
biholomorphe de C? sur 4, lorsqu’un point (u;, u,) de 4 tend vers (vy, v,), | g, (U, )|+
| g,(uq, uy)| tend vers + oo.

(ii) Supposons que la fonction g, puisse se prolonger analytiquement & un point
(u?, ud)edd. Alors il existe une boule Q de centre (u?, u)) et de rayon p (>0) telle que
la g, soit holomorphe et bornée dans Q.

Notons s,={(uy, ;)€ Q; g1(uy, uy) =a}, o a=g,(uy, u3).

On a alors:

LeMME 2. Tous les points de s,n 04 sont isolés.

PREUVE DU LEMME 2. Vu (i) et que la g, est bornée dans Q, lorsqu’un point de
An Q tend vers un point de d4n Q, g, tend vers co. Pour p (>0) suffisamment petit,
posons

-1 an
Gz(ul,u2)={g2(u1’u2) pour (uy,uy)€ Q,
0 pour (u;,u,)ed°nQ.

G,(uy, u,) est une fonction continue dans Q et holomorphe dans O\ {(uy,u,)e
Q; Gy(uy, uy)=0}.

D’apres le théoréme de Rado (cf. [G], [N]), la fonction G,(u,, u,) est holomorphe
dans Q et 'on a d4nQ<={(uy, u,)eQ; G,(u,, u,)=0}. L’ensemble s5,nd4 dans Q est
contenu dans

{(uy, ur)€Q; g,(uy, uy)=a, Gy(uy, uy)=0} .
Ceci implique que tous les points de s,nd4 dans Q sont isolés. C.Q.F.D.

Fin de la Preuve de la Proposition 2. En prenant p (> 0) suffisamment petit, on a
5024 = {(ud, ud)}.

L’application x, =G,(u,, u,) applique s, sur un voisinage de O dans le plan de la
variable complexe x, de fagon biunivoque. Par la définition de G,(u,, u,), en prenant
M(>0) suffisamment grand, on a

{x2€C; (fi(a, x,), f(a, x,)€Q} 2 {x,€C; | x;|>M} .
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Alors les fonctions f(a, x,),i=1, 2, sont bornées dans C, donc elles égalent identiquement
des constantes. C’est contradictoire a la Condition A. C.Q.F.D.

COROLLAIRE.  Dans le probleme (2), choisissons la donnée de Cauchy U(0, x,, x,)=X;,
j=1,2. Alors le domaine d’holomorphie de la solution a un point extérieur dans C?3.

PrReUVE. En effet, choisissons g;(uy, u,), j=1, 2 pour H(u,, u,). Vu les Propositions
1, 2, la solution U(x)=g;(f1(x}, X;)—Xo, f2(x;, X2)), j=1,2, satisfait la condition du
corollaire. C.Q.F.D.

REMARQUE 1. Par le changement de coordonnées u, =f;(x;,X,), ty=/5(x,, X,), le
probléme (2) se transforme en le probléme

Do+ D, )G(x0, uy, u)=0, G(O, uy, uy)=H(uy, u,) .

REMARQUE 2. Lacourbe bicaractéristique de I’équation LU(x)=0 issue d’un point
0, y1, ¥2), (¥1, y,) € C? est définie par I’équation

4 Silx1, X)) =x0=f1(y1, ¥2)»  fo(x1, X2)=f2(y1, ¥2) s
ou bien

Xo=t,
(5) x1=¢1(/1i(y1, y2) +1 f2(y1, ¥2) s

X, =g2(fi(y1, Y2)+t, fa(y1, ¥2))

(5) est la solution du systéme des équations différentielles ordinaires

4o = ﬁl“=D2f2(x1,xz), ﬁ

6 - D)
©®) dt dt dt

=—D,fy(xy,x3),
avec les données de Cauchy xy(0)=0, x,(0)=y,, x,(0)=y,.

Le domaine d’existence de la solution du systéme (6) est la composante connexe
contenant t=0 de ’ouvert

{te C; (fi(y1, y2)+1, fo(y1, o)) €4} .

Ainsi, la solution du systéme (6) a la frontiére naturelle mobile dans {te C}.
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