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LES GROUPES PROJECTIFS : EVOLUTION ET GENERALISATIONS

Société Mathématique de Belgique

Les groupes projectifs : évolution et généralisations,

par J. TiTs,
Aspivant F. N. R. S.

Bien qu’apparemment assez récente, la géométrie
projective, telle que nous la connaissons, est le fruit
d’une longue évolution dont on peut déja trouver des
éléments chez Apollonius. Toutefois, le titre de fonda-
teur de la géométrie projective revient assurément a
Desargues, qui est en effet le premier a mettre 'accent
sur les propriétés qui se conservent par projection en
tant que propriétés « considérables », et qui, par l'intro-
duction et l'utilisation systématique de la notion de
«but d’'une ordonnance de droites» (équivalente a la
notion de point projectif), crée (sans le mettre au point)
un nouvel espace, le futur espace projectif.

Aprés avoir été longtemps ignorée, la tradition de
Desargues est reprise par Monge, créateur de la géomé-
trie descriptive, par Poncelet qui explicite et précise la
notion de propriété projective, et par Mébius qui définit
les collinéaitions en utilisant la notion projective de ré-
seau, et prépare le programme d’Erlangen, de Klein.
Avec von Staudt, la géométrie projective est érigée en
science autonome, mais le cadre dans lequel elle se dé-
veloppe est toujours l'espace euclidien enrichi par I'in-
troduction des points a l'infini. Toutefois, la possibilité
de considérer un espace projectif a priori, indépendam-
ment de l'espace euclidien, sera infailliblement mis en
évidence par les idées de Riemann, pour qui « ’Espace
(euclidien) n’est qu’'un cas particulier d’une grandeur

by

a trois dimensions» [8] (1) ; et la géométrie projective

(1) Les chiffres placés entre crochets renvoient & la bibliographie.
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nous apparait ainsi, dans le traité d’Enriques, comme
une science autonome ayant un cadre propre, l'espace
projectif. Cette géométrie devait bientdt s’enrichir au
contact de I'algébre moderne.

Les liens profonds unissant la géométrie et I'algébre
avaient déja été mis en évidence & maintes reprises.
Monge a précisé ces liens d’une fagon particuliérement
significative dans la phrase suivante tirée de sa Géomé-
trie Descriptive : « Il n’y a aucune construction de Géo-
métrie descriptive qui ne puisse étre traduite en Ana-
lyse ; et lorsque les questions ne comportent pas plus de
trois inconnues, chaque opération analytique peut étre
regardée comme I’écriture d’un spectacle en Géométrie ».

Pour les différents géomeétres cités jusqu’a présent, la
géométrie est essentiellement bi- ou tridimensionnelle
et réelle. L’utilisation toujours plus large du nombre
en géométrie (Mobius, Plucker, Cayley, Gauss) allait
rendre possible le passage a un nombre quelconque de
dimensions (Grassmann, Cayley, Riemann) et la considé-
ration d’espaces projectifs sur un corps quelconque.

En 1935, 4 la suite d’'un cours de M. Artin relatif
aux groupes d’automorphismes des géométries finies
pluridimensionnelles, M. Zassenhaus [13] a caractérisé
les groupes des substitutions homographiques & coeffi-
cients dans un corps fini. En 1940, Kerékjarté [3] et [4]
a caractérisé les groupes homographiques réel et complexe.
Dans I'un et lautre cas, la triple transitivité apparait
comme caractéristique essentielle.

En 1945, M. Libois [6], soulignant la perte de significa-
tion, & une dimension, des axiomes d’alignement, et
I'importance de la propriété de triple transitivité dans.
I’étude générale des groupes projectifs nnidimensionnels,
indique sur cette base une axiomatique des espaces
projectifs & une dimension.

Jrai étudié [10] les groupes de transformations dont
la triple transitivité est seule postulée ; j’ai caractérisé
en leur sein les groupes projectifs unidimensionnels.
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Dans les cas particuliers out ’espace sur lequel opeére le
groupe est soit un espace fini, soit un espace topolo-
gique homéomorphe a une circonférence ou une sphére
réelle, j’ai retrouvé respectivement les résultats de M.
Zassenhaus et de Kerékjarté.

M. Libois avait par ailleurs [7] souligné l'intérét que
présenterait une étude plus générale dans laquelle le
nombre 3, lié aux groupes projectifs unidimensionnels,
serait remplacé par un nombre entier quelconque ; cela
m’a conduit a généraliser de diverses fagons les groupes
projectifs (a un nombre "quelconque de dimensions)
apres avoir analysé les propriétés de transitivité de
ces groupes, a étudier les groupes ainsi définis, et a
situer parmi eux les groupes projectifs dont j’étais
parti. J'exposerai ici quelques-uns des résultats auxquels
J’al abouti.

Nous appellerons groupe projectif (a2 une dimension)
le groupe de toutes les homographies non singuliéres

y_ax—}—{} a b |

= ! | =£ 0
Y=cx 1d lecd |7

sur un corps commutatif quelconque K (a, b, ¢, d étant
des €léments de K ; x et y variant dans K complété au
moyen d'un élément co0). On sait qu'un tel groupe
possede la propriété suivante : il existe une et une seule
transformation du groupe transformant trois points
donnés distincts en trois points donnés distincts, et
cela quels que soient les triples considérés ; nous dirons
qu’il est treplement transitif.

Lorsqu’on fait I’étude des groupes projectifs en mettant
I’accent sur la propriété de triple transitivité, deux
types de propriétés apparaissent comme particuliére-
ment importantes : les propriétés qui sont conséquences
de la triple transitivité (leur étude est équivalente a
I'étude générale des groupes triplement transitifs) et les
propriétés qui caractérisent les groupes projectifs dans
I'ensemble des groupes triplement transitifs (leur étude
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correspond a la recherche d’une axiomatique des groupes
projectifs basée sur la triple transitivité, prise comme
axiome de base) (%).

Parmi les propriétés du premier type, nous signalerons
les suivantes :

une transformation non identique appartenant au
groupe posseéde 0, 1 ou 2 points unis ; suivant le cas
nous dirons qu’elle est elliptique, parabolique ou hyper-
bolique ; le groupe contient effectivement des transfor-
mations paraboliques et des transformations hyperbo-
boliques.

les involutions (c’est-a-dire les transformations cy-
cliques d’ordre 2) non elliptiques du groupe sont toutes
hyperboliques ou toutes paraboliques ; dans le premier
cas, le groupe contient une et une seule involution
ayant pour éléments unis deux points donnés distincts
quelconques, ce qui permet de définir des quaternes
harmoniques jouissant des propriétés de symétries bien
connues.

Parmi les propriétés du second type, nous signalerons
les suivantes :

deux transformations hyperboliques ayant les mémes
éléments unis sont permutables (?).

toute transformation appartenant au groupe et pos-
sédant un couple en involution est une involution (autre-
ment dit, deux couples déterminent une involution).

11 existe des groupes triplement transitifs qui ne sont
pas projectifs (la non existence de tels groupes aurait

(1) L’axiome de triple transitivité étant posé a priori, on peut dire que deux
propriétés sont équivalentes si elles s'impliquent mutuellement. Les propriétés
du premier type apparaissent alors comme les propriétés « équivalentes & z€ro »,
tandis que les propriétés du second type sont équivalentes au caractére projectif
du groupe triplement transitif considéré. Il peut y avoir intérét a étudier d’autres
classes de propriétés toutes équivalentes entre elles, que celles dont il est question
ici (cf. dans [10], les considérations relatives aux groupes semi-projectifs).

(2) Cette propriété est mieux connue en géométrie projective classique,
sous la forme suivante : «les couples de points correspondants d’une projectivité
hyperbolique ont avec les points unis de cette projectivité un rapport anharmo-

nique constant ».
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Oté tout intérét aux considérations développées plus
haut) c’est-a-dire que la triple transitivité ne suffit pas a
caractériser les groupes projectifs ; mais il peut en étre
autrement si 'on particularise de 'une ou l'autre fagon
I'ensemble sur lequel opére le groupe considéré, c’est-a-
dire qu’il y a des ensembles sur lesquels n’opére aucun
groupe triplement transitif non projectif (il y en a méme
sur lesquels n’opére aucun groupe triplement transitif).
Ces remarques sont illustrées par les théorémes suivants :

1) Considérons un ensemble E formé d’'un nombre
fini N de points ; pour qu’il existe un groupe triplement
transitif opérant sur cet ensemble, il faut et il suffit que
N soit de la forme p” + 1, ot p est un nombre premier
et # un nombre entier quelconques. Si p = 2, ou si »
est impair, les groupes triplement transitifs opérant
sur E sont projectifs, et tous semblables entre eux.
Sip # 2 etsin est pair, il existe des groupes projectifs
et des groupes triplement transitifs non projectifs opé-
rant sur E, et les groupes de chacun des deux types
sont semblables entre eux.

2) Tout groupe triplement transitif continu opérant
sur la circonférence (resp. la sphére) réelle est homéo-
morphe au groupe homographique d’une variable réelle
(resp. complexe) ().

Le théoréme 1 résulte de la construction, donnée par
M. Zassenhaus [13], de tous les groupes triplement transi-
tifs finis (c’est-a-dire opérant sur un nombre fini de
points) existants; j'ai retrouvé indépendamment les
résultats de M. Zassenhaus, et j’ai développé sous forme
géométrique 1'étude des groupes obtenus [10].

Le théoreme 2 est dft a Kerékjartd [3 et 4].

Nous allons a présent essayer de généraliser ce qui a été

(*) Au moment ol j'ai fait cette conférence, on savait, par Kerékjartd, que
la spheére est la seule surface possédant un groupe triplement transitif continu de
transformations. J’ai montré depuis, que la circonférence et la sphére sont méme
les seules variétés ayant cette propriété.
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dit plus haut concernant les groupes projectifs et triple-
ment transitifs.

Pour y arriver on pourrait songer a faire I’étude des
groupes n-uplement transitifs (tels qu’il existe une et
une seule transformation du groupe transformant
points donnés distincts quelconques en 7 points donnés
distincts quelconques) pour # > 3; mais une telle
étude ne répondrait, a priori, que partiellement a la
question posée, puisque les groupes n-uplement transi-
tifs (» > 3) n’ont pas comme cas particuliers les groupes
projectifs pluridimensionnels. D’ailleurs, j’ai montré
que, pour # > 3, les seuls groupes n-uplement transitifs
existants sont, & I'exception d’un groupe quintuplement
transitif opérant sur 12 points (et connu sous le nom de
groupe de Mathieu) et du groupe quadruplement transi-
tif obtenu a partir de celui-la en fixant un point, le groupe
symétrique de degré » (groupe de toutes les permuta-
tions de » points), le groupe symétrique de degré » + 1
et le groupe alterné de degré n + 2 (groupe de toutes les
permutations paires de # - 2 points) ; ce résultat mon-
tre de facon précise quelle serait la portée d'une étude
générale des groupes n-uplement transitifs (n > 3).

Nous appellerons groupe projectif a 4 dimensions
(@ = 1) le groupe G de toutes les transformations linéaires
et homogénes, non singuliéres

vy =ax, (G,j=1...d+1) |ai| # 0

de d + 1 nombres, c’est-a-dire éléments d’un corps com-
mutatif quelconque K, x;... x;4,, ordonnés, non tous
nuls et donnés a un facteur prés, les coefficients a! de
la transformation appartenant au corps K ; si d > 2,
G peut encore étre défini, avec la terminologie de Veblen
et Young [12], comme le groupe de toutes les collinéations
projectives d’un espace projectif propre a d dimensions.

Désignons par E I'ensemble sur lequel opére le groupe
G (c’est-a-dire I'ensemble des (d 4 1) -uples (%y... %441)).
On sait qu’il existe une et une seule transformation de G
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transformant d -+ 2 points donnés de E en 4 + 2 points
donnés de E, a condition que chacun des (4 + 2)-uples
considérés soient formés de points d 4 1 a4 -+ 1 linéaire-
ment indépendants. On peut dire que le groupe G est
«a peu prés (4 + 2)-uplement transitif » mais qu’il y a
des (d + 2)-uples exceptionnels, qui peuvent étre ca-
ractérisés de la facon suivante : un (4 + 2)-uple est
exceptionnel s’il existe au moins une transformation
non identique de G conservant individuellement chacun
de ses points.

Prenant ces derniéres propriétés comme postulats,
nous dirons qu’un groupe de transformations G opérant
sur un ensemble E est & peu prés n-uplement transitif
s’il remplit les conditions suivantes :

1) Il existe des n-uples dont les points ne sont conser-
vés simultanément (et individuellement) par aucune
transformation non identique de G ; ils seront nommés
n-uples non singuliers.

2) Il existe une et une seule transformation de G
transformant » points donnés de E formant un #-uple
non singulier respectivement en # points donnés de E
formant un #-uple non singulier, et cela quels que sment
les n- uples non singuliers considérés.

I1 est aisé de vérifier que les groupes de transforma-
tions rencontrés ordinairement, et dont on est tenté de
dire, dans un sens intuitif qu’ils sont « a peu prés n-uple-
ment transitifs» (tels, par exemple, que les groupes
affins & # — 1 dimensions, et les groupes affins centrés a
n dimensions) vérifient les deux conditions énoncées. On
peut voir d’ailleurs qu’en adoptant une définition plus
large que celle donnée plus haut, on perdrait entiérement
le contenu intuitif de ’expression « a peu preés z-uplement
transitif ».

Lorsque G est un groupe projectif ou un groupe affin,
la distinction entre n-uple singulier et #-uple non singulier
peut étre exprimée simplement en termes de dépen-
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dance linéaire, donc aussi en termes de sous-variétés
linéaires. Passant au cas d’un groupe a peu prés n-uple-
ment transitif quelconque, nous allons, par un processus
inverse, définir des sous-espaces singuliers, généralisant
les sous-variétés linéaires des espaces affins et projectifs.

Considérons un ensemble E sur lequel opére un groupe
a peu pres n-uplement transitif G. Nous dirons qu’un
k-uple de points de E (2 < %) est singulier si tous les
n-uples qui le contiennent sont singuliers. Etant donnés
k points formant un A-uple non singulier, nous défini-
rons le sous-espace singulier de rang k déterminé par ces
points comme le lieu des points qui forment avec le
k-uple donné un (& -+ 1)-uple singulier.

Lorsque G est un groupe projectif ou affin a d dimen-
sions, les sous-espaces singuliers de rang £ < 4 sont
les sous-variétés linéaires de dimensions 2 —1; une
telle sous-variété possede la propriété remarquable
d’étre déterminée de la méme fagon par 2 quelconques
de ses points pourvu qu’ils soient linéairement indépen-
dants. Nous dirons qu’un sous-espace singulier de rang %
est homogene s’il est déterminé par n’importe lequel de
ses k-uples non singuliers.

Lorsque G est un groupe projectif a d dimensions,
les sous-espaces singuliers de rang 4 4 1 déterminés
par d + 1 points donnés, linéairement indépendants,
se compose des d 4+ 1 hyperplans déterminés par ces
d -+ 1 points pris d a d. Lorsqu’un sous-espace singulier
de rang & déterminé par k& points donnés est la réunion des
sous-espaces de rang k2 — 1 déterminés par ces points
pris a £ — 1, nous dirons qu’il est impropre.

Ainsi, lorsque G est un groupe projectif ou affin, tous
les sous-espaces singuliers sont homogénes ou impropres ;
les groupes qui possedent cette propriété constituent au
sein des groupes a peu pres n-uplement transitifs une
classe particulierement importante, nous les nommerons
groupes homogeénes.

Considérons un groupe homogéne G, et désignons par

a
k
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n, le plus petit nombre entier tel que les sous-espaces
singuliers de rang #; soient non triviaux (c’est-a-dire,
ne soient pas réduits aux seuls points qui les déterminent)
et par 7, le plus grand nombre entier tel que les sous-
espaces de rang 7, soient homogénes (on peut alors montrer
que tout sous-espace de rang inférieur ou égal a », est
homogéne).

Lorsque G est un groupe projectif, on a #n, = 2 et
Ny = N — 2.

Nous appellerons groupes du type projectif, les groupes
a peu prés n-uplement transitifs homogenes d’indices
m =2 et n,=mn—2. Ces groupes apparaissent, a
I'étude comme une généralisation naturelle des groupes
triplement transitifs. Comme pour les groupes projectifs
a une dimension, on peut rechercher parmi les propriétés
des groupes projectifs a 4 dimensions celles qui appar-
tiennent a tous les groupes a peu prés (d + 2)-uple-
ment transitifs du type projectif, et celles qui caracté-
risent les groupes projectifs en leur sein.

Parmi les propriétés du premier type nous trouvons,
par exemple, les propriétés des éléments unis des involu-
tions (existence de deux sous-espaces d’éléments unis
de rangs complémentaires; possibilité de définir des
quaternes harmoniques de points alignés, jouissant des
propriétés de symétrie ordinaires).

Dans le second type, nous trouvons, par exemple, les
propriétés suivantes :

st une transformation du groupe conserve trois points
distincts appartenant & un méme sous-espace de rang 2
(droite), elle conserve tous les points de ce sous-espace ;

une transformation du groupe conservant les d + 1
points d'un (4 4 1)-uple non singulier donné commute
avec toutes les transformations du groupe qui conservent
ces mémes points.

Signalons pour terminer qu’il n’existe, pour # donné,
qu'un nombre fini de groupes a peu prés n-uplement
transitifs qui ne soient pas du type projectif et tels



32

JACQUES TITS

que n, > 2 et n, <n—2; ce sont tous des groupes
finis. Ceci est a rapprocher de ce qui a été dit plus haut
concernant les groupes n-uplement transitifs (» > 4) (%).

(1]

[2]
[3]
(4]
[5]
(6]

[7]
(8]
(9]
[10]
[11]

[12]
{13]
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