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THEORIE DES GROUPES. — BN-paires de type affine et données radiciell

Note (*) de MM. Frascoirs Brumar et Jacoues Tirs, présentée |
M. Jean Leray.

Un groupe G muni d’une BN-paire dont le groupe de Weyl est irréductible de
type affine posséde une bornologie naturelle; on détermine les sous-groupes bornés
maximaux de G pour cette bornologie. La notion de donnée radicielle (affine) pour
un groupe G est introduite; a une telle donnée est naturellement associée une
BN-paire du type en question. Enfin, on énonce un « théoréme de descente » qui
permet, sous certaines conditions, de déduire d’une donnée radicielle dans G

une donnée radicielle dans le groupe G" des points fixes d’un groupe d’auto-
morphismes de G

1. Soit A un espace affine réel de dimension [, muni d’une métrique
euclidienne. Si h est un hyperplan de A, la réflexion orthogonale par
rapport & h est notée r,. Pour tout demi-espace fermé « de A, on note du
le bord de o et 'on pose ro=r,, et a*=r,().

Soit E un systéme radictel dans A; nous entendons par 14 un ensemble
localement fini d’hyperplans tel que r,(E) = E pour tout h€E. Les demi-
espaces fermés o tels que da€E sont appelés les racines affines de E;
leur ensemble sera noté X. Le groupe W engendré par les r, (h€E) est le
groupe de Weyl de E. Le systeme E est supposé trréductible de type affine,
c’est-a-dire que [>o0 et qu’aucun sous-espace affine propre de A n’est

invariant par W. On sait que les chambres <composantes connexes

de A—Uh> sont des simplexes ouverts et sont permutés de fagon
her

simplement transitive par W. On se donne une chambre C. Le groupe W

est engendré par les (I 4 1) réflexions par rapport aux faces de C.

2. Soient G un groupe et (B, N) une BN-paire dans G (*). On suppose
que le groupe de Weyl de (B, N) « est » W, c’est-a-dire qu’il existe un
homomorphisme v de N sur W de noyau H=BNN, envoyant les géné-
rateurs involutifs distingués de N/H sur les réflexions par rapport aux
faces de C. Les conjugués de B dans G sont appelés les sous-groupes
d’Iwahort de la BN-paire ; un sous-groupe propre contenant un sous-groupe
d’Iwahori est dit parahorique. Pour toute partie non vide Q de C, nous
noterons Pq le sous-groupe parahorique engendré par B et par les v™'(r,)
pour h€E et QCh.

3. On appelle tmmeuble de G [relatif & (B, N)] le complexe simplicial
géométrique J défini comme suit : ensemble des sommets de J est I’en-
semble des sous-groupes parahoriques maximaux de G, et une partie
finie (P;),e; de cet ensemble est I’ensemble des sommets d’un simplexe

J s1 et seulement si P; est un sous-groupe parahorique. L’immeuble J
groupe p q
iel
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ne dépend que de la classe de conjugaison des sous-groupes d’Iwahori.
Le groupe G opére sur J « par automorphismes intérieurs » et les stabili-
sateurs des points de J sont les sous-groupes parahoriques de G.

Soit j: A — J linjection caractérisée par les propriétés suivantes
Pimage par j d’un sommet s de C est le sous-groupe parahorique P,
correspondant; la restriction de j 4 C est linéaire; pour tout n€ N et tout
point a€C, on a j(v(n)(a)) =n(j(a)). Le normalisateur N de j(A)
contient N et H =NNB est le centralisateur de j(A); le couple (B, N)
est une BN-paire dans G ayant méme groupe de Weyl que (B, N). Une
atle de 'immeuble J est, par définition, le transformé de j(A) par un élément
de G. Utilisant la relation G = BNB, on voit que deux points quelconques
de 'immeuble appartiennent toujours & une méme aile. Soit A’ une aile quel-
conque et soit g€G tel que A’= g(j(A)); la structure d’espace euclidien
et le systéme radiciel sur A’ obtenus par transport de structure grace a la
bijection a > g (j(a)) sont indépendants du choix de g; on peut donc parler

=]
des racines affines, des chambres, etc. de A’.

Prorosition 1. — Il existe sur J une distance d et une seule indutsant
sur chaque aile la distance euclidienne; elle fait de J un espace métrique
complet. Si A’ est une aile et C' une chambre de. A’, il existe une rétrac-
tion o+ J — A’ diminuant les distances et telle que d(z, ¢(y)) = d (z, y) pour
tout €/ et y€J.

Il en résulte que si @, y sont deux points de J et s1 A’ est une aile les
contenant, le segment [z, y] de A’ est indépendant du choix de A’ et est
Pensemble des z€J tels que d(w, y) =d(x, z) + d(z, y). Une partie Q
de J est dite congexe si [z, y]CQ pour tous z, y€ Q.

Prorosrition 2. — Soit Q une partie bornée non vide de J. Alors, le stabi-
lisateur de Q dans le groupe des isoméiries de J posséde un point five dans
Padhérence de Uenpeloppe convexe de Q.

4. Une partie de G est dite bornée si elle est contenue dans la réunion
d’un nombre fini de doubles classes BnB (n€N). Ceci définit une borno-
logie sur G compatible avec la structure de groupe. De la proposition 2,
on déduit le

Tutorime 1. — Soit I' un groupe d’automorphismes de G conservant la
classe des sous-groupes d’Iwahori, et soit B’ un sous-groupe d’Iwahori.
Alors, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute partie bornée X de G, la réunion I'X des transformés de X
par tous les éléments de I' est bornée;

(1) ensemble I'B’ est borné;

(i) I' normalise un sous-groupe parahorique de G.

Cororratre. — Tout sous-groupe borné de G est contenu dans un sous-
groupe borné mazimal. Les sous-groupes bornés maximaux sont les sous-
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groupes parahoriques maximaux. En particulier, il y a (I + 1) classes de
conjugatson de sous-groupes bornés maximaux.

Proposrrion 3. — La bornologie décrite plus haut est la seule bornologie
compaltible avec la structure du groupe et telle que B soit borné et que G ne
le soit pas. Inversement, st (B’, N') est une autre BN-paire dont le groupe
de Weyl W' est irréductible de type affine et telle que B’ sott borné, alors B
et B’ sont conjugués et W =W’ (?).

5. Conservons les notations de 1. Pour tout 2€ZX, on note «, l’inter-
section de toutes les racines contenant un voisinage de « et l'on
pose «_=(a:)". On a donc «.2a2a_ et «,, « €X. Soit G un groupe.
Soient N un sous-groupe de G, v un homomorphisme de N sur W de noyau
noté H et (U,)yey une famille de sous-groupes de G. Si Q est une partie
de A, on désigne par Ug le sous-groupe engendré par les U, pour «€X
et 2D Q, par P le sous-groupe engendré par Ug et H, et par X(Q) I’ensemble
des racines a telles que D> Q et o D Q. On dit que (N, v, (U,),cx) est une
donnée radicielle de type £ pour G si les conditions suivantes sont satis-
faites pour tous «, B€X et n€N :

(DR1) nU,n"'=U,, 4.

(DR 2) Si 258, alors UsSU,;ona () Up={1}.

L

(DR 3) Si 0z et 93 ne sont pas paralléles, le groupe des commu-
tateurs (U, Ug) est contenu dans le groupe engendré par les Uy, pour YEZ,
YPa, vPB yDanj.

(DR 4) SifB2a*, ona P,ns=U,.H.Us.

(DR5) P,.=U,.v'(r,).U,0U,.H.U,,.

(DR 6) Soient v, ..., Yu les éléments de X(C) rangés dans un ordre
arbitraire. L’application produit

x.--x U, xH->G
est injective.

(DR7) N et les U, engendrent le groupe G.

6. Soient (N, v, (U,)yex) une donnée radicielle de type X dans un
groupe G.

Tutoritme 2. — Le couple (B = P, N) est une BN-paire dans G. On a
H =BnN et les images par v des générateurs involutifs distingués de NJH
sont les réflexions par rapport auz faces de C (*).

Nous pouvons a présent, comme au n° 3, construire I'immeuble J de G
[relatif & (B,N)], et définir P'injection j: A — J; celle-ci ne dépend pas
du choixz de la chambre C. Notons aussi que N = N,

7. On conserve les notations du n® 6. Soit I' un groupe d’automor-
phismes de G conservant la classe de conjugaison de B. Alors I' opére
sur 'immeuble J. Supposons que I' conserve l'aile j(A); par transport
de structure, il opére alors sur A. Supposons que o(U,) = Ug, pour
tout c€l et tout 2€X. Soit G* (resp. A%) Pensemble des points fixes
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de I' dans G (resp. A). On suppose dim A:>=0. Soient N¥ (resp. HY)
le normalisateur (resp. le centralisateur) de j(A%) dans GY, et ¥ I’homo-
morphisme évident de N dans Aut(A%). Pour tout demi-espace o de Af,

posons
Ui =UznG*  (resp. Ui, = Uz, nG?),

ou & (resp. &) désigne I'intersection des B€X tels que B o (resp. B a)
et BDAL Soit X ensemble des demi-espaces fermés « de A% tels
que Uiz UZ , notons E7 ’ensemble des du pour a€X® et W* le groupe
d’isométries de A’ engendré par les ra(aezq).

Tuatorime 3. — Supposons remplies les conditions suivantes :

(i) pour tout « €Y%, il existe un n, &€ N* tel que ¥¥(n,) = r, et que

Ud.ng . H5.USUUS. HA. UG,

soit un sous-groupe de G¥;

(i) pour toute racine BE€ZX, il ewiste un ¥ €X® tel que 0F' soit paral-
léle a ()(5; .

(iii) H* et les UZ engendrent G. :

Alors EF est un systéme radiciel irréductible de type affine et (N%, v, Ul(,ex5)
est une donnée radicielle de type X° pour G*. De plus, on a

Hi="P, 5 G".

(*) Séance du 24 octobre 1966.

(1) Cf. par exemple, J. TiTs, Ann. of Math., 80, 1964, p. 313-329.

(?) Pour plus de détails sur les nos 3 et 4, ¢f. . BrRunar et J. Tirs, Un théoréeme de point
fize, notes polycopiées, Inst. Hautes Fit. Sci., avril 1966, et aussi J. Tits, Struclures et
groupes de Weyl, Sém. Bourbaki, exp. n° 288, février 1965.

(*) Pour des résultats analogues, voir N. Iwanort et H. MarsumoTo, On some Bruhat
decomposition and the structure of the Hecke rings of p-adic Chevalley groups (Publ. Math.
1. H. E. S., 25, 1965, p. 5-48) et H. HijikATA, On arithmetic of p-adic Steinberg groups,
notes polycopiées, Yale University, 1965.

(Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢
et Mathematisches Institut der Universiltdl,
Wegeler Strasse, Bonn, Allemagne.)
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