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ITERATION CONTROLEE DE LA FONCTION o

Par

Fdmondo BEDOCCHI

Le but de cette note est d’étudier les propriétés des suites définies de la facon
suivante: soit N={0,1,2, ---} 'ensemble des nombres naturels et soit ¢ la fonction
somme des diviseurs, pour tout neN, n>3, je pose

So(n)y=n,

(*) , ) .
a(Se(n)/2) si Sg(n) est pair,

Sen(m)= o(Si(n)) si Sp(n) est impair.

Les problémes que l'on peut traiter relativement a cette famille de suites sont
semblables a ceux que P'on étudie relativement aux suites qui en anglais s'appellent
‘aliquot sequences’. Avant d’initier I'exposition des résultats que j’ai obtenus pour
les suites (Sk(n))ren, je vais donner quelques définitions.

A) Etant donné la suite (Sk(#))ken, on dira que le nombre naturel n est le
point initial de la suite.

B) Soit meN, on dira que la suite (Si(n))key passe par m s'il existe jeN tel
que Sin)=m.

C) Soit (Si(n))kew et soit (Su(m))iey deux suites, on dira que (Si(#))ien passe
par (Si(m)en 8'il existe je N pour lequel la suite (Su(#))eew passe par Sim).

D) On dira que la suite (Si(m)ken est périodique s'il existe ¢, je N, i+j, tels que
Si(n)=Sin).

E) Soit (Sk(m))keny une suite périodique et soit (s, ?) le plus petit élément (dans
Pordre lexicographique de NxXN) de Pensemble {(, j)|i+j et S{n)=Sin)}. Le mot
So(m), Si(m), -+, Ss-i(n) (s'il existe) s'appellera partie apériodique de (Si(n)renw €t s
longuewr de la partie apériodique. Le mot Ss(n), Ss+1(%), -+, Si—1(n) S'appellera période
de (Sem)iew et £—s longueur de la période.

F) Soit (Si(n))ken une suite périodique. Si la partie apériodique n’existe pas,
cest-a-dire si s du point E) est égal a zéro, on dira que la suite est immédiatement
périodique.

Je vais exposer maintenant les résultats ‘expérimentaux’ trouvés.
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1) Les suites (Su(m)en avec n<134 sont toutes périodiques et leurs périodes
ont une longueur de 1 ou de 2.

2) La suite (Sk(135))en dans les premiers 45 termes ne présente pas la période
(si éventuellement elle existe) et croit assez rapidement, la preuve en est qu'il
résulte S,,(135)=1479010806.

3) Soit (Sk(m)ken une suite avec #<1500. Il y a alors trois possibilités :

(i) (Se(m)ren est périodique avec une période de longueur 1.

(ii) (Se(m)een est périodique avec une période de longueur 2.

(iii) (Se(®))ren passe par une des huit suites qui ont comme point initial re-

spectivement 135, 199, 315, 441, 567, 651, 1029, 1203.

4) Les huit suites indiquées ci-dessus ont des caractéristiques semblables aux
caractéristiques exposées au point 2) pour (Sk(135))ren et dans les limites de l'inter-
valle [0, 44] ne passent pas les unes par les autres.

5) 1l n’existe pas de suites (Si(72))ken avec #<40000 qui sont immédiatement
périodiques avec des périodes de longueur 3,4,5.

Je vais exposer maintenant les résultats de caractére général :

PROPOSITION 1. Pour toute suite (Se(n))renw on @, Se(n)+1 pour tout keN.

Preuve. Je procede par récurrence sur k. L'affirmation est vraie si k=0,
puisque Sy(#)=n et n>3. Supposons que lon ait Si(n)#1 et Sg.i(n)=1: il y a alors
deux possibilités, 1=_S..(n)=0(Sk(#)) ou bien 1=S¢11(n)=6(Sk(n)/2). De la premicre
on tire Si(n)=1 qui contredit 'hypothése de récurrence, de la deuxiéme on tire
Si(n)=2 qui contredit le fait que Sy(%)>3 et 2¢Im (s). Donc ce ne peut pas étre
Se+(n)=1 et la preuve est ainsi compléte.

PROPOSITION 2. Soit (Si(n))ken une suite périodique avec une période de longueur
1. Si Siw) est sa période, alors Si(n) est le double d’un nombre parfait.

Preuve. Par hypothése on a Sy(#)=S.:(#). On a alors deux possibilités : Si(#)=
Si(m)=a(Si(n)) ou Sin)=Si.(n)=0(Si(n)/2). De la premitre on tire Sin)=1 qui
contredit la Prop. 1, de la deuxiéme on tire que Si(#)/2 est un nombre parfait,
c’est-a-dire ce qu’on voulait.

PROPOSITION 3. Soit (Su(n))en une suite périodique avec une péviode de longuenr
2. Si Si(n), Sisi(n) est sa période et S(n) est pair et Si..(n) est impair, alors Si(n)
est le double d'un nombre ‘super-parfait’ (voir [5]).

Prewve. La période de la suite étant Si(x), Siii(#) avec Sin) pair et Sin(n)
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impair, on a Si(#)=Si,:(1n)=0(Si+ (n)) =6(6(S:(n)/2)) dont il résulte que Si(#)/2 est
‘super-parfait’, comme on voulait.

Remarque 1. Le résultat obtenu par D. Suryanarayana en [5] permet d’affirmer
que si Si(n)/2 est pair, alors on doit avoir S;(n)=2° avec 2°'—1 nombre premier.

Remarque 2. Les résultats obtenus par D. Suryanarayana en [5] et par H.-].
Kanold en [4] permettent d’affirmer que la condition, S;(%)/2 ‘super-parfait’, est aussi
suffisante.

ProrosITION 4. Soit (Sun))ken une suite péviodique avec une péviode de longueur
2. Si Si(n), Sisi(n) est sa période et si Si(n) et Si.(n) sont divisibles pav 4, alors
Si(n)=27(21—1) et Sit(n)=2%2°~1) avec 2°—1 et 2°—1 nombres premiers.

Prewve. Par hypothese Sin)=2'm et S (n)=2°m' avec ¢, s=2 et m, m’ nombres
impairs. La période de la suite étant Sy(n), Si+:i(n), on a o(Sin)/2)=>S;:.(n) et aussi
d(Si+1(n)/2)=Si{n) dont

2t —1Do(m)=2"m’
2°=Do(m’)=2'm

ey

d’out il résulte qu’il existe A, B entiers tels que

o(m)=2°A
@)
o(m’)=2'B
et remplacant en (1) on tire
m'=2'—1)A
3
m=(2'-1)B

et remplacant en (2) il résulte

o[(2°=1)B]=2°A
o[(2'—-1)A]=2'B

“)
Maintenant étant ¢, s>2 on a o[(2°—1)B]=(2°'—-1)B+B=2°B et o[(2'—-1)A]>(2'—
DA+A=2'A dont 2°A=2°B et 2’B>2'A et donc A=B. Les (4) deviennent alors

(@ —1)A]=2"A
a2 —1)AT=2A
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Maintenant si As£1 on a 2°A=6[(2°~1)A1=>(2"~1)A+ A+1=2°A+1 qui est faux.
Donc A=B=1 et alors ¢(2°—1)=2° et ¢(2'—1)=2"; il résulte alors que 2°—1 et 2! —1
sont des nombres premiers. En rappelant les (3) on obtient S;(#)=2/(2°—1) et
Si(n)=2°(2'—1) et la démonstration est ainsi compléte.

Remarque. L'hypothése 4|Si(n), Si.(n) est essentielle: en effet la suite
(Se(320))kenw a une période 320, 378 et d'ailleurs il résulte 320=2%5 et 378=2-37.

Il est facile de se convaincre que, apres les Prop. 3 et 4, pour achever 1’étude
des suites (Si(#))en avec une période Si(n), Siyi(n), il ne reste a analyser que le
cas dans lequel Si(n) et S;.:(n) sont pairs et au moins 'un d’eux est le double d’un
nombre impair. En ce qui concerne les suites de ce type, je n'ai trouvé que les
renseignements suivants:

6) Soit (Sk(m))renw une suite immédiatement périodique avec une période So(n),
Si(n) et soit #<40000. Si Sy(n) et Si(n) sont pairs et que au moins 'un d’eux est
le double d’un nombre impair, alors il résulte #=320 ou hien %=378.

7) S'il existe un nombre m ‘super-parfait’ impair (jusqu'a présent on n'en
connait pas) et s'il existe un nombre premier p=2‘—1 tel que p+m, alors la suite
(Sk@mp))ien est immédiatement périodique avec une période 2mp, 2'o(m).

Conclusion. 11 est clair que les problemes que l'on pourrait traiter dans le
cadre des suites (Sk(n))keny Sont encore nombreux, mais je vaudrais attirer I'attention
sur les deux problemes suivants:

—Pour tout melN existe-t-il une suite (Sy(%))ken telle que ses premiers m termes
soient tous différents? (pour les ‘aliquot sequences’ le théoréeme de Lenstra, voir
[2], répond affirmativement a la question).

—Etant donné une suite (Se(n))ken, SOit #(n) le plus petit élément de Pensemble
{Sx(n)|ke N} et v(n)=n/m(n); I'ensemble {v(n)|neN} est-il borné?

Je crois qu’il n'est pas simple de trouver une réponse a ces deux questions.
On voit au contraire facilement que si la réponse au premier probléme est négative
alors la réponse au deuxieme est affirmative.
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