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Nous avons d\’ej\‘a remarqu\’e l’importanoe des th\’eoremes $d’ existence^{(1)}$.
Dans notre pr\’esent m6moire nous appliquerons ces th\’eoremes \‘a l’\’etude
des points singuliers des \’equations diff\’erentielles lin\’eaires.

Le chapitre I est censacr\’e \‘a l’\’etude des points singuliers r\’eguliers.
Nous supposerons seulement que les coefficients soient d\’eveloppables
asymptotiquement et discuterens si les solutions sont d\’eveloppables
asymptotiquement en s\’eries qui satisfont formellement aux \’equations
$donn6es$ . On en d\’eduit imm\’edIatement que si les d\’eveloppements des
coefficients ont des rayons de convergence positifs les s\’eries obtenues
formellement ont aussi des rayons de convergenee positifs.

(1) Voir, par exemple, Sur les points singuliers des \’equations diff\’erentielles
lin\’ea$ires$ , Jour. Fac. Sc. Hokkaido imp. Univ., 2 (1934).

(2) Ce mode de raisonnements a \’et\’e utilis\’e dans mon livre, $\ovalbox{\tt\small REJECT} H,$ $\theta\#\#*gRffi$

$C\#\Re \mathfrak{F}\&)$.
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Le chapitre II est consacr\’e \‘a l’\’etude des points singuliers irr\‘e-
guliers. R\’ecemment M. $TRJITZINSKI^{\{1)}$ a discut\’e la d6ve1oppabi1it6
asymptotique des solutions sans aucune restriction sur les racines de
l’\’equation caract\’eristique. Il a introduit les notions $Q$ curves, regions
$R$ etc. tr\’es importantes dans sa th\’eorie. Mais dans notre th\’eorie il
n’est pas n6cessaire d’introduire ces notions. Il suffit de consid\’erer
seulement les directions singulieres.

CHAPITRE I.

POINTS SINGULIERS R\’EGULIERS

I. Rappel des th\’eor\‘emes fondamentaux.

1. Soit donn\’e le systeme diff\’erentiel

(1) $\frac{dy_{\dot{f}}}{dt}=f_{j}(t, y_{1}, \ldots.\prime y_{n})$ ($j=1,2$ , . . . . , n),

ou $t$ est une variable r\’eelle. Quant aux variables $y_{1},$ $\ldots$ , $y_{n}$ nous les
supposerons complexes pour fixer les id\’ees. he systeme des nombres
$(t, y_{1}, \ldots , y_{n})$ repr\’esente un point dans l’espace \‘a $2n+1$ dimensions
$R$ . Soit $D$ un ensemble ouvert dans $R$ . Nous $\sup\infty sons^{(3)}$ que les
fonctions $f_{j}$ $(t, y_{1}, \ldots , y_{n})$ soient continues dans $D$ . Alors le systeme
(1) admet au moins une courbe int\’egrale passa$nt$ par un point quelcon-
que donn\’e dans $D$ .

Soit d’autre part $S$ $(y_{1}, \ldots , y_{n})$ une fonction de M. KAMKE, c’est-
a-dire une fonction jouissant des propri\’et\’es suivantes.

1o $S$ $(y_{1}$ , . . . , $y_{n})$ est continue et non negative pour tout syst\’eme
de $n$ nombres finis $(y_{1}$ , . . . , $y_{n})$ .
(1) TRJITZINSKI, Analytic Theory of linear differential equations, Acta Math.,

62 (1934).
(2) Mais les conclusions restent valables dans le cas o\‘u elles sont r\’eelles.
(3) $(t_{0}, y_{1^{0}}. \ldots. , y_{n^{0}})$ est dit point de discontinuit\’e de premiere esp\‘ece de la

fonction $f(t, y_{1}, \ldots. , y_{n})$ si les deux limites
$\lim f(t, y_{1}, \ldots., y_{n})$ $(t\rightarrow t_{0}+0, y_{1}\rightarrow y_{1^{0}}, \ldots.\prime y_{n}\rightarrow y_{n^{0}})$

$\lim f(t, y_{1}, \ldots.\prime y_{n})$ $(t\rightarrow t_{0}-0, y_{1}\rightarrow y_{1^{0}}, \ldots.\prime y_{n}\rightarrow y_{n^{0}})$

existe et sont finies et diffdrentes. Les th\’eor\‘emes peuvent 8 \’etendre au cas
o\‘u les fonctions $fj(t, y_{1}, \ldots. , y_{n})$ admettent des points de discontinuit\’e de
premi\‘ere esp\‘ere situ\’es dans un nombre fini de d’hyperplans perpendiculaires
\‘a l’axe de $t$ .
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$2^{o}$ $S(y_{1}, \ldots , y_{n})=0$ entraine $(y_{1}, \ldots, y_{n})=(0, \ldots, 0)$ .
$3^{o}$ $ S(y_{1}, \ldots.y_{n})\rightarrow+\infty$ si $|y_{1}|+,$ $\ldots+|y_{n}|\rightarrow+\infty$ .
$4^{o}$ On a

$D_{t}^{\pm}S(y_{1}(t), \ldots.\prime y_{n}(t))\leqq S(D_{t}^{\pm}y_{1}(t), \ldots. D_{t}^{\pm}y_{n}(t))$

pour tout syst\‘eme de fonctions $(y_{1}(t), \ldots , y_{n}(t))$ admettant les
d\’eriv\’ees \‘a droite et \‘a gauche.

Par exemple, on peut prendre pour $S(y_{1}, \ldots.y_{n})$ les fonctions
max ( $|y_{1}|,$ $\ldots.|y_{n}|$ }, $|y_{1}|+\ldots+|y_{n}|,$ $\sqrt{}\overline{|y_{1}|^{4}+\ldots|y_{n}|^{2}}$ .
Th\’eoreme de comparaison. Soient $y_{1}=y_{1}(t),$

$\ldots$ , $y_{n}=y_{n}(t)$ une
solution de (1) continue dans $l’ intervauet_{0}\leqq t<t_{0}+a$ , et $\chi(t)$ une
fonction continue et admettant la $d\acute{e}r\dot{w}$\’ee a droite dans le m\^eme in-
tervaue. Pour que l’on obtienne

(2) $S(y_{1}(t), . . . . , y_{n}tt))\leqq\chi(t)$

dans cet intervaue, il suffit que l’on ait (2) pour $t=t_{0}$ et
(3) $S(f_{1}(t, y)$ , .. . . $f_{n}(t, y))<D_{t}^{+}\chi(t)$

pour

(4) $S(y_{1}$ , . . . . , $y_{n})=\chi(t)$ .
Th\’eoreme d’existence. Soit $\chi(l)$ une fonction continue dans

$l’ intervaueh\leqq t<t_{0}+a$ . Supposons que le domaine $D$ contienne les
points $(t, y)$ tels que

$t_{0}\leqq t<t_{0}+a$ , $S(y_{1}$ , . . . . , $y_{n})\leqq\chi(t)$ ,

et que l’on ait (3) pour (4). Snit $(t_{0}, y^{0})$ un poinl quelconque tel que

$S(y_{1}^{0}$ , . . . . , $y_{n}^{0})\leqq\chi(t_{0})$ .
Alors la solution de (1) telle que $y_{j}(t_{0})=y_{J}^{D}$ existe et satisfait $d$

l’in\’egaht\’e (2) dans l’intervalle $t_{0}\leq t<t_{0}+a$ .
Th\’eoreme de comparaiIon. Soient $y_{1}=y_{1}(t),$ $\ldots.y_{n}=y_{n}(t)$ une

solution de (1) continue dans $l’ intervalle^{\langle 1)}t_{0}<t<t_{0}+a$ et $\chi(t)$ une
fonction continue et admettant la d\’eriv\’ee \’a droite dans le m\^eme

intervalle. Pour que l’on ait (2) pour $t_{0}<t<t_{0}+a$ , il suffit que l’on

(1) $t_{0}$ peut \^etre $-\infty$ .
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ait (3) pour (4) et qu’il existe une suite de nombres d\’ecroissants $\{Tj\}$

convergeant vers $t_{0}$ et telle que l’on ait (2) pour $t=\mathcal{T}j$ .
Th\’eoreme d’existence. Soient $\chi(t)$ une fonction continue dans

$l^{\prime}intervauet_{0}<t<t_{0}+a$ satisfaisant a (3) pour (4) et { $\tau_{j)}$ une suite
de nombres d\’ecroissants convergeant vers $t_{0}$ . Si le domaine $D$ contient
les points $(t, y)$ tels que

$t_{0}<t<h+a$ , $S(y_{1}, \ldots., y_{n})\leqq x(t)$ ,

il $ex\tau\dot{s}te$ au moins une solution telle que l’on ait (2) pour $t=\tau j$ . Cette
solution est continue dans l’intervalle $t_{0}<t<f_{0}+a$ et satisfait \’a

l’in\’egalit\’e (2).
Prenons pour $\chi(t)$ une solution de l’\’equation diff\’erentielle

(5) $\frac{dY}{dt}=F(t, I^{\prime})$ .
On peut alors remplacer (3) par

(6) $S(f_{1}(t, y)$ , .. . $f_{n}(t, y))<F(t, S(f$]$ (t, y),$ $\ldots,$
$f_{n}(t, y)))$ .

Si $F(t, Y)$ est continue dans un ensemble ouvert $\Delta$ et si, quel que
soit le point $(\tau, \eta)$ dans $\Delta$ , la solution de (5) satisfaisant \‘a la condition
$ y(\tau)=\eta$ est unique, on peut remplacer (6) par

(7) $S(f_{1}(t, y),$
$\ldots,$

$f_{n}(t, y))\leqq F(t,$ $S(f_{1}(t, y),$ $\ldots f_{n}(t, y)))$ .
2. On peut appliquer les th\’eor\’emes pr\’ec\’edents au probl\’eme:

Chercher si la solution de (1) continue dans un intervalle $I$ et satisfaisant
\‘a une certaine condition $(a)$ est unique. En effet, soit $y_{1}=\varphi_{1}(t),$

$\ldots$ .
$y_{n}=\varphi_{n}(t)$ une solution r\’epondant \‘a la question. Posons

$z_{1}=y_{1}-\varphi_{1}(t)$ , .. . . , $z_{n}=y_{n}-\varphi_{n}(t)$ .
On aura

(8) $\frac{dz_{j}}{dt}=g_{j}(t,$ $z_{1}$ , . . .. $z_{n})$ $(j=1,2, \ldots., n)$ ,

ou
$g_{j}(t, z_{1}, \ldots.z_{n})=f_{\dot{f}}(t, z_{1}+\varphi_{1}, \ldots, z_{n}+\varphi_{n})-f_{j}(t, \varphi_{1}, \ldots.\varphi_{n})$ .

A une solution de (1) satisfaisant \‘a la condition $(a)$ correspond une
solution de (8) satisfaisant \‘a une certaine condition $(\beta)$ et r\’eciproque-
ment. Il suffit donc de chercher si l’\’equation (8) n’admet qu’une
solution continue dans $I$ et satisfaisant \‘a la condition $(\beta)$ . Pour affirmer
l’unicit\’e de la solution il suffit de montrer que l’on peut faire corres-
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wndre a un nombre positif quelconque $\epsilon$ une fonction $\chi(t)$ continue
dans $I$ et telle que

$S(z_{1}(t)$ , . . . . , $ z_{n}(t))\leqq\chi(t)\leqq\epsilon$

dans $I$ pour toute solution de (8) satisfaisant \‘a la condition $(\beta)$ .
Exemple. Consid\’erons le syt\’eme d’\’equations diff\’erentielles lin\’eaires

(9) $\frac{dy_{\dot{f}}}{dt}=\sum_{h-1}^{n}a_{jk}(t)y_{k}+b_{j}(t)$ $(j=1,2, \ldots. , n)$ ,

ou $a_{\dot{g}k}(t),$ $b_{j}(t)$ sont des fonctions continues et satisfaisant aux in\’egalit\’es

$|a_{\dot{g}k}(t)|\leqq A$ , $|b_{j}(t)|\leqq Be^{Nt}$ ($j_{1}k=1,2,$ $\ldots$ . , n)

dans l’intervalle $-\infty<t\leqq t_{0}$ . Cherchons si le syst\‘eme (9) admet
une solution telle que

(10) $|y_{\dot{f}}(t)|\leqq Ke^{Nt}=\chi(t)$ ($j=1,2,$ $\ldots$ . , n)

dans $-\infty<\iota\leqq t_{0}$ . Posons
$S(y_{1}, \ldots., y_{n})=\max\{|y_{1}|, \ldots., |y_{n}|\}$

$f_{j}(t, y)=\sum_{k-1}^{n}a_{\dot{g}k}(t)y_{k}+b_{\dot{f}}(t)$ $(j=1,2, \ldots. , n)$ .
On aura

$S(f_{1}(t, y),$ $\ldots.,f_{n}(t, y))\leqq nAS(y_{1}, \ldots., y_{n})+Be^{Nt}$ .
Il suffit donc que l’on ait

$nA\chi(t)+Be^{Nt}<\chi^{\prime}(t)$

pour $-\infty<t\leqq t_{0}$ . Cette in\’egalit\’e est \’equivalente \‘a

$(N-nA)K>B$ .
Si $N>nA$ , cette in\’egalit\’e est satisfaite par un nombre positif $K$

suffisamment grand. Montrons de plus que la solution est unique.
Plus precis\’ement la solution de (9) telle que

$y_{j}=o(e^{nAt})$ $(j=1,2, \ldots., n)$

pour $ t\rightarrow-\infty$ est unique. En effet, la diff\’erence de ces deux solutions
est la solution du syst\’eme diff\’erentiel homog\‘ene

$\frac{dz_{j}}{dt}=\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(t)z_{k}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

satisfaisant aux conditions
$z_{j}=o(e^{nAt})$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
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On peut la comparer avec la solution de

$\frac{dY}{dt}=nA$ Y.

Quelque petit que soit le nombre positif $e$ , cette \’equation admet une
solution $Y=\chi(t)$ telle que

$0<\chi(t)\leqq e$ $(-\infty<t\leqq h)$

$\lim_{\iota\rightarrow-\infty}\chi(t)e^{-nAt}>0$ ,

par exemple, $Y=ee^{nA(t-t_{0})}$ . Nous obtenons donc
$|z_{j}|\leqq\chi(t)\leqq\epsilon$ $(j=1,2, \ldots., n)$

quelque petit que soit le nombre positif $e$ , ce qui exige $z_{j}\equiv 0$

$(j=1,2, \ldots , n)$ .
3. Consid\’erons maintenant les \’equations diff\’erentielles

(11) $\frac{dy_{j}}{dy}=f_{i}(x, y_{1}, \ldots.\prime y_{n})$ $(f=1,2, \ldots. n)$

$o\dot{u}$ la variable ind\’ependante $x$ est complexe. Soit $\Gamma$ une courbe
n’admettant qu’un nombre fini de points anguleux. Si le point de $\Gamma$

est donn \’e par $x=x(t)(t_{0}<t<h+a)$ , la solution de (1) consid\’er\’ee
comme fonction de $t$ satisfait aux \’equations diff\’erentielles

(12) $\frac{dy_{j}}{dt}=x^{\prime}(t)f_{j}(x(t), y_{1}, \ldots., y_{n})$ $(i=1,2, \ldots., n)$

et r\’eciproquement. La variable $t$ \’etant reelle les th\’eor\’emes expos\’es
au $n^{o}1$ s’appliquent aux \’equations (12).

Exemple. Consid6rons les \’equations diff\’erentielles lin\’eaires

(13) $\frac{dy_{j}}{dx}=\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}+b_{j}(x)$ $(i=1,2, \ldots., n)$

ou $a_{jk}(x,),$ $b_{j}(x)$ sont des fonctions continues sur la courbe $\Gamma:x=t+is(t)$

$(-\infty<t\leqq t_{0})$ et satisfaisant aux in\’egalit\’es

$|a_{\dot{g}k}(x)|\leqq A$ , $|b_{j}(x)|\leqq Be^{-Nt}$ .
Nous supposerons de plus que $|s^{\prime}(t)|\leqq C$. Si l’on prend $t$ pour variable
ind6pendante on aura
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$\frac{dy_{j}}{dt}=(1+is^{\prime}(t))[\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}+b_{j}(x)]$ ($j=1,2,$ $\ldots$ . , n)

auxqelles on peut appliquer les r\’esultats du $n^{o}$ pr\’ec\’edent. Si
$N>nA\sqrt{1+C^{2}}$, nons prenons un nombre positif $K$ suffisamment grand
de maniere que

$(N-nA\sqrt{1+C^{2}})K>B\sqrt{1+C}$ .
Alors le systeme (13) admet une solution satisfaisant aux in\’egalit\’es

$|y_{j}(x)|\leqq Ke^{Nt}$ $(j=1,2, \ldots.n)$

sur $\Gamma$ . La solution de (13) satisfaisant aux conditions
$y_{j}(x)=o(e^{nAt\sqrt{1+C^{f}}})$ $(f=1,2, \ldots., n)$

sur $\Gamma$ est unique. $\cdot$

II. D\’eveloppements asymptotiques.

4. Consid\’erons les \’equations diff\’erentielles lin\’eaires

(1) $\frac{dy_{\dot{f}}}{dx}=\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}+a_{j}(x)$ $(j=1,2, \ldots., n)$

ou les coefficients $a_{jk}(x)$ , $a_{j}(x)$ sont des fonctions continues sur la
courbe(1) $\Gamma$ :

$x=t+is(t)$ $(-\infty<t\leq t_{0}, |s^{\prime}(t)|\leqq C)$

et d\’eveloppables asymptotiquement comme il suit:

(2) $[a_{jk}(x)\sim\sum_{0r-}^{\infty}a_{jk}^{(r)}e^{rx}a_{j}(x)\sim\sum^{\prime-0}a_{j}^{(r)}e^{rx}\infty$ $(j,k=1,2,.\cdots., n)(j=1.2,...,n)$

.
Nous supposons l’existence d’un systeme de $n$ s\’eries

(3) $y_{j}\sim\sum_{r-0}^{\infty}a_{j}^{(r)}e^{rx}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
qui satisfont formellement aux \’equations donn\’ees (1). Nous allons
d\’emontrer l’existence et l’unicit\’e de la solution de (1) d\’eveloppable
asymptotiquement en s\’eries (3).

(1) Nous ne $con8id\acute{e}rerons$ que la courbe n’admettant qu’un nombre fini de points
angule ux.
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Posons

(4) $y_{j}=\sum_{r-0}^{N- 1}a_{f}^{(r)}e^{m}+z_{J}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
On aura

(5) $\frac{dz_{j}}{dx}=\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)z_{k}+b_{j}(x)$ $(i=1,2, \ldots., n)$

$o\dot{u}$ l’on a les d\’eveloppements asymptotiques

(6) $b_{j}(x)\sim\sum_{r-N}^{\infty}b_{J}^{(r)}e^{rx}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

sur la courbe $\Gamma$ . On peut donc trouver deux constantes $A$ et $B_{N}$ telles
que l’on ait

(7) $|a_{J^{l}}(x)|\leqq A$ , $|b_{j}(x)|\leqq B_{N}e^{Nt}$ $(j, k=1,2, \ldots., n)$

sur $\Gamma,$ $A$ ne d6pendant pas de $N$. Si $N$ est tres grand de sorte que
$N>nA\sqrt{1+C^{2}}$, on peut d\’eterminer $K$ de maniere que

(8) $(N-nA_{1}/\overline{1+C^{\ell})}K>B_{N}\sqrt{1+C^{a}}$ .
Les r\’esutats du $n^{o}3$ s’appliquent. Donc le syst\’eme (5) admet. une
solution et une seule telle que l’on ait

(9) $z_{j}(x)=o(e^{nAt^{\sqrt{1+O^{2}}}})$ $(j=1,2, \ldots., n)$

sur $\Gamma$ , et cette solution satisfait aux in\’egalit\’es

(10) $|z_{j}(x)|\leqq Ke^{Nt}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

sur $\Gamma$ . Nous la d\’esignerons par

$z_{1}=\psi_{1.N}(x)$ , ... . , $z_{n}=\psi_{n.N}(x)$ .
Posons

(11) $\varphi_{j.N}(x)=\sum_{r-0}^{N- 1}a_{J}^{(r)}e^{r}+\psi_{j.N}(x)$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
Le systeme des $n$ fonctions $y_{j}=\varphi jN(x)(j=1,2, \ldots, n)$ est une
solution. de (1) telle que l’on ait

(12) $y_{j}(x)=\sum_{j- 0}^{N- 1}a_{j}^{(r)}e^{rx}+O(e^{N\emptyset})$

sur $\Gamma$ . R6ciproquement \‘a une telle solution correspond une solution
de (5) telle que $z_{\dot{J}}=O(e^{Nt})$ sur $\Gamma$ . On en conclut que le syst\‘eme (1)
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admet une solution et une seule telle que l’on ait (12) sur $\Gamma$ . Il est
maintenant facile de voir que les fonctions $\varphi_{\dot{J,}N}(x)$ sont ind\’ependantes
de $N$ pourvu que $N$ soit assez grand. En effet, si $N^{\prime}>N$, la solution
$y_{1}=\varphi_{1,N}’(x),$

$\ldots,$
$y_{n}=\varphi_{n.N}’(x)$ v\’erifie \’evidemment les relation (12).

Une telle solution \’etant unique, on a n\’ecessairement

$\varphi_{1.N\prime}(x)=\varphi_{1.N}(x),$
$\ldots.$ , $\varphi_{n.N\prime}(x)=\varphi_{n.N}(x)$ . C. Q. F. D.

D\’esignons $\varphi_{j,N}(x)$ par $\varphi_{j}(x)$ . On aura

(13) $\varphi_{j}(x)=\sum_{r-0}^{N- 1}a_{J}^{(r)}e^{rx}+O(e^{Noe})$ $(j=1,2, \ldots., n)$

sur $\Gamma$ quelque grand que soit l’entier positif $N$. La proposition an-
nonc\’ee est donc d\’emontr\’ee.

5. Supposons maintenant que les fonctions $ajk(x),$ $aj(x)$ soient
r\’eguli\’eres dans le domaine

(14) $\theta_{1}<\arg x<\theta_{2}$ , $\Re x<t_{0}$ $(\frac{\pi}{2}<\theta_{1}<\theta_{2}<\frac{3}{2}\pi)$

et continues dans l’ensemble de fermeture $B$ de $D$ et que les developpe-
ments asymptotiques soient valables dans $\overline{D}$ . Prenons un angle $\theta_{0}$ entre
$\frac{\pi}{2}$ et $\theta_{1}$ ; $\frac{\pi}{2}<\theta_{0}<\theta_{1}$ . Soient $x_{1}$ le point de la demi-droite $0g_{1}$ : arg $x$

$=\theta_{1}$ dont l’abscisse est $t_{0}$ et $x_{2}$ le point de

$x_{2}xxg_{1}$ . Si $x=t+is(t)$ repr\’esente le point
de $\Gamma$, on aura $|s^{\prime}(t)|\leqq C$ ou FIg. 1.

$ C=\max$ { $|$ tan $\theta_{0}|$ . $|$ tan $\theta_{1}|,$ $|$ tan $\theta_{2}|$ }.

$\iota$

On peut donc appliquer les resultats du $n^{o}$ pr\’ec\’edent. D\’esignons par

$y_{1}=\varphi_{1}(x),$
$\ldots.$ , $y_{n}=\varphi_{n}(x)$

la solution de (1) d\’aveloppable asymptotiquemsnt en s\’erie (3) sur la
$c)urbe\Gamma$ . Cette solution est \’evidemment ind\’ependante de la position
de la droite $\overline{x^{\prime}x^{\prime\prime}}$. Posons

(1) Nous d\’esignerons par $\mathfrak{N}x$ la partie r\’eelle de $x$ .
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(15) $\varphi_{j}(x)=\sum_{r- 0}^{N-1}a_{J}^{(r)}e^{rx}+\psi_{j.N}(x)$ .
On aura

(16) $|\psi_{j.N}(x)|\leqq Ke^{Nt}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

sur $\Gamma$, le nombre $K$ \’etant choisi’ de maniere que l’on ait (8); $A$ et $B_{N}$

sont des nombres tels que l’on ait (7) dans D. $A,$ $B_{N}$ et $C$ \’etant
ind\’ependants de la droite $\overline{x^{\prime}x^{\prime\prime}}$ , on peut supposer le nombre $K$ aussi
$ind\text{\’{e}} pendantdelaledomainelimit\text{\’{e}} positionde1adroiteparla1ignebris\text{\’{e}} e\frac{\overline{x^{\prime}x^{\prime\prime}}}{g_{2}x^{\prime}x^{\prime}g_{1}}Onauradonc(16)Celaprouvelesrela- dans$

tions (13) dans le domaine $\overline{D}$ . Par cons\’equent, les \’equations admettent
une solution et une seule d\’eveloppable asymptotiquement en s\’erie (3)
dans $\overline{D}$ .

Remarque 1. La dbmonstration s’applique sans aucune modifica-
tion essentielle au cas ou les coefficients de la solution formelle (3) sont
des polynomes de $x$ .

Remarque 2. Les \’equations diff\’erentielles lin\’eaires

$\frac{dy_{j}}{dx}=\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}+e^{Px}a_{j}(x)$ $(j=1,2, \ldots., n)$

peuvent se ramener au cas \’etudi\’e par le changement de variables

$y_{j}=e^{\rho x}z_{j}$ $(j=1_{;}2, \ldots., n)$ .
Remarque 3. Soit $f(x)$ une fonction r\’eguliere dans le domaine $D$

d\’efini par (14), d\’eveloppable asymptotiquement en s\’erie

$f(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}a_{r}e^{m}$

et admettant la p\’eriode2 $\pi i$ . La fonction $f(\log\xi)=F(\xi)$ est uniforme
et born\’ee dans le voisinage de de l’origine. Elle est donc r\’eguliere \‘a
l’origine et l’on a le d\’eveloppement

$F(\xi)=\sum_{r-0}^{\infty}a_{1}\xi^{r}$ .
D’autre part on aura le d\’eveloppement asymptotique

$F(\xi)=\sum_{r-0}^{\infty}a_{r}\xi^{1}$

\‘a l’origine. On doit donc avoir $a_{r}=a_{r}$ . Par suite

$f(x)=\sum_{r-0}^{\infty}a,e^{rx}$ .
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Cela pos6, supposons que les fonctions $a_{jk}(x)$ et $a_{j}(x)$ admettent la
p\’eriode 2 $\pi i$ . La solution $y_{j}=\varphi_{j}(x)$ d\’eveloppable asymptotiquement
en s\’eries (3) admet aussi la p\’eriode 2 $\pi i$ . En effet, $y_{j}=\varphi j(x+2\pi i)$

est une solution de (1) d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries (3).
Une telle solution \’etant unique, on aura $\varphi j(x+2\pi i)=\varphi j(x)$ . Par suite

$\varphi_{j}(x)=\sum_{r\infty 0}^{\infty}a_{J}^{(r)}e^{rx}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
Si l’on prend $\xi=e^{x}$ pour variable ind\’ependante, on retrouvera les
r\’esutats classiques sur les points singuliers r\’eguliers.

III. Int\’egration formelle.

6. Les \’equations lin\’eaires

(1) $\frac{dy_{j}}{dx}=\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

peuvent s’\’ecrire

(2) $\frac{dY}{dx}=A(x)Y$ ,

en empoyant les matrices

$Y=(y_{n}y_{1}y_{2}]$ , $A(x)=(a_{n1}(x)a_{n2}(x)a_{nn}(x)a_{21}(x).a_{\mathfrak{B}}.(x)..\cdot..\cdot\cdot.\cdot..a_{2n}(x)a_{11}(x)..a_{12}(x).\cdot.\cdot.\cdots.a_{1n}(x)]$ .

Faisons le changement de variables

(3) $Y=P(x)Z$ .
Soit

(4) $\frac{dZ}{dx}=B(x)Z$

l’\’equation transform\’ee de (2). On aura

(5) $B(x)=P^{-1}(x)\{A(x)P(x)-\frac{d}{dx}P(x)\}$ .
Supposons que $A(x)$ et $P(x)$ soient d\’eveloppables asymptotiquement en
s\’eries de puissances enti\’eres de $e^{x}$ :
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(6) $A(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}A^{(r)}e^{n}$ ,

(7) $P(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}P^{(r)}e^{rx}$

et que le d\’eterminant $|P^{(0)}|$ soit diff\’erent de $0$ . Nous allons r\’esoudre
formellement le probl\’eme: d\’eterminer $P(x)$ de mani\’ere que $B(x)$ prenne
la forme la plus simple. $B(x)$ est n\’ecessairement d\’eveloppable asymp-
totiquement en s\’erie de puissances de $e^{x}$ :

(8) $B(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}B^{(r)}e^{rx}$ .
Prenons d’abord pour $P$ une matrice form\’ee des \’el\’ements constants.
On aura alors

$P^{-1}A^{(r)}P=B^{(r)}$ .
On peut d\’eterminer $P$ de mani\‘ere que $B^{(0)}$ soit de la forme canonique.
Nous supposons donc d\’es le d\’ebut que $A^{(0)}$ soit de la forme canonique.
Alors il est naturel de prendre $P^{(0)}=E_{n},$ $E_{n}$ d\’esignant la matrice
unit\’e de dimensions $n$ . En comparant les coefficients de $e^{n}$ dans les
deux membres de (5), nous obtenons

(9) $B^{\{r)}=A^{(0)}P^{(r)}-P^{(r)}A^{(0)}-rP^{(r)}+\ldots.$ .
les termes non \’ecrits ne d\’ependant que de $A^{(1)}$ , . . . . , $A^{(r-1)},$ $P^{(1)},$

$\ldots.$ ,
$P^{(r-1)}$ . $A^{(0)}$ ayant la forme canonique, elle s’\’ecrit

$A^{\langle 0)}=(.120..A^{(0)}.\cdot.\cdot..000A^{(0)}m]$ ou $A^{(0)}=j\left\{\begin{array}{lllll}\lambda_{j} & 0 & \cdots & 0 & 0\\l & \lambda_{j} & \cdots & 0 & 0\\0 & 1 & \cdots & 0 & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & 0 & \cdots & 1 & \lambda_{j}\end{array}\right\}-$

$(n_{1}+\ldots.+n_{m}=n)$ . $n_{j}$

Ecrivons la matrice $A(x)$ sous la forme
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$A(x),$ $a_{uv}(x)$ sont d\’eveloppables asymptotipuement en s\’eries de puis-
$jk$ $jk$

sances de $e^{x}$ ;

$\dot{g}kA(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}A^{(r)}e^{m}jk$

$jka_{uv}(x)\sim\sum_{r-1_{\dot{f}}}^{\infty}a_{k^{uv}}^{(r)}e^{rx}$ .
Nous empoierons les notations analogues pour les matrices $P(x)$ et $B(x)$ .
La relation (9) est \’equivalente aux $m^{2}$ relations

$A^{t0)}P^{(r)}-P^{\langle r)}A^{(0)}-rP^{(r)}=B^{(r)}+jjkjkkjkjk$
$(j, 2, \ldots., m)$ .

Posons pour simplifier l’\’ecriture

$P^{(r)}=\overline{P}jr$
$p_{uv}^{\langle r)}=\overline{p}_{uv}$ .

On aura
$A^{t0)}F-\overline{P}A^{(0)}-r\overline{P}=(\lambda_{j}-\lambda_{k}-r)\overline{P}$

$+\left(\begin{array}{lllllll}-\overline{p}_{12} & & & -\overline{p}_{13} & \cdots & -\overline{p}_{1.n_{k}} & 0\\\overline{p}_{11}-\overline{p}_{l2} & & & \overline{p}_{12}-\overline{p}_{\mathfrak{B}} & \cdots & \dot{\overline{p}}_{1.n_{k}- 1}-\overline{p}_{2.n_{k}} & \overline{p}_{1.n_{k}}\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\\overline{p}_{n_{j}- 1.1}-\overline{p}_{n_{\dot{g}}} & 2 & \overline{p}_{n_{j^{-}}1_{\prime}2}-\overline{p}_{n}.. & 3 & \cdots & \overline{p}_{n_{\dot{g}^{-}}l.n_{k}- 1}-\overline{p}_{n_{j}.n_{k}} & \overline{\prime}p_{n_{j^{-}}l.n_{k}}\end{array}\right)$ .

Si donc $\lambda_{j}-\lambda_{k}\neq r$ , on peut d\’eterminer $\overline{p}_{uv}$ de mani\’ere que les \’el\’ements

de la matrices $A^{(0)}\overline{P}-\overline{P}A^{(0)}-r\overline{P}jk$ prennent des valeurs quelconques
donn\’ees \‘a l’avance. Nous pouvons donc r\’eduire $B^{(r)}jk$ \‘a la matrice nulle.
Si $\lambda j-\lambda_{k}=r$ , on peut d\’eterminer $\overline{p}_{uv}$ de mani\‘ere que les \’el\’ements de
la matrice $A^{(0)}\overline{P}-\overline{P}A^{(0)}-r\overline{P}$ sauf ceux de la demi\’ere colonne prennent
de telIes $val^{j}eursque^{k}1’ on$ veut. Nous d\’eterminons donc $\overline{p}_{uv}$ de mani\’ere
que les \’el\’ements de $B^{(r)}$ soient nuls sauf ceux de la derniere colonne.

$jk$

Alors le d\’eveloppement de la matrice $B(x)$ ne contient qu’un nombre
fini de termes. Nous pouvons donc poser

$B(x)=\sum_{1}B^{\langle r)}e^{rx}$ .
Nous dirons que $B(x)$ est de la forme canonique.

7. Si $B(x)$ est de la forme canonique, les $n$ variables $z_{J}$ se par-
tagent en plusieurs groupes, et les variables appartenant a un m\^eme
groupe satisfont aux \’equations de la forme suivante.
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$\frac{dz_{1}}{dx}=\lambda_{1}z_{1}$

$\frac{dz_{\dot{f}}}{dx}=z_{j- 1}+\lambda_{1}z_{j}$ $(j=2, \ldots., N_{1})$

$\frac{dz_{j}}{dx}=b_{jI}2$ $(i=N_{1}+1)$

$)\frac{dz_{j}}{d,.x}$

.
$=b_{j1}\ldots\ldots\ldots$

.
$ z_{\dot{g}-1}\ldots$

$(i=N_{1}+2, \ldots., N_{2})$

$(\frac{dz_{j}}{dx}=\sum^{k-1}b_{jr}e^{(\lambda_{k}-\lambda)x}rZ_{Nr}+\lambda_{k}z_{j}r-1$

$(j=N_{k-1}+1)(j=N_{k-1}+2, \ldots., N_{k})$

les diff\’erences $\lambda_{2}-\lambda_{1}$ , $\lambda_{3}-\lambda_{2},$
$\ldots$ , $\lambda_{k}--\lambda_{k-1}$ sont des entiers non n\’egatifs,

$\lambda_{j},$ $b_{ir}$ des constantes. On peut int\’egrer ce systeme par quadratures,
et l’on voit sans peine que

$z_{j}=e^{\lambda_{s^{l}}}\{C_{j}+C_{j- 1}P_{j.1}(x\rangle+\ldots.+C_{1}P_{j.j-1}(x)\}$

$(i=N_{s-1}+1, \ldots., N_{l})$

$P_{j,r}(x)$ \’etant un polynome de degr\’e au plus \’egal \‘a $r,$ $C_{1},$
$\ldots$ , $C_{j}$ des

constantes arbitraires. En faisant le changement de variables $Y=$
$P(x)Z$ , on trouve $n$ solutions formelles de l’\’equation (2).

IV. R\’eduction analytique a la forme canonique.

8. Nous avons d\’emontr\’e l’existence d’une matrice

(1) $P(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}P^{(r)}e^{\prime rx}$

qui transforme formellement la matriee donn\’ee

(2) $A(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}A^{(r)}e^{rx}$

\‘a la matrice de forme canonique

(8) $B(x)=\sum_{r}B^{\langle r)}e^{rx}$ .
La transformation est donn\’ee par la formule
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$P^{-1}(x)A(x)P(x)-P^{-1}(x)\frac{dP(x)}{dx}=B(x)$

qui peut s’\’ecrire

(4) $\frac{dP(x)}{dx}=A(x)P(x)-P(x)B(x)$ .
Cette \’equation peut \^etre consid\’er\’ee comme un systeme de $n^{2}$ \’equations
diff\’erentielles lin\’eaires relatives aux \’el\’ements de la matrice $P(x)$ . Cette
6quation admet une solution formelle (1). On peut donc appliquer les
r\’esultats de la section II. Par suite, si le d\’eveloppement asymptotique
(2) est valable sur la courbe $\Gamma$ donn\’ee par l’\’equation

$x=t+is(t)$ $(-\infty<t\leqq h, |s^{\prime}(t)|\leqq C)$

l’\’equation (4) admet une solution d\’eveloppable asympfotiquement en
s\’erie (1) sur la courbe $\Gamma$. Si $A(x)$ est r\’eguli\‘ere dans le domaine $D$ :

$\theta_{1}<\arg x<\theta_{2}$ , $\mathfrak{R}x<h$ $(\frac{\pi}{2}<\theta_{1}<\theta_{2}<\frac{3}{2}\pi)$

et continue dans $D$ et si le d\’eveloppement asymptotique (2) est valable
dans $D$ , le d\’eveloppement asymptotique (1) d’une solution de (4) est
aussi valable dans $D$ .

Puisque l’\’equation transform\’ee

(5) $\frac{dZ}{dx}=B(x)Z$

s’int\’egre par quadratures, on trouve $n$ solutions ind\’ependantes de
l’\’equation donn\’ee

(6) $\frac{dY}{dx}=A(x)Y$

et les d\’eveloppements asymptotiques de ces solutions sont valables dans
le domaine ou le d\’eveloppement asymptotique (2) l’est.

CHAPITRE II.

POINTS SINGULIERS IRR\’EGULIERS

I. Th\’eor\‘emes fondamentaux et leurs applications.

9. Consid\’erons les \’equations diff\’erentielles

(1) $\frac{dy_{j}}{dt}=f_{\dot{f}}(t,$ $y_{1}$ , :. . . $y_{n})$ $(j=1,2, \ldots., n)$
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ou $t$ est une variable r\’eelle. Quant aux variables $y_{1},$ $\ldots$ , $y_{n}$ nous les
supposons complexes. Nous avons le th\’eor\’eme d’existenee suivant.

Soient $\chi_{j}(t),$ $F_{j}(t)(j=1,2, \ldots, n)$ des fonctions continues et
positives dans l’intervalle $a<t<b$ et $t_{1},$

$\ldots,$
$t_{n}$ des nombres dans

l’intervalle $a\leqq t\leqq b$ . $f_{\dot{f}}(t, y_{1}, \ldots, y_{n})$ sont des fonctions $continues^{\langle 8)}$

dans

$a<t<b$ , $|y_{j}|\leqq n(t)$ $(j=1,2, \ldots. n)$

et satisfaisant aux in\’egaht\’es

$|f_{j}(t, y_{1}, \ldots. y_{n})|\leqq F_{j}(t)$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
Soient $y_{1}^{0},$

$\ldots,$
$y_{n}^{0}n$ nombres tels que

$|y_{\dot{f}}^{0}|\leqq n(t_{j})$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Supposons enfin que l’on ait

(2) $|\int_{t_{j}}^{t}F_{j}(t)dt|\leqq sgn(t-t_{j})\{n(t)-\chi_{j}(t_{j})\}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

dans l’intervalle $a<t<b$ . Alors les \’equations (1) admettent au moins
une solution telle l’on ait

$y_{j}(t_{j})=y_{j}^{0}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

$et$

$|y_{j}(t)|\leqq n(t)$ $(j=1,2, \ldots. n)$

pour $a<t<b$ . Et cette solution satisfait aux in\’egalit\’es

$|y_{j}(t)-y_{j}^{0}|\leqq|\chi_{j}(t)-\chi_{\dot{f}}(t_{j})|$ $(i=1,2, \ldots. , n)$ .
Si les fonctions $\chi_{j}(t)$ sont absolument continues, il suffit pour obtenir

(2) que l’on ait

$F_{j}(t)\leqq sgn(t-t_{j})\chi_{j}^{\prime}(t)$ $(j=1,2, \ldots. n)$

presque partout.

(1) Voir la note (2) au bas de la page 124.
(2) Voir Hukuhara, loc. cit.
(3) Voir la note (3) au bas de la page 124. On peut faire des hypoth\‘eses moins

restrictives, mains nous n’insistons pas ici sur ce point.
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10. Appliquons le th\’eoreme aux \’equations diff\’erentielles lin\’eaires

(3) $\frac{dy_{j}}{dt}=t^{-1}\{\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(t)e^{M_{k}(t)}y_{k}+b_{j}(t)\}e^{-Jf}j^{\langle t)}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ ;

$a_{\dot{g}k}(t),$ $b_{j}(t)$ et $M_{j}(t)$ sont des fonctions continues dans l’intervalle
$ t_{0}\leqq t<+\infty$ et satisfaisant aux in\’egalit\’es

$|a_{fk}(t)|\leqq A$ , $|b_{\dot{f}}(t)|\leqq Bt^{-N}$

$(t_{0}\leqq t<+\infty, j, k=1,2, \ldots., n)$ ,

(4) $\left\{\begin{array}{ll}M_{j}^{\prime}(t)\leqq-\gamma & (h\leqq t<+\infty, j=1,2, \ldots., n^{\prime})\\M_{\dot{f}}^{\prime}(t)\leqq-\gamma & (t_{1}\leqq t<+\infty, j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})\\M_{j}(t)\geqq 0 & (h<t<t_{1}, j=n^{\prime}+1, \ldots. , n^{\prime\prime})\\M_{J}(t)\geqq 0 & (h\leqq t<+\infty , j=n^{\prime\prime}+1 , . . . . , n),\end{array}\right.$

ou $\gamma$ est une constante positive. Cherchons si Ie syst\‘eme (3) admet
une solution telle que

$|y_{j}|\dagger\leqq Kt^{-N}e^{-M(t)}j\equiv\chi_{\dot{f}}(t)$ $(j=1,2, \ldots. , n)$ .
Pour qu’il existe une telle solution, il suffit que l’on ait

(5) $NK>nAK+B$ , $(\gamma h-N)K>nAK+B$ .
On peut donner \’a

$y_{j}(h)$ $(j=1,2, \ldots. n^{\prime})$

$y_{j}(t_{1})$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})$

des valeurs quelconques qui ne surpassent pas en modules les nombres
correspondants $\chi j(t_{j})$ .

Nous dirons qu’une telle solution est unique. En effet, la diff\’erence
de ces deux solutions est une solution des \’equations

(6) $\frac{dz_{j}}{dt}=t^{-1}\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(t)ekjZ_{k}Jf\langle t)-M(t)$ $(j=1,2, \ldots., n)$

telle que

$z_{j}=O(t^{-N}e^{-M}j^{(t)})$ $(t\rightarrow+\infty , j=1,2, \ldots. , n)$ ,

$z_{j}(h)=0$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ ,

$z_{j}(t_{1})=0$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})$ .
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Nous d\’emontrerons la proposition plus g\’en\’erale:
Les \’equations (6) n’admettent qu’une solution telle que

(7) $\left\{\begin{array}{ll}z_{j} (th) =0 & (j=1,2, \ldots., n^{\prime}),\\z_{j}(t_{1})=0 & (i=n^{\prime}+1, \ldots. n^{\prime\prime}),\\z_{j}(t)=o(t^{-nA}e^{-M_{j}(t)}) & (j=n^{\prime\prime}+1, \ldots., n).\end{array}\right.$

Soit $f_{2}$ un nombre quelconque plus grand que $t_{1}$ . Prenons une
solution telle que l’on ait (7):

$z_{1}=\psi_{1}(t)$ , . . . . , $z_{n}=\psi_{n}(t)$

et posons

$K=\max_{t_{1}\leq t\leq t_{2}}\{|\psi_{1}(t)t^{nA}e^{M_{1}(t)}|,$ $\ldots.,$ $|\psi_{n}(t)t^{nA}e^{M_{n}(t)}|\}$ .
On aura alors

$|\frac{dz_{j}}{dt}|\leqq nAKt^{-nA-1}e^{-M(t)}j$ $(t_{0}\leqq t\leqq t_{2}, i=1^{\cdot}, 2, \ldots., n)$ ,

sgn $(t-\tau_{j})\frac{d}{dt}t^{-nA}e^{-M}j^{(t)}\geqq nAt^{-}ej$

$(t_{0}\leqq t\leqq h, j=1,2, \ldots..n)$

ou l’on a pos\’e
$\tau_{j}=h$ $(j=1,2, \ldots. n^{\prime})$ ,

$\tau_{j}=t_{1}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})$ ,

$\tau_{j}=i_{2}$ $(j=n^{\prime\prime}+1, \ldots., n)$ .
On aura donc

$|\psi_{j}(t)-\psi_{j}(\tau_{j})|\leqq x_{j}(t)-\chi_{\dot{f}}(\tau_{j})$ $(t_{0}\leqq t\leqq t_{2}, j=1,2, \ldots. n)$

en posant

$\chi_{j}(t)=Kt^{-nA}e^{-M}j^{(t)}$ $(j=1,2, \ldots. , n)$ .
Si

$|\psi_{\dot{f}}(\tau_{j})|<x_{\dot{f}}(\tau_{j})$ $(j=1,2, \ldots. n)$

on aura
$|\psi_{j}(t)|<\chi_{j}(t)$ (th $\leqq t\leqq t_{2},$ $j=1,2,$ $\ldots$ . , $n$),
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ce qui est contraire \‘a la d\’efinition de la constante $K$. On aura donc

$\max_{j\infty n^{\prime\prime}}^{n}\{t_{2}^{nAM(t_{2})}\}=K$ .

Cela exige que $K\rightarrow 0$ avec $\frac{1}{t_{2}}$ . Puisque

$|\psi_{j}(t)|\leqq Kt^{-nA}e^{M}j^{(t)}$ $(h\leqq t\leqq t_{2}, j=1,2, \ldots. n)$

la solution doit \^etre identiquement nulle.

11. Consid\’erons maintenant les \’equations diff\’erentielles lin\’eaires

(8) $\frac{dy_{j}}{dx}=\lambda_{j}(x)y_{j}+x^{-1}\{\sum_{k-1}^{\prime\prime}a_{jk}(x)y_{k}+b_{j}(x)\}$ $ti=1,2,$ $\ldots.,$ $n$)

$\lambda_{j}(x),$ $aj_{k}(x)$ et $b_{j}(x)$ sont des fonctions continues sur une courbe $\Gamma$ :

$x=x(t)$ $(t_{0}\leqq t<+\infty , |x^{\prime}(t)|=1)$

et telles que

(9) $|a_{jk}(x)|\leqq A$ , $|b_{j}(x)|\leqq B|x|^{-N}$ .
Quant \‘a la courbe $\Gamma$ nous supposons qu’il existe deux constantes $L_{1}$

et $L_{2}$ telles que

$L_{1}|x|\leqq t\leqq L_{2}|x|$ $(h\leqq t<+\infty)$ .
Posons

(10) $\int\lambda_{j}(x)dx=\Lambda_{j}(x)$ , $\Re\Lambda_{j}(x(t))=M_{j}(t)$ $(j=1,2, \ldots. n)$

les int\’egrales \’etant prises le long de la courbe $\Gamma$. Si l’on pose

(11) $y_{j}=e^{\Lambda_{j^{(x)}Z_{j}}}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

et si l’on prend $t$ pour variable ind\’ependante, les \’equations transform\’ees
prennent la forme

$\frac{dz_{j}}{dt}=t^{-1}$ { $\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(t)e^{M_{k}(t)}z_{k}+6_{j}(t)\}e^{-M_{j}(t)}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

et l’on a
$|a_{jk}(t)|\leqq AL_{2}$ $(j. k=1,2, \ldots., n)$ ,

$|\beta_{j}(t)|\leqq BL_{2}^{N+1}t^{-N}$ $(i=1,2, \ldots., n)$
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pour $ t_{0}\leqq t<+\infty$ . Supposons v\’erifi\’ees les in\’egalit\’es (4). On peut
alors appliquer les r\’esultats du $n^{o}$ pr\’ec\’edent. On obtient ainsi la
proposition suivante.

Supposons que

$N>nAL_{2}$ , $(\gamma h-N)<nAL_{2}$ .
Soient $\phi_{f}(j=1,2, \ldots, n^{\prime\prime})$ des nombres donn\’es. Alors les \’equations

(8) admettent une solution et une seule telle que

$y_{j}(x_{0})=y_{\dot{f}}^{0}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ ,

$y_{j}(x_{1})=y_{j}^{0}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots. n^{\prime\prime})$ ,

$y_{j}(x)=o(x^{-nAL_{2}})$ $(t\rightarrow+\infty , j=n^{\prime\prime}+1\ldots., n)$ ,

o\‘u $x_{0}$ et $x_{1}$ sont les points de $\Gamma$ correspondant aux valeurs $t_{0}$ et $t_{1}du$

param\‘etre $t$ . Cette solution satisfait aux in\’egalit\’es

$|y_{j}(x)|\leqq K|x|^{-N}$ $(j=1,2, *\cdots, n)$

si $K$ est un nombre tel que l’on ait

$(N-nAL_{2})L_{1}^{N}K>BL_{2}^{N+1}$ ,

$(\gamma t_{0}-N-nAL_{2})L_{1}^{N}K>BL_{2}^{N+1}$ ,

$|y_{j}^{\delta}|\leqq K|x_{0}|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ ,

$|\phi_{;}|\leqq K|x_{1}|^{-N}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})$ .
12. Nous allons maintenant \’etablir un th\’eoreme d’existence tr\‘es

utile pour la suite. Soient $D$ un domaine limit\’e par une courbe ferm\’ee
$\Gamma$ et $\xi,$ $\xi^{\prime}$ des points donn\’es sur $\Gamma$ . Supposons qu’un point mobile $x$

plac\’e en $\xi$ d\’ecrive la courbe $\Gamma$ dans le sens positif. L’arc parcouru
par $x$ pour aller de $\xi$ \‘a $\xi^{\prime}$ sera d\’esign\’e par $\overline{\xi\xi^{\prime}}$ . L’arc compl\’ementaire

de $\overline{\xi\xi^{\prime}}$ sera d\’esign\’e par $\overline{\xi^{\prime}\xi}$ de sorte que $\overline{\xi\xi}^{\prime}+\overline{\xi^{\prime}\xi}=\Gamma$. Nous d\’esignons

par $t$ l’arc la longueur de l’arc $\overline{x_{0}x}$ de la courbe $\Gamma,$ $x_{0}$ \’etant un point
d\’etermin\’e sur $\Gamma$. Alors le th\’eor\’eme que nous allons \’etablir s’\’enonce
comme il suit.

Soient $x_{j},$ $\xi_{j}(j=1,2, \ldots, n)$ des points donn\’es sur $\Gamma,$ $\chi_{j}(x)$ des
fonctions r\’eguheres dans le domaine $D$ et conlinues et ne s’annulant

(1) La variable ind\’ependante est suppos\’ee complexe.
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pas dans l’ensemble de fermeture D. Soient $f_{j}(x, y_{1}, \ldots, y_{n})(j=1$ ,
2, $\ldots$ . , n) des fonctions r\’eguli\‘eres dans l’ensemble $\Delta$ des points
$(x, y_{1}, \ldots , y_{n})$ tels que

$X\epsilon D$ , $|y_{1}|\leqq|\chi_{1}(x)|,$
$\ldots.$ , $|y_{n}|\sim\leq|\chi_{n}(x)|$ ,

continues dans l’ensemble de fermeture $\overline{\Delta}$ et telles que

(12) $\left\{\begin{array}{ll}\frac{d}{dt}|x_{j}(x)|>|f_{j}(x, y_{1}, \ldots., y_{n})| & sur \overline{x_{j}\xi}_{j}\\-\frac{d}{dt}|x_{j}(x)|>|f_{j}(x, y1, \ldots , y_{n})| & sur \overline{\xi_{j}x}_{j}\end{array}\right.$

$(i=1,2, \ldots., n)$ . Fig. $A$.
Soient enfin $y_{1}^{0},$

$\ldots,$
$y_{n}^{0}$ des nombres tels que

(13) 1 $y_{j}^{0}|\leqq|\chi_{j}(x_{j})|$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Alors les \’equations diff\’erentielles

(14) $\frac{dy_{j}}{dx}=f_{j}(x,$ $y_{1}$ , . . . . $y_{n})$ $(j=1,2, \ldots., n)$

admettent au moins une solution r\’eguli\‘ere dans $D$ , continue dans $\overline{\overline{D}}$

et teue que l’on ait
$y_{j}(x_{j})=\theta_{g}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

$et$

$|y_{j}(x)|\leqq|\chi_{j}(x)|$ $(i=1,2, \ldots., n)$

dans D. $Si$

$|y_{j}^{0}|<|\chi_{j}(x_{j})|$ ($i=1.$ 2 $\ldots$ . . n)

on a 7e\’ecessairement

$|y_{j}(x)|<|\chi_{j}(x)|$ $(j=1,2, \ldots., n)$

dans $\varpi$ .
Consid6rons un espace $R$ form \’e des systemes de $n$ fonctions r\’egu-

li\‘eres dans $D$ et continues dans $\overline{D}$ . Nous d\’efinirons la distance $||y-z||$

entre deux points $y=(y_{1}(x), \ldots, y_{n}(x))$ et $z=(z_{1}(x), \ldots , z_{n}(x))$ de $R$

par

$||y-z||=\max_{x\epsilon\overline{\overline{D}}}\{|y_{1}(x)-z_{1}(x)|,$ $\ldots.,$
$|y_{n}(x)-z_{n}(x)|\}$ .

$R$ est \’evidemment un espace de M. BANACH. Soit $E$ l’ensemble des
points $(y_{1}(x), \ldots y_{n}(\prime x))$ de $R$ tels que
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$|y_{1}(x)|\leqq|\chi_{1}(x)|,$
$\ldots.$ , $|y_{n}(x)|\leqq|\chi_{n}(x)|$

dans D. $E$ est un ensemble ferm5 et convexe. Consid\’erons la trans-
formation $T$ d\’efinie dans $E$ :

(15) $Y_{j}(x)=\phi_{j}+\int_{x_{j}}^{x}f_{j}(x, y_{1}, \ldots. y_{n})dx$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Les fonctions transform\’ees $Y_{J}(x)$ sont r\’eguli\’eres dans $D$ et continues
dans $\overline{\overline{D}}$ . Le syst\’eme de ces fonctions est donc un point de $R$ . La
transformation $T$ est \’evidemment continue dans $E$ . De plus l’image
de $E$ par $T$ est compacte. Cela r\’esulte de ce fait que les forctions
transform\’ees sont \’egalement continues et uniform\’ement born\’ees dans
leur ensemble. Nous pouvons donc appliquer le th\’eor\‘eme M. $ScHAUDER(1)$

si l’on a
(16) $|Y_{j}(x)|\leqq|\chi_{j}(x)|$ $(i=1,2, \ldots., n)$

dans $\overline{D}$ . Des relations (12), (15) on d\’eduit

$|Y_{j}(x)-\oint_{\dot{f}})|\leqq|\chi_{j}(x)|-|\chi_{j}(x_{j})|$

sur $\Gamma$ . On obtient donc (16) sur $\Gamma$, en tenant compte de (13). Puisque
les fonctions $\chi_{j}(x)$ ne s’annulent pas dans $\overline{D}$ , les modules 1 $Y_{j}(x)/\chi_{\dot{f}}(x)|$

atteignent leurs maxima sur $\Gamma$ . On obtient donc (16) dans $\overline{D}$ .
13. Consid\’erons les \’equations trait\’ees au $n^{o}11$ . Nous supposerons

ici que les fonctions $\lambda_{j}(x),$ $\sigma_{jk}(x)$ et $b_{j}(x)$ soient r\’egulieres dans un
domaine $D$ limit\’e par une courbe ferm\’ee $\Gamma$ et continues dans l’ensemble
de fermeture $\overline{D}$ . Nous supposons de plus les in\’egalit\’es (9) v\’erifi\’ees
dans $\overline{D}$ . D\’efinissons les fonctions $\Lambda_{j}(x)$ , $M_{j}(\underline{t)}$par (10), $t$ d\’esignant

comme au $n^{o}$ pr\’ec\’edent la longueur de l’arc $x_{0}x$ de la courbe(2) $\Gamma$ et
faisons le changement de variables (11). On aura

(17) $\frac{dz_{j}}{dx}=x^{-1}\{\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)e^{\Lambda_{k}(x)}z_{k}+b_{j}(x)\}e^{-\Lambda}j^{(x)}$

courbe $\Gamma$ et tels que

$(j=1,2, \ldots , n)$ $x^{l4}\prime r^{\int^{D}}\emptyset_{x^{t*/}}^{x_{\Gamma}^{a_{J}}}$

Soient $x^{(1)},$ $x^{(2)},$ $x^{(3)},$ $x^{(4)}$ quatre points donn\’es sur la

$\frac{d|x|}{dt}\geqq L$ sur $ x^{(1)}x^{(3)}\wedge$

$o^{\chi}$

Fig. 3.

(1) Schauder, Der Fixpunktsatz in Funktionalraumen. StudIa Math., 2 (1936).
(2) La fonctIon $x=x(t)quI$ d\’efinlt la courbe $T$ est suppos\’ee contInue dans

$-\infty<t<+\infty$ de softe qu’elle admet une p\’eriode \’egale \‘a la longueur de la
courbe $T$ .
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$\frac{d|x|}{dt}\leqq-L$ sur $ x^{(3)}x^{(1)}\wedge$

$L$ \’etant un nombre positif (Fig. 3). Quant aux fonctions $M_{j}(t)$ nous
faisons les hypoth\’eses suivantes.

$ M_{j}^{\prime}(t)\leqq-\gamma$ sur $ x^{(1)}x^{(3)}\wedge$

$ M_{j}^{\prime}(t)\geqq\gamma$ sur $ x^{(3)}x^{(1)}\wedge$

$(j=1,2, \ldots. n^{\prime})$

$ M_{j}^{\prime}(t)\leqq-\gamma$ sur $ x^{(1)}x^{(2)}\wedge$

$M_{j}^{\prime}(t)\geqq 0$ sur $ x^{(2)}x^{(3)}\wedge$ $(j=n^{\prime}+1\ldots. n^{\prime\prime})$

$M_{j}^{\prime}(t)\leqq 0$ sur $ x^{(3)}x^{(1)}\wedge$

$M_{j}^{\prime}(t)\geqq 0$ sur $ x^{(1)}x^{(2)}\wedge$

$ M_{j}^{\prime}(t)\leqq-\gamma$ sur $ x^{(2)}x^{(3)}\wedge$ $(j=n^{\prime\prime}+1., \ldots. , n^{\prime\prime\prime})$

$ M_{j}^{\prime}(t)\geqq\gamma$ sur $ x^{(3)}x^{\langle 1)}\wedge$

$M_{j}^{\prime}(t)\geqq 0$ sur $ x^{(1)}x^{(3)}\wedge$

$M_{j}^{\prime}(t)\leqq 0$ sur $ x^{13)}x^{(1)}\wedge$

$(j=n^{\prime\prime\prime}+1, \ldots., n)$ ,

$\gamma$ d\’esignant toujours un nombre positif d\’etermin\’e. D\’efinissons les
points $x_{j},$ $\xi_{j}$ ($j=1$ , 2, . . . , n) par les formules

$x_{j}=x^{(1)}$ , $\xi_{j}=x^{(9)}$ $(j=1,2, \ldots. n^{\prime})$ ,

$x_{j}=x^{(3)}$ , $\xi_{j}=x^{(2)}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots..n^{\prime\prime})$ ,

$x_{j}=x^{(2)}$ , $\xi_{j}=x^{\langle 3)}$ $(j=n^{\prime\prime}+1, \ldots..n^{\prime\prime\prime})$ ,

$x_{j}=x^{(3)}$ , $\xi_{j}=x^{(1)}$ $(j=n^{\prime\prime\prime}+1, . . . . n)$ .
En remarquant que

$-N|x|^{-N-1}\leqq\frac{d}{dt}|x|^{-N}\leqq-NL|x|^{-Jv^{\sim}-1}$ sur $ x^{(1)}x^{\langle 3)}\wedge$ ,

$N|x|^{-N-1}\geqq\frac{d}{dt}|x|^{-N}\geqq NL|x|^{-N-1}$ sur $ x^{(3)}x^{\{1)}\wedge$

on v\’erifie sans peine que
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$\frac{d}{dt}|\chi_{j}(x)|\geqq K|x|^{-N-1}e^{-M}j^{\langle t)}$ min ( $NL,$ $\gamma|x|-N$ } sur $\overline{x_{J}\xi_{j}}$ ,

$-\frac{d}{dt}|\chi_{j}(x)|\geqq K|x|^{-N-1}e^{-M_{\dot{p}}(t)}$ min $\{NL, \gamma|x|-N\}$ sur $\overline{\xi_{j}x_{j}}$

$(j=1,2, \ldots. n)$ ,

en posant

$\chi_{j}(x)=Kx^{-N}e^{-\Lambda_{j}(x)}$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
D’autre part les modules des seconds membres de (17) ne surpassent
pas

$(nAK+B)|x^{-N-1}e^{-\Lambda}j^{(x)}|$ $(j=1,2, \ldots. n)$

pour
$|z_{j}|\leqq|\chi_{j}(x)|$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .

Par suite on peut appliquer le th\’eoreme du $n^{o}$ pr\’ec\’edent si l’on a

(18) $K$min $\{NL , \gamma R-N\}>nAK+B$ ,

$R$ d6signant la distance entre $0$ et $D$ . Donc, il existe au moins une
solution de (8) teue que

(19) $y_{j}(x_{\dot{f}})=y_{j}^{0}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

$et$

$|y_{\dot{f}}(x)|\leqq K|x|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots. , n;x\epsilon D)$ .
Prenons une solution de (8) satisfsisant aux conditions (19), et

posons

$K=ma_{\frac{x}{D}}x\epsilon\{|y_{1}(x)||x|^{N},$ $\ldots$ . , $|y_{n}(x)||x|^{N}\}$ .

Si l’on avait (18) et
$|y_{j}^{0}|<K|x_{j}|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots. n)$ ,

on aurait . $|y_{j}(x)|<K|x|^{-N}$

contrairement \‘a la d\’efinition de $K$. On aura done

$K\leqq\max\{|y_{1}^{0}x_{1}^{N}|,$ $\ldots.’|y_{n}^{0}x_{n}^{N}|,$ $\frac{B}{\min\{NL,\gamma R-N_{f}^{\prime}-nA}\}$ .
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$Si$

$y_{1}^{0}=0$ , .... , $y_{n}^{0}=0$ , $B=0$

$Kd\alpha f$ient nul, d’o\‘u il r\’esulte l’unicit\’e de la solution de (8) satisfaisant
aux conditions (19).

II. D\’eveloppements asymptotiques.

14. Consid\’erons les 6quations diff\’erentielles lin\’eaires

(1) $\frac{dy_{j}}{h}=\lambda_{j}(x)y_{j}+x^{-1}\{\sum_{k\sim 1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}+a_{j}(x)\}$ $(j=1,2, \ldots., \prime n)$ ;

$\lambda_{j}(x)$ sont des polynomes(1)

$\lambda_{j}(x)=\sum_{r-0}^{m_{\dot{f}}}\lambda_{\dot{f}}^{(r)}x^{m_{j^{-r}}}$ ,

$ajk(x),$ $a_{j}(x)$ des fonctions continues sur une courbe $\Gamma$ :

$x=x(t)$ , (th $\leqq t<+\infty$ , $|x^{\prime}(t)|=1,$ $L_{1}|x|\leqq t\leqq L_{2}|x|$ )

et d\’eveloppables asymptotiquement comme il suit

(2) $a_{jk}(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}a_{gk}^{(r)}x^{-r}$ , $a_{j}(x)\sim\sum_{r- 0}^{\infty}a_{j}^{\langle r)}x^{-r}$ .
Supposons l’existence de $n$ s\’eries qui satisfont formellement aux \’equa-

tions (1):

(3) $y_{\dot{f}}\sim\sum_{r-0}^{\infty}a_{\dot{f}}^{(r)}X^{-r}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
Posons

$m=maT\{m_{1}, \ldots. m_{n}\}$

(4) $y_{j}=\sum_{r-0}^{N+m}a_{j}^{(r)}x^{-r}+z_{j}$ $(j=1,2, \ldots..n)$ .
Les \’equations en $z_{j}$ prennent la forme

(5) $\frac{dz_{j}}{dx}=\lambda_{j}(x)z_{j}+x^{-1}\{\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)z_{k}+b_{j}(x)\}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

ou $b_{j}(x)$ sont des fonctions continues sur $\Gamma$ et d\’eveloppables asymptoti-
quement comme il suit:

(6) $b_{j}(x)\sim\sum_{r-N}^{\infty}b_{j}^{(r)}x^{-f}$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .

(1) Si )$j(x)\equiv 0$ , nous posons $mj=-1$ . sinon nous supposons $)_{\dot{f}}^{(0)}\neq 0$ .
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On aura sur la courbe $\Gamma$

(7) $|a_{jk}(x)|\leqq A$ , $|b_{j}(x)|\leqq B_{N}|x|^{-N}$ $(j, k=1,2, \ldots., n)$ .
Supposons que l’on ait

$ M_{j}^{\prime}(t)\leqq-\gamma$ $(j=1,2, \ldots. n^{\prime})$ ,

$M_{j}^{\prime}(t)\geqq 0$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n)$

pour $ t_{0}\leqq t<+\infty$ en posant

(8) $\Lambda_{j}(x)=\int_{0}^{x}\lambda_{i}J(x)dx,$ $\Re\Lambda_{j}(x(t))=M_{j}(t)$ $(j=1,2, \ldots. , n)$ .
On peut appliquer les r\’esultats du $n^{o}11$ aux \’equations (5) si

(9) $N>nAL_{2}$ , $\gamma t_{0}-N>nAL_{2}$ .
Par suite on obtient la proposition suivante.

Soient $z_{j.N}^{0}(j=1,2, \ldots , n^{\prime})$ des nombres donn\’es. Les \’equations
(5) admettent une solution et une seule telle que

(10) $\left\{\begin{array}{ll}z_{j}(x_{0})=z_{j}^{0}.N & (x_{0}=x(h), j=1,2, \ldots., n^{\prime})\\z_{j}(x)=o(x^{-nAL_{2}}) & (sur \Gamma, j=n^{\prime}+1, \ldots. n)\end{array}\right.$

et cette solution satisfait aux in\’egalit\’es

$|z_{j}|\leqq K|x|^{-N}$ $(i=1,2, \ldots. n)$ ,

ou $K$ est un nombre tel que l’on ait

$(N-nAL_{2})L_{1}^{N}K>B_{N}L_{2}^{N+1}$

$(\gamma h-N-nAL_{2})L_{1}^{N}K>B_{N}L_{g}^{N+1}$

$|z_{j.N}^{0}|\leqq K|$ Xo $|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ .
Dlsignons cette solution par

$z_{1}=\psi_{1.N}(x),$ $\ldots.$ $z_{n}=\psi_{n.N}(x)$

et posons

$\varphi_{j.N}(x)=\sum_{r-0}^{N+m}a_{j}^{\{r)}X^{-r}+\psi_{j.N}(x)$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Soient $y_{j}^{0}$ $(j=1,2, \ldots , n^{\prime})$ des nombres donn\’es et d\’eflnissons les
nombres $2_{j,N}^{0}$ par
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(11) $\theta_{j}=\sum_{r\cdot 0}^{N+n}a_{j}^{(r)}X_{0}^{-r}+z_{j.N}^{0}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ .
Nous obtenons ainsi une 8olution de (1) telle que

(12) $\left\{\begin{array}{ll}y_{j}(x_{0})=y_{\dot{f}}^{0} & (j=1,2, \ldots. n^{\prime})\\y_{j}(x)=\sum_{r- 0}^{N-1}a_{j}^{(r)}X^{-r}+O(x^{-N}) & (j=1,2, \ldots., n).\end{array}\right.$

Inversement \‘a une solution de (1) satisfaisant \‘a ces conditions corres-
pondra une solution de (5) telle que l’on ait (10). Cette solution \’etant

unique, la solution de (1) correspondante l’est aussi. On en conclut
ais\’ement que les fonctions $\varphi_{j.N}(x)$ sont ind\’ependantes de $N$. En effet,
soit $N^{\prime}$ un entier plus grand que $N$. Puisque l’on a (9), les \’equations

en $z_{j}$ que l’on obtient en posant

$y_{j}=\sum_{j-0}^{N^{\prime}+m}a_{j}^{\langle r)}X^{-r}+Z_{j}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

admettent une solution telle que l’on ait

$z_{j}(x_{0})=z_{j.N^{\prime}}^{0}$ $(j=1,2, \ldots. n^{r})$

$z_{j}(x)=o(x^{-nAr_{2}})$ (sur $L$ , $j=n^{\prime}+1,$
$\ldots.,$ $n$)

les nombres $z_{j.N}^{0},$ \’etant d\’efinis par les relations analogues \‘a (11). C’est
la solution

$z_{j}=\varphi_{j.N}(x)-\sum_{r-0}^{N^{\prime}+m}a_{j}^{1r)}X^{-r}\equiv\psi_{j.N^{\prime}}(x)$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Cette solution sera d\’etermin\’ee d’une maniere unique par les $conditIons^{\langle 1)}$

$z_{j}(x_{1})=\psi_{j.N^{\prime}}(x_{1})$ $(x_{1}=x(t_{1}), j=1,2, \ldots. n^{\prime})$ ,

$z_{j}(x)=o(x^{-nAL_{2}})$ (sur $L,$ $j=n^{\prime}+1,$
$\ldots$ . , n) ,

$t_{1}$ \’etant un nombre quelconque tel que $\gamma t_{1}-N^{\prime}>nAL_{2}$ . On peut alors
appliquer les r\’esultats du $n^{o}11$ et on trouve

$\psi_{j.N^{\prime}}(x)=O(x^{-N^{\prime}})$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Nous arrivons donc \‘a la conclusion suivante.

Les \’equations (1) admettent une solution et une seule telle que
l’on ait

$y_{j}(x_{0})=y_{j}^{n}$ $(j=1,2, \ldots..n^{\prime})$

(1) On doit remarquer que les conditions (9) d\’ependent de $N$ mais non de $BN$ .
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et les d\’eveloppemen$fs$ asymptotiques (3) sur $\Gamma,$ $y_{j^{0}}$ \’etant des nombres
donn\’es arbitrairement.

15. Supposons les fonctions $a_{jk}(x),$ $a_{j}(x)$ r\’egulieres dans le domaine $\Delta$

$\theta_{1}<\arg x<\theta_{2}$

et continues dans l’ensemble de fermeture $\overline{\Delta}$ et les d\’eveloppements
aspmptotiques valables dans $\overline{\Delta}$ . D\’esignons par $0g_{1},0g_{2}$ les demi-droites

faisant les angles $\theta_{1}$ et $\theta_{2}$ avec l’axe r\’eel (Fig. 4).
Soient $x^{(1)}x^{(4}$ ‘, $ x^{(2)}\theta$) deux droites faisant un angle

D\’efinissons $\Lambda_{j}(x),$ $M_{j}(t)$ par (8), $t$ d\’esignant
Fig. 4. cette fois le param\’etre du point de la courbe

ferm\’ee $\Gamma$ . Nous supposons que

$\theta_{1}<\theta_{2}<\theta_{0}$ , $\theta_{0}-\theta_{1}<\frac{\pi}{2}$ .
On aura alors

$\frac{d|x|}{dt}=1$ sur $\overline{x^{(1)}x^{(l)}}$ ,

$\frac{d|x|}{dt}\geqq\cos(\theta_{0}-\theta_{1})$ sur $\overline{x^{(2)}x^{(3)}}$ ,

$\frac{d|x|}{dt}=-1$ sur $\overline{x^{t\$)}x^{(4)}}$ .
$\frac{d|x|}{dt}\leqq-\cos(\theta_{0}-\theta_{1})$ sur $\overline{x^{(4)}x^{(1)}}$ .

Calculons $M_{\dot{f}}^{\prime}(t)$ . Posons pour cela

$\lambda_{j}^{t0)}=\rho_{j}e^{i\omega_{j,}}$ $x=|x|e^{i0}$ .
Puisque

$M_{j}^{\prime}(t)=\Re\frac{d}{dt}\Lambda_{j}(x)$ , $\frac{:d}{dt}\Lambda_{j}(x)=\lambda_{j}(x)\frac{dx}{dt}$ ,
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on aura
$M_{j}^{\prime}(t)=\rho_{j}|x|^{m}j$ cos $((m_{j}+1)\theta_{1}+\omega_{j})+\ldots$ . sur $\overline{x^{(1\overline{)}}}x^{(2)}$ ,

$M_{j}^{\prime}(t)=\rho_{j}|x|^{m}j$ cos $(m_{j}\theta+\theta_{0}+\omega_{j})+\ldots$ . sur $\overline{x^{(\ell)}x^{(3)}}$ ,

$M_{\dot{f}}^{\prime}(t)=-\rho_{j}|x|^{m}j$ cos $((m_{j}+1)\theta_{2}+\omega_{j})+\ldots$ . sur $\overline{x^{(3)}x^{(4)}}$ ,

$M_{j}^{\prime}(t)=-\rho_{j}|x|^{m}j$ cos $(m_{j}\theta+\theta_{0}+\omega_{j})+\ldots$ . sur $\overline{x^{(4)}x^{\langle 1)}}$ ,

les termes non \’ecrits \’etant de degr\’es moindres que $m_{j}$ . Nous dirons
direction singliere (relative \’a $0$) la direction pour laquelle l’un an moins
des cos $((m_{j}+1)\theta+\omega_{j})s’ annule^{(1)}$.

Consid\’erons d’abord le cas o\‘u $\overline{D}$ ne contient pas de direction
singuliere. Alors les indices $j$ se partagent en deux groupes. L’un
d’eux contient les indices $j$ tels que

cos $((m_{j}+1)\theta+\omega_{j})<0$ pour $\theta_{1}\leqq\theta\leqq\theta_{2}$

et l’autre les indices $j$ tels que

cos $((m_{j}+1)\theta+\omega_{j})>0$ pour $\theta_{1}\leqq\theta\leqq\theta_{2}$

ou
$\lambda_{j}(x)\equiv 0$ .

D\’esignons par 1, 2, . . . , $n^{\prime}$ les indices du premier groupe. Nous prenons
$\theta_{0}$ de maniere que le domaine $\theta_{1}\leqq\arg x\leqq\theta_{0}$ ne contient pas d’aucune
direction singuli\’ere. On peut alors trouver un nombre positif $\gamma$ tel
que l’on ait

$|M_{j}^{\prime}(t)|\geqq\gamma$ sur $I$

si $|x^{(1)}|$ est suffisamment grand et si le polynome correspondant $\lambda_{j}(x)$

n’est pas identiquement nul. Les fonctions $a_{jk}(x),$ $b_{j}(x)$ satisfont dans
$\overline{\Delta}$ aux in\’egalit\’es

$|a_{jk}(x)|\leqq A$ , $|b_{j}(x)|\leqq B_{N}|x|^{-N}$ $(j, k=1,2, \ldots. n)$ .
Nous pouvons appliquer ici les r\’esultats du $n^{o}13$ en posant

$n^{\prime}=n^{\prime\prime}=n^{\prime\prime\prime}$ , $L=\cos(\theta_{0}-\theta_{1})$ , $R=|x^{(1)}|$ , $B_{N}=B$ ,

$x_{j}=x^{(1)}$ , $\xi_{j}=x^{(3)}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ .
$x_{j}=x^{\langle 3)}$ , $\xi_{j}=x^{(1)}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n)$ .

(1) Ici nous ne consid\’erons que les indices pour lesquels $)_{\dot{f}}\{x$) $\not\equiv 0$ .
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Par suite, $si$

min $\{NL,$ $\gamma R-N\}>nA$

les e’quations (5) admettent une solution et une seule telle que
$z_{J}(x_{j})=\theta_{j}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

$|z_{j}(x)|\leqq K|x|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots. n;x\in\overline{D})$ ,

o\‘u $K$ est un nombre tel que

$K$ min $\{NL,$ $\gamma R-N\}\leqq nAK+B_{N}$ ,

$K\geqq\max\{|z_{1}^{0}x_{1}^{N}|,$
$\ldots..,$

$|z_{n}^{0}x_{n}^{N}|\}$ .
Posons

$z_{j}^{0}=0$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots. n)$

et supposons que le segment $\overline{x^{(1)}x^{(4)}}$ soit fixe et que le segment $\overline{x^{(2)}x^{(8)}}$

s’\’ecarte \‘a l’inifini. Le nombre $K$ peut \^etre suppos\’e ind\’ependant de la
position du segment $\overline{x^{()}x^{(3)}}$ . Nous pouvons ainsi obtenir une suite de
solutions de (5):

$z_{1}=\Psi_{1.k}(x)$ , . . . . , $z_{n}=\Psi_{n.k}(x)$ $(k=1,2, \ldots.)$

telles que l’on ait, quelque grand que soit $|x^{(2)}|$ , les in\’egalit\’es
$|\Psi_{1.k}(x)|\leqq K|x|^{-N},$

$\ldots.$ , $|\Psi_{n.k}(x)|\leqq K|x|^{-N}$

dans $\overline{D}$ \‘a partir d’un certain rang. Nous pouvons supposer que cette
suite converge vers une solution

$z_{1}=\psi_{1.N}(x),$
$\ldots.$ , $z_{n}=\psi_{n.N}(x)$ .

La solution ainsi obtenue satifait aux conditions
$z_{j}(x^{(1)})=z_{j}^{0}$ $(j=1,2, \ldots. n^{\prime})$ ,
$|y_{j}(x)\}\leqq K|x|^{-N}$ $(i=1,2, \ldots., n)$

dans le domaine limit\’e par $\overline{g_{1}x^{t1)}x^{(2)}g_{2}}$ . Cette solution est unique car
elle est la solution satisfaisant aux m\^emes conditions sur la demi-droite
$\overline{x^{(1)}g_{2}}$. Si donc on pose

$\varphi_{j}(x)=\sum_{\gamma-0}^{N+m}a_{\dot{f}}^{(r)}X^{-r}+\psi_{j.N}(x)$ $(j=1,2, \ldots..n)$

on obtient la solution de (1) d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries
(3) sur la demi-droite $\overline{x^{(1)}g_{2}}$ (Voir $n^{o}14$). En somme, si
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$y_{1}=\varphi_{1}(x),$
$\ldots.$ , $y_{n}=\varphi_{n}(x)$

est une solution de (1) d\’ev\’eloppable asymptotiquement en s\’eries (3)

sur la demi-droite $0g_{2}$ , on a

$\varphi_{j}(x)=\sum_{1-0}^{N-1}a_{j}^{(r)}X^{-r}+O(x^{-N})$ $(j=1,2, \ldots. n)$

dans le domaine $\Delta^{-}$ . On en conclut que les \’equations (1) admettent une
solution et une seule d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries (3) dans

$\overline{\Delta}$ et telle que

$y_{j}(x^{(1)})=y_{j}^{0}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$

$y_{j}^{0}$ \’etant des nombres donn\’es arbitrairement.
16. Consid\’erons maintenant le cas ou $\overline{\Delta}$ contient une seule direc-

tion singuli\’ere $\overline{\omega}^{\langle 1)}$ ;

$\theta_{1}\leqq\overline{\omega}<\theta_{2}<\theta_{0}$ .
Remarquons d’abord que si $\theta_{1}$ et $\theta_{0}$ sont assez voisins de $\overline{\omega}$ on a

cos $(m_{j}\theta+\theta_{0}+\omega_{j})\neq 0$ ( $\theta_{1}\leqq\theta\leqq\theta_{2},$ $j=1,2,$ $\ldots$ . , n)

o\‘u 1, 2, . . . , $\mathfrak{n}$ sont les indices tels que $\lambda_{j}(x)\not\equiv 0$ . Si

cos $((m_{j}+1)\overline{\omega}+\omega_{j})--\neq 0$

il suffit de prendre $\theta_{1}$ et $\theta_{0}$ de mani\‘ere que

cos $((m_{j}+1)\theta+\omega_{j})\neq 0$ $(\theta_{1}\leqq\theta\leqq\theta_{0})$ .
Si

cos $((m_{j}+1)\overline{\omega}+\omega_{j})=0$

on aura

cos $(m_{j}\theta+\theta_{0}+\omega_{j})\neq 0$
$(\overline{\theta}<\theta<\theta)=$

ou
$\overline{\theta}=\overline{\omega}-\frac{1}{m_{j}}(\theta_{0}-\overline{\omega})$ , $\theta==\omega=+\frac{1}{m_{j}}(=\omega-\theta_{0})$ , $=\omega=\overline{\omega}+\frac{\pi}{m_{j}+1}$ .

Il suffit de prendre $\theta_{0}$ entre di et $=\omega$ et $\theta_{1}$ entre $\overline{\theta}$ et $\overline{\omega}$ . On voit alors
imm\’ediatement que

(1) On peut traiter de la m\^eme mani\‘ere le cas ou $\theta_{0}<\theta_{1}<\overline{\omega}\leq\theta_{2}$ .
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sgn cos $(m_{j}\theta+\theta_{0}+\omega_{j})=sgn$ cos $((m_{j}+1)\theta_{2}+\omega_{j})$

$(\theta_{1}\leqq\theta\leqq\theta_{2}, j=1,2, \ldots. \mathfrak{n})$ .
On aura donc, en d\’esignant par $\gamma$ un nombre positif assez petit,

$M_{\dot{f}}^{\prime}(t)$ sgn cos $((m_{j}+1)\theta_{2}+\omega_{j})\geqq\gamma$ (sur $\overline{x^{(2)}x^{\langle 8)}},$ $j=1,2,$ $\ldots.,$
$\mathfrak{n}$)

$-M_{J}(t)$ sgn cos $((m_{j}+1)\theta_{2}+\omega_{j})\geqq\gamma$ (sur $\overline{x^{(4)}x^{(1)}},$ $j=1,2,$ $\ldots.,$
$\mathfrak{n}$)

pourvu que $|x^{(1)}|$ soit assez grand. Sur les segments $\overline{x^{(1)}x^{(2)}}$ et $\overline{x^{(l)}x^{(4)}}$

$|M_{j}^{\prime}(t)|$ reste plus grand que $\gamma$ si elle ne s’annule pas identiquement.
Les indices $j$ se partagent en quatre groupes suivant les signes de
$M_{j}^{\prime}(t)$ sur les segments $\overline{x^{(1)}x^{(2)}},$ $\overline{x^{(2)}x^{(3)}},$ $\overline{x^{(3)}x^{(4)}}$ et $\overline{x^{(4)}x^{(1)}}$ :

$(1, 2, \ldots., n^{\prime})$ . $(n^{\prime}+1, \ldots. n^{\prime r})$ , $(n^{\prime\prime}+1, \ldots. , n^{\prime\prime\prime})$ ,
$(n^{\prime\prime\prime}+1, \ldots., n)$

de sorte que(1)

$ M_{j}^{\prime}(t)\leqq-\gamma$ sur $xx^{(2}\overline{x^{\langle 3)}}$

$(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$

$ M_{j}^{\prime}(t)\geqq\gamma$ sur $\overline{x^{(3)}x^{(4)}x^{(1)}}$

$ M_{j}^{f}(t)\leqq-\gamma$ sur $\overline{x^{(1)}x^{(2)}}$

$M_{j}^{\prime}(t)\geqq 0$ sur $\overline{x^{(2)}x^{(8)}}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})$

$M_{j}^{\prime}(t)\leqq 0$ sur $\overline{x^{(8)}x^{(4)}x^{\{1)}}$

$ M_{j}^{\prime}(t)>0M_{j}(t)\leqq-\gamma M_{j}(t)>==\gamma$ $sursursur$
$\overline{x^{(3)}x^{\langle 4)}x^{\langle 1)}}\overline{\overline{x^{(2)}x^{\langle 8)}}x^{11)}x^{(\ell)}}|$ $(j=n^{\prime\prime}+1, \ldots. n^{\prime\prime\prime})$

$M_{\dot{f}}^{\prime}(t)\geqq 0$ sur
$(j=n^{\prime\prime\prime}+1, \ldots;, n)$ .

$M_{j}^{\prime}(t)\leqq 0$ sur

Appliquons les $r6,sultats$ du $n^{o}13$ en posant

$L=\cos(\theta_{0}-\theta_{1})$ , $R=|x^{(1)}|$ , $B_{N}=B$ ,
$x_{j}=x^{\langle 1)}$ . $\xi_{j}=x^{\langle 3)}$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$ ,

$x_{j}=x^{\langle 3)}$ , $\xi_{j}=x^{(2)}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime})$ ,

(1) Le dernier contient en particulier les indices $j$ tels que )$j(x)\equiv 0$ . Par suite
$n^{\prime\prime\prime}\leq \mathfrak{n}$ .
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$x_{j}=x^{(2)}$ , $\xi_{\dot{f}}=x^{(3)}$ $(j=n^{\prime\prime}+1, \ldots., n^{\prime\prime\prime})$ ,

$x_{j}=x^{(3)}$ , $\xi_{j}=x^{(1)}$ $(j=n^{\prime\prime\prime}+1, \ldots., n)$ .
Nous obtenons alors la propositions suivante.

$Si$

min $\{NL,$ $\gamma R-N\}>nA$

les \’equations (5) admeltent une solution et une seule telle que

$z_{j}(x_{j})=z_{j}^{0}$ $(j=1,2, \ldots. , n)$

$z_{j}^{0}$ \’etant des nombres donn\’es \‘a l’avance, et cette solution satisfait aux
in\’egaht\’es

$|z_{j}(x)|\leqq K|x|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots., n;X\epsilon\overline{D})$

o\‘u $K$ est un nombre tel que

$K$ min $\{NL,$ $\gamma R-N\}\geqq nAK+B_{N}$

$K\geqq\max\{|z_{1}^{0}x_{1}^{N}|,$
$\ldots.,$

$|_{-}z_{7}^{0}x_{n}^{N}|\}$ .
Si $z_{j}^{0}=0$ ( $j=n^{\prime}+1$ , . . . , n) , le nombre $K$ peut \^etre suppos\’e

ind\’ependant de la position du segment $\overline{x^{(4}x^{(\partial}}$. On peut donc raisonner
comme au $n^{o}$ pr\’ec\’edent.

Le3 \’equations (1) admettent une solution et une seule d\’eveloppable
asymptotiquement en s\’eries (3) dans $\lrcorner-$ et telle que

$y_{j}(x^{\langle 1)})=y_{i}^{0}$ $(j=1,2, \ldots. , n^{\prime})$ ,

$y_{j}^{0}$ etant des nombres donn\’es arbitrairement.
17. Compl\’ementI. Pla\caons-nous d’abord dans les hypotheses du

$n^{o}15$ . Soit $C$ une courbe situ\’ee dans $\overline{\Delta}$ et s’\’etendant \‘a l’infini (Fig. 5).
Si une solution de (1) est d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries (3)
sur $C$ , les d\’eveloppements asymptotiques sonl
valables dans $\overline{\Delta}$ . En effet, soit

cette
$solutionetposonsy_{1}=\varphi_{1}(x)$

’
$\backslash y_{n}=\varphi_{n}(x)$

$p\ovalbox{\tt\small REJECT}_{a}^{\prime_{z_{4}}}\sim e\zeta.\xi,c$

$\varphi_{j}(x)-\sum_{r-0}^{N+m}a_{j}^{(r)}x^{-r}=\psi_{j.N}(x)$

$(i=1,2, \ldots. n)$ . FIg. 5.
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Les fonctions $\psi_{j.N}(x)$ sont r\’eguli\’eres dans $\Delta$ et continues dans $\overline{\Delta}$ .
Prenons sur $0g_{1}$ un point fixe $x_{0}$ et sur $C$ un point quelconque $\xi_{1}$ .
Consid\’erons le domaine $D_{1}$ limit6 par quatre droites $0g_{1}$ , $0\xi_{1},$ $x_{0}\xi_{0},$ $x_{1}\xi_{1}$ ,
les deux dernieres faisant l’angle $\theta_{0}$ avec l’axe r\’eel. Les \’equations
(5) admettent une solution et une seule (pourvu que $|x_{0}|$ soit assez
grand) telle que

$z_{j}(x_{0})=\psi_{j.N}(x_{0})$ $(j=1,2, \ldots., n^{\prime})$

$z_{j}(\xi_{1})=\psi_{j.N}(\xi_{1})$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots. n)$

et cette solution satisfait aux in\’egalit\’es

$|z_{j}(x)|\leqq K|x|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

dans $\overline{D}_{1}$ . C’est la solution

$z_{1}=\psi_{1.N}(x),$ $\ldots.$ , $z_{n}=\psi_{n.N}(x)$ .
Puisque

$|\psi_{j.N}\{\xi_{1})|\leqq K|\xi_{1}|^{-N}$ $(j=n^{\prime}+1, \ldots., n)$ ,

le nombre $K$ peut \^etre pris ind\’ependamment de $\xi_{1}$ . On aura donc

$|\psi_{j.N}(x)|\leqq K|x|^{-N}$ $(j=1,2, \ldots. n)$

sur $\overline{x_{0}g}_{1}$ . On en conclut que les d\’eveloppements asymptotiques (3)

sont valables sur $\overline{0g_{1}}$ et par suite dans $\overline{\Delta}$

Supposons ensuite que a ne contient qu’une direction singuliere
(relative \‘a $0$) $\overline{\omega}^{(1)}$ . Si le nombre positif $e$ est tres petit, il existe au
moins une solution d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries (3) dans
le domaine

$\overline{\omega}-\epsilon\leqq\arg x\leqq\overline{\omega}+\epsilon$ .
Les d\’eveloppements asymptotiques \’etant valables sur la demi-droite
arg $x=\overline{\omega}-e$ , il en est de m\^eme dans $\theta_{1}\leqq\arg x\leq\overline{\omega}^{-\epsilon}$ . De m\^eme

pour $\overline{\omega}+e\leqq\arg x\leqq\theta_{\sim^{J}}$ . Par cons\’equent, si une solution de (1) est
d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries (3) dans le voisinage de la direc-
tion singuli\‘ere $\overline{\omega}$ , les d\’eveloppements asymptotiques sont valables dans $\overline{\Delta}$

Supposons que le second groupe des indices $(n^{o}16)$ n’existe pas,
et qu’une solution de (1) soit d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries

(3) sur la demi-droite $\overline{0g_{1}}$ . Alors, les d\’eveloppements asymptotiques

(1) Nous supposons ici $\theta_{1}<\overline{\omega}<\theta_{2}$ .
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sont valables dans $\overline{\Delta}$ . En effet, prenons sur la demi-droite arg $ x=\overline{\omega}-\epsilon$

un point $x_{0}$ assez \’eloign\’e de l’origine. Si les d\’eveloppements asympto-
tiques (3) sont valables sur $\overline{0g_{1}}$ , il en est de m\^eme sur la demi-droite
arg $x=\overline{\omega}-e$ . La solution de (1) d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries
(3) sera d\’etermin\’ee compl\’etement par les valeurs $y_{j}(x_{0})(j=1,2, \ldots, n^{\prime})$ .
D’autre part, il existe une solution satisfaisant \‘a ces conditions et
d\’eveloppable asymptotiquement en s\’eries (3) dans $\overline{\omega}+\epsilon\leqq$ arg $ x\leqq\overline{\omega}-\epsilon$ .
Ces deux solutions doivent donc coincider. Par suite les d\’eveloppe-
ments asymptotiques sont valables dans $\overline{\Delta}$ . On peut faire une remar-
que analogue dans le cas o\‘u le troisieme groupe des indices n’existe pas.

Remarque 1. Soit donn\’ees les \’equations

$\frac{dy_{j}}{dx}=\lambda_{j}(x)y_{j}+x^{-1}\{\sum_{k-1}^{n}a_{jk}(x)y_{k}+a_{j}(x)x^{P}e^{\Lambda(x\rangle}\}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ ,

ou $\Lambda(x)$ est un polynome. S’il existe une solution formelle

$y_{j}\sim e^{\Lambda\langle x)}x^{P}\sum_{r-0}^{\infty}a_{j}^{\langle r)}X^{-r}$ $(j=1,2, \ldots., n)$ ,

nous pouvons ramener au cas \’etudi\’e en posant

$y_{j}=x^{P}e^{\Lambda(\omega)}z_{J}$ $(j=1,2, \ldots. n)$ .
Les directions singuli\’eres relatives \‘a $0$ des \’equations transform\’ees
s’appellent directions singulieres relatives au polynome $\lambda(x)(=\Lambda^{\prime}(x))$

des \’equations primitives. Nous dirons simplement direction singuli\’ere
du syst\’eme homog\’ene

$\frac{dy_{j}}{dx}=\lambda_{j}(x)y_{j}+x^{-1}\sum_{k-1}^{n}a_{pk}(x)y_{k}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

une direction singuliere relative \‘a un au moins des $\lambda_{j}(x)$ .
Remarque 2. Les raisonnements expos\’es dans cette section s’ap-

pliquent sans aucune $m9dification$ essentielle au cas o\‘u les coefficients
des s\’eries (3) contiennent log $x$ et au cas ou le domaine $\Delta$ est limit\’e
par deux courbes r\’egulieres \‘a l’infini.

III. Int\’egration formelle.

18. Une matrice $A(x)$ est dite alg\’ebrique \‘a l’infini si l’on a le
d\’eveloppement (formel), $\rho$ d\’esignant un entier positif,

(1) $A(x)\sim\sum_{r--\alpha}^{\infty}A^{(r)}X^{-\frac{r}{P}}$ $(A^{(-\alpha)}\neq 0)$
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rationnelle si $\rho=1$ et entiere si $a\geqq 0$ . Nous appellerons $\frac{r}{\rho}$ l’ordre

\‘a l’infini et $|A^{t-\alpha)}-\lambda E|=0$ l’\’equation caract\’eristiqe de la partie
pricipale.

Si l’\’equation

(2) $\frac{dY}{dx}=A(x)Y$

se change en

(3) $\frac{dZ}{dx}=B(x)Z$

par le changement de variables

(4) $Y=P(x)Z$

on aura
(5) $B(x)=P^{-1}(x)A(x)P(x)-P^{-1}(x)\frac{dP(x)}{dx}$ .

Si $A(x),$ $P(x)$ sont alg\’ebriques (rationnelles) \‘a l’infini, $B(x)$ l’est aussi.
Nous d\’esignerons par $a_{jk}(x),$ $b_{J}k(x),$ $p_{jk}(x)$ ( $j,$ $k=1,2$ , . . .. , n) les
\’el\’ements des matrices $A(x),$ $B(x)$ . $P(x)$ respectivement. Le probleme
que nous allons r\’esoudre dans cette section est le suivant: trouver une
$P(x)$ telle que $B(x)$ prenne la forme aussi simple que possible. Pour
cela \’etablissons quelques Iemmes.

$\sum_{j\sim 1}^{n}a_{jj}(x)-\sum_{j-1}^{n}b_{jj}(x)$ contient $x^{-1}$ en facteur.

D\’esignons par $E_{j}(t)$ la matrice diagonale dont $j$ I\‘eme \’el\’ement est
\’egal \‘a $t$ , les autres \’el\’ements diagonaux \’etant \’egaux \‘a 1 et par $E_{jk}(t)$

la matrice telle que les \’el\’ements diagonaux sont \’egaux \‘a 1 et l’\’el\’ement
de la $i$ i\‘eme ligne et de la $k$ i\‘eme colonne est \’egal \‘a $t$ , les autres \’el\’e-

ments \’etant nuls. On peut d\’ecomposer rationnellement $P(x)$ en un
produit de ces matrices. On voit facilement

$E_{jk}(t)=E_{j}(t)E_{jk}(1)E_{j}(t^{-1})$ .
On peut donc d\’ecomposer rationnellement $P(x)$ en un produit de
matrices diagonales et de matrices d’\’el\’ements constants. Par suite il
suffit de d\’emontrer la proposition dans le cas o\‘u $P(x)$ est une matrice

(1) Voir, par exemple, $\mathfrak{B}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , KtW$, $\ovalbox{\tt\small REJECT}=\not\in$ , 207 $\Xi$ .
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d’\’el\’ements constants ou une matrice diagonale. Si $P(x)$ est une matrice
d’\’el\’ements constants, on a

$B(x)=P^{-1}A(x)P$ ,

$|B(x)-\lambda E|=|A(x)-\lambda E|$ .
Par suite les $n$ racines des deux \’equations caract\’eristiques:

$|A(x)-\lambda E|=0$ , $|B(x)-\lambda E|=0$

coincident. On a donc

$\sum_{j-1}^{n}a_{jj}(x)=\sum_{j-1}^{n}b_{jj}(x)$ .
Si $P(x)$ est une matrice diagonale on aura

$b_{jj}(x)=a_{jj}(x)-p_{jj}^{\prime}(x)/p_{jj}(x)$ $(j=1,2, \ldots., n)$

La proposition annonc\’ee est donc \’etablie.

19. Supposons qu’il za’existe pas de $P(x)$ telle que $B(x)$ contienne
$x^{-1}$ en facteur et que l’\’equation caract\’eristique de la partie principale
de $A(x)$ admettent les $n$ rac’ines nulles. On peut alors trouver une
$P(x)$ teue que l’\’equation carac’\’eristique de la partie principale de $B(x)$

admette au moin$s$ une racine non nulle. Si les $n$ racines de cette
\’equation caract\’eristique sont \’egales, $P(x)$ s’obtienne rationnellement(1)

et l’ordre $\beta$ de $B(x)$ est n\’ecessairement moindre que $\frac{a}{\rho}$

En effet, si $\mu_{1}$ , .. . . , $/Jn$ les $n$ racines de l’\’equation caract\’eristique
de la partie principale de $B(x)$ , on aura

$\sum_{j\rightarrow 1}^{n}b_{jj}(x)=\sum_{j-1}^{n}\mu j^{X^{\beta}+}\cdots$ . $(\beta>-1)$ .

Si les $n$ racines sont \’egales et non nulles, le coefficient de $x^{f}$ est
diff\’erent de z\’ero. D’autre part,

$\sum_{j-1}^{n}b_{jj}(x)=\sum_{j-1}^{m}a_{jj}(x)+\ldots.$ ;

les termes non \’ecrits contiennent $x^{-1}$ en facteur. Le coefficient de
$X^{\div}$ dans le d\’eveloppement de $\sum_{j-1}^{m}a_{\ddot{x}}(x)$ est nul, car les $n$ racines de

\langle 1) Plus pr\’ecisemment, si $A(x)$ est rationnelle \‘a l’infini par rapport \‘a
$X^{\div},$

$P(x)$

l’est aussi.
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l’\’equation $|A^{t-\alpha)}-\lambda E|=0$ sont toutes nulles. On doit donc avoir
$\frac{a}{\rho}>\beta$ .

D\’emontrons maintenant l’existence de $P(x)$ . Pour cela posons

$y_{1}=\eta_{1}$ .
Si $a_{12}(x)\neq 0$ par exemple, nous posons

$m=\frac{dyl}{dx}=\sum_{k-1}^{n}a_{1k}(x)y_{k}$ .

$\frac{d\eta_{2}}{dx}$ deviendra une fonction lin\’eaire de $\eta_{1},$ $\eta_{2},$ $y_{3}$ , .... , $y_{n}$ . Si le

coefficient de $y_{3}$ , par exemple, est diff\’erent de z\’ero, nous posons

$\eta_{3}=\frac{d\eta_{2}}{dx}$ .
$\frac{d\eta_{2}}{dx}$ devient une fonction lin\’eaire de $\eta_{1},$ $\eta_{2},$ $\eta_{3},$ $y_{4}$ , .. . ., $y_{n}$ . Nous
pouvons d\’efinir ainsi $\eta_{1},$ $\eta_{2}$ , .. . . ,

$\eta_{n_{1}}$ et ce proc\’ed\’e finit si $\frac{d\eta_{n_{1}}}{dx}$

devient une fonction lin\’eaire de $\eta_{1}$ , . ... ,
$\eta_{n_{1}}$ . Nous posons alors

$\eta_{n_{1}+1}=y_{n_{1}+1}$ .
$d\eta_{n_{1}+1}$

$\overline{dx}$
est une fonction lin\’eaire de $\eta_{1}$ , .. . . ,

$\eta_{n_{1}+1},$ $y_{n_{1}+2}$ , . . .. , $y_{n}$ .
Si le coefficient de $y_{n_{1}+2}$ , par exemple, est diff\’erent de z\’ero nous posons

$\eta_{n_{1}+2}=\frac{d\eta_{n_{1}+1}}{dx}$ .

$\frac{d\eta_{n_{1}+2}}{Nousdx}devientunefouction1in\text{\’{e}} aire.d.e\eta_{I}pouvonsd\text{\’{e}} finirainsi\eta_{n_{l}+I},..,\eta_{n_{2}}$

et ee
$\eta_{n_{1}+2},y_{n_{1}+3}proc\text{\’{e}} d\text{\’{e}} finit$

si
$\frac{d\eta_{n_{2}}y_{n}}{dx}$

devient une fonction lin\’eaire de $\eta_{1}$ , .... , Nous posons alors.... ’ $\eta_{n_{2}}$ .
$\eta_{n_{2}+1}=y_{n_{2}+1}$

et ainsi de suite. $D_{\vee}^{\prime}\circ signons$ par $\mathfrak{U}(x)$ la matrioe form\’ee des coefficients
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des \’equations diff\’erentielles lin\’eaires en $\eta_{1}$ , . . . . , $\eta_{n}$ . $\mathfrak{U}(x)$ s’obtient
rationnellement et a la forme

$\mathfrak{U}(x)=(_{m1m2mm}^{\mathfrak{U}(x)...0...\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot..\cdot...\cdots 0}\mathfrak{U}(x).\mathfrak{U}(x).0\mathfrak{U}(x)\mathfrak{U}(x)\mathfrak{U}(x)]$

ou

.
$\mathfrak{U}(x)=jj\left\{\begin{array}{lllll}0 & 1 & 0 & \cdots & 0\\0 & 0 & 1 & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & & 00 & \cdots & 1\\ & & \mathfrak{a}_{1}(x)\mathfrak{a}_{2}(x)\mathfrak{a}_{3}(x) & \cdots & \mathfrak{a}_{h_{j}}(x)j\end{array}\right\}jf$

$\mathfrak{U}(x)=jk\left(\begin{array}{lll}jk\mathfrak{U}_{11}(x) & \cdots & \mathfrak{U}_{1h_{k}}(x)k\\\cdots & \cdots & \cdots\\\mathfrak{U}_{h_{j}1}(x) & \cdots & \mathfrak{U}_{\hslash_{J}\lambda_{k}}(x)k\end{array}\right)$ .

D\’esignons par $aj,$ $r$ l’ordre \‘a l’infini de $\dot{f}\mathfrak{a}_{r}(x)$ et posons

$\chi=\max\{\frac{aj.r}{h_{J}-r+1}\}$ $(r=1,2, \ldots., h_{j} ; j=1,2, \ldots..m)$ ,

$Q(x)=\left\{\begin{array}{llll}Q(x)1 & 0 & \cdots & 0\\0 & Q(x)2 & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & 0 & \cdots & Q(x)\end{array}\right\},$

$Q\dot{f}(x)=x^{N_{\dot{g}}}\left(\begin{array}{llll}x’\cdot & 0 & \cdots & 0\\0 & \theta’ & \cdots & 0\\0 & 0 & \cdots & x^{h_{j}}’\end{array}\right)$ ,

$Q^{-1}(x)\mathfrak{U}(x)Q(x)-Q^{-1}(x)\frac{dQ(x)}{dx}=B(x)=[B(x).B(x).0B(x)B(x)B(x)m1m2mm)$ .

On aura
$B(x)=jkQ^{-1}(x)\mathfrak{U}(x)Q(x)jjkk$ $(j>k)$ ,

$B(x)jj=Q^{-1}(x)\mathfrak{U}(x)Q(x)-Q^{-l}(x)\frac{d}{dx}Q(x)jjjjj\dot{g}$
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$Q^{-1}(x)\mathfrak{U}(x)Q(x)=jjjj\left(\begin{array}{lllll}0 & x^{?t} & 0 & \cdots & 0\\0 & 0 & x^{x} & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & 0 & 0 & \cdots & x’\\b_{1}(x)j & b_{2}(x)j & b_{3}(x) & \cdots & b_{h_{j}}(x)\end{array}\right)$

$b_{r}(x)j=x^{-\langle h}j^{-r)}\mathfrak{a}_{r}(x)=b_{gr}^{(0)}x’+j$ ,

les nombres $b_{r}^{(0)}$ n’\’etant pas tous nuls. Si donc $\chi\leqq-1$ , on pourrait
d\’eterminer $N_{1}$ , . .. ., $N_{m}$ de mani\‘ere que $B(x)$ contienne $x^{-1}$ en facteur
contrairement \‘a l’hypothese. Par suite, $\chi>-i$ et l’\’equation caract\’er-
istique de la partie principale de $B(x)$ est

$jIm-l1|b_{J^{1}}^{(}b_{J}^{t_{a}^{0)}}b_{j3}^{\langle 0)}b_{J^{h_{j}}}^{(0)}-\lambda-\lambda..1.0.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot..\cdot..\cdots 00_{0)}..-\lambda..1...\cdot.00001|=0$ .

Cette \’equation peut s’\’ecrire

$\prod_{j-1}^{m}(\lambda^{h_{j}}-b_{jh_{j}}^{(0)}x^{h_{j^{-}}1}-\ldots.-b_{j1}^{\langle 0)})=0$ .
Elle admet \’evidemment une racine non nulle. Si elle admet les $n$

racines toutes \’egales, tous les nombres $b_{jr}^{\langle(1)}$ sont diff\’erents de z\’ero. On
aura donc

$x=a_{\dot{g},h_{j}}$ .
20. D\’emontrons maintenant le th\’eoreme suivant.
Il existe un$eP(x)$ telle que $B(x)$ ait la forme suivante:

$B(x)=\Lambda(x)+x^{-1}\mathfrak{B}(x)$

o\^u $\Lambda(x)$ est une matrice diagonale, et $\mathfrak{B}(x)$ est entiere a l’imノ fni.
Ce th\’eor\’eme est \’evident si $n=1$ . Nous supposons donc le th\’eoreme

d\’emontr\’e pour $n<N$ ou $n=N,$ $a<a0$ et nous le d\’emontrerons pour
$n=N,$ $a=a_{0}$ . Nous supposons $\rho=1$ , sinon on remplaeerait $x^{\frac{1}{P}}$ par
$x$ . Supposons la matrioe $A^{(-\alpha)}$ ramen\’ee \‘a la forme canonique, et posons

$P(x)=E+\sum_{r-1}^{\infty}P^{(r)}x^{-r}$ .
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On aura
$A^{(-\alpha)}P^{\langle r)}-P^{\langle r)}A^{(-\alpha)}=B^{\langle r-\alpha)}+\ldots.$ .

les termes non \’ecrits ne d\’epdendant que de $A^{(-\alpha+1)},$
$\ldots.$

$A^{(1-\alpha)},$ $P^{(1)}$ ,
... . . $P^{(r-1)}$ . On peut donc d\’eterminer $P(x)$ de maniere que(1)

$b_{jk}(x)=0$

pour $\lambda_{j}\neq\lambda_{k},$ $\lambda_{1}$ , . . . . , $\lambda_{n}$ d\’esignant les \’el\’ements diagonaux de $A^{(-\alpha)}$ .
Si $\lambda_{I}$ , .. . . , $\lambda_{n}$ ne sont pas tous \’egaux, les variables $z_{1}$ , . .. . , $z_{n}$ se
partagent en plusieurs groupes, les variables d’un m\^eme groupe satis-
faisant a un systeme des \’equations differentielles lin\’eaires. Il suffit
donc de consid\’erer le das ou $\lambda_{1}=\ldots.=\lambda_{n}$ . Appliquons \‘a la matrioe

$A(x)-\lambda_{1}x^{-\alpha}E$

le lemme \’etabli au $n^{o}$ pr\’ec\’edent. Il existe une $P(x)$ rationnelle \‘a

l’inifini et telle que l’\’equation caract\’eristiqe de la partie principal de

$P^{-1}(x)(A(x)-\lambda_{1}x^{-\infty}E)P(x)-P^{-1}(x)\frac{dP(x)}{dx}=A_{1}(x)$

admette au moins une racine diff\’erente de z\’ero. Alors l’ordre \‘a

l’infini de cette matrice est moindre que $a$ .
Si l’\’equation caract\’eristique de la partie principale de $A_{1}(x)$ admet

des racines toutes \’egales, on peut trouver une matrioe $Q(x)$ telle que

$Q^{-1}(x)A_{1}(x)Q(x)-Q^{-1}(x)\frac{dQ(x)}{dx}$

soit de la forme
$\Lambda_{1}(x)+x^{-1}\mathfrak{B}(x)$

$\Lambda_{1}(x)$ \’etant une matrioe diagonale et $\mathfrak{B}(x)$ entiere \‘a l’infini, car $P(x)$

peut \^etre suppos\’ee rationelle \‘a l’infini. Il en sera de m\^eme si l’\’equation
carac,t\’eristique de la partie pr\’incipale de $A_{1}(x)$ admet des racines
diff\’erentes. On aura alors

$R^{-l}(x)A(x)R(x)-R^{-1}(x)\frac{dR(x)}{dx}=\Lambda(x)+x^{-1}\mathfrak{B}(x)$

o\‘u
$R(x)=P(x)Q(x)$ , $\Lambda(x)=\lambda_{l}x^{\alpha}E+\Lambda_{1}(x)$ .

Le th\’eoreme est donc \’etabli.

(1) Voir $n^{o}6$.
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Nous pouvons donner \‘a $\mathfrak{B}(x)$ une forme plus simple. En effet,
d\’esignons par

$\lambda_{j}(x)=\lambda_{j}^{\langle 0)}x^{m}+\lambda_{j}^{(1)}x^{m-1}+\ldots.+\lambda_{j}^{\langle m)}$ $(j=1,2, \ldots., n)$

les \’el\’ements diagonaux de $\Lambda(x)$ . On peut d\’eterminer $P(x)$ de maniere
que les el\’ements $b_{\dot{g}k}(x)$ de la matriee $B(x)$ d\’efinie par (5) soient identi-
quement nuls pour $\lambda_{j}(x)\neq\lambda_{k}(x)$ . Nous avons d\’eja remarqu\’e que 1 on
peut annuler $b_{jk}(x)$ pour $\lambda_{J}^{(0)}\neq\lambda_{k}^{(0)}$ . La proposition est donc \’etablie
pour $m=0$ . Nous la supposons donc \’etablie pour $m-1$ et que $4(x)$

ait la forme $\Lambda(x)+x^{-1}\mathfrak{U}(x),$ $\mathfrak{A}(x)$ \’etant entiere \‘a l’infini. Si $\lambda_{1}^{\langle t))},$

$\ldots$ . , $\lambda_{n}^{(0)}$

ne sont pas tous \’egaux, les variables $z_{1}$ , ... . , $z_{n}$ se partagent
en plusieurs groupes. Il suffit donc de consid\’erer le cas ou
$\lambda_{1}^{(0)}=\ldots.=\lambda_{n}^{(0)}$ . Il existe alors une $P(x)$ telle que

$P^{-1}(x)[A(x)-\lambda_{1}^{(0)}x^{m}E]P(x)-P^{-1}(x)\frac{dP(x)}{dx}$

ait la forme voulue. La matrioe $P(x)$ r\’epond a la question.
$Supp\dot{o}sons$ que $A(x)$ ait la forme

$A(x)=[.0\ldots.\lambda_{2}(x)E+x^{-1}.A_{2}(x).000\lambda_{m}(x)E+x^{-1}A_{m}(x))$ .

L’\’equation

$\frac{dY}{dx}=x^{-1}A_{j}(x)Y$

admet le point \‘a l’infini comme point singulier r\’egulier. On peut donc
trouver une $P_{j}(x)$ telle que

$P_{j}^{-1}(x)A_{j}(x)P_{j}(x)-xP_{j}^{-1}(x)\frac{dP_{j}(x)}{dx}=B_{j}(x)$

ait la forme canonique. Si l’on pose

$P(x)=\left(\begin{array}{llll}P_{1}(x) & 0 & \cdots & 0\\0 & P_{2}(x) & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \\ & 0 & & P_{m}(x)\end{array}\right)$

(1) Voir $n^{o}6$ .
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on obtient

$P^{-1}(x)A(x)P(x)-P^{-1}(x)\frac{dP(x)}{dx}$

$=\left(\begin{array}{llll}\lambda_{1}(x)E+B_{1}(x) & 0 & \cdots & 0\\0 & \lambda_{l}(x)E+B_{2}(x) & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & 0 & \cdots & \lambda_{m}(x)E+B_{m}(x)\end{array}\right)$ .

Nous dirons que cette forme est canonique. Le d\’eveloppement d’une
matrioe de forme canonique ne contient qu’un nombre fini de termes.
Si $B(x)$ est de la forme canonique, l’\’equation (3) s’Int\‘egre par quadra-
tures. Nous pouvons ainsi obtenir $n$ solutions ind\’ependantes de l’\’equa-
tion (2).

IV. R\’eduction analytique \’a la forme canonique.

21. Soit $P(x)$ la matrioe qui ramene $A(x)$ \‘a la forme canonique
$B(x)$ . Nous pouvons supposer que ces matrioes soient rationnelles a
l’infini, en remplagant au besoin $X\div_{par}x$ . D\’eveloppons $P(x)$ en puis-
sanoes de $x$ :

(1) $P(x)\sim\sum_{r-- m}^{\infty}P^{(r)}x^{-r}$ .
Si l’\’equation

(2) $\frac{dY}{dx}=A(x)Y$

se change en

(3) $\frac{dZ}{dx}=B(x)Z$

par le changement de variables
$Y=\overline{P}(x)Z$

ou
$\overline{P}(x)=\sum_{r\rightarrow-m}^{N}P^{(1)}x^{-r}$

l’\’equation transform\’ee (3) aura la forme \’etudi\’ee dans la section’ II
pourvu que $N$ soit assez grand.
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On peut donc supposer, sans nuir \‘a la gen\’eralit\’e, que $A(x)$ ait
cette forme

$A(x)=\Lambda(x)+x^{-1}\mathfrak{U}(x)$

$\Lambda(x)=\left(\begin{array}{llll}\lambda_{1}(x) & 0 & \cdots & 0\\0 & \lambda_{2}(x) & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & 0 & \cdots & \lambda_{n}(x)\end{array}\right)$

$\lambda_{j}(x)=\lambda_{j}^{\langle 0)}x^{m}j+\ldots.+\lambda_{j}^{\langle m_{j})}$

$\mathfrak{A}(x)\sim\sum_{r-0}^{\infty}\mathfrak{A}^{\langle r)}x^{-r}$ .
Soit $P(x)$ la matrice qui ram\‘ene formellement $A(x)$ \‘a la forme
canonique $B(x)$ . La relation entre $A(x)$ , $B(x)$ et $P(x)$ est

$P^{-1}(x)A(x)P(x)-P^{-1}(x)\frac{dP(x)}{dx}=B(x)$

qui peut s’\’ecrire

(4) $\frac{dP(x)}{dx}=A(x)P(x)-P(x)B(x)$ .
Cette \’equation peut \^etre consid\’er\’ee comme un systeme d’\’equations
diff\’erentielles lin\’eaires en $p_{jk}(x)$ . Elle a aussi la forme \’etudi\’ee dans
la section II et a une solution formelle (1). Les directions singuli\’eres
relatives \‘a $0$ de cette \’equation sont les directions singulieres de
l’\’equation (2). L’\’equation (4) admet donc au moins une solution
d\’eveloppable asymptotiquement en s\’erie (1) dans le domaine $\overline{\Delta}\ddagger$

$\theta_{1}\leqq\arg x\leqq\theta_{2}$

si oe domaine ne contient pas deux directions singuli\‘eres de l’\’equation
(2). Nous arrivons ainsi au th\’eor\’eme suivant.

Il existe un changement de variables
$Y=P(x)Z$

qui ramene l’\’equation donn\’ee (2) a la forme canonique

(5) $\frac{dZ}{dx}=B(x)Z$ ,

le d\’eveloppement asymptotique (1) de la matrice $P(x)$ \’etant valable
dans $\overline{\Delta}$ , si ce domaine ne contient pas deux directions singuli\‘eres de
l’\’equation (2).


