
UBER DIE UBERTRAGUNGEN, DIE DER 

ERWEITERTEN TRANSFORMATIONS-

GRUPPE ANGEHOREN, II 

Von 

Shisanji HOKARI 

In der letzten Arbeit(l) behandelten wir die Übertragungen, die 
der Transformationsgruppe(2) 

(�i = ÿi(ν1 ， . .. ， y制) , (i = 1, 2 , ..., m) , 
(l){ 

lxλ= ど(沼間 +1 ，...， mm+%; 2J1 ,..., f) , (A=m+1 ,..., m+n)(3) 

angehりren. Bei jener Gelegenheit haben wir als spezielle F舁le die 

Theorien von T. HOSOKAWA, A. WUNDHEILER, V. HLAVATﾝ und E. 
CARTAN, indem wir die kontravarianten bezw. die kovarianten Vektoren 

definierten , eingef�rt(4). Wi廿r k王O叩nn江m凶l比te叩n d由amals die k王O∞nt廿ra肝va訂r加i

Vektoren 犯αt臼託γ吋li化ch e世rhalt旬en， jedoch die kovarianten Vektoren un・

nαtürlich. In der vorliegenden Arbeit mりchten wir diese Schw臘he 

verbessern. 

1. Allgemeine Theoγie. Wir nehmen zun臘hst x̂ als die Koordiｭ

naten der n・dimensionalen Mannigfaltigkeit Xム an ， und adjungieren 

jedem Punkte in Xn eine (m十 n)-dimensionale Mannigfaltigkeit 正問州，

(1) S. HOKARI, ﾜber die Üb巴E廿agungen ， die der erweiterten Transformationsｭ
grupp白 angehören ， Journal of the Faculty of Science , Hokkaido Imperial 
University, Ed.3 (1935), S. 15-26. 

(2) Diese Transformationsgruppe wurde erstens von Herrn Professor A. KAWAGUCHI 
in seiner Arbeit behandelt. Siehe: A. KAWAGUCHI, The Foundation of the 
Theory of Displacements, !I, Proceedings of the Imperial Academy, Ed. 10 
(1934), S. 45-48. 

(3) Die lateinischen , griechischen bezw. grossen lateinischen Indizes durchlaufen 
die Werte (1 , 2, ..., m) , (m十 1 ， ... ，明十何) bezw. (1 , 2, ..., m十η) . 

(4) Siehe: S. HOKARI, a. a. O. 
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die auf ein System von m + n reelIen Funktionen が， ..., vm十n der 

m reeIlen Variablen yl , ..., ym bezogen ist. Selbstverst舅dlich sollen 

aIle Funktionen vA vom adjungierten Punkte x̂ in Xn abh舅gen. Wir 

nennen einen kontγαvariαnten Punkt in Xm+n ein System von m+n 

reellen Werten, welche m+n Funktionen 旬A annehmen. Wir setzen 

voraus, dass die Funktionen vA sich bei den Transformationen (1) in 

folgender Weise transformieren : 

(2) vA = P~ψB ， 

wobei 

(3) 
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P; = 0 , 

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Gleichungen (2) folgenderｭ

massen darstellen: 

v� = Pjーが , 

v̂ = P~v~ . 

Nun erhalten wir nicht nur die zwei unverschwindenden Determinanten 

11ヲ 1 und 1 P~ 1 , sondern auch die einfache Relation I P会 1= IP;I ・ 1 P~ 1. 
Der・ αuf diese Weise definierte kontγα叩riαnte Punkt vA ist eigentｭ

lich; mit anderen Worten der Punkt vA hat die geometrische lnvariｭ

anteneigenschaft. U m den wahren Sachverhalt zu erfahren, nehmen 

wir die zwei folgenden Transformationen von (1): 

und 
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an, nun l舖st sich der kontravariante Punkt 旬A folgendermassen transｭ

formieren: 

弐A 一一'A;;;BV - .゚ B υ 

und 
店B _ DB..C 
tI - L CU  , 

wobei die Funktionen P会 dieselben Bedingungen wie (3) erf�len. 

Deshalb erhalten wir sofort bei der Transformation von (x , y) zu (言，言)
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wobei 

* Pさ =p会P~.

* Daraus ergibt sich sogleich, dass die Funktionen P� dieselben Bedin-

gungen wie (3) erf�len. 

Die ersten Gleichungen von (1) gibt uns 

d�i = Pjdyi . 

Wir denken uns weiterhin f� x̂ nur die folgenden Differentiale: 

(4) �̂ = dx^+羽't dyi , 

wobei 切り im allgemeinen die Funktionen von yi und x̂ sind. Die 

geometrische Bedeutung von (4) wird folgendermassen erkl舐t: Jede 

Koordinate x̂ in Xム hängt von den Parametervariablen yi ab und die 

ﾜbertragung von が bei der infinitesimalen Ver舅derung von yi definiert 

sich durch (4). Deshαlb stellt (4) dαnn und nur dαnn die P，αγαllel

verschiebung des Punktes が dαr， wenn alle Different旬le �̂ gleich 

Null .'Jind. Diese Verschiebung (4) heissen wir die Grundübertr，αgung. 

Nehmen wir die weitere Forderung an, dass die Funktionen 羽ti

sich bei den Transformationen (1) in folgender Weise transformieren: 

��ﾀ T').j nl"nU. ral. 8xλ 
加1~ P; = 羽~P~+一ーァ.

• • C. aν3 
(5) 
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so ergibt sich bei den Transformationen (1) 

(6) ôxλ = P~ôx!L ; 

nun erkennen wir, dass (dyi , �̂) die Bestimmungszahlen eines kontraｭ

varianten Punktes in 克明+ηsind.

Auf 臧nliche Weise definieren wir einen kovariα~nten Punkt in 

主畑+n' d. h. wenn die Funktionen WA  von yi und x̂ in folgender 

Weise sich transformieren 

WA = Q;[WB , 

so stellt W A einen kovarianten Punkt in 克明+n dar, wobei 

ハ4 ーもy'
2 も ÿj , 

Qi= 0 , 

Q~ = �̂ ----
r ôxμ 

Q; = 0 , 

Wir er>cennen nun gleich, dass zwischen den P会 und Qち die geｭ

w�nlichen Relationen entstehen: 

P会 Q~= 時.

Definieren wir die lineαγe Punktübertrαgung in Xm+n folgenderｭ

massen: 

( 7 ) �A = dvA + n氏ψBÔZC

= dvA 十 (A~idyi+ A~λ dxλ)uB ， 

wobei 

ﾔZC = dyi f� C = i , 

= �̂ f� C = ﾆ 

und 

(8) A全 =I品+ri五\IJJI; , A~λ = Fi先，
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so transformieren sich die Parameter A�!c der ﾜbertragung nach (1) 

in folgender Weise: 

( r¥m r¥n Al ,r\m 8xT Al ， 8Q~ ¥ ぬ =PilQTQ244J Q3zrAnT十三オ), dy'. dy'. / 
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ゐ =p仰QZilmJqZ4T) ，

(9) 巾=P~(仰同十 QJ731H手) , 

A}v = Pl Qj' Q~ A~TJ 
( r\~ r¥T A~ , 8Qα 、

心ν = p~( Q~ Q~ A~T 十二三ι}, dX' ノ

A~v = PtQ:Q~A~T' 

A;v = P~QjQ~A;.τ ・

Wenn wir ZA anstatt yi f� A = i und x̂ f� A = え umschreiben ，

so haben wir nach (7) 

(10) �A = dψA 十 Aí!cvBdzC .

, 2. Der von T. HOSOKAWA , A. WUNDHEILER und V. HLAVATﾝ 

betγαchtete FIαll. In der 主間切 nehmen wir eine bestimmte n-dimensionale 

Mannigfaltigkeit In an, setzend die Bestimmungszahlen ぴ bezw.

Wi von kontravariantem bezw. kovar�ntem Punkte in der 主制 +n

(f� i = 1, 2, ..• , m) gle�h Null; mit anderen Worten wir nehmen 
durch die Projektion von der 正問+n eine neue kleine 1η an, welche 
auf ein System von n reellen Funktionen のλder m reellen Var匂blen

yi und der ηreellen Variablen x̂ bezogen ist. 

Wir nennen also ein auf diese Weise erhaltenes System von n 

reellen Werten, welche n Funktionen りλbezw. Wλannehmen ， einen 

kontγαuαγ4αnten bezw. kovα吋αnten Punkt in In ・ Diese ﾛberlegungen 

f�ren uns dahin, folgende Definition aufzustellen: 



46 S. Hokαri 

Ein Wertsystem が bezw. wλ ist ein kontγαναγ何nteγ bezω.

kovαパαηteγ Vekt01・ im Punkte x̂ der Mαnnigfaltigkeit Xム ， sobald 

が bezω.wλ ein kontγαψαγtαηteγ bezω. kovαrianter Punkt iη Xn ist. 

Dieser kontra variante Vektor vλtransformiert sich gem舖s (1) 

folgendermassen : 

ザ =P~ザ.

GleichfaIIs transformiert sich dieser kovariante Vektor wλgemäss (1) 

in folgender Weise : 

wλ =Q').wμ ・

Wir m�sen aber bemerken , dass die Grössen が， WÀ , P~ und Q; 
aIIe von den Parametern yi abh舅gig sind. 

Wir besch臟tigen uns weiter mit der Frage: Was die Grundｭ

�ertragung 

�̂ = dxλ +Wê;dyi 

bedeutet? Wenn aIIe Parameter yi fest bleiben, so erhalten wir 

sが= dxﾀ
; in diesem FalIe sind n舂lich die �ﾀ den gew�nlichen 

Differentialen dx̂ der Koordinaten gleich. Damit erkl舐en wir die 

Grund�ertragung folgendermassen: Wenn ein Punkt P(x) in Xn in 

einem bestimmten Wertsystem von yi gegeben ist, so wird bei inｭ

finitesimaler Ver舅derung von xﾀ und yi der Punkt P(x) dem anderen 

Punkte Q(x+�) �ertragen. 

Die Gruηdiibeγtγαgung bestimmt αlso bei gegebene1・ infinitesimaleγ

Veγ仰derung りon xλ und yi die Beschαrffenheit deγ Verände1・ung des 

Punktes 旬。η dem Rαume X叫・

Die ﾜbertragung in X叫 wird aus der allgemeinen Punkt�ertragung 

in Im+n in einfacher Weise eingef�rt. Wenn wir die folgenden 

Bedingungen : 

(11) nc= 。 und rtc= 。
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f� i = 1, 2, ..., m; ﾆ = m十 1 ， ..., m+n; C=l , 2, ..., m+n 

annehmen, so ergibt sich uns unmittelbar infolge (8) und (9) 

nC = 0 und rtc = O. 

Deshalb sind diese Bedingungen (11) eigentlich. Da die Parameter 

r}c in der allgemeinen Theorie (Nr. 1) hierbei nicht vorkommen, 
erhalten wir als die Transformationen der Parameter r:c die folgenden 

zwei Gleichungssysteme: 

[何) 3~k = p~( Q~Qμ弘 +Q::十;T+iF) ，
(12) { 

l (b) Ã~v = P:(ω 

Wir erhalten weiterhin die Ubertragung in diesem Raume aus (7) 

und (10) 

ôvλ = dvλ +r;cvILÔZC 

= dvﾀ + A~cv~' dzc 

und 

ﾔWﾀ = dwλ-r1:cwμ ôzc 

=dwλ- A'ÀcwfL dzc . 

Wir ersehen: Die Geometr官 voηA. WUNDHEILER ist ein 

SpeziαぴαII der hieγ betrαchteten Geometr・ie:

m=1 , 百 =ν( = t) . 

持

Wenn wir die Parameter von A. WUNDHEILER mit Aitc 
* zeigen, so entstehen zwischen den A会c und unseren Parameter Ai}c die 

Relationen 

今や 今や

A~ν = A~v und A~ = A~l ・
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Hieraus folgt ohne weiteres: Die spezielle Punktkonnexion von 

V. HLAVATﾝ ist e伽 8peziαljαII der hier betγαchteten Geometrie ,' 

悦= 1 , � = y( = t) • 

Die Parameter ψム von V. HLAVATﾝ transformieren sich 

folgendermassen: 

針。 = P~(似品+QiZ舛T 十字)

Deshalb erkennen wir 

(Þ~ν = A~> und ψ~o = A~l ・

Bemer・kung. Wir sehen, dass in dieser ﾜbertragung sich die 

Bestimmungszahlen 

K'~ ，，，，， = Cl AÀ> 司即 日.)."ν = ドー一一」二三 +A:;'D Æ,-A~o Ar;" 
Cl xは èxνrr"'" ..，..叩

nach (12. b) untereinander transformieren und also einen A田nor bilden. 

Das obige erhaltene Ergebnis zeigt uns nicht nur・， dass viele 

Pαγαmeteγ yi eintl・eten d弘ザen， sonder・n αuch ， dass die Tγαn宅forma

tionsl・egel von yi nicht identisch sein kαηn. 

3. FINSLERscher Rαum. In Nr. 1 nahmen wir x̂ als die Koordiｭ

naten der Mannigfaltigkeit X，ηan ， und adjungierten jedem Punkte in Xn 

eine (m+n)・dimensionale Mannigfaltigkeit 支間切・ Es m�en x̂ und yi 

vertauscht werden , d. h. wir deuten nun yi als die Koordinaten in 

einem m-fach ausgedehnten Raume Yn , und adjungieren jedem Punkte 
in 五n eine (m+n)-dimensionale Mannigfaltigkeit 乱肘η ， die auf ein 

System von m 十 n reellen Funktionen りA der n reelIen Variablen 

zλbezogen ist. 

Alle Relationen , welche wir f� Im+n erkl紅白n， entstehen gleichｭ

falIs f� die neue 号制+n ・

Wir setzen voraus, dass alle Gγössen iη 事情+冗 nur von dem Verh舁tｭ

nis deγVα行αblen x^ αbhängen， und feγneγ m= η. Wir nehmen 
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eine 1:iestimmte n-dimensionale Mannigfaltigkeit V飽 an ， setzend ザ bezw.

Wλvon kontravariantem bezw. kovariantem Punkte in Vm+n f� 

Æ=m+1 ，...， m十 n gleich N ull; mit anderen Worten die 君n wird 

durch die n Bestimmungszahlen が bezogen ， und 君n entspricht der 

gewぬnlichen tangentialen Mannigfaltigkeit, welche im Punkte yi von 
Yn adjungiert wird. Wir definieren vi , welches der kontravariante 
Punkt in Vn ist , als lcontrαuαnαnten Vekt01'・ im Punkte yi deγMαル

nigfaltigkeit Yn ・ Den kovarianten Vektor Wi definieren wir ebenso 

wie den kontravarianten. 

Denken wir uns xλals dαsαusgezeichnete L仰ienelement ， welches 

im Punkte yi adjungiert wird, so erhalten wir einen FINSLERschen 

Rαum Yn ・ In diesem Falle sind x̂ die Bestimmungszahlen eines 

Vektors , und deshalb transformieren sie sich folgendermassen : 

が =P;:2Z73.

N ehmen wir noch weitere Bedingungen 

(13) nも =0 und nc= 。

f� i = 1, 2, ..., n; ﾆ = n+ 1 , ..., 2n; C = 1, 2, ..., 2n an, so 
haben wir gem舖s (10) als kovariantes Differential eines kontravarianten 

Vektors が bezw. eines kovar匂nten Vektors 1仇

ovi = dグ十月fcりjúzC

=dげ +A}cがdzc

bezw. 

(14) OWi = dWi-r{cWjOZC 

= dWi-A{cwjdzC . 

Die Bedingungen (13) sind eigentlich , d. h. wir haben n舂lich 

aus (9) und (13) 

rlc= 0 und Ffc=O. 
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Da die Parameter r~c in der allgenieinen Theorie (Nr. 1) hierbei 

nicht vorkommen, " so erhalten wir als die Transformationen der 

Parameter rjc die folgenden zwei Gleichungssysteme: 

ふ = Pt(Q問μLAF:FdLT+ 手)，

Ajν=1千'fQj Q~ A;'n ・

1n diesem Falle gibt uns die Grund�ertragung 

ôxλ = dx^ 十世J;dd

die Obertragung des ausgezeichneten Linienelementes xλ. 

Schreiben wir genau die Gleichungen (14), so erhalten wir 

8ωi=(号-:cm一川)い(;p-nwJszw

Also kりnnen wir das Ergebnis aufstellen: Weηn wir in un8erem 

Rαume geeignete Melγ佐 einführ・en und die Relationen ZWi8Chωmi 

und rjc veγ8uchen ， 80 er・hαlten wiγ die CARTAN8che Übertrαgung im 

FINSLER8chen Rαume. 

Zum Schlusse m�hte ich mich besonders f� die lehrreichen Anｭ

weisungen des Herrn Professors A. KA WAGUCHI herzlichst bedanken. 

25. Juli 1935. 

Mathematisches Seminar, 
Universit舩 zu Sapporo. 



KONFORME INV ARIANTEN 1M FINSLERSCHEN 

RAUME, Il 

Von 

Hitoshi HOMBU 

EINLEITUNG. 

Das ﾄquivalenzproblem von den RIEMANNschen R舫men(l) ist 

bisher von zwei verschiedenen Seiten aus betrachtet worden. Erstens 

beruht die Methode von E. CARTAN darauf, dass zu einer bestimmten 
MONGESchen Gleichung 

g).μ dx^dxU. = 0 

umkehrbar eindeutig eine sogenannte noγmαle konforme ﾜbertragung 
zugeordnet wird , so dass die ﾄquivalenz der RIEMANNschen R舫me 

auf die der konformen ﾜbertragungen zur�kgef�rt wird. Zweitens 

hat T. Y. THOMAS direkt mit Hilfe der Eliminationsmethode das System 

der konformen Gr�sen gesucht; das wurde k�zlich schematisch in 

zwei Arten sehr vereinfacht, die eine von J. L. VANDERSLICE und die 
andere von J. LEVINE. 

Andererseits hat M. S. KNEBELMAN(2) das konforme Problem des 

FINSLERschen R舫me in seiner eigenen Weise auseinandergesetzt und 

studiert. In meiner fr�eren Arbeit habe ich mich auch mit ihr in 

dem Fall der zwei-dimensionalen FINSLERschen R舫me besch臟tigt und 

(1) E. CARTAN. Les espaces 主 connexion 巴onforme ， Ann. Soc. Polon. math. , 2 (1923), 
S. 171-221; T. Y. THOMAS, Differential in variants of generalized spaces, 
Cambridge Univ. Press (193~) ， S. 66 一部; J. L. V ANDERSLICE, Conformal 
tensor invariants, Pro巴. Nat. Acad. Sc., 20 (1934), S. 672-677; J. LEVINE, 
Conformal-affine connections, Pro巴. Nat. Acad. Sc., 21 (1935), S. 165-167; V. 
HLAVATÝ, Zur Konformgeometrie, 1. Eichinvariante Konnexion , Proc. Kon. 
Akad. Wet. , 38 (1935), S. 281-286. 

(2) M. S. KNEBELMAN, Conformal geometry of generalized metric spaces, Proc. 
Nat. Acad. Sc. , 15 (1929), S.376-379. 
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ein vollst舅diges System der konformen Kovarianten hergeleitet問. Die 

dabei anzuwendende Methode, die eine A吋 Eliminationsmethode ist, 
wird im allgemeinen ohne weiteres auf den Fall vonηDimensionen 
erweitert (~~ 1, 2). Aber es gelang mir noch nicht, statt dieser 

Eliminationsmethode vom Standpunkte der konformen ﾜbertragung 

aus das Problem aufzul�en. 

Gelegentlich in ~ 3, �er die konformen Invarianten des unit舐en 

Raumes wird eine kleine Bemerkung gemacht. 

Vor kurzer Zeit hat T. HOSOKAWA eine notwendige Bedingung 

daf� untersucht, dass zwei konforme FINSLERschen R舫me (im oben 

genannten Sinne) projektiv aufeinander abgebildet werden könnenω. 

Ich m�hte hier diese Gelegenheit benutzen, eine Antwort auf diese 
Frage zu geben-Die Extremalen zweier Raume mit ds= 足 (x ， dx) 
und ds = p2,2 (X , dx) sind n舂lich 

xrll +2Gr = 0 und xrll + 2(;'・ =0 ，

wobei 

(16) 伊 = Gr+トHhr;

daf i1r , dass die R舫me sich zueinander projektivabbilden lassen, muss 

Gr = Gr+φxrl 

sein, daraus folgt 
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oder 

σ'h= ψF;h (ψ= 手(ωwー勾，)) . 

(3) H. HOMBU, Konforme Invarianten im FINSLERschen Raume, dieses Journal,2 
(1934), S. 157-168. 

(4) T. HOSOKAWA, Conformal property of a manifold Bn , Jap. Journ. of Math. , 
9 (1932), S.69-62. 

(5) Diese Gleichung ergibt sich auch aus T. HOSOKAWA, a. a. 0. , (11), �erschiebend 
mit x^'xμ. 
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Differenzierend die letzte Gleichung nach Xkl , haben wir 

ψgkh = ーψ;kF;h ，

folglich 

|ψgkh 1= 0 ， ψ= 0 ， σh = 0; 

daher ist p konstant. 

~ 1. KONFORM.AFFINE UBERTRAGUNG ABGELEITET 

IN EINEN FINSLERSCHEN RAUME. 

53 

1. In der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit Xn wird die FINSLERｭ

sche Massbestimmung bekanntlich folgendermassen definiert: 

(1) ds = 2 (x , dx) , 

wobei die Funktion 2 (x , dx) in Bezug auf die Argumente dx1 , dx2 , 

, dxn positiv-homogen erster Ordnung ist. 

Die Mannigfaltigkeit Xn erg舅zt sich in die verallgemeinerte 

Mannigfaltigkeit erster Ordnung K~l) ， indem zu jedem Punkte in Xn 

jedes System von Differentialen dxi adjungiert wird , d. h. K~) ist der 

Inbegriff der Linienelemente erster Ordnung in Xn ・ Die Metrik in 

jedem Elemente (x , X') der K~) wird nat�licherweise(6) aus der 

FINSLERschen (1) in X.ηhergeleitet : 

( 2) 

Setzt man 

( 3 ) 

j 釘 (x ， 刷xidxj ，

いj= 忠一色十 a2 8豆
8Xil8xj! • a Xil �il 

FM)=-KM) , 

(6) Vgl. E. CAlnAN , Les espac巴日 de FINSLER, 1934; auch L. BERWALD , Unterｭ

suchung der Kri.:i.mmung allgemein巴r m巴trischer R舫me auf Grund des in 

ihnen herrschenden Parallelismus, Math. Zeitschr・.， 25 (1926), S. 40-73. 
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so ist 

( 4 ) F
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Von dem Fundamentaltensor g;j setzen wir voraus, dass die Deterｭ

minante 

(5 ) g = I gij I 

nicht verschwindet(7). Dann werden die Parameter r;i" C}k der 

metrischen ﾜbertragung in K~;) 

(6) dぴ=一(FAdxk +CAdxkl)vj 

durch die 卲lgenden Formeln gegeben: 

( 7 ) 1 (8gih _L 8gjh _ �ij ¥ _L r'. ・ 8Gγ _ r'.. Ò空:
ghK13=2ι♂+五r-82hFJZ3rUJ CIty BZZF' 
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Die Torsionsgrりsse A帥 und die Kr�mungsgr�se Rkh;i der Uberｭ

tragung nehmen die Form an: 

(10) Aijk = 2 Cijk , 

(�) D. h. die I<¥ -Funktion der Variationsrechnung des Integral 

s=~ 品川x)
vers巴hwindet nicht. Siehe L. BERWALD, a. a. 0. , S.44. 
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(11) R-j-grM-grM2壁一日空42ー竺'ii! 8G斗
khi 一一面五 {5ムム/- '�xhl ¥ 8;):;k '�xm/ 8xk/ ) 

( 82G叩 82 G帥 ， 'ð Gγ m ôGγ 、
+CL( ー - u ,:--' -Gι 一一 +Gr，・ A M ) 

.""¥ 8x'" '�x" 2xnr 2x“ oX'" ÖXκ， I 

+Fよ犯r~'J，-n;,m r~~~C , 

(3L LSGγ ， r:jc = r'[j-C 
8xi/ 

G'!j = ri}" + てM5) ，

w臧rend zwei andere Krümmungsgrりssen Skhij , P;chij von der Torsionsｭ
gr�se A仙 und ihren kovarianten Ableitungen gebildet werden: 

Skhij = AjJ; Aih回一 A.jhAikm ，

Pkhij = riAjkh一山h+iFA川

Die zur ﾜbertragung (6) geh�igen kovarianten Ableitungen eines 

Vektors が werden durch 

(12a) 引νq
d
 r
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(12b) rP>げ= 2(_8γー+C包が)¥ 2x'" I 

gegeben. 

Die von E. CωA油朋R即T削AN he加er凶叫r到凶ü伽jhrende Th悶削 S悶帥cl凸hl吐伽l

Ai俳3メk ， Rkhij und deren sukzessive kovarianten Ableitungen ein vollｭ

st舅diges System von Differentialkomitanten bilden. 

2. Die Differentialinvarianten des FINSLERschen Raumes sind 

Funktionen 瀑r 2 , ~里-21，…， die f訂 die G町pe aller topo-
�i ' 8xi' 

logischen Transformationen Invarianteneigenschaften haben. Wir 

verlangen nun ausserdem von diesen Funktionen noch Invarianz bei 

den Transformationen der Gestalt 

(8) E. CARTAN, Les espaces de FINSLER. 
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(13) Q = (p(x) )~忠， F=pF , 

folglich auch 

(14) gij = pgij , 

wo p eine positive, wiIlk�Iiche Funktion bedeutet. Die Transformaｭ

tion (13) woIIen wir als die konforme bezeichnen (nach KNEBELMAN). 

Um aIIe Invar匂nten zu ermitteln, m�hten wir vorerst die Transｭ

formationen von den ﾜbertragungsparametern bei (13) auffinden. Dies 

gelingt durch leichte Rechnung: 

(15) む~.，c = Cjk , 

(16) σ=Gγ 十 jσ18Hhr ，

(17) Ii; = F'i; →(A;aï+ A片_g，jgk

+;rz仇H;-':"， -CmjrH~~)σh , 

wobei gesetzt ist: 

(18) Hii = Xif xjf - Fg包j ，

σh-S log p 
ι 一一一

“ 8xh ' 

一F
一
戸

一


H
 

Hiermit erh舁t man nach (16) f� ein beliebiges Skalar f 

(19a) Fh rJ-;σhHt~，f: j 

und nach (15) f� einen beliebigen A田norψ日:::;;

(19b) Ff}φ2:::2=FP}ψ;::::2 ・

3. Eine allgemeine Gr�se H heisst konform mit Gewicht p , die 
sich bei konformer Transformation (13) transformiert: 
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H=  pPH , 

z. B. ist der Fundamentaltensorσij vom Gewicht eins. 

Jetzt wenden wir uns zum Probleme , eine konform-a田ne ﾜberｭ

tragung abzuleiten , dadurch mag das Reduktionsproblem f� konforme 

Transformationen leicht gel�t werden. 

Erstens setzen wir voraus, �er ein konformes Skalar von nicht 

verschwindendem Gewicht verf�en zu d�fen. Dann wird aus ihm 

ein anderes Skalar K vom Gewicht -1 konstruiert, und ferner ein 
gewぬnlicher (Gewicht 0) Tensor zweiter Stufe 

(20) 九3=kgu ・

Der Tensor hij ist im allgemeinen kein von einer FINSLERschen Metrik 

abgeleiteter Fundamentaltensor, ausser wenn das Skalar K nur vom 

Orte abh知gig ist; aber die FINSLERsche Metrik 

(21) dS*2 = 足*2 =んJ(x ， dx) dxidxi 

ist konform invariant. Aus S':-konstruiert man 

1 82 ,2*2 
0 注 = ~--，， ~i':__;1 = Kgij+(K;iF;j +K;jF;i)+K;i;i F • 

2 8x"8w' 

Mit At" , Rthij bezeichnen wir die Torsions・ und die Krümmungs圃

gr�se der zu h;j geh�igen CARTANschen ﾜbertragung �*. Damit 

gewinnt man den Reduktionssα tz f� die Gruppe aller topologischen 

Transformationen und konformen Transformationen: Die Diffe γe 均叫t“t臼αal

kom問itα伽 ω 拘仰bγα仰4ぬisch

hんij ， A み ， Rムふ1) 旬η d de俳γθ n �* 拘Abl θeit何uηgen. Denn, wenn die Transｭ

formationsgleichungen 

8'犯~ 8'x~ hi_i == 'h r:J，~'-_V _":'__"! ~~ 
8x' 黔 

f� die Bestimmungszahlen 九j ， fh吋 der Tensoren, deren jeder sich 
wie (20) aus dem zu einer FINSLERschen Metrik geh�igen Fundル
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mentaltensor bilden lässt, unter einer Abbildung x →匂 bestehen ，

sind diese zwei Metriken wirklich konform(9). 

Anstatt der o*-Ableitung, kann man eine zu h;j geh�ige (metrische) 

Konnexion in K~) auffinden. Zu diesem Zwecke legen wir vorest die 

Grund�ertragung der CARTANschen ﾜbertragung G~~， als diejenige(lO) 

der gesuchten zugrund und sodann fordern wir , dass die letzten zwei 

von den Forderungen:1J) , welche bei der Bestimmung von E. CARTAN 

eingef�rt wurden , erf�lt werden. Somit haben wir die Parameter 

Jljk , D}k der ﾜbertragung 

so 

1'8 

! 川(hih . ;+ん 一斗一lん川川…j川川川)+山十ゆ一D

hんhkD1むCj= 9
d
 

'
h
H
 

1
J
一
ワ
“

(22) 

Jl♂ = Jlrj-DrrG~j 

und zugeh�iges kovar匂ntes Ableitungsverfahren 

'rjl)が= 2*(吟+Dいi) . 'rj1ノkzuk， 3-u?TGU+IIFui ，

und Toγsions・b仰ht ψJ伽命 αuS37 ， lhj ，
""' 

Krümmungsgr iJssen , unrl de問ηr'-Ableituηgen. 

Red叫'ctionssystemDas 

Bemer・kung. Ein konformes Skalar von nicht verschwindendem 

Gewicht gewinnt man aus einem beliebigen konform-invarianten Vektor. 

Z. B., wenn eine nur vom Orte abh舅gige Invariante 1 vom Gewicht 

o (d. h. 1 = 1 bei (13)) gegeben wird, so ist der kovariante Vektor 

L -r;I konform-invar匂nt (vgI. (23)) und folglich 

r/j I;Jj = p-l gii I;Jj . 

4. Zweitens betrachten wir den FaU, dass sich eine konforme 
Invariante 1 angeben lässt , welche wirklich von der Richtung (x') des 

Linienelementes abh舅gig ist. 

Siehe M. S. KNEBELMAN , a. a. O. 
A. KA WAGUCHI, Die Differen tialgeometrie in der verallgemeinerten Mannigｭ

faltigkeit , Rend. Circ. Mat. Palermo, 56 (1932) , S. 245-276, insbesondere ~ 1. 

E. CARTAN, L巴s espaces de FINSLER , S.10, D, E. 

(9) 

(10) 

(11) 
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Nach (19 a) erh舁t man f� diese 1 = 1 

(23) FKI-M=-3σhH~U; わ

und hiermit wegen der Homogenit舩 von Hhi 

FoI-roI= -(FhH~jl:j (roI == Xkf rd) , 

woraus folgt durch Differenzierung nach Xkf und vermりge (23) 

(24) (2 凡Iー(九1); k) 一 (2九1-(口1); k) = (FhHhj l;j;k ・

Jedes von (23), (24) wird bez�lich (Fh in der Form 

(25) σ，， =αh 一ーαh

mit nicht konform-invariantem , kovariantem Vektorαh gelöst , wenn 
die Determinanten 

IH弘1; j I bzw. I I;j;k I (凶

nicht verschwindend sind. Wenn eine Gleichung von der Form (25) 

im allgemeinen besteht (Vgl, die Endbemerkung der Nr. 6) , kりnnen

wir ohne weiteres eine konform-invariante ﾜbertragung il herstellen , 
deren Parameter ausser Cf5 , Uj 

1 (26a) K;子 = r，~+ ~(Arα'j +Ajαi_g-ijgkhαh) 
J 'J 2'" 01 J 

+;r仙H~':nー CmjrH~1) αh

sind, und folglich deren Grund�ertragungsparameter 

(26b) γ
 

α
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(12) Da 

ist 

HiigikgjZ = FkFz-FFkZ = .132 (.I3k.l3Z-.I3.13kZ) , 
I Hij I . g2 = .I32n I .I3i .I3j-.I3.13ij I ; 

nach P. DELENS (La m騁rique angulaire des espaces de FINSLER , 1934, Paris. 
S. 11) verschwindet die rechte Seite nicht, also auch I Hij I nicht. 
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Die zugeh�ige J-Ableitungen f� einen Vektor Vi vom Gewicht Jl sind 

JhV' = げ， hーの~mL'J: 十五立が +pαhV' , 

Jj，l)げ= 2(νjh 十 Ct.h V勺 ， (K!,j,i = K.~h-C，んL'J: J ，

1 
die letzte von h�erem Gewicht um 2 als が ist ， w臧rend die er3te 

von demselben Gewicht wie が， Man best元tigt leicht, dass der Tensor 

g匂 (Gewicht eins) bei J-Ubertragung kovariant konstant ist: 

Jhgij = 0 , J),ll gij = 0 ; 

deswegen darf diese ﾜbertragung konform-a白n genannt werden. Das 

Reduktionss1}stem von αllen konfoγm-kovαγianten und folglich αuch 

koη'10γnnη叩7・4αηten Komitαnten be ぅ teht αus gな ， den Tors'ions・ und

deη KrümmungsgriJssen ， und deγen J-Ableituηgen (vgl. Nr. 7). 

Hiermit, wenn es zu verlangen ist, l舖st sich eine konform町

invariante a白ne "Ubertragung J' angeben, denn wir kりnnen im allgト

meinen aus den konform-kovarianten Komitanten eine Kovariante mit 

nicht verschwindendem Gewicht w臧len. 

S 2. KONFORME INV ARIANTEN. 

5. Nun wenden wir uns zum Aufsuchen von einigen konformen 

Invarianten, so dass das Aufstellungsproblem eines Reduktionssystemes 
nach Nr. 4 prinzipiell gel�t wird. Wir schliessen den Fall aus, dass 
die Metrik (1) RIEMANNsch ist, 

N ach (19 b) sehen wir, dass die Affinoren 

(27) 2(/ ・・・， EEg-- ・・， . .., 5Jm-2g ・
~ili2t3' "-' o'Jt(l'2t3t4 ' • • -, ._ ò::7Z， ]t2 ・・・ ~m

(g; 三 g1. ，:
'tlt2 ・. . tm+l ..-::1 tlt2 ・・・ t明日帥+1

3 konform-kovariant und von den Gewichten ー 2. .. . • r:: , ... sind(13l. 2 ,-, ... 

Jeder von diesen A自noren verschwindet nicht identisch, denn aus dem 

(13) Es ist 巴vident， dass im allgemeinen das System von gij und (27) nicht vollｭ
st舅dig ist. 
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Verschwinden des einen 53m-2 g i ， ・・・ im folgt ohne weiteres das des 

A由nors どgiふιwegen der EULERschen Formeln f� homogene Funk同

tionen. Das Gewicht jedes von {]ij und (27) ist gleich seiner 

i mult刷erten Gra伽ahl，
Simultaninvarianten sind notwendig vom Gewicht Null. Es ist genug 

an den Satz zu erinnern, dass im allgemeinen jede Simultankomitante 

sich nur mit Hilfe der Addition , der Multiplikation und der むber
schiebung aus den Grりssen des Systems konstruieren l舖st. Setzen 

wir voraus , dass die quadratische Form gijOXiOXi positiv definit sei, 

so gibt es unendlich viele, nicht identisch verschwindende 1nvarianten, 

z. B. 

+
しm

 also alle von diesem System gebildete 

Konfoγme lnv乱rianten i'官~ F，叩sle'rschen Rα，ume ， 11 

(m = 3, 4, ...); 

Lvemhwindet 山ht ide凶sch ， sonst gi九 im = o. 
Von den betreffenden 1nvarianten haben die nur von 

1= gi内・・・ g1・m 'Xm (53m-2 g'i1 ・・・叩)(忠刑 2g"'1 ・・・ α制)(28) 

53gijk gij , 

\
町
、
l
I

ノ
江
川

め
E
q
J
 Q

U
 

Q
~
 

1

2

 

gebildeten 1nvarianten, z. B. 

1 , gij A.iAj 

die niedrigste Differentiationsordnung 3 nach x' von der Funktion 53 . 

1st I H'九 1; パト o von einer 1nvariante 1 erfüllt , so werden Oh und 

somit die wie in Nr. 4 definierte .J-Über廿agung von den Differential-

quotienten bis zur vierten Ordnung von 53 abh舅gig. 

1m Folgenden betrachten wir das Gleichungssystem 6 , 

123J=O , 
Es folgt so 

ZZσ.，， =β'/， -73刑，

wobei ~;;! ein konform-invarianter A田nor ist und β悦 ， ﾟm nicht konｭ

forminvariante Vektoren sind. 1st I Sふ|十 0 ， kehren wir zu dem 

Fall in Nr. 4 zur�k; also wird so vorausgesetzt , dass 

oder der Rangγvon der Matrix (S~) kleiner alsηist. 

(29) 

aus (29) 

。 =zlL12k...zk dlm=zμlzk...zk(九]-73m1) 
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das besagt, dass der Affinor 

~~山・・・ん _ ,;:,hl ~h2 ，;:，h γ 
m1m2 ・・・m，.m 一】 [ml"-' 押t2 ・・・ --:m γ m] 

konform-invariant. 1st~. nicht identisch veγschwindend， so gibt es 

mehrere , nicht verschwindende Kovarianten; z. B. 

K = gh,k1 ' • • ghrk 

ist vom Gewicht -1 . 

Man sieht daher nach Nr. 3, dass in diesem Fall eine konformｭ

invariante metrische ﾜbertragung bestimmt wird , welche , wie wir 
bereits gesehen haben , in unserem Problem eine wichtige Rolle spielt, 

und welche speziell im Fall (23) , (24) von den Differentialquotienten 
bis zur 7-bzw. 8-ter Ordnung von 2 abh舅gig ist. 

Damit ist nur der Fall 戸= 0 �lich. 

Bemerkung 1. Durch die Differentiation erster Art von einer 

beliebigen Simultankomitante vom System (27) gewinnt man statt 

(29) folgende Gleichung, ber�ksichtigt auf (16), (17): 

zfσh= β!(一品( , 

wo ~l zu einem bestimmten Indizesgebiete geh�t. Diese ist vielleicht 

n�zlich f� einen einzelnen Raum. 

2. 1m Fall n = 2, kann man leicht bestätigen, dass I 1;j;" I von 
Null verschieden, insofern 1 wirklich von der Richtung des Linieneleｭ

mentes abh舅gig ist. Nach Nr. 4 und der Bemerkung von Nr. 3 

wird das konforme Problem gelöst , ausser wenn Simultaninvarianten 
von (27) konstant sin�. In meiner bereits zitierten Arbeit habe ich 

die fu刷I

und im Fall 1 = kons坑t. die analytische Form des Raumes angegeben(lJ). 

3. Existieren zwei verschiedene Gle�hungen von der Form (25), 
so ist die D�fferenz der zugeh�igen Vektoren (β) konform-invariant. 

(14) Dabei wurde die Bedingung baseitigt, dass die quadratis~he Form g;/�i '�xi 

positiv definit sei. 
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7. Kr�mungsgr�sen und andere fundamentale Gr�sen f� die 

L1-ﾜbertragung (Nr. 4) werden folgendermassen berechnet: 

(30) 

(31) 

(32) 

Kich/ = Kj，ど h-K;k~ k + KI~iK;'/-KlkiK;~1 + Kjt 1 Li-K;~~IL~ + 

+ CjHLLh-L~.k+L~; mL�:-Li:mL'h) , 

Q/; j,;i = 足 (K;~~ h-Cjh./C+ Cjh; 制Lr;- -CIí: K;;"~+C/:nhKAm 

S/; i,;i = At，/cA.ih-A~hAJk; 

A/ch = .1[1，α:h] , A;h=-;仙

i 吊Kν= Kù,ji. -~I 

Ah = BCth' 

Qf'h = Q/;,;j i 

丨 士一 ¥� . 
t、 κ 、 ; 1(, , 

+CjmLk;h) , 

deswegen haben wir die Relationen f� einen Vektor ぴ vom Gewicht p 

(33) (ム.J/cれム4)一.Jﾂl) .J/c)知旬げi= 一 Q，;μ」μj 4 旬ががj十 A)，μh .Jlげ +Qiμh .J[ll りげi+2pA~cらh川グ旬γ4 

i 一一ι恥山山一一J4f仙山……jド内川山)切h刊旬川山十叫2

2JfPJjt ザ = -Sici，/ vj 十足[".JW ザ.

Die Gr�sen Kù,ji , Qμji ， Sぷj i , A /ch , A;'h sind die Kr�mungsgr�sen 
1 • A 1 

von den Gewichten 0, ~，1， 0, :,, insbesondere die letzten zwei treten , 2'...J..' V , 2' 

f� den Vektor mit dem Gewicht ein , was zu beachten ist , und die 

�rigen Gr�sen Kic,;ö i , Q%h , A}ch , ':i3/c sind die Torsionsgr�sen von den 

Gewichten 
1 ^ 1 1 (15) 

一. O. 一_.L_. Diese Gγössen und deγen .J.Ableüungen, 
2' . 2' 2 

zusαηzmen mit glj , b'llden e初旬ollstαηdiges System füγ die konfoγm-

ko叩γianten D~ffe'rentialkomitant側.

(15) F� di白 Krümmung合 und die Torsionsaffinoren werden die BIANCHIschen 
Identit舩en bekannterw巴ise verallgemeinert, die hier aber übergan広en

werden. Vgl. A. KAWAGUCHI, a. a. 0. , S.266-268. 
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S 3. KONFORMKRUMMUNG VOM UNITλREN 

RAUM. 

8. In der n・dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit sei eine 

unit舐e Metrik d.)2 = ~(xλ ， xA , dx̂ , dxA) angegeben , wo die Funktion 

2 in Bezug auf dxλund auch dxA homogen von erster Ordnung ist. 

Transformation der Metrik von der folgenden Form wollen wir konｭ

form nennen, analog wie in den RIEMANNschen und den FINSLERschen 
R舫men: 

(34) 2 = p2 , 

dabei ist p nur vom Orte abh舅gige reelle Funktion. 

Einfachheitshalber besch託ftigen wir uns mit dem gew�nlichen 

unit舐en Raume 

ds2 = 9λMdx^ dxM .(16) 

Bei der Transformation (34) transformieren sich g'AloI' r~'L' S ;:;ν ， 

R(~ぷνfolgendermassen:

(35) 

。λM= pgλM ， 
"Mν ーI~Mνg""' = p • g""' , 

H:L = r:1L +A~ σ. [L (σ= log p) , 

S;I~> = SÀ川A[^ σμ] ， sr=sr-FZ1σμ ，

R:2~)'_ν =Rム.:À 'J -A~σ ， 0 ， μkonj.

Setzt man 

(36) 
lz十九一一叫純一1

T;~> = SÀ;， ν +--... ~A[^S~j; = S;/ +A仇1 ， konj. , 
n-l 

(16) Siehe J. A. SCHOUTEN und D. VAN DANTZIG，むber unit舐e Geometrie , Math. 

Ann. , 103 (1930) , S. 319-346; H. HOMBU, Zur Th巴orie der unit舐en Gεom巴trie ，

dieses Journal , 3, S. 27-42. 
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so ist 

(37) σ出=町一山， konj. , 

(38) 
「=ι K[>A:J] = Tぷ

konj. 
Tλπ= O. 

Die Funktionen K/J definieren eine a自ne ÜbertragUng, zusammen mit 

K;:M=K~λ= 0 , K), M = 0 , konj. , 

da die Differenz K: 刊 -1てい ein Affinor ist. Das kovariante Differential 

�> eines Vektorsγvom Gewicht p und folglich die Ableitungen Jv> 

werden in folgender Weise definiert: 

8υν = dv>+ICJ.vλ dx ，J 十 1月ゾ(αJ. dJ;'~ + αM&CM) , konj. 

ムv> = 匂LJ 十 K;:~.vÀ 十 pαJV ， ムlMv> = 叫 M十 pαMV> ， konj. 

Der Fundamentaltensor gﾀM vom unit舐en Raume ist kovariant konｭ

stant, wie leicht best舩igt wird. 

Es besteht 

2r[!r~，]v~ = -K~，山、が+ 2T;,;(' r , v" 十 2pAi'~(V代，

羽TO

( K~~ソ=ー2Ar A.oμ ， Kょ;人ν= 0 , 

(39) { K，ι;_" = Rぷ;_>-AÀα~ ， Q , Kò~λν= 0 , 

l K[lM~> = 0 , konj. 

(40) T.ムメ =n~町= 0 , T，~~ λ ， A",,( = α[.，(，甲] konj. 

K~;;(よ (S ， Tr;,,;" , A~" ，( sind die fundamentalen konform-invar匂nten Grりssen

(d. h. vom Gewicht Nョll). Infolgedessen, daf� dass der Raum kon-

(17) D. h. abbildbar auf dm Raum ds2 = らMdxλ dxM
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form-HERMITESch(17) sei, ist es notwendig und hinreichend, dass diese 
Gr�sen alle identisch verschwinden , oder 

αトt.w -αω . 1-' ， αfL. 12 = α12. 1-' , 

Si~V = -A[ì. αμ] ， Rム~ÀV = A~αfL .12 ・

Wenn also der Raum nicht konform-HERMITESch ist, so gibt es nicht 
verschwindende konform-invariante Gr�sen und damit im allgemeinen 

eine Kovariante K vom Gewicht -1. K仏11{ mit K;;,r;;, T;; !l, A甲jl ， und 

deren J-Ableitung bilden sodαnn ein Reduktionssystem fü't・ die konｭ

formen Differentialkomitαnten. 

Juli 1935. 
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