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Par

Kinjiro KUNUGUI

Introduction.

Il semble que la théorie des ensembles analytiques, développée
surtout par MM. N. LusiN et W. SIERPINSKI, a pour champ de validité
les espaces métriques, complets et séparables®. Pourtant, en 1932,
M. G. STEINBACH a réussi a débarrasser ces deux conditions du théoréme
de projection. M. W. SIERPINSKI, d’autre part, ’en a dégagée parfaite-
ment et a traité une partie importante de cette théorie comme une
question des ensembles complétement généraux. Dans ce travail,
nous allons compléter les résultats de ces auteurs et, en suivant les
méthodes dues aux mathématiciens varsoviens, montrer comment on
peut généraliser la plus grande partie de cette théorie aux espaces
abstraits.

Pour nous, ce qui joue un rdle essentiel, ¢’est le systéme d’axiomes
introduit par M.F. HAUSDORFF pour les espaces (v). Dans le premier
paragraphe, nous discuterons donc quelques théorémes préliminaires
sur ce sujet.

Le deuxiéme paragraphe contient quatre théorémes sur la projec-
tion, dont le premier est di & M. G. STEINBACH. Ce théoréme fonda-
mental ne s’applique pas d’une facon générale aux espaces (v) quel-
conques (méme avec l’espace composant S métrique compact).

(1) Une partie des résultats contenus dans cette Note a été publiée dans *‘Sur la
théorie des ensembles analytiques dans les espaces abstraits” the Proceedings
of the Imperial Academy, X (1934), p. 546-549.

(2) Voir, par exemple, 'exposé excellent de C. KURATOWSKI (1), p. 234-267.

Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, Vol. IV, No. 1, 1935.
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Dans le troisiéme paragraphe, nous considérerons les cribles de
M. LusiN. Son théoréme fondamental est vrai pour les espaces quasi-
accessibles.

Dans le paragraphe 4, nous étudierons le deuxiéme principe de
séparation. L’extention des principes de M. LUSIN aux espaces abstraits
a été déja considérée par M. W. SIERPINSKI. Il a généralisé le premier,
tandis qu’ici nous traiterons le deuxiéme. Ce deuxiéme principe est
vrai pour les espaces métriques arbitraires.

Dans le 5¢ paragraphe, nous démontrerons, en suivant la marche
de M. C. KURATOWSKI, les théorémes sur I'ordre de la projection. Ieci
nous remplacerons d’abord la notion d’ensembles mesurables (B) par celle
des ensembles d’unicité; leur différence sera discutée dans §4. Sur ce
sujet, nous avons trois théorémes importants pour les espaces abstraits ;
ils sont diis & M M. N. LusiN, W. SIERPINSKI, S. MAZURKIEWICZ et
S. BRAUN.

Dans le dernier paragraphe, ce seront les théorémes de M. S.
MAZURKIEWICZ et de M. W. SIERPINSKI sur les points inférieurs que
nous traiterons également dans notre cadre.

§1.
THEOREMES PRELIMINAIRES.

Soient A et B deux ensembles quelconques. Nous désignons par
A x B le produit cartésien de A et B. Soient ¥ et ¥ deux familles
quelconques d’ensembles. Nous désignons par FixF. la famille de
tous les ensembles de la forme A; x Az, AieFi, Azed:. Ktant
donnée une famille .quelconque § d’ensembles, nous désignons par Fa
la famille de tous les ensembles qui sont des noyaux des schémes de
Souslin: {En,,n,,...,n;) formés des ensembles de ¥, c. -a -d. la
famille de tous les ensembles de la forme :

E = S{IE'nl,ng, vers i Engyme, oo, e
v ic

Théoreme 1. Pour deux familles quelconques d’ensembles, ¥ et
T2, nous avons toujours
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(Fa x (F)a = (Fr x Fo)a .0
Démonstration. Soit E un ensemble de (F1)a x (T4 :

E=FExE,; E1=-‘—'1k[Pn1.ne, N E2=Sf[Qn1,n:. ey Ny
v v k

Pnlyn2;1'~°'nk6%; inr No, -°':nk€%2 *
Nous avons alors

E\x E, = -S]][P’)’L],’ng, ce,mp X filQm,,/mg, cee, mi!
v &k 4

v

== .E‘(]k[P’)’Ll,’IZQ, ceey N X {{anlvmf’ ""nlk/)

vy’

= f{C](Pnl,ng, ey e X Qmy, me, oo, mp) -
vy’
n+m—1)(n+ m—2)

+m,
2

Done, en posant [n, m] =

Fin,, mi], [na, msl, ..., [nk,mk]=Pnl,ng, ces e X Qmy, Moy oo, My
et 2= ([m,m], [ne,m], ..., [nx, me], ....), nous avons
ElXE2=.§Il[Fpl,pg,...,pl; Fpi, peyeoor predixde .
Do, E=EixE:e(Fx* Fa - C.Q.F.D.

Nous appelons, avec M. M. FRECHET®, un espace (v), un espace R
ou la définition des points d’accumulation peut étre donnée comme il
suit: un point @ de R est un point d’accumulation d’un ensemble E
de points de R, si chaque voisinage V, de a contient un point de E
distinct de @ . Les voisinages V. de a sont des ensembles de points
de R, attachss a chaque point a et qui contiennent le point a.

Le produit cartésien de deux espaces (v):R et S est I'espace
R xS, dont les voisinages V(a, b) du point (a,d) sont des ensembles
V(a) x V(b), ou V(z) et V(b) sont des voisinages quelconques de a et de
b respectivement®. Si A et B sont fermés (ou ouverts) dans R et
dans S resp., Ax B est fermé (ou ouvert)'dans RxS.

(1) C’est une généralisation du théoréme 40-7-2 de H. HAHN (1), p. 351.
(2) M. FRECHET (1) p. 172.
(3) H. TiETzE (1) p. 41.
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Nous appelons un ensemble analytique dans un espace (v) tout
ensemble de Fa, ou F est la famille de tous les ensembles fermés
dans cet espace.

Pour les espaces (v), nous considérons, avec M.F. HAUSDORFF(,
trois axiomes suivants:

(B) Pour tout point a, quels que soient les voisinages V, et W,
de a, il existe au moins un voisinage de a qui appartient entiérement
aV,eta W,.

(C) Quel que soit le point b du voisinage W, du point «, il existe
un voisinage W, de b appartenant entiérement a W, .

(D) Pour tout couple d’éléments distincts a et b, il existe deux
voisinages respectifs W, de a et W, de b qui sont disjoints.

Dans la suite nous considérerons ces axiomes séparément. Un
espace (v) qui permet d’attacher un systéme (équivalent) de voisinages
satisfaisant a l'axiome (C) sera dit un espace quasi-accessible. En
d’autres termes, d’aprés un théoreme de M. TUMARKIN®, un espace
quasi-accessible est un espace (v) ou la fermeture £ = E+E' d’un
ensemble E quelconque est fermée.

Pour les espaces (v) qui satisfont a l’axiome (B), nous avons le
théoréme suivant :

Theéoréme 2. Soient R un espace (v) qui satisfait a I’axiome (B),
et S un espace metrique compact. Alors la projection H d'un ensemble
fermé F de Uespace R xS sur R est aussi fern.éez dans R®.

Démonstration. Nous allons prouver que le complémentaire CH
de H est un ensemble ouvert. Soit » un point quelconque de CH .
Alors l'ensemble pxS, (p étant 'ensemble contenant seulement le
point p), est disjoint de ’ensemble F'. Comme F est un ensemble
ferm?, tout point (p, q) de pxS posséde au moins un voisinage
Vi(p, q) = V(p)x V(q) disjoint de F'. Correspondons ce V(g) au point
q de S,; ainsi nous avons une famille d’ensembles { V(q)} de S, telle

(1) F. HAUSDORFF (2) p. 213.
(2) M. FricHET (1) p. 187-188.
(8) Voir p. ex. C. KURATOWSKI (2) p. 253 et H. HAHN (1) 23:6-3, p. 168.
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que tout point g de S soit a l'intérieur 4 'un au moins de { V(g))} .
Done, d’aprés le théoréme de BOREL-LEBESGUE, il existe un nombre fini
d’ensembles:  V(q1), V(g2), ..., V(ga) tels que tout point de S soit
a Dlintérieur & l'un d’eux. Soient Vi(p), Vap), ..., Va(p) les
voisinages de p, tels que V(p, ¢:) = Vip)xV(g) :=1,2,8,...,n).
Comme l'espace R satisfait a4 l'axiome (B), il existe au moins un
voisinage V(p) qui appartien’c entiérement a Vi(p) - Vao(p)+ ... Vau(p).
Puisque ; V(p, q) = V(p) x V(g;) est disjoint de F, lensemble
Vp)x S est aussi dlsJomt de F. Donc V(p) est disjoint de H, et par
suite p est un point intérieur de CH. CH est ainsi un ensemble
ouvert, et H est un ensemble fermsé. C.Q.F.D.

Quant aux espaces (v) satisfaisant & 1’axiome (D), nous avons un
théoréme suivant :

Théoréme 3. Soient R un espace (v) qui satisfait ¢ ’axiome (D),
et S un espace (v) quelconque. Alors U'image I de I'équation® p = f(q)
est un ensemble fermé dans U'espace Rx S, st la fonction p = f(q) est
univoque et continu & tout point de S@ .

Démonstration. Soient I I'image de I’équation p = f(q) et (z, y)
un point quelconque de I+1I’ (I’ étant ’ensemble dérivé de I). Posons

= f(y) et montrons que z = x*.

Supposons par impossible que x=2*. Comme R satisfait a
Paxiome (D), il existe deux voisinages V(x) de z et V(z*) de z* tels
que V() - V(x*)=0. Soit W la projection de I'image I sur R.
Puisque p = f(g) est continue au point y et que x* est un point intérieur
a V(x*), E* = f~{ W-V(z*)) contient y dans son intéreur. Done il existe
un voisinage V(y) de y tel que V(y) S E*. Or, V(x, y)=V(x)x V(y)
est un voisinage de (x, ), et (x, y) est un point de I+I'. Done, il
existe au moins un point (f(y*), y*) de I contenu dans V(x)x V(y).
Nous avons done f(y™) e V(x) et ¥*e V(y) . Celui-ci veut dire y*e E*.
Par suite, f(y™)e W-V(x*) < V(z*). Donc f(y*)eV(x) V(z¥). V(x)
et V(z*) ne seraient pas disjoints, contrairement & notre supposition.

(1) Voir C. KURATOWSKI (1) p. 143.
(2) C. KURATOWSKI (1) p. 144 et p. 184; le domaine de la définition de f(q) doit
étre Iespace S tout entier. '
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Ainsi nous avons démontré que x = x2*. (v, y) doit étre un point
de I. Dou, I=1I+1". C.Q.F.D.

Nous ne pouvons pas remplacer la condition (D) dans le théoreme
3 par (T,): Quels que soient les points a et b, il existe un ensemble
disjoint de b et auquel a est intérieur (et inversement)®. Il existe
un espace (v), soit R, satisfaisant a (7o), un espace (v), soit S, et
une fonction p =f(g) univoque et continue telle que son image ne
soit pas fermée dans R xS.

Enfin remarquons que si R et S sont des espaces quasi-accessibles,
RxS l'est aussi. De méme, si R et S sont des espaces qui satisfont
a 'axiome (B) ou (D), R xS T'est aussi.

§ 2.
THEOREMES DE PROJECTION.

Lemme. Soient R un espace (v) quelconque, et S unm espace
métrique, complet et séparable. Soit M un ensemble analytique dans
RxS: M=2X% ][Mnl,na ey iy O Mny, mg, ..., ni SONt des ensembles
fermes dans R><S Supposons que ces ensembles satisfassent a deux
conditions sutvantes :

(1) Mnl,nl, ...,nkQM’nl,’ng, ...,n/c,'nk,.l(kz 1, 2, 3, ) .

(2) La projection de Mn,, ns, ..., m: sur S a un diamétre tendant

1
AR
Designons par P et Pny,me, ...,n: la projection de M et de

vers 0 avec

Mn,, ny, ..., ni Tespectivement sur E. Nous avons alors
P=X3IPn, ng, ..., = 21 Pn,mo, ..., mp
v k v k
ou Pn],’ng,...,nk=P'ﬂ1,’ng,..-,nk+P’n1,ng,...,’nk~

Démonstration. I est clair que PC X 1/[ Pn,, no, oovy me <
11 Pny, ne,....,me. 11 nous suffit, donec, de démontrer que P2
k
I[Pn,,ng. ceeey N o
k

<lA<tA

(1) Voir M. FRECHET (1) p. 205.
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Soit » un point de %Ikl Pn,ny, oooy . Alors, il Sxiste une suite
de nombres naturels v = (11, %z, N3, ....), telle que pe k]!l}—’nl, Ry eeey Mo
Comme Pn,, no, ...,m:==0, nous avons Pn,,n,, ..., n:=4=0; par suite
Mny,ng, coc,me=+=0(k=1,2,3,....).

La projection Hn,,n., ..., m de Mn,, ny, ..., sur S, ayant un
diameétre 8(Hn,. ng, ..., nx) tendant vers 0 avec % , on peut dire la
méme chose avec la fermeture Hn,, ny, ..., n -

Ainsi Hn,, ne, ...,m (k=1,2,8, ....) est une suite montone
d’ensembles fermés de S, non vides tels que llcl,rg S(Hny, my, oo, mi) = 0.
Done il existe un point ¢ de S tel que ¢ = {C[ Hn,n, ..., n; (S étant
un espace métrique complet).

Soit V(p, q) = V(p) x V(q) un voisinage quelconque de (p, 9).

Comme pePny,ne, ..., n, il existe un point p. de Pn,,mny, ..., n,
contenu dans V(p). 7prePny,n,, ..., ne veut dire qu’il existe un point
gs de S tel que (px,qw) e Mn,,m,, ..., n. Comme la distance p(q, q)

entre les points ¢, et ¢ tend vers 0 avec —};, qr appartient & V(q), a

partir d’un certain rang: k=>k,. Donc pour tout & tel que k =k,
(i, q)e Vp,q). De la, Vip, @) Mny,ny,...,n 40 pour k=>rk,.
Mn,, n., ..., n; étant monotone d’apres (1), celui-ci est vrai pour tout
k:k=1,2,8, .... Par conséquent, (p,q)eMn,,ns, ..., pour tout
k=1,2,8, .... Mn,n,...,nx étant fermé, (p, @)eMn,, ns, ..., n
pour tout k. =1,2,3,.... Done (p, q)e{C[Mnl, Ne, ..., nx < M, et par
suite pe P. Ainsi nous avons démontré que P 2 ‘VS'{CI Pn,ne, ..., n.
C.Q.F.D.

Théoreme 4. Sotent B un espace quasi-accessible, S un espace
metrique, complet et séparable. La projection P d’un ensemble analy-
tique M dans U'espace R xS projetée sur R est un ensemble analytique
dans RW,

Démonstration. Posons M = :{c[Mn" Noy eues e, OU Mng, ny, ..., ng
v
sont des ensembles fermés dans BRxS. S étant un espace métrique

(1) Cette généralisation du théoréme de SOUSLIN est due a M. STEINBACH. Voir
M. SousLIN (1) p. 91 et G. STEINBACH (1) p. 8.
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séparable, Mn,, n,, ..., n; €st une somme d’une infinité dénombrable
des ensembles fermés dont la projection sur S a un diamétre plus

3 1 L4 J4 . I3
petit que 5-. Done, sans restreindre la généralité, nous pouvons

k
supposer que la projection de Mn,, n,, ..., n; sur S ait un diamétre
plus petit que -}; . En remplacant ensuite Mn,, n,, ..., nz par
M, ngy oooymp = Mny > Mny, no » Mny, ne, g, ... - Mny, ng, ..., n, NOUS
pouvons supposer d’ailleurs que Mn,, ny, ..., n =2 Mny, no, ..., nki,
k=1,23,....).

Alors, d’aprés le lemme, nous avons P = X[[Pn,,n,,...,n, OU
Pn,, n., ..., n; est la projection de Mn,, n,, ..., nkvs&cr R. R étant un
espace quasi-accessible, Pn,,ng, ..., n; sont des ensembles fermés.
Donc P est un ensemble analytique dans R. C.Q.F.D.

Théoréme 5. Soient R un espace (v) qui satisfait a I’axiome (B),
et S un espace métrique compact. Alors la projection d’un ensemble
analytique M de R x S sur l'espace R est un ensemble analytique
dans R.

Démonstration. Soit M = X Il Mn,, ng, ..., nr un ensemble analy-
tique donné dans ExS, ou M;;l ,kn2 , «..,nx sont fermés dans R x S.
Comme R xS est un espace (v), il nous suffit de considérer le cas oi
Mn,,n,, ..., nkQ Mni,nyy eueymp, ngsy . Soit Pny,my, ..., n; la projec-
tion de Mn,, ny, ..., m sur R. D’apres le théoréme 2, Pn,,n., ..., n
sont des ensembles fermés. Par conséquent, il nous suffit de démontrer
que P= .v‘_‘lkanl,nz, ...,mx. Mais, il est clair que P .;‘"IkIPn,, Ny,

..,mx. Done, montrons que P 2D .S‘II[Pn,,ng, ey M
v C
Soit » un point queleconque de Slkl Pny, o,y ...,n. Il existe alors
v
une suite de nombres naturels »=(n;, nz, nz, ....) telle que

Pe ik[ Pny,ny, ..., m. Considérons 'ensemble pxS. C’est un ensemble
compact en soi. Or, puisque pe Pn,, 7o, ..., 7k, Mny, ng, ..., ne (P x8S)==0.
D’autre part, Mn,, n., ..., nz (p < S) sont des ensembles fermés. D’aprés
un théoréeme de CANTOR, le produit £I Mn,, o, ...,n (pxS) n’est pas
vide. Ce produit est contenu dans M. Donc peP. Ainsi nous avons
démontré que P2 .:. ]kan, s Mgy ey N s C.Q.F.D.
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Le théoréme de projection est ainsi vrai pour S métrique, complet
et séparable et R satisfaisant a 'axiome (C) (Théoréme 4). 11 est
vrai également pour S métrique compact et R satisfaisant a ’axiome
(B), (Théoréme 5). Or, la question se pose: ce théoréme de projoction,
est-il vrai pour S métrique compact et R un espace (v) arbitraire?
Malheureusement la réponse y est négative.

Nous donnons maintenant :

Un exemple d’un espace (v), soit B, d’un espace S meélrique com-
pact, et d’un ensemble fermé M dans R xS dont la projection sur R
n’est pas un ensemble analytique dans R .

D’abord nous précisons I’espace E. Prenons ’ensemble .1 de tous
les nombres réels entre 0 et 1:0<x <1, et soit A I’ensemble parfait
non dense de CANTOR. L’ensemble complémentaire 4—A de A par
rapport a J se compose d’un nombre dénombrable d’intervalles contigus
dont la somme est partout dense dans J. Donc il existe une infinité
¢ (Ia puissance du continu) d’ensembles disjoints contenus dans J4—A,
dont chacun est dénombrable et partout dense dans .J.

Considérons maintenant la suite transfinie de nombres ordinaux
de CANTOR inférieurs a ceux de la classe Z(c) qui correspond a la

puissance c:
(1) 0,1,2,3,...,0,0+1, ...,0a, .... (Oga<7),

ol v est le premier de la classe Z(c). Supprimons de cette suite tous
les nombres limites (c.-a-d. les nombres de la deuxiéme espéce) et
ceux qui suivent immeédiatement (c.-a-d. les nombres de la forme
B+1 oli B est un nombre limite). Le reste se divise en une infinité
¢ de classes qui sont des intervalles’ de la suite (1), limités par les
nombres exclus. Ces intervalles ont le type d’ordre « et contient une
infinité d4nombrable de nombres. Nous pouvons donc faire cor-
respondre d’abord ces classes aux ensembles dénombrables obtenus
plus haut, et ensuite leurs nombres aux points de ces ensembles. Ainsi

(1) Voir F. HAUSDORFF (1) p. 9.
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nous avons une correspondance biunivoque entre 4—A et 1’ensembles
des nombres restants.

Maintenant nous correspondons les points de A aux nombres sup-
primés de la suite (1). A cet effet, nous prenons tous les ensembles
parfaits, contenus dans A, et les rangeons en une suite transfinie.
Comme il y a précisément une infinité ¢ de ces ensembles, nous
pouvons désigner cette suite par

(2) PO’PI’sz ""Pu)7Pw+1, ...,Pg,, cse s (0§a<'y).

Or, comme F. BERNSTEIN a fait, nous pouvons extraire de chacun
de ces ensembles deux de leurs points :

(3) b()chrbl;ClbeyOZ;-'-ybu,cu:-"' (O§a<7)

tels qu’ils soient tous distincts.

Leur somme est un ensemble ©® de la puissance ¢. Si A—6 ne
contient qu'un nombre fini de points, supprimons de cette suite (3)
tous les points by, co, b1, €1y eves buy Cny .... (0 n<w) de sorte
que A—6, contienne toujours un nombre infini de points, ou ©; est
I'ensemble de tous les points restants de la suite (3). A—@, contient
donc un nombre pair de points. Nous pourrons correspondre tous les
points de A aux nombres supprimés de la suite (1), de telle maniére
que, avec b, de #; correspondu a B, ¢, se corresponde au nombre
B+1.

Ainsi nous avons une correspondance biunivoque entre tous les
points de 4 (nombres réels 0 <z <1) et tous les nombres ordinaux
<y . Nous désignons cette correspondance par

(4) Loy L1y L2y eoo s Loy Logly s0s 3 Lay oous (O§a<'y)-

Introduisons maintenant une nouvelle définition de voisinages des
points de la suite (4). IL’espace R envisagé est ’ensemble de tous les
points de la suite (4) avec des voisinages définis comme il suit :

1°) Cas oll xe¢ A; les voisinages V(x) sont les mémes qu’ordinaire,
c.-a~d. ¢ étant un nombre réel positif, V.(r) est I'ensemble de tous
les nombres réels p satisfaisant a I'inégalité |p—z | <e.
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20) Cas ol xed—A. 2o et x; sont deux points isolés; il n’existe
qu’un seul voisinage de ; (: =0, 1), et ce voisinage V(x;) ne contient
que x;: V(x;) = ; (i=0,1). Tous les autres points de J4—A sont de
la forme ... Nous prenons deux ensembles :

(5) Vo(xa+2) = (xa+2) + (xa) H Vl(xx-r?) = (xu+2)+(xa+l)

comme voisinages de Z..2. Ils ne contiennent que deux points donnés
par (5).

Ainsi notre B est un espace (v). La définition du systéme de
voisinages montre que, si un ensemble E contient deux points x. et
%s11(0 < a< ), @2 est un point d’accumulation de E'. Done si, de
plus, E est un ensemble fermé, E contient les points ®as1, asz, «.+
et par suite tous les points de A. Comme A contient Zu.. €t %siws1,
E contient les points 2u:w+2, Taswsz, «-.. €te. Ainsi 'ensemble fermé
E qui contient deux points consécutifs #. et o1 contient nécessaire-
ment tous les points qui suivent . .

Prenons comme 1’espace S 'ensemble de tous les nombres réels
entre 0 et 1:0<y<1; les points d’accumulation y sont définis
comme ordinaire.

Soit maintenant M I’ensemble de tous les points (p,q) de RxS
tels que peA et p=g¢q, c.-a-d. Mestla partie commune du diagonal de
RxS, et de 'ensemble AxS.

Je dis que M est un ensemble fermé dans RxS. Pour le voir,
montrons que son complémentaire (RxS)—M est un ensemble ouvert.
Soit (p, q) un point de (RxS)—M.

1°) Cas ou peA. On a alors p==¢q. Posons [p—q|=0>0.
Soient V(p) 'ensemble de tous les nombres @ tels que |x—p] <—%—,

et V(g) ’ensemble de tous les nombres y tels que [y—q]| <%« . Vip)

est un voisinage de p dans R et V(q) est un voisinage de q dans S.
Par suite, V(p, q@) = V(p)x V(q) est un voisinage de (p, q) dans Ex S.
Or, V(p,q)-M =0, car, sinon cet ensemble V(p,q)-M contiendrait

un point de la forme (r,r) ou | p—r| <% , Iq——rl<%; et par suite
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on aurait |p—¢q|<o. Ainsi V(p, q) est contenu dans (RxS)—M;
(p, g) est un point intérieur & (RxS)—M .

2°) Cas ou p=umx ou &;. Solent V(p)=x:(¢ =0 ou 1) et V(q)
I’ensemble de tous les nombres y tel que |y—q|<e, e étant un
nombre positif. Alors V(p, q) = V(p) x V{q) est disjoint de M, car
V(p, @) ne contient que des points de la forme (x;,r). Le point (p, q)
est done intérieur a (RxS)—M .

3°) Cas ou ped—A, p=x; =0 et 1). Dans ce cas le point
p a la forme x..,. Puisque ®x ==r.,1, nous avons ou bien ., ==¢, ou
bien #..1:+=¢q. Donc nous pouvons poser x..;=4=q(i=0ou 1) et
[ %asi—q| = >0. Solent V(p) = Vi(xs.2) et V(q) I'ensemble de tous
les nombres y tels que |y—q| <o. Alors, V(p, q) = V(p)x V(q) est
disjoint de M. Car, sinon, V(p, q)-M contiendrait un point de la
forme (r,7), r=Fp, d'od r=1a..; tel que |r—q|<o. Ceci est
absurde. Ainsi le point (p, q) est intérieur & (RxS)—M .

Dans tous les cas, (p, @) est intérieur & (RxS)—M. (RxS)—M
est un ensemble ouvert. C.Q.F.D.

La projection de '’ensemble M sur R est évidemment I’ensemble

A. Je dis que maintenant A n’est pas un ensemble analytique dans
R . En effet, supposons par impossible que I'ensemble A soit analy-
tique dans R. Posons A =X ]/Fn,,m, ceymr OU Fong,me, .., i
sont des ensembles fermés dans R . Or, nous pouvons écrire
= ‘IIA Fny, ny, ..., mpz. Donc, en posant A-Fwn,. no, ..., m
—A'nl, Moy eea,mp, ON & A= ‘I[An,,nn ...,n;. Comme produit de
I’ensemble A et des ensembles fermes Frn,ng,ooo,me, Any,ne, ..., ni
sont des ensembles fermés dans A. Donc An,,n.,...,n. sont des
ensembles de nombres réels qui sont fermés au sens ordinaire (remar-
quons que les voisinages des points de A dans R sont les mémes
qu’ordinaires). Or, comme A est indénombrable, il existe une suite
de nombres naturels v = (ni,n2,ns, ....) telle que An,,n., ..., n
contienne une infinité indénombrable de points, pour tout k =1, 2, 3,
Car, sinon, il existerait pour toute suite » = (n., n2, %3, ....)

un indice k(v) tel que An,, n,, ..., ni) soit au plus dénombrable. Alors,
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I'ensemble H = X Any, ns, ..., nkey qui serait dénombrable, contiendrait
I’ensemble A . éeci est impossible, puisque A est indénombrable.

Ainsi il existe une v = (ny, n2, 13, ....) telle que An,,mn,, ..., 7
soit ind4nombrable. Awn,,n., ..., n: contient donc un ensemble parfait
non vide (au sens ordinaire), par suite une infinité indénombrable
d’ensembles parfaits non vides. Donc il contient au moins un
P.(« > @) de la suite (2), et par suite, un bs et ¢ (a=w). Ces
deux points sont placés consécutivement dans la suite (4). Puisque
Any ney ooy ne < Fugymey ooy mis Fny,m, ..., me contient ces deux points
be = gy €t Co= Trgys1. Fry,ma, ...,m étant fermé, Fny, no, ..., m
contient tous les points de la suite (4) qui suivent x.q) .

Or, d’aprés un théoréme de KONIG, le nombre v n’est pas confinal
avec une suite dénombrable de nombres ordinaux inférieurs: #(1),
72, »8), ..., n(k), ... . Donec il existe un nombre ordinal » < v, tel
que n(k)<_n pour tout k=1, 2,3, .... 17Fn1,713, ..., nx contient
alors tous les points de la suite (4) qui suf\:ént Xn. Como;ne AD
1:[ Fn,, ns,...,n, A contient ces points, et A doit étre un ensemble
partout dense dans 4 (au sens ordinaire). Ceci est précisément une
contradiction. Ainsi A n’est pas un ensemble analytique dans R, et
le théoréme de projection est faux pour R, S et M.

Théoréme 6. Soient B un ensemble quelconque et S un espace
métrique, complet et séparable. Sotent § une famille quelconque de
sous-ensembles de R, et @ la famille de tous les ensembles fermes
dans S. Alors la projection de tout ensemble M de (Fax @a)a sur R
appartient @ Fa .

Démonstration. On szit qu’il existe une et une seule famille F*
qui est la plus petite parmi celles qui contiennent &, et qui sont multi-
plicatives®. Mais nous avons (F*)a = Fa. Donc nous pouvons
supposer, sans restreindre la g2néralité, que ¥ soit elle-méme multip-
licative. Or, d’aprés le théoreme 1, Fax @4 < (Fx P)a. Done nous

(1) On dit qu'une famille est multiplicative, si, avec tous les deux ensembles A
et B de cette famille, la partie commune A - B lui appartient aussi.
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avons (Fax@Pa)a = (FxP)a. Par conséquent, I'ensemble M donné

est un ensemble de (§x @), . Posons done M =X i[ Mn,, ns, ..., 0z
Mny,ny, ..., meFx@. Or, nous pouvons supposer que la projection
de Mn,, n,, ..., nz sur S a un diameétre <llc . En effect, S est la

somme d’une infinité dénombrable de sphéres fermés St(n =1, 2, 3,

Mais, Mn,, n., ..., ur étant un

eﬂr—*

..) dont les diameétres sont <
ensemble de Fx @, Mnl,m,.. ng=FprxHy; Fre®, Hyed . Done
Mn,,mo, ..., np = Fix \Hk Sk = X (FexHpSF).  Mny,ny, ..., n est

=1

n=1

ainsi la somme des ensembles F7, x HkS,’i de ¥ x @, dont les projections

. \ 1 .
sur S ont des diameétres < T Par suite, nous pouvons supposer que

la projection de Mn,,n., ..., ns sur S a un diamétre <%; . D’autre
part, avec § et @, ¥ x @ est multiplicative. En effet, soient M; et
M, deux ensembles de ¥ x @. On peut poser, M, =F; x Hy,

=FyxHy. Fy et F2eF. Hy et Hoe®d. T et @ étant
multiplicatives, F) - Feel et Hy - Hye @. Par conséquent,
M- Mz = (Fyx Hy) - (Fpx Hy) = (Fy - F3) < (Hy - Hp) appartient & Jx @ .
& x @ est ainsi multiplicative. Done, nous pouvons supposer que, pour
tout k=1,2,8. ..., Mn,,n, ..., e = Mn,, n., ey Ny Mery o

Soient P la projection de M sur R, et Pn,,n,...,n: celle de
Mny,ny, ... Comme Mn,,n,, ..., est un ensemble de Fx @,
Py, my, ..., n, appartient a F. Il est facile maintenant démontrer
que P= Y IIPn,, ng, ..., nr. Hn effet, d’abord, il est clair que
PCx ]an1 ny. ..., ne. Montrons qu’on a egalement PO ‘11Pn], Moy vy Moo
Soit p un point de _:.Ikl Pni,me, ...,mp . Il existe alors une suite de
nombres naturels v = (n;, ng, 7z, ....) telle que pe[kanl,ng, e, T
Posons Ar= Mn,,n, ...,n, (pxS). Nous avons d’abord A, D
Arna et Ap==0. D’autre part, comme Mn,, ny, ..., meF x @,
nous avons Mn,, ne, ..., m = Fi x Hp, Fe§, Hpe®. Par suite,
Ar = (Fex Hp)pxS)=pxH,. A est, par conséquent, un ensemble
fermé dans pxS. Enfin, le diamétre de A, (comme ensemble dans

I’espace métrique px.S), tend vers 0 avee % px S étant un espace
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métrique complet, il existe alors au moins un point (p, ¢¥, commun a
tous les A;. Ce point (p, ¢) appartient a Ikl Mn,, ny, ..., n;, par suite
a M. Donc p est un point de P. Ainsi nous avons démontré que
PQZ’]IIPnl,ng,...,nk. C.Q F.D.

E‘ini%n considérons la projection univalente. On dit qu’une pro-
jection d’un ensemble M de RxS sur R est univalente, si, pour
chaque point p de R, I’ensemble (px.S)-M ne contient qu’un point
au plus. Un schéme de Souslin { Mn,, n,,...,n;} est dit systéme
d’unicité, si pour deux suites diiférenntes my, Mz, M3, .... €t ng,
N2, M3, .... On a toujours 1[Mn1,nn ves e Mmy,me, oo, mp =0.
Nous appelons ensemble d’ umczte‘l) tout ensemble qui peut étre le
noyau d’'un schéme d’unicité des ensembles fermés.

Théoréme 7. Soient R un espace quasi-accessible, et S un espace
métrique, complet et separable. La projection P wunivalente de tout
ensemble d’unicité M dans l'espace RxS est un ensemble d’unicité
dans R .

Démonstration. Soit M = f][Mn,,m, ...,n; ’ensemble d’unicité
donn2 dans RxS. Mn,,n,...,n; sont des ensembles fermés, tels
que {c[ Mny, ny, ..., % Mmy, mo, ..., me =0 pour toutes les suites dif-
férentes (ny, n2, Mg, ....)==(m1, mz, my, ....). On sait qu'un espace
S métrique complet séparable peut étre considéré comme noyau d’un
schéme d’unicité: S = % Ikl Smy, ms, ..., mi tel que le diamétre de
Smy, ma, ..., mp <% . L’ensemble M, comme produit de M et R x

~ {[Sml,mg, ..., m, peut étre exprimé par M = NI M*n,, na, ..., no
v k vk :

ol M%nl, Ny oee, N2k = Mnl, N3y ooey N1 ° (R X Sng, Mgy oony 'nzk) . DODC,
en posant M*n, = RxS, M*n,ny, ..., ne = M*n, s, ..., nopr, , NOUS
avons un schéme d’unicité { M*n,, n,,...,nr} dont le noyau est 'en-

semble M. Ainsi nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité,
que Mn,,n,, ..., nx a une projection sur S a un diamétre <C %5 . Nous

pouvons supposer évidemment, de plus, que Mn,, n., ..., nx =2
Mny, ny, vy ni, niy, (k=1,2,3, ....). D’aprés le lemme du

(1) M. F. HAUSDORFF l’appelle ‘‘ensemble (L)’’. Cf. F. HAUSDRFF (2) p. 185. et
W. SIERPINSKI (5), p. 250.
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Théoréme 4, nous avons alors P = X {/ Pn,, n, ..., n, en désignant par
v k

Pn,, n, ..., n la projection de Mn,,n,, ...,ns sur R, et par Pn,, n,, ..., n

sa fermeture. Il nous reste a démontrer que //Pn,, ny,...,n -
k=1

Pm,, m,..., m: = 0 pour toutes les suites différentes (n1, 72, ns, ....) ==

(mi, mz2, ma, ....). Supposons par impossible qu’il existe un point p
appartenant 2 kIZ Pm,, me, ..., mi * Pn,,n,, ..., n; pour deux certaines
suites différentes: (1, nz, n3, ....)=F(m1, m2, ms, ....).

Soit V(p) un voisinage queleconque de p. Pour tout £k =1,2,3, ....
nous avons Pun,,ne,...,n V(0)F=0 et Pm,,m., ..., ms V(p)==0. Il
existe, par conséquent, deux suites de points (px, qx) et (v, qz)
dans Rx S, telles que pre V(p), e V®), (e, qr)eMny,ne, ..., 7k,
Yy, @) e Mm,, ma, ..., mi. S étant complet, il existe deux points
(différents ou non) q et ¢’ tels que limg,=¢q et limg,=4q’.
(Remarquons que ¢ et ¢’ sont déterminés 1;;13;' les suites n(;;, N2, N3,
....) et (my, mz, mg, ....), et ils sont indépendants du choix de
V(p)). Solent V(g) et V(¢') un voisinage quelconque de ¢ et de
q¢’. Il existe alors un indice ko tel que (px, qr)e V(p, @) = V(p)
x V() et (pi,aqw) e V(p, ¢') = V(p)x V(¢"), pour tout k=ko. Or,

comme Mn,, ne, .., np = Mny, ney oo, vk, neey €6 Mmy, my, ..., mp
2O Mm,, ma, ..., mp, mi,, nous avons Mn,, ny, ..., n- V(p, @) F=0 et
Mmy, me, ..., me-V(p, q)=F0 pour tout k=1, 2, 3, ..... Done
(0, Q) eMny, v, ..., ne= Mny,ns,...,n, et (p, q’)ezgml,mg, eee, MK

= Mm,, mq, ..., ms. Si g=4¢q', (p,q) appartient a k]ZIMnl, Ngy ovr, Ni
- Mm,, ma, ..., mp, et par suite {Mn,,=n,,...,nr} ne serait pas un
systéme d’;}nicité. Si g==¢q', comme (p,q) ekIZMn“ Moy oo,y " M
et (p, q) eklgllel, my, ..., mx < M, la projection de M sur K ne serait
pas univalente. C.Q.F.D.

Du théoréme 4, se déduit immédiatement un théoréme connu:
Soient R un espace de HAUSDORFF et S un espace métrique, complet
et séparable. Alors, toute image B dans R, univoque et continue
d’un ensemble analytique A dans S est également analytique dans E.
En eﬂ:‘ét, désignons par r = f(s) la fonection donnée univoque et continue
qui transforme A en B. L’image M de I'équation r = f(s) est fermée
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dans l'espace RxS, d’aprés le théoreme 3. Comme RxS est un
espace quasi-accessible, il existe un ensemble fermé F' dans R xS, tel
que M =(RxA)-F. Donc M est un ensemble analytique dans R x S.
Comme projection de M sur R, B est un ensemble analytique dans E.

§ 3.
LES CRIBLES DE M. LUSIN.

Soient R un espace quasi-accessible et S ’ensemble de tous les
nombres réels. On sait que tout ensemble analytique dans R peut
étre criblé au moyen d’un crible fermé dans RxS®W. Mais le
théoréme 4 et la méthode de démonstration due & M. W. SIERPINSKI®
nous permettent d’établir la proposition inverse :

Théoreme 8. Soient R un espace quasi-accessible, et S I’ensemble
de tous les nombres réels s entre 0 et 1:0<s<1. Tout ensemble
dans R crible au moyen d’un crible analytique dans R xS, au sens
de M. LUSIN, est un ensen.ble analytique dans R® .

Démonstration. Soit £ un ensemble analytique dans [’espace
RxS. Désignons par ['(E) 'ensemble ecriblé dans R au moyen de
E . Posons de plus, 4(E, p) = E-(pxS). Alors, pour qu’un point p
appartienne & I'(E), il faut et il suffit que J(E, p) contienne une
suite de points (p, t.) tels que ¢, >t,.1. Done, dans ce cas, il existe
un t, tel que limt, =t.

Considérons l’ensemble E xS dans 'espace RxSxS. C’est un
ensemble analytique dans RxSxS. Désignons par (z, ¥, z) un point
de RxSxS. Lensemble O, de tous les points (y, 2) tels que

2<ly<z +,1L est un ensemble ouvert de S,xS,, et par suite un

ensemble analytique dans S, xS.. Donc (RxO0,)-(ExS,) est un en-

semble analytique dans Rx S, xS,. Projetons cet ensemble sur R x S..

(1) Voir W. SIERPINSKI (2).

(2) Voir W. SIERPINSKI (3).

(8) Voir N. LusIN (1) p.180; H.HAHN (1) p. 393; la proposition 41.2:1 s’énonce
pour les espaces métriques, complets et séparables.
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Nous obtenons, d’aprés le théoréme 4, un ensemble analytique A,
dans RxS,. Le produit A = l?An est aussi un ensemble analytique
dans RxS,. La projection 1&:-31 A sur l'espace R est, d’aprés le
théoréme 4, un ensemble analytique dans R. Cet ensemble coincide
avec ['(E), comme nous avons vu plus haut. /() est donc un en-
semble analytique dans R . C.Q.F.D.

§ 4.
LES PRINCIPES DE SEPARATION DE M. LUSIN.

Nous disons que, dans un espace R, le premier principe de M.
LusiN s’applique a la famille d’ensembles &, si:

E et H étant deux ensembles disjoints de T4, il existe toujours
deux ensembles disjoints E* et H* de JW tels que EC E* et
HZ H*,

Nous disons que, dans un espace R, le deuxiéme principe de
M. LusIN s’applique a la famille d’ensembles J, si:

E et H étant deux ensembles de F4, il existe toujours deux en-
sembles disjoints E* et H* de T%, tels que E— HC E* et
H—-EC H*.

M. W. SIERPINSKI a montré que ces deux principes ne sont pas
applicables aux espaces abstraits sans aucune restriction®, et il a
trouvé une restriction pour que le premier principe s’applique®. Ici
nous allons en trouver une pour le deuxiéme. M. W. SIERPINSKI a
remarqué que ce deuxiéme principe peut étre relativisé a I’ensemble
d’un espace euclidien. Mais le théoréme 4 et une méthode de démon-
stration due & M M. N. LusiN et C. KURATOWSKI® nous permettent
d’établir le

(1) &B est la famille de tous les ensembles qu’on obtient en partant des ensembles
de la famille § et en effectuant un nombre fini ou une infinité dénombrable
d’additions et de soustractions.

(2) $c est la famille de tous les ensembles complémentaires des ensembles de & .

(8) W. SiErRPINSKI (1) p. 2.

(4) W. SIERPIKSKI (5) p. 265, (7) p. 29.

(5) N. LusIN (1) p. 211-217; C. KURATOWSKI (1) p. 257.
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Théoréme 9. Soit R un espace quasi accessible ou tout ensemble
ouvert est un ensemble analytique. Pour deur ensembles analytiques
quelconques A et B, il existe deux ensembles complementaires analy-
tiques D et H tels que

A—BCD; B-ACH: D-H=0.

Donc le deuxiéme principe de M. LUSIN s’applique a4 un espace
métrique arbitraire sans aucune restriction. La méme méthode avee
le théoréeme 6 (au lieu du théoréme 4) nous donne un théoréme plus
général :

Théoréeme 10. Soit §F une famille d’ensembles telle que Fc < Fa .
Alors pour deux ensembles quelconques A et B de Fa, il existe deux
ensembles D et H de Fac tels que

(1) A—BCD; B-ACH; D-H=0.

Démonstration. M. W. SIERPINSKI a démontré un lemme suivant®:
Lemme. Soit 7 I'’ensemble de tous les nombres réels 0 <t<1 qui
ont la forme:

1_‘_1+ 1 )’

, =1—( "+ * 4+
by s eees M on 2N+ 1y ACT R X 10

ot ny(»=1,2, ....) sont des nombres naturels. Si § est une famille
multiplicative d’ensembles d’un espace R, tout ensemble /" de Fa
peut étre criblé au moyen d’un ensemble E contenu dans I'espace
RxT. FE peut étre un ensemble défini comme il suit:

_ v S ] \
E=2 X (D, oomex (g, o)
k Ny Noyeue, P
ou I_'-:-l]][Pn»l,ng,...,nk, F’n],ng,...,nkt‘g, et
v &k
v
1’”/1,7!2,...,71-]52 [an,ng,...,’nk,nk+1, k=1, 2, 3, e e

Cela posé, maintenant soit ¥* la plus petite famille multiplicative
qui contient F. Puisque (F*)a = Fa, et que Fc< Fa entraine

(1) W. SIERPINSKI (4).
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(&) < (F*)a, nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité,
que ¥ soit elle-méme multiplicative. Par suite, nous pouvons supposer
que deux ensembles A et B de {4 soient des noyaux des schémes

monotones : =XTAn,, ny, ..., me; B=I1IBn, n,, ..., ni OU
v k v k
Any,ng, ooy miy By, ma,y oo nieF et Any, my, ooy me D Ay, mo, oo, n, et

Bn,ngy oo, m =2 Bnyyna,y oo omp, miey POUr E=1,2,38, ....

D’aprés le lemme mentionné plus haut, nous pouvons considérer
A et B comme les ensembles criblés au moyen des ensembles

A* =2 s (Any,mo, ooy mie X tny, may o, i)
k ny, Moy ..., N

B* =23 2 (Bny, may oovymie X tny, Mo, oy ni)
k ny noy ..., Nk

respectivement. Désignons par J(A*, x) et J(B*, x) les projections des
A*-(xxT)et B* (xxT) sur I'espace T.. Et, posons J(4A*, x) < J(B*, x),
lorsque 4(A*, x) est semblable a une partie de 4(B*,z). Soit P
I'ensemble de tous les points x tels que J(A*, x) < A(B* x), et de la
méme maniére soit @ I’ensemble de tous les points x tels que
A(B*, x) < 4(A*, ). Posons de plus D=CB-CP e¢ H=CA-CQ.
D et H sont des ensembles qui satisfont a (1).

En effet, soit d’abord # un point de A—B. J4(B* z) est un en-
semble bien ordonné, tandis que J(A* z) n’en est pas un. Donc
d(A*, x) ne peut étre semblable a aucune partie de J(B*,z). Par
suite, ¢ n’appartient pas a P. =z appartient 4 CB-CP. Ainsi nous
avons A—BC D; et de la méme maniére, nous pouvons conclure
B—ACH.

D’autre part, soit  un point de CA-CB. Dans ce cas J(A%, x)
et J(B*, x) sont tous les deux bien ordonnés. Ils sont comparables.
Nous avons donc ou bien J(4*, x) < (B*, x), ou bien (A%, x) > (B*, x)
D'ou, ze P+ Q. Ainsi nous avons

D-H=CA-CB-CP-CQ=0.

Reste a démontrer que D et H sont des ensembles de F4c. Pour
cela il suffit de constater que P et Q sont des ensembles de F,.
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(A%, )< J(B*, 2) (d(A*, x) supposé non vide) est équivalent a
Pexistence d’une suite /" de points de J(B*,z): %, %, m, ... . telle
que I’ensemble J(A*, x) soit semblable & /°. Ainsi, pour qu'un point
x appartienne a P, il faut et il suffit qu’il existe deux suites de
points de T': &%, 62, 2%, ... et 5%, 2% % ... . telles que

1° les points &, £2, &%, .... constituent J(4%, z),
2° les points #!, 7% 7, .... solent contenus dans J(B¥, x),
3° pour chaque paire d’indices ¢ et j, & > &/ entraine »' > 7.

Soit E., = (£, &2 &3, ....) un espace a une infinité de dimensions™
(au sens de M. FrECHET). Considérons dans ’espace Rx E., x E.,, un
ensemble # de points (z, &, n), £ = (£, E‘Z &, ....), 17—-(17,7;,77, cell)
défini par: SU = II[E'(xe CWy + 2 E(t =£&] - kl[[ Y{Et=17" -
EwxeZy))]- ]1 [E(E’ <&+ E> 177)] teT.®

i.j=1
L’existence d’un point (x, £, 7n) de ? veut dire que, pour z, il
existe deux points £ et » de E., tels que: 1°) & posséde des co-
ordonnées &"(n =1, 2, 8, ....) telles que = appartienne ou non a W;
suivant que {=£&" pour un m, ou t==%" pour tout n =1,2,3, ...;
que 2°) pour chaque coordonnée ™ de n, n™ soit un nombre de T et
x e Zq; et enfin que 3°) & > & entraine 7°>>4'. L’ensemble P est
donc précisément la projection de ¥ sur I’espace R, si nous posons
We= An;,my, ..., mp €t Zz = Bn;, ny, ..., pour t = tny, na, ..., nk .

Or, I'ensemble E(t = &) est un ensemble fermé dans E. ; E‘(t ")
I’est également. E(x eZ)=Z:eF. E( < Y)estun ensemble fermé,
et F(n > 1P) est un ensemble ouvert, et par suite un F, dans E., .
Enﬁn, d’aprés ’hypotheése, lg(xe CW,) = CW: appartient également a

Fa .

L’espace T ne contient qu’une infinité dénombrable de points, et
E, xE., est un espace métrique, complet et séparable. Le théoreme 6
dit alors que P est un ensemble de Fs. De méme, nous pouvons
etabhr que Qe ‘&4 C.Q.F.D.

(1) M. FRECHET 1) p. 81,
(2) E(¢(x, & n)) est 'ensembles de tous les points (z, % 1) qui satisfont & la condi-
tion ¢.
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Dans §2, nous avons défini les ensembles d’unicité (page 15).
Faute de premier principe de séparation, nous ne pouvons pas affirmer
les coincidences de la famille de ces ensembles, ni avec celle des en-
sembles mesurables (B), ni avec celle des ensembles simultanément
analytiques et complémentaires analytiques. Voici quelques exemples
pour éclaireir leurs différences.

Nous construirons d’abord un espace K et un ensemble A (contenu
dans K) non mesurable (B) dans K, tels que A et K—A sotent des
ensembles d’unicité dans K. Nous avons un tel espace K et un tel
ensemble A avec 'exemple donné par M. LusiN®, en changeant un
peu son raisonnement. Considérons d’abord le domaine @ dans le
plan (x,t) = Xx N défini par 0 <2 <1, te N, ol x sont des nombres
irrationnels et t est un point queleconque de 'espace N de BAIRE a
zéro dimension. Comme nous savons, il existe une fonetion ¢(z, t),
qui satisfait a deux conditions suivantes :

1°) @{x, t) est définie pour tous les points de @, et rentre dans
la classe 2 de la classification de M. BAIRE.

2°) Quelle que soit une fonetion univoque f(t), définie partout
dans N et continue en chaque point de J, il existe un nombre ir-
rationnel x, tel que nous avons l'identité: @ (xy, t) =f(t).

Considérons maintenant, dans 'espace X x Y x N, I'image M de
I'équation y = @fx, t), Y étant I'ensemble de tous les nombres réels.
M est évidemment mesurable (B), et uniforme par rapport a 'axe X
(c.-a-d. toute droite paralléle 4 X coupe M par un point au plus).

On sait que les points de N sont représentés par les nombres ir-
rationnels entre 0 et 1. Désignons par N, et N: I'’ensemble de tous
les points de N représentés par les nombres irrationnels < %— et > %
respectivement. N est donc la somme de deux parties disjointes N
et No. Soient, maintenant, E I’ensemble de tous les points (xo, %o, to)
de M tels que (xoxyox N) M soit un et un seul point, et K sa pro-
jection sur le plan Xx Y. Désignons, de méme, par E; et E; la
projection des ensembles E-(Xx Y x Ni) et E-(Xx Y xN,) sur le plan

(1) N. LusiN (1) p. 263.
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XxY. M. LUsIN a montré que E; et E sont des ensembles disjoints,
non séparables (B).

Considérons K comme un espace métrique, la distance de deux
points coincidant avec celle qu’ils ont dans le plan; (done K est
un espace meétrique séparable). D’abord nous avons E)+E,=K;
E.-E,=0. E;et E, étant des ensembles non séparables (B), ils ne
sont pas mesurables (B) dans K. En effet si 'un des deux, soit E|,
est ainsi, I'espace X xY étant métrique, il existe un ensemble Ej
mesurable (B) dans Xx Y, tel que E; = Ef - K; par suite CEf D E,.
Ef et CEY serait donc deux ensembles mesurables (B) dans XxY
tels que EY-CEy =0; Ef D E;; CEf D E,. Ceci est impossible,
puisque E) et £, sont non séparables (B) .

Je dis que £, et FE: sont des ensembles d’unicité dans X. Pour
le voir, considérons I'espace Kx N . Les ensembles £-(Xx Y xN,) et
E-(XxYxN) sont justement égaux a E-(KxNj) et a E-(KxNy)
respectivement. FE, KxN; et KxN. sont des ensembles mesurables
(B) dans I'espace K x N. D’aprés un théoréme de M. W. SIERPINSKIY,
E-(Kx Np) et £-(Kx N,) sont done des ensembles d’unicité dans K x N.
K est un espace métrique et N est métrique, complet et séparable.

De plus, la projection de E- (K x N;) et de E-(K x N,) sur I’espace
K est univalente (d’aprés la définition de K). Nous en concluons
que, d’apres le théoréme 7, E, et E, sont des ensembles d’unicité
dans K . ‘ C.Q.F.D.

Nous allons donner maintenant un autre exemple: un espace K,
et un ensemble A qui est simultanément analytique et compléementaire
analytique dans K, mais qui n’est pas un ensemble d’unicité dans K .

Soient R l'ensemble de tous les nombres réels, A un ensemble
analytique dans R qui est non mesurable (B). Posons I'= R—A .
" est un complémentaire analytique non mesurable (B).

Définition de I'espace K. Appelons des ensembles fermés tous
les ensembles fermés F dans R et tous les ensembles de R de la
forme /'-F (/" étant fixe). K est I'ensemble de tous les nombres

(1) W. SIERPINSKI (5).
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réels, dont la dérivation, définition des points d’accumulation est
changée ainsi. K est un espace quasi-accessible. En effet, ici, les
ensembles fermés satisfont aux conditions :

(1) L’espace K est un ensemble fermé.
(2) L’ensemble vide est un ensemble fermé.
(3) Le produit d’'un nombre quelconque des ensembles fermés

est fermé.

Appelons des ensembles ouverts tous les ensembles complémentaires
des ensembles fermés, et considérons comme voisinages d’un point
donné p tous les ensembles ouverts qui le contiennent. Nous pouvons
voir ainsi que K est un espace quasi-accessible? .

Or, tous les ensembles ouverts dans K est analytique dans K.
En effet, soit O un ensemble ouvert dans K. L’ensemble fermé CO
est ou bien un ensemble fermé F' dans R, ou bien de la forme I'- F'.
Si CO = F, O est ouvert dans R, par suite un F; dans R. Il est un
F, également dans K. Si CO=11-F, ona O= A+CF'; donc O est
analytique dans R. Par suite, O est analytique dans K.

L’ensemble A est simultanément analytique et complémentaire
analytique dans K, puisque /" est un ensemble fermé dans K. Mais
A n’est pas un ensemble d’unicité dans K.

En effet, supposons par impossible A = X Il An,, ny, ..., m OU
{An,, ns, ...,m} est un systéme d unicité darvlskK. Any, nay oo,
sont des ensembles fermés dans K. Sans restreindre la généralité,
nous pouvons supposer que Amny, ny, ..., =2 Any, ma, ooy M, Mk
k=1,2,3, ... .). Définissons maintenant un schéme de SOUSLIN
{Fny,ng, ...,m: ) dans R, comme il suit: Si Any,n, ..., n est un
ensemble fermé dans R, posons Fwn,,ny. ...,me=Amn,ne, ..., ne. Si
An, , s ..., n est de la forme - F', posons Fn,,ng, ..., me=0. Alors
Fn,, n, ..., n, sont des ensembles fermés dans R . Nous avons d’abord
A=2X {CI Fn,,ns,..., . En effet, puisque nous avons toujours

v
Any, 1m0, oo =2 Fnyy ng. oouy i, ADX]Il Fny, nyy oo, i D’autre
v k

(1) Voir p. ex. W. SIERPINSKI (8) p. 3.
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part, puisque A - An;, no, ..., e < Fny, ny, ..., nx, TNOUS avons
A=.;'HA'Anl,ng, TG ) I 3T )

ljelfxiémement { Fn,, n,, V ,kwk} est un systéme d’unicité dans R .
En effet Fw,, n., ..., nz sont des ensembles fer.nés dans R, et
An,, 1oy oo, e 2 Fny, ne, ..., ni.. Comme { An,, 1o, ..., nz} est un
systéme d’unicit? dans K, { Fn,,n,, ..., n.} l'est également dans R .

Or, ceci est impossible, car, d’aprés un théoréme de M. LUSIN,
I’ensemble A d’unicité dans R est nécessairement mesurable (B), con-
trairement 4 notre hypothése. C.Q.F.D.

Dans un espace métrique, tout ensemble d’unicité est simultané-
ment un ensemble analytique et un complémentaire analytique, comme
le montre le théoréme suivant :

Théoréme 11. Soit § une famille quelconque, telle que Fc < Fa.
Les ensembles d’unicité obtenus® de la famille § appartient ¢ Fa et
Fac en méme temps.

Démonstration. Soit E un ensemble d’unicité obtenu de F:

E = _"I‘lllk’jnl, nay vovymi OU Eng, no,y oo, np e et { Eny,ng, ..., mp ) est
un schéme d’unicité. Posons
E% 2o oeees Os = .%'{‘[Ea,, oy vuvy Asy My Moy oeey N o

{En. 7, ...,n} étant un schéme d’unicité, pour deux suites finies
différentes: (a1, az, ..., as), (b1, b2, ..., b on a Ea,,a.,..., a-
EM b b= D’aprés le théoréme 10, il existe deux ensembles de
FBac: E*ay, as, ...,as et E*b,, by, ..., bs tels que EM 2 ees s
C E*ay, as, ...,&s; Ebl’bg’ ”"bng%bn bav oens bs; E¥ay a0, ..., a5
E*by, by, ...,0s=0.

Posons pour n naturel S, = Y Er,re, ..., vn E5r c E¥p, 0 eeeees
E*r, re, ..., rn. Comme Cl?r:r . rn rn est un ensemble de ¥4
(d’aprés notre hypothése) on voit que S, est un ensemble de Fac.
Par suite E¥ = ’7 S, est un ensemble de Fac. Nous allons montrer
que E = E*. !

(1) Nous appelons ainsi tout ensemble qui est un noyau d’un schéme de SOUSLIN
{Any, ng, ..., ni } . d’unicité, tel que Any, no, ..., nz€F . La famille de tous
les ensembles d’unicité obtenus de la famille § sera désignée par Fy .
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1) ECE*. En effet, soit p un point de E. 1l existe alors
une suite d’indices mi, mz, ms, .... tel que peEwmy,ma, ..., mk.
De la, pe E™ ™ > ™k ot par suite pe E*m,, my, ..., mu (k =1, 2,
3,....). Donc peS, pour tout » =1,2,38, .... et enfin pe E* .

2) E2FE*. Soit p un point quelconque de E*. Pour tout
n=1,2,3 ..., nous avons peS,. Donc il existe des indices
m™, m{™, ..., m{ tels que |

a) pGEmY‘), mé"), ..,,mgbn)
et b) pGE*m{"‘, my, ., mi k=123,...,n).

D’apreés b) si 7 >4, nous avons

Pe Exm{”, m{P, ..., m® et pEExmfﬁ, m@, mf?, ..., m@) -
Par conséquent la propriété de E¥n,,n,, ..., n, montre que mi = mj,
(k=1,2,...,4),1 <4, ou bien que m® =m{? (j >k) . Posons m® =my ;
alors d’aprés a), nous avons pe Em,, ms, ..., me (k=1,2, ....) c.-a-d.
De zﬂlEm" my, ...,mr < E . Ainsi nous avons démontré que Fe Fac .
om

Par définition méme, nous avons d’autre part, F e FaL.
C.Q.F.D.

Il serait intéressant de chercher la condition a laquelle doit
satisfaire 'espace K pour qu’on ait Fv = Fa - Fac (§ étant la famille
des ensembles fermes dans K).

§ 5.
L’ORDRE DE LA PROJECTION.

Etant donnés un ensemble M dans 'espace R xS et sa projection
P sur R, nous disons qu'un point p de P est un point d’ordre « de
la projection, si (pxS)-M contient la puissance « de points. Cette
projection est dite univalente (voir p. 15), si tous les points de P sont
d’ordre 1. La projection est dite semi-reguliére, si tous les points de
P sont d’ordre au plus dinombrable. Nous allons considérer les

(1) Voir W. SieRPIKSKI (5) p. 269. Notre démonstration n’est qu'une transposition
de celle de M. W. SIERPINSKI.
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parties de P de tous les points d’ordre 1, d’ordre au plus # (n fini et
fixe), et d’ordre au plus %o; elles sont désignées par pil, plnl gp pl=l
resp .. Commencons par étudier le cas d’ordre 1.

Théoréme 12. Soient R un espace quasi-accessible et S un espace
metrique, complet et separable. M étant un ensemble analytique dans
RxS, Uensemble A de points p de R d’ordre auw moins n (n fint et
fixe) est un ensemble analytique dans R .

Démonstration. Nous nous bornerons au cas oun = 2. S étant un
espace métrique séparable, S posséde un systéme déterminant au plus
dénombrable de voisinages: O;, Oz, Oz, .... Donc il y a au plus
une infinité dénombrable de paires (O,., O,) de ces voisinages telles que
O, 0,=0. Nous les rangeons en une suite: (O, 0,)., »=1,2,8, ...,
et désignons cet indice v par (m, n). La projection P, de (Rx0O,,)- M
sur R est un ensemble analytique dans R, d’aprés le théoréme 4.
Donc I'ensemble A = X' P,, - P, T'est également. A est précisement

(m, n)

I’ensemble de points d’ordre au moins 2. C.Q.F.D.

Théoréme 13. Soient R un espace quasi-accessible et S un espace
metrique, complet et separable. St M est un ensemble analytique et
complémentaire analytique dans Rx S, l’ensemble A de tous les points
(p, q) de M, tels que (px S) - M ne contienne qu’un point, est neécessaire-
ment un ensemble complementaire analytique dans R xS .

Démonstration. M—A est un ensemble de points (p, q) de M, tels
que (p xS)- M contienne au moins deux points. D’aprés le théoréme 12,
la projections P de M—A sur R est un ensemble analytique dans R.

R—P est un ensemble complémentaire analytique dans R. Or,
I’ensemble A sera donné par la formule: A={(R—P)xS}-M. (R—P)x
S étant un ensemble complémentaire analytique dans R xS, A lui-méme
I'est également. C.Q.F.D.

Comme une application du deuxiéme principe de séparation, nous
allons démontrer maintenent un théoréme fondamental di & M. LUSIN:

Théorzme 14. Soient R un espace quasi-accessible ou tout ensemble
ouvert est un ensemble analytique, et S un espace metrique, complet
et séparable. Alors la partie P d’ordre 1 de la projection P d’un
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ensemble d’unicite M dans Rx S sur R est un ensemble compléementaire
analytique dans RO,

Démonstration. Comme on sait, tout ensemble analytique M¥,
dans un espace (v), soit R*, est une projection d’un ensemble fermé
de 'espace R* x N sur R* (N étant ’espace de Baire a zéro dimension)®,
De méme, tout ensemble d’unicité M* dans un espace (v) quelconque
R*, est une projection univalente d’un ensemble fermé dans R*xN.
M est donc une projection univalente d’un ensemble fermé dans I’espace
RxSxN. 8xN est un espace métrique, complet et séparable, et
I'ordre de la projection de cet ensemble sur R est enticrement égal a
celui de la projection de M sur R. Donc sans restreindre la généralitg,
il nous suffit de considérer le cas ol M Ilui-méme est un ensemble
fermeé.

Or, S étant un espace métrique, complet et séparable, S est une
somme d’un ensemble S; au plus dénombrable et une partie S; qui est
ou bien vide, ou bien une image biunivoque et continue de I'espace N
de BAIRE a zéro dimension: S = S;+Sz; S;:S2=0. Désignons par
Q. et Q. la projection des ensembles (RxS;)-M et (ExS;) M resp.
sur R, et par QY la partie d’ordre 1 de Q:.

Considérons d’abord la partie commune de @; et de PM. Soit
St =(3‘) (@.). L’ensemble @ - P™ est égal a la projection de (P''x Sy) - M
sur B Tl La projection de (PMx S;)-M sur R est égal a la somme des pro-
jections des (PWxa,)-M = (Rxa,)-(P1xS)-M . D’aprés le théoréme
13, (Px S)- M est un ensemble complémentaire analytique dans R x S.
(Rxa,)-(PxS)-M est donc un ensemble complémentaire analytique
dans Rxa,, et par suite, sa projection I'est égalefnent dans R.
Comme leur somme, I’ensemble Q;-P™ est un complémentaire analy-
tique dans R.

Considérons deuxiémement 'ensemble Q1. (R xS;)- M est fermé
dans RxS,, et Sz (supposé non vide) est une image biunivoque et
continue de 'espace N:S; = g(N). Transformons S & I’espace N par
la fonction inverse de g(IN). Nous avons ainsi 'espace R x N (au lieu

(1) Voir N. LusIN (1) p. 257-259.
(2) p. ex. L. KANTOROVITCH and E. LIVENSON (1) p. 236-238.
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de RxS,) et un ensemble M* fermé dans R x N (au lieu de I'’ensemble
(RxS:)-M). QU est égal a I'ensemble de tous les points d’ordre 1
de la projection de M* 'sur R.

Dés maintenent, nous pouvons suivre la marche de la démonstra-
tion due & M. C. KuraTowski? ., Désignons par f(E), la projection
d’un ensemble E de I'espace Rx N sur R. D’aprés que nous avons
dit plus haut,

(1 @ =2[ (@) m ) {(Bx—0) - 27} |

comme ¢ = I Nn,, n,, ..., n:, NOUS avons
=1
(Rxq)-M* = (RxIINn,, ng, ..., mz) - M*
k

= I {(RxNuy,n, ..., m)- M¥) .
k=1

{(RxNny, ng, oo, mp)-M*Y (=1, 2, 3, ....)iétant une suite
monotone des ensembles fermés dans R x N, dont la projection sur N

.a un diameétre tendant vers 0, nous avons

(R % Ny, e, ooy ) %)) = IF{(Bx N, e, oy ) - M7}
D’autre part,
{RxW—a)} - M* = {Rx N~1INu,, s, ..., me) | M*
= {Rx N) =B I[N, na, ..., m)} - M*
= {RxN)—11(Bx No, s, ..., m)| - M*

= X {(Rx N)—~(Rx Ny, me, ...,m) | - M*

I

‘E (R x (N—Nn,, n,, ...,nk)} - M* .

(1) Voir C. KURATOWSKI (1) p. 259.
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Par suite,
F[{Rx =) - M* | = #] 2 (Rx =N, .o m)) - 27
= 2| (Rx N—=Nay, .. w217
En posant f{(Rx Nun,,ng, ..., nr) -M*} = An,,n0, ..., m
et S| {Rx N=Nn,meyocoomd} - M| = By,
nous avons
F{Rxq)- M)~ [Rx N=0)) - M | =4, e, oo me— B,
et, par conséquent, nous pouvons écrire
QN = .E IkI(An,, Ny evr,me—DBny, na, .., mp) .

Or, d’aprés la définition, nous avons

[ee]
A =XA
Nyy Moy oun, N = —1 Nis Moy euey Ny N
n=

et Bn,m,, ... n =f{(R><j_‘le“m2, mk)M*}
= Y f{(R xNm,, ma, oo, m) - M) = X Ay, e,y ..,

Y g’étendant 4 tous les systémes (mi, m2, ..., my) tels que (my, ms,

co,me) = (n, me, ..., m). D’aprés le théoreme 4, Any, n, ..., n
et Bn,n, ..., n; sont des ensembles analytiques dans R. Ainsi il
existe un schéme {Cn;,n,,...,n.} des ensembles complémentaires
analytiques dans R, tels que

Cﬂl?nﬁy "-’nkg C}?l,ng, cees Ny Migiy 5
Cnl,nz, ...,n/c'le,mz, ceey M = O,

(2) pour (M, Mz, «.., ) F (ma, Mo,y oo, M)
Cnyyngy oovym 2 Angymg, ooy me— " Amy, may -, mis »

=1,2,3, ....
Posons

C*ny oy ovymp = Cny,my, oooymr (Any, Moy oo, me—DBny, nay oo, mi) .

R é&tant un espace quasi-accessible, An,, n,,...,n: est un ensemble
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fermé ; par suite, d’aprés notre hypothése, ¢’est un ensemble complé-
mentaire analytique. Donc C*u,, m,, ..., m;. est un ensemble complé-
mentaire analytique dans R. On a évidemment

* =
(3) C*n,,ng,...,nk'cm,,mg,...,mk—o

pour  (ni, M2, ..., M) == (Mg, me, ..., M),

(4) Anl,ng,...,nk—Bnl,ng,...,nk
g C*nlynﬁv ...,WkgAn],'na_u, ...,W];—Bﬂl,ng, ERRPN (73

D’aprés la définition, Bn,, ny, ..., nx 2 Bny, n, ..., n, nky €t par suite
(5) C'nyymgy oo, e 2C*n  my, ooy, iy k=1,2,3,
Or, I'inégalité (4) entraine

QQJS '—“[[C*nl,n,, A g b3 1](/1711, Noy o ,nlc_Bnu%z, .-.,"k) .
v k v k
D’autre part,

™
kll‘;(Anl y Moy eeny W,/C—Bnl y Mgy vuey ’)1]5)

= [If {(Rx Nn,, mg, . m)- M*) 11 CBuy,my, ..y i -
k=1 =

Mais je dis aue [f((RxNw,n, ..., m)- M) = IIf{(R
Nn,, no,s ..... .ni) - M} . En effet, il nous suffit de montrer que
1TF {(Bx Ny, ma, ) MY CITF(R % Noowe, ..m) - M) . Sot
p un point quelconque de llf{(Ranl, ne, oo,mx) M*)Y . Pour tout
voisinage V(p) de p, et pour tout %, il existe un point p, de
f{(R XN/’L),7Z2, ...,m;)-M*} . V(p) . Done (pk X Nn,,ng, ,nk)M*
n’est pas vide. Posons q = I/Nu,,n,, ..., n., et soit V(g) un voisinage

quelconque du point q. II/C'(p, q) = V(p) x V(q) contiendra alors un
point (i, qi) de (R x Nu,, ny, ..., ni) - M* dés que Nuy, ns, ..., ne < V(q).
Donc il existe un ko tel que (R x Nn,, ns, ..., ) M*- V(p, q) ==0 pour
k =ko. Comme la suite des ensembles R x Nu,,n,, ..., n; étant
monotone décroissante, (R x Nny, n,, ..., nz) - M* - V(p, g) == 0 pour tout
k=1,2, 8, .... Donc la fermeture de (R x Nu,,ny,...,nx)  M*
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contient le point (p, q). L’ensemble (R X Nn,,n,, ..., n) M*™ étant
fermé, (p, q) appartient a cet ensemble pour tout k=1,2,3,....
Par conséquent p est un point de f{RXNn,ns, ..., me)  M*}.
(k=1,2,38,....), et par suite de {:;f((Ran.l,ng, eesmp) - M*)
C.Q.F.D.

Revenons a la démonstration du théoréme 14. Ainsi nous avons

kI[lf{(Ranl,ng, e, mi) s M*) 'kHICBn,,ng, cee, B

= Illff{(Ranl, n2’ -°-ynk).M*} 'k[]CB’Zu”lh ey N
c= =1

= h]=l(Anlyn2y--oywk—Bnlrnﬂy-"r"’k)‘
Par conséquent Q) = X J/1C*ny,m,, ...,me. Or, (3) et (5) entrainent
v k
SIC*ny, ney oy e =11 ) C*nyymgy ooe s Mk
v k k=1mn,.7, ..., 0

Celui-ci montre que QY est un ensemble complémentaire analytique
dans R. Enfin la formule évidente : PU=@Q, - P+ Q(R—Q;) montre
que P est un ensemble complémentaire analytique dans R, puisque
Q: est un ensemble analytique dans E. C.Q.F.D.

Du théoréme 14 se déduit immédiatement le

Théoréme 15. Soient R un espace quasi-accessible ow tout en-
semble ouvert est analytique et S un espace métrique, complet et
séparable. M étant un ensemble d’unicité dans I'espace RxS, Uen-
semble A de tous les points p de R tels que (pxS)-M contienne (au
moins) un point isolé est un ensemble complémentaire analytique.

Démonstration. Soit 01, Oz, Os, ..., On, .... un systéme
dénombrable de voisinages ouverts de 'espace S, qui forment sa base.
(R x 0,) - M sont alors des ensembles d’unicité dans ExS. L’ensemble
A, de tous les points p d’ordre 1 de la projection de (R X O,)- M sur
R est un ensemble complémentaire analytique dans R, d’aprées le
théoréme 14. A = E'An est aussi un ensemble complémentaire analy-

n=1

tique dans R. C.Q.F.D.
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Le théoréme de M M. S. MAZURKIEWICZ et W. SIERPINSKI (sur I’ordre
indénombrable) dans notre forme est également indépendant de la
condition que ’espace R est complet et séparable:

Théoreme 16. Soient R un espace quasi-accessible et S un espace
metrique, complet et séparable. M eétant un ensemble analytique dans
RxS, U'ensemble E de tous les points d’ordre indénombrable de la
projection de M sur R est un ensemble analytique dans RW

Démonstration. L’ensemble M est une projection (voir p. 28) d’un
ensemble fermé F' de 'espace RxSxN sur RxS (ou N est 'espace
de BAIRE a zéro dimension). Pour que l’ensemble (pxS)-M soit in-
dénombrable, il faut et il suffit qu’il existe dans (pxSxN):-F une
suite de points &, dense en soi et telle que la projection de X (¢,) sur
px S soit univalente. "

Considérons d’abord I'espace (Sx N)¥®, L’ensemble A;; de tous
les points (s1, 71, Sz, 72, S3, 73, ....) de cet espace (SxN)™, tels que
s; = s; (pour ¢ et J fixes, 7 =F7), est fermé. Donc la somme 30 A (T=F7)
est un F,. Son complément A par rapport a (S x N)¥ est:'Jpar suite,
un ensemble Gs dans (Sx N)¥. D’autre part comme nous savons, les
" suites denses en soi des points &, de S x N forment un ensemble
Gs dans I'espace (Sx N)™. Nous le désignerons par B. Enfin, con-
struisons, dans 'espace R x (S x N)™= R x (Sg % Ny) x (Sey % Ngy) X ...
(ou S=Spy=S8e=.... e¢ N=Ngy=Np=....) 'ensemble fermé

F,=(Sn*xNuy) x(SaxNg)x....
X (Seu-1) X Nop1)) X Fx (St X Nnap) X o« -

Alors I'= anFn est un ensemble fermé dans Rx(SxN)™. Ainsi
I’ensemble (Rx A)-(RxB)-I" est analytique dans Rx(SxN)¥™. Sa
projection sur R est un ensemble analytige dans R, d’apreés le
théoreme 4. Comme nous avons vu plus haut, cette projection est
précisément I’ensemble E'. . C.Q.F.D.

(1) Cf.S. MAZURKIEWICZ et W. SIERPINSKI (1) ; C. KURATOWSKI (1) p. 262. (2) p. 261;
S. SAKs (1) p. 218; C. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN (1).
(2) Voir C. KURATOWSKI (1) p. 7.
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Les théorémes 15 et 16 nous permettent de généraliser un
théoréme de S. BRAUN:

Théoréme 17. Soient R un espace quasi-accessible ou tout en-
semble ouvert est analytique, et S un espace méetrique, complet et
séparable. M étant un ensemble d’unicité dans Rx S, U'ensemble A de
tous les points d’ordre au plus démombrable est un ensemble comple-
mentaire analytique dans RO .

Démonstration. M étant un ensemble d’unicité dans ExS, M
est une projection univalente d’un ensemble fermé F de I’espace
R xS x N (oi N est 'espace de BAIRE a zéro dimension). Sans
restreindre la généralité, il nous suffit de démontrer le théoréme pour
le cas o M est un ensemble fermé. Or, I'ensemble (pxS)- M est
fermé dans pxS. SipeAd, (pxS)-M est au plus dénombrable ; il
ne peut contenir aucun sous-ensemble parfait non vide. Donc cet en-
semble contient au moins un point isolé. Désignons par B !’ensemble
de tous les points p tels que (pxS):-M contienne au moins un point

isolé, et par P la projection de M sur R. L’ensemble B est un

complémentaire analytique dans R d’aprés le théoréme 15, et ’ensemble
P—A est analytique dans R d’aprés le théoréme 16. Alors la formule
évidente :

A=B.{R—(P—A))

montre que A lui-méme est un ensemble complémentaire analytique
dans R. C.Q.F.D.

Corollaire. Soient R un espace quasi-accessible o tout ensemble
ouvert est analytique, et S un espace métrique, complet et séparable.
Alors la projection d’un ensemble d’unicité dans RxS sur R est un
ensemble simultanément analytique et compléementaire analylique dans
R, si cette projection est semi-reguliére.®

(1) S. BrauN (1) p. 169.
(2) N. Lusin (1) p. 171.
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§ 6.
LES POINTS INFERIEURS.

Soient R un espace arbitraire et S I’ensemble de tous les nombres
réels. Etant donné un ensemble M dans R xS, nous disons qu'un
point (p, q) de M est un point inférieur de I'ensemble M, s’il n’existe
aucun point (p, ¢’) de M ayant 'ordonnée ¢’ inférieure a q. L’ensemble
de tous les points inférieurs de M sera désigné par M .

Le théoréme suivant est dd a M. S. MARZURKIEWICZ :

Théoreme 18. Soient R un espace quasi-accessible, et S l’ensémble
de tous les nombres réels. M eétant un ensemble analytique dans Rx S,
I’ensemble M—M™ est analytique dans B xS.

Démonstration. Pour qu’un point (p, q)e M appartienne a
M—M@ il faut et il suffit qu’il existe un nombre rationnel r < q
et un point (p, ¢’) de M tel que ¢’ <r. Désignons par M, et M,
I’ensemble de tous les points (p, ¢’) de M tels que ¢’ <7 et ¢’ > 17
respectivement: M, = M-(R x[¢' <r]) et M =M-(R x [¢' >7]),
en désignant par [¢’ <r] lintervalle —oo<¢q¢'<r et par [¢' > 7]
celui de « >¢' > r.

On voit bien que M, et M, sont des ensembles analytiques dans
RxS. Soit P, la projection de M, sur R. D’apres le théoréme 4,
P, est un ensemble analytique dans R. Or, nous avons une formule
évidente: M—M = X M- (P,%xS), la sommation s’étendant a tous
les nombres rationnels ;ret cette formule montre bien que M—M"™ est
un ensemble analytique dans Rx S . C.Q.F.D.

Corollaire 1. Soient R un espace quasi-accessible, S I’ensemble de
tous les nombres reels. M etant un ensemble simultanément analytique
et complémentaire analytique dans R x S, Uensemble M est un
complémentaire analytique dans RxS.

Démonstration. En effet, nous avons montré dans le théoréme 18
que M—M™ est un ensemble analytique. M étant un ensemble

complémentaire analytique, (RxS)—M est un ensemble analytique
dans RxS. Alors la formule (R xS)—M™=(M—M™)+{(RxS)—M})
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montre bien que M@ est un ensemble complémentaire analytique
dans RxS. C.Q.F.D.

Corollaire 2. Sotent R un espace quasi-accessible o tout ensemble
ouvert est analytique, et S Uensemble de tous les nombres réels. M
etant un ensemble d’umicité dans R xS, dont la projection sur R est
semi-reguliere, I’ensemble M est un ensemble simultanément analy-
tique et complémentaire analytique dans R x S.

Démonstration. Posons M, =M - (R x [¢'<r]) et M, =M
“(Rx[¢">7r]) ou [¢’<7] et [¢' > ] son} des ensembles de tous les
nombres réels ¢’ tels que ¢’ <r et q' > r respectivement. M, est un
ensemble d’unicité dans RxS. D’aprés le corollaire du théoréme 17,
la projection sémi-réguliere P, de M, sur R est un ensemble simul-
tanément analytique et complémentaire analytiqe dans R. M, étant
un ensemble d’unicité, il est simultanément analytique et complé-
mentaire analytique dans R xS (d’aprés le théoréme 11). Done
M—Me = 3 M- (P,xS) est un ensemble analytique et complémentaire
analytique aans RxS. Comme le corollaire 1, nous achevons la
démonstration. C.Q.F.D.

Einfin nous remarquons que le théoréme de M. S. MAZURKIEWICZ
et la généralisation due a M. W. SIERPINSKI peuvent étre considérés
également dans notre cadre.

Théoréeme 19. Soient R un espace quasi-accessible, S un espace
metrique, complet, séparable et indénombrable®. Tout ensemble
analytique A dans R est la projection univalente d’un ensemble com-
plementaire analytique dans Rx S sur R®,

Démonstration. L’espace S étant un espace métrique, complet,
séparable et indénombrable, il existe un ensemble L de S, qui est un
Gs dans S et qui est homéomorphe 4 I’ensemble N de tous les nombres
irrationnels. Pour I'espace R x N, nous pouvons suivre la démonstra-
tion de M. S. MAZURKIEWICZ (voir p. ex. LUsIN (1) p. 284). Soit E

(1) Ici, il nous suffit de supposer que S est un espace complet dont le noyau dense
en soi n’est pas vide. Voir p. ex. C. KURATOWSKI (1) p. 228. et H. HAHN 1)
24-2-41, p. 174

2 S.MAZURKIEWICZ (1).
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I’ensemble complémentaire analytique dans R x N dont la projection
univalente sur Rest A. Transformons Rx N en RxL. Cette trans-
formation étant homéomorphe, I’ensemble E’ transformé de E est un
complémentaire analytique dans EXxL. La’ projection de E’ sur R
est également univalente et égale a A. R x.S étant un espace quasi-
accessible, il existe un ensemble E* complémentaire analytique dans
RxS, tel que E' = E*-(RxL), L étant un ensemble Gs dans S, E’

est un ensemble complémentaire analytique dans Rx S.
C.Q.F.D.

Théoréme 20. Soient R un espace quasi-accessible et S un espace
metrique, complet, séparable et indémombrable. Tout ensemble qui
peut éetre obtenu, a partir des ensembles analytiques et de leurs
complementaires au moyen des deux opeérations: somme et partie
commune d'un nombre au plus denombrable des ensembles, est la
projection univalente d’un complémentaire analytique dans R x S sur
R(l)‘

Démonstration. Nous établirons un lemme, et renvoyons tout le
reste de la démonstration a4 un mémoire de M. W. SIERPINSKI? (Cf.
N. LusiN (1) p. 282-285).

Lemme. Soient R un espace quasi-accessible et S un espace métri-
que, complet et séparable. La partie commune £ = Ey-FE;- ... -E,-

a une infinité dénombrable d’ensembles E, de R, dont chacun est la
projection univalente d’un ensemble complementaire analytique A,
dans R xS est encore de la méme nature.

En effet S étant un espace métrique séparable, d’aprés un théoréme
connu®, S est homéomorphe 4 une partie 7' de ’espace E., . D’autre
part, comme S est un espace complet, d’aprés un théoréme de M.
ALEXANDROFF®, cet ensemble T est un Gs dans F., .

L’espace R xS est donc homéomorphe a RxT, et RxT est un
Gs dans Rx E.,. Par cette transformation de ExS en RxT, l'en-
semble A, de R xS sera transformé en A}, de Rx T, et A, doit étre

(1) W. SIERPINSKI (6).
(2) Voir p. ex. M. FRECHET (1) p. 82-84.
(3) Voir p. ex. C. KuraTOWsKI (1) § 31, III, p. 215.
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un ensemble complémentaire analytique dans RxT. L’espace Rx E.,
étant quasi-accessible, il existe un ensemble complémentaire analytique
B, dans RxE, tel que A, =(RxT)-B,. Donc A, est un ensemble
complémentaire analytique dans Rx E,. Or, la projection de A, sur
R est univalente, et cette projection est précisément ’ensemble E, .
Donc pour démontrer notre lemme, nous pouvons supposer, sans
restreindre la généralité, que S = E..

Construisons dans I'espace Rx Ei'= Rx EOxE@xE® x .... ou
E,=EP=E?=FE®=...., un ensemble I, =E? x E? x ..
xE®Vx A, xE®Dx ... Clest un ensemble complémentaire anzly-
tique dans R x E=°, tel que, pour chaque point »p de R, la projection
de (px EX%) - I, sur px E{ ne contienne qu’un point au plus.

L’ensemble I'= 11 [ ', est donc un ensemble complémentaire analy-

tique dans Rx E™. F jouit de la propriété suivante: pour chaque
point p de R, la projection de (px EX?)-I" sur p x E® ne contient
qu'un point au plus, et cela pour tout =1, 2, 3, .... Donc la
projection de [’ sur R est univalente. Cette projection est précisément
I’ensemble E = Ey-E>-Es.... L’espace E., étant un produit cartésien
d’une infinité dénombrable de I’espace linéaire (de tous les nombres
réels), E>° est homéomorphe® & E,. Par cette transformation de
"E en E., espace Rx E>° sera transformé en Rx E.,, 'ensemble /
dans RxE> en un ensemble 4 dans RxFE,. Cet ensemble 4 est
encore un complémentaire analytique dans R x E.,, et la projection de
4 sur R, qui est univalente, est précisément 'ensemble E'.

C.Q.F.D.
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