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$\dot{G}onsid\text{\’{e}} rons$ une \’equation diff\’erentielle ordinaire

(1) $\frac{dy}{dx}=f(x, y)$

dont le second membre est une fonction continue et born\’ee dans le
domaine

$(D)$ $|x|\leqq a$ , $|y|<\infty$ .
Cauchy a d\’emontr\’e l’existence et l’unicit\’e de la solution de (1) satis-
faisant \‘a la condition initiate donn\’ee, en admettant de certaines con-
ditions subsidiaires relatives \‘a $f$. Mais l’existence de la $solution\backslash $ est
ind\’ependante des conditions subsidiaires et r\’esulte seulement de la con-
tinuit\’e de $f$. Cela a \’et6 remarqu\’e par Peano. Il a obtenu encore un
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r\’esultat plus pr\’ecis. Consid\’erons par exemple l’ensemble des solutions
satisfaisant \‘a la condition initiale: $y(O)=0$ . Parmi ces int\’egrales, il
existe deux $y=M(x),$ $y=m(x)$ telles que l’on ait

$m(x)\leqq y(x)\leqq M(x)$

quelle que soit l’int\’egrale $y(x)$ satisfaisant \‘a la m\^eme condition initiale.
De plus, la r\’egion entre les deux courbes integrales $y=M(x)$ et $y=m(x)$

est remplie par les courbes int\’egrales telles que $y(O)=0$ . Ce th\’eoreme

une fois \’etabli, il serait naturel de tenter de . l’\’etendre au cas d’un
systeme d’\’equations diff\’erentielles

(2) $\frac{d\prime y_{i}}{dx}=f_{i}(x, y_{1}, \ldots. y_{n})$ $(i=1,2, \ldots.., n)$ ,

o\‘u les $f_{i}$ sont des fonctions continues et born\’ees dans le domaine

$|x|\leqq a$ , $|y_{i}|<\infty$ $(i=1,2, \ldots., n)$ .
On est ainsi conduit au th\’eoreme de H. Kneser: La section par un plan

perpendiculaire \‘a l’axe des $x$ de la r\’egion remplie par les courbes int\’e-

grales passant par l’origine est un continu. C’est une g\’en\’eralisation

de la deuxieme partie du th\’eor\’eme de Peano. J’ai trouv\’e le th\’eor\’eme

qui g\’en\’eralise la premiere partie du th\’eor\‘eme de Peano.

D’autre part la notion d’int\’egrales a \’et\’e g\’en\’eralis\’ee de plus en plus

et cela influe naturellement sur la th\’eorie des \’equations diff\’erentielles.

Consid\’erons par exemple le cas o\‘u les $f_{i}$ dans (2) sont continues seule-
ment par rapport \‘a $(y_{1}, y_{2}, \ldots. , y_{n})$ et \’egalement sommables par rap-
port \‘a $x$ quand on laisse fixes les variables $y_{i}$ . Dans ce cas, il existe,

quelles que soient les constantes $x_{0},$ $y_{i}^{0}$ , un systeme de $n$ fonctions con-
tinues $y_{i}(x)$ satisfaisant aux relations

$y_{i}(x)=y_{i^{0}}+\int_{x_{0}}^{x}f_{i}(x, y, (x)\ldots.. y_{n}(x))dx$

$(i=1,2, \ldots. n)$ ,

les int\’egrales \’etant celles de Lebesgue. Alors les egalit\’es

$y_{i^{\prime}}(x)=f_{i}(x, y_{1}(x),$ $\ldots.$ $y_{n}(x))$ $(i=1,2, \ldots., n)$
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sont remplies presque partout. Appelons le syst\’eme des fonctions
$y_{i}(x)$ une solution du systemes diff\’erential (2). Les th\’eoremes cit\’es
ci-dessus restent encore valables pour les solutions ainsi g\’en\’eralis\’ees.
On le voit $en$ poursuivant attentivement les d\’emonstrations de ces
th\’eor\’emes. Mais il $y$ a lieu de chercher les d\’emonstrations qui nous
guident \‘a ces g\’en\’eralisations aussi rapidement que possible. En effet,
parmi les propri\’et\’es que poss\‘ede l’ensemble des solutions du syst\’eme
diff\’erentiel (2), quelques-unes sont \’evidentes ou faciles \‘a v\’erifier. Par
exemple, si deux courbes int\’egrales

$y_{1}=\varphi_{1}(x),$
$\ldots.,$

$y_{n}=\varphi_{n}(x)$

$y_{1}=\psi_{1}(x),$
$\ldots.,$

$y_{n}=\psi_{n}(x)$

rencontrent en un point de l’abscisse $\xi$ , le syst\’eme des fonctions $y_{i}(x)$

d\’efinies par les relations

$y_{i}(x)=\left\{\begin{array}{ll}\varphi_{i}(x) & pour x\leqq\xi\\\psi_{i}(x) & pour x\geqq\xi\end{array}\right.$

est aussi une solution. Les d\’emonstrations bas\’ees seulements sur ces
propri\’et\’es contentent notre d\’esir. On est ainsi conduit \‘a consid\’erer la
famille de courbes poss\’edant ces propri\’et\’es, ind\’ependamment des
\’equations diff\’erentielles.

Or la courbe que nous consid\’erons peut \^etre consid\’er\’ee comme lieu
d’un point mobile $p(x)$ . Nous appellerons encore $p(x)$ fonction \‘a une
variable r\’eelle $x$ . D’une mani\‘ere g\’en\’erale, consid\’erons deux espaces
quelconques $\mathfrak{X},$ $\mathfrak{Y}$ et un ensemble de points $X$ dans $\mathfrak{X}$ et supposons qu’\‘a
chaque point de $X$ correspond un point $y=f(x)$ dans l’espace $\mathfrak{Y}\cdot f(x)$

est par d\’efinition fonction de $x$ ; les espaces $\mathfrak{X}$ et $\mathfrak{Y}$ sont respectivement
espaces ind\’ependant et d\’ependant. Le but principal de notre pr\’esent

B\’emoire est l’\’etude des familles de fonctions g\’en\’erales \‘a une variable
r\’eelle. Les r\’esultats qui seront obtenus dans la suite trouvent naturel-
lement leurs applications dans la th\’eorie des 6quations diff\’erentielles.

(1) Les evpaces que nous condsid\’ererons dans ce m\’emoire sont des espaces accessi-
bles. La fonction $f(x)$ est dite continue dans $X$ si \‘a chaque voisinage $ V(y\rangle$,
o\‘u $y=f(x),$ $xeX$ , on peut faire correspondre un voisinage $V(x)$ tel que
$X^{\prime}\epsilon V(x)entra\acute{m}ef(x^{\prime})eV(y)$ .
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Mais $j’ ai$ laiss\’e l’exposition de ces r\’esultats pour un autre m\’emoire.

Car pour la discussion complete des familles des courbes int\’egrales, il
me semble naturel d’introduire la notion d’in\’equations diff\’erentielles
sur lesquelles on doit faire quelques \’etudes pr\’eliminaires.

CHAPITRE I

INTRODUCTION

I.–ENSEMBLES DE POINTS. SUITES D’ENSEMBLES

1. Sommes et produits. Soient $E_{1},$ $E_{2},$
$\ldots$ . des ensembles de

points dans un espace. Leur somme que nous d\’esignerons par $\sum_{l}E$ :
$=E_{1}+E_{2}+\ldots$ . est l’ensemble des points appartenant \‘a l’un au moins
des ensembles $E_{i}$ ; leur produit que nous d\’esignerons par IT $E_{i}=E_{1}E_{2}$

.... est l’ensemble des points appartenant \‘a tous les ensembles $E_{i}$ .
Th\’eoreme 1. La somme d’un nombre fini ou infini d’ensembleg

ouverts et le produit d’un nombre fini d’ensembles ouverts sont des en-
sembles ouverts. Le produit d’un nombrefini ou infini d’ensemblesferm\’es

et la somme d’un nombre fini d’ensembles ferm\’es sont des ensemblesferm\’es.

2. Les limites sup\’erieure et inf rieure d’une suite. Soit une suite
d’ensembles dans un espace:

(1) $E_{1},$ $E_{2},$
$\ldots.,$

$E_{i}\ldots.$ .

Sa limite sup\’erieure que nous $d\text{\’{e}} signerop_{1}s$ par $\varlimsup_{i-\infty}E_{i}$ est l’ensemble des

points $p$ tels que quel que soit le voisinage $V(p)$ du point $p$ , la relation

$E_{i}V(p)\neq 0$

soit v\’erifi\’ee pour une infnit\’e de $ i.\cdot$ Sa limite inf\’erieure que nous d\’e-

signerons par $\varliminf_{;-\infty}E_{i}$ est l’ensemble des points $P$ tels que quel que soit
le voisinage $V(p)$ du point $p$ , la relation

$E_{i}V(p)\neq 0$
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soit v\’erifi\’ee pour tous les $i$ suffisamment grands. Dans le cas o\‘u les
deux limites coincident: $E=\varlimsup_{i=\infty}E_{i}=\varliminf_{i\approx\infty}E_{i}$ , nous dirons que la suite
converge vers $E$.

Th\’eor\’eme 2. Les limites sup\’erieure et,inf\’erieure d’une $su$ite d’en-
sembles sont des ensembles ferm\’es.

Soit une suite d’ensembles: $E_{1},$ $E_{2},$
$\ldots$ . ; et soit $p$ un point

d’accumulation de l’ensemble $\overline{E}=\varlimsup_{i-\infty}E_{i}$ . Le voisinage $V(p)$ du point

$p$ contient int\’erieurement un point de $\overline{E}$, soit $p^{\prime}$ . Il existe un voisinage

$V(p^{\prime})$ du point $p^{\prime}$ co tenu dans $V(p)$ . $p^{\prime}$ \’etant un point de $\overline{E}$, la relation

$E_{i}V(p^{\prime})\neq 0$

est v\’erifi\’ee pour une infinit\’e de $i$ . Puisque $V(p^{\prime})CV(p)$ , la relation

$E_{i}V(p)\neq 0$

est v\’erifi\’ee pour une infinit\’e de $i$ . Le point $p$ appartient donc a $\overline{E}$. On
peut de m\^eme d\’emontrer que l’ensemble $\underline{E}=\varliminf_{i-\infty}E_{i}$ est ferm\’e.

Remarque I. Soit $\overline{E}_{i}$ l’ensemble de fermeture de $E_{i}$ . On aura
alors

$\varlimsup_{i-\infty}E_{i}=\varlimsup_{i\leftarrow\infty}\overline{E}_{i}$ , $\frac{hm}{i\approx\infty}\frac{hm}{i\infty}E_{i}=\overline{E_{i}}$ .

Remarque II. Nous dirons que la suite (1) est croissante si

$ E_{1}CE_{2}C\cdots\cdot CE_{i}\acute{c}\ldots$

et d\’ecroissante si
$ E_{1}\supset E_{2}\supset\ldots.\supset E_{i}\supset\ldots$ .

La suite croissante ou d\’ecroissante est dite monotone. On peut v\’erifier

sans peine que la suite monotone est convergente. La limite d’une
suite croissante (1) est l’ensemble de fermeture de la somme $\sum E_{i}$ ; la

limite d’une suite d\’ecroissante (1) est l’ensemble de fermeture du

produit ’II $E_{i}$ .
3. Suites partielles. Soit une suite d’ensembles non convergente:

(1) $E_{1},$ $E_{2},$
$\ldots$ ‘. , $E_{i},$

$\ldots.$ .
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Dans certains problbmes, il est tres utile de savoir l’existence d’une
suite partiell\’e convergente. Mais l’existence d’une telle suite n’est
pas certaine dans le cas g\’en\’eral. Donc il $y$ a lieu de rechercher dans
quels cas il existe une suite partielle convergente.

Th\’eoreme 3. Si la diff\’erence $\varlimsup_{i\Leftrightarrow\infty}E_{i}-\varliminf_{i-\infty}E_{i}=D$ est un ensemble

parfaitement s\’eparable, on peut extraire de la suite (1) une suite partielle

convergente.

Pour d\’emontrer ce th\’eor\’eme, nous utiliserons les nombres trans-
finis. Soit $\beta$ un nombre transfini de la classe I ou II, et supposons
d\’efinies les suites

$(1_{\alpha})$ $E_{1}^{\alpha},$ $E_{2}^{\alpha},$

$\ldots.,$
$E_{i}^{\alpha},$

$\ldots.$ .
pour tous les $ a<\beta$ de mani\‘ere que si $a^{\prime}<a$ la suite $(1_{\alpha})$ est une suite
patielle de $(1_{\alpha^{\prime}})$ \‘a partir d’un certain rang et que

$\overline{hm}E_{i}^{\alpha^{\prime}}-\varlimsup_{ii=\infty-\infty}E_{i}^{\alpha}\neq 0$ .

Nous allons montrer que si

$\varlimsup_{i-\infty}E_{i_{\frac{hm}{i\approx\infty}}^{-E_{i}^{a}\neq 0}}^{\alpha}$

pour tous les $ a<\beta$, on peut ajouter aux suites $(1_{\alpha})$ une suite

$(1_{\beta})$ $E_{1}^{\beta},$ $E_{2}($ $E_{i}^{\beta},$

$\ldots.$ .
ayant les propri\’et\’es analogues, c’est-\‘a-dire les propri\’et\’es suivantes:

(1) La suite $(1_{\beta})$ est une suite partielle $d\dot{e}(1_{\alpha})$ \‘a partir d’un
certain rang;

(2) $\overline{hm}E_{i}^{\alpha}-\varlimsup_{ii\Rightarrow\infty\leftarrow\infty}E_{i}^{\beta}\neq 0$ .
Pour cela nous distinguons deux cas.

PREMIER CAS. $\beta$ est un nombre de la premi\’ere cat\’egorie. Dans
ce cas, il existe un nombre $\beta-1$ et on a

$\overline{hm}E_{i}^{\beta- 1}-\varliminf_{ii\Rightarrow\infty-\infty}E_{i}^{\beta-1}\neq 0$ .
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par hypothese. Soit $pun\backslash $ point appartenant \‘a cet ensemble. II existe
\’evidemment une suite partielle de la suite $(1_{\beta-1})$ dont la limite sup\’erieure
ne contient pas $p$ . On peut prendre pour $(1_{\beta})$ cette suite partielle.

DEUXIEME CAS. $\beta$ est un nombre de la seconde cat\’egorie. Soit
une suite de nombres croissants covergent vers $\beta$ :

$a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots.,$ $a_{i},$ $\ldots$ . .
Dans notre but, il suffit de choisir les ensembles $E_{i}^{\beta}$ de maniere que la
suite des $E_{i}^{\beta}$ soit une suite partielle de $(1_{\alpha_{j}})$ \‘a partir d’un certain rang
$(i=1,2, \ldots.)$ .

Ainsi nous pouvons construire la suite (1p) jouissant des propri\’et\’es
1) et 2). Donc, en prenant pour (1) la suite d’ensembles (1), on peut
d\’efinir de proche en proche les suites $(1_{\alpha})$ jusqu’\‘a ce que l’on aboutit \‘a

une suite convergente. Cette suite convergente, s’il existe, est une
suite partielle de la suite (1) \‘a partir d’un certain rang. Par suite il
nous reste \‘a montrer que notre proc\’ed\’e transfini fini pour un certain
nombre transfini de la classe I ou II. Pour cela nous utiliserons la
s\’eparabilit\’e parfaite de l’ensemble $\varlimsup_{i\Rightarrow\infty}E_{i}-\varliminf_{i=\infty}E_{i}=E^{1}$ . $E^{1}$ 6tant un
espace parfaitement s\’eparable, il existe un ensemble d\’enombrable de
voisinages $\mathfrak{V}$ qui d\’efinit cet espace. D\’esignons par $\mathfrak{V}^{\alpha}$ l’ensemble des
voisinages de $\mathfrak{V}$ contenant int\’erieurement au moins un point de $E^{\alpha}=$

$\overline{!^{\underline{i}mE_{i_{\frac{]im}{i=\infty}}^{-E_{i}^{a}}}^{\alpha}}\infty}$ Supposons $\alpha<\beta$ . Puisque $\varlimsup_{i-\infty}E_{i}^{\alpha}-\varlimsup_{i\Leftrightarrow\infty}E_{i}^{\beta}\neq 0$ , il

existe un point $p$ appartenant \‘a cette diff\’erence. Or l’ensemble $\underline{\varlimsup_{i\infty}}E_{i}^{\beta}$

est ferm\’e; il existe donc un voisinage $V(p)$ appartenant \‘a $\mathfrak{V}$ et ne
contenant int\’erieurement aucun point de $\underline{\varlimsup_{i\infty}}E_{i}^{\beta}$ . Ce voisinage appar-
tient \‘a $\mathfrak{V}^{\alpha}$ mais non \‘a $\mathfrak{V}^{\beta}$ . On a donc

$\mathfrak{V}^{\alpha}\tilde{p}\mathfrak{V}^{\beta}$ , $\mathfrak{V}^{\alpha}-\mathfrak{V}^{\theta}\neq 0$ .
L’ensemble $\mathfrak{V}$ \’etant d\’enombrable, l’ensemble $\mathfrak{V}^{\alpha}$ devient nul \‘a partir
d’un certain rang. Mais si $\mathfrak{V}^{\alpha}=0$ , la suite correspondante $(1^{\alpha})$ est
convergente. Le th\’eoreme est donc \’etabli.

CorolIaire. De toute suite d’ensembles dans un espace parfaitement
separable, on peut extraire une suite partielle convergente.
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Car tout ensemble dan8 un espace parfaiternent s\’eparable \v{e}st parfaik $\cdot$

ment s\’eparable.

Remarque. Le point essentiel de la d\’emonstration repose sur
cette propri\’et\‘e: Supposons donn\’es, dans un espace parfaitement
s\’eparable, les ensembles ferm\’es $E_{\alpha}$ , pour tous les nombres transfinis $a$

de la classe I ou II, en sorte que pour $ a<\beta$ on ait
$E_{\alpha}2E_{p}$ .

Aors tous les $E_{\alpha}$ coincident \‘a partir d’un certain rang. Car l’ensemble
$\varlimsup_{i\leftarrow\infty}E_{i}^{a}-\varliminf_{i\leftarrow\infty}E_{i}^{1}$ est un ensemble ferm\’e dans $E^{1}$ .

4. Suites de $sous\cdot ensembles$. Consid6rons une suite d’ensembles:

(1) $E_{1},$ $E_{2},$
$\ldots.,$

$E_{i},$
$\ldots.$ .

Extrayons de $E_{i}$ un sous-ensemble $A_{i}$ ; si la suite des sous-ensembles
$A_{i}$ converge vers un ensemble $A,$ $A$ est un ensemble ferm\’e dans $\varliminf_{;-\infty}$

$E_{i}=\underline{E}$. Proposons-nous la r\’eciproque: Si l’on prend arbitrairement
un ensemble ferm\’e $A$ contenu dans $\underline{E}$, existe-t-il une suite de sous-
ensembles

(2) $A_{1},$ $A_{2},$ . . . . , $A_{i},$
$\ldots.$ . $(A_{i}CE_{i})$

convergeant vers $A$ ? La r\’eponse est affirmative si l’espace est r6gu1ier
et parfaitment s\’eparable.

Th\’eor\’eme 4. Si les ensembles $E_{i}$ sont des ensembles dans un espace
r\’egulier et parfaitement s\’eparable, il existe une suite de sous-ensembles
$A_{i}$ convergeant vers un ensemble ferm\’e A donn\’e dans $\underline{E}=\varliminf_{i-\infty}E_{i}$ . De

plus les ensembles $A_{i}$ peuvent \^etre suppos\’esfinis.
Pour \’etablir ce th\’eorbme, d\’emontrons d’abord le lemme suivant.

Lemme. Si $F$ est un ensemble ferm\’e dans un espace r\’egulier et
parfaitement s\’eparable, il existe une suite d\’ecroissante d’ensembles ou-
verts contenant $F$ qui converge vers $F$.

Soit une suite d\’ecroissante d’ensembles ouverts contenant $F$ :
$O_{1}^{1},$ $O_{2}^{1},$

$\ldots.,$
$O_{i}^{1},$ $\ldots.\rightarrow F^{1}$ .
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$F^{1}$ est un ensemble ferm\’e contenant $F$. Si $F^{1}-F\neq 0$ , d\’esignons par $p$

un point quelconque de $F^{1}-F$. Soit $V(p)$ un voisinage dont $1’ en\Re mble$

de fermeture $\overline{V}(p)$ est disjoint de $F$. La suite d\’ecroissante d’ensembles
ouverts contenant $F$ :

$\sigma_{1},$ $O_{2}^{2},$

$\ldots.,$
$O_{i}^{2},$ $\ldots.\rightarrow F^{2}$

c\‘u $\alpha=O_{i}^{1}-\overline{V}(p)$ , converge vers un ensemble ferm\’e $F^{2}$ contenu dans
$F^{1}$ et ne contenant pas $p$ . Si $F^{2}$ ne coincide pas avec $F,$ on peut de
ln\^eme $constru\ddagger re$ une suite d\’ecroissante d’esembles ouverts

$\sigma_{1},$ $O_{2}^{3},$

$\ldots.,$
$\sigma_{i},$ $\ldots.\rightarrow F^{3}$

telle que
$O_{i}^{2}\supset O_{i}^{3}\supset F$ , $F^{2}-F^{3}\neq 0$ .

D’une mani\‘ere g\’en\’erale, soit $\beta$ un nombre transfini de la classe I ou II
et supposons d\’efinie pour $ a<\beta$ la suite d\’ecroissante d’ensembles ou-
verts contenant $F$ :

og, $O_{2}^{\alpha},$

$\ldots.,$
$O_{n}^{\alpha},$ $\ldots.-F^{\alpha}$

en sorte que, pour $a<a^{\prime}$ , on ait
$O_{n}^{\alpha}\supset O_{n}^{\alpha^{\prime}}$

\‘a partir d’un certain rang et
$F^{\alpha}-F^{\alpha^{\prime}}\neq 0$ .

Si $\beta$ est un nombre transfini de la premi\‘ere cat\’egorie, on peut construire
comme ci-dessus une suite d\’ecroissante d’ensembles ouverts contenant
$F$ :

og, $O_{2}^{\beta},$

$\ldots.,$
$O_{n}^{1}\$,$ $\ldots.\rightarrow F^{\beta}$

de mani\‘ere que l’on ait
$O_{n}^{\beta}CO_{n}^{\beta-1}$ , $F^{\beta-1}-F\neq 0$ .

Si $\beta$ est un nombre transfini de la seconde cat\’egorie, soit $a_{1},$ $a_{2},$
$\ldots.\cdot$ une

suite de nombres transfinis tendant vers $\beta$ . On peut construire facile-
ment par le proc\’ed\’e diagonal une suite d\’ecroissante $d’\dot{e}nsembles$ ouverts
contenant $F$ ;
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og, $O_{2}^{\beta},$

$\ldots.,$
$O_{n}^{\beta},$ $\ldots.\rightarrow F^{\beta}$

de mani\‘ere que l’on ait
$O_{n}^{\beta}CO_{n}^{\alpha k}$

\‘a partir d’un certain rang. On peut donc continuer ce proc\’ed\’e trans-
finiment jusqu’\‘a ce que l’on aboutit \‘a une suite convergeant vers $F$. Il
nous reste \‘a montrer que ce proc\’ed\’e doit avoir fin. Mais cela r\’esulte
de la s\’eparabilit\’e parfaite de l’espace, car si les ensembles $F^{\alpha}$ \’etaient
d\’efinis pour tous les nombres transfinis des classes I et II, tous Ies
ensembles $F^{\alpha}$ coincideraient \‘a partir d’un certain rang, ce qui serait
contraire \‘a $1’ hypothese^{(2)}$.

Revenons maintenant au th\’eor\‘eme \’enonc\’e au d\’ebut de ce num\’ero.
D’apres le lemme, il existe une suite d\’ecroissante d’ensembles ouverts

$O_{1},$ $O_{2},$ $\ldots.O_{n},$
$\ldots\ldots$

telle que
$O_{n}\neg A$ , $n<\infty hmO_{n}=A$ .

L’espace \’etant s\’eparable, il existe dans $A$ un ensemble d\’enombrable $D$

dont l’ensemble de fermeture $\overline{D}$ coincide avec $A$ . D\’esignons les points
de $D$ par $p_{1},$ $p_{2},$ $\ldots.,$ $p_{n},$ $\ldots.$

$A$ chaque point $p_{k}$ correspond une suite
d\’ecroissante de voisinages $V_{1}^{k}(p_{k}),$ $V_{2}^{k}(p_{k}),$

$\ldots$ . convergeant vers $p_{k}$ .
On peut supposer que $V_{n}^{k}(p_{k})CO_{n}$ ; car s’il n’en \’etait pas ainsi, on
rempIacerait $V_{n}^{k}(p_{k})$ par $O_{n}V_{n}^{k}(p_{k})$ . Puisque $A$ appartient \‘a $\underline{E}$, on peut
faire correspondre \‘a un entier positif $n$ un entier $N_{n}$ tel que l’on ait

$V_{n}^{k}(p_{k})E_{m}\neq 0$

Pour $k=1,2,$ $\ldots.,$ $n,$ $m=N_{n},$ $N_{n}+1,$ $N_{n}+2,$ $\ldots.$ . On peut supposer
\’evidemment que

$N_{1}<N_{2}<\ldots.<N_{n}<\ldots.$ .
Soient $p_{k}^{m}$ un point de $V_{n}^{k}(p_{k})E_{m}(N_{n}\leqq m<N_{n+1} ; k=1,2, \ldots., n)$ et
$A_{m}$ l’ensemble des points $p_{1}^{m},$ $p_{2}^{m},$

$\ldots.,$
$p_{n}^{m}$ . L’ensemble $A_{m}$ appartient \‘a

$O_{n}$ pour $m\geqq N_{n}$ . Donc

$(2)\ovalbox{\tt\small REJECT}$Voir la remarque du nun\mbox{\boldmath $\iota$}\’eropr\’ec\’edent.
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$\overline{m<\infty hm}A_{m}\subset\overline{O}$

et par suite
$\overline{m\approx\infty hm}A_{m}C\prod_{n}\overline{O}_{n}=hmO_{n}=An-\infty$

Consid\’erons maintenant un point $p_{k}$ de D. $A_{m}$ contient au moins un
point de $V_{n}^{k}(p_{k})$ pourvu que $n\geqq k,$ $m\geqq N_{n}$ . On aura donc

$m\approx\infty hmA_{m}\supset D$

et par suite
$\frac{hm}{m\approx\infty}A_{m\prime}\neg\overline{D}=A$ .

Par cons\’equent la suite des $A_{m}$ converge vers $A$ .
5. Suites de continus. Nous dirons qu’une suite d’ensembles:

$B_{1},$ $E_{2},$
$\ldots$ . est compacte, si de toute suite partielle d’une suite quel-

conque de points $p_{1},$ $p_{2},$ $\ldots.,$ o\‘u $p_{i}\epsilon E_{i}$ , on peut extraire une suite
partielle convergeant vers un point.

Th\’eor\’eme 5. Pour que la limite sup\’eieure $\overline{C}=\varlimsup.C_{i}$ d’une $s$uite
$ i-\infty$

de continus: $C_{1},$ $ C_{2},\ldots$ . soit un continu, il faut que la suite ne se
partage pas en deux suites partieues dont les limites sup\’erieures sont des

ensembles disjoints. Cette condition est aussi $su$ffisante si l’espace est
normal et si la suite est compacte.

Il est clair que la condition est n\’ecessaire. D\’emontrons donc que

la conditions est suffisante. Pour cela, il suffit de montrer que si $\overline{C}$ est

la somme de deux ensembles $\overline{C}_{1}$ et $\overline{C}_{2}$ ferm\’es et disjoints, on peut par-
tager la suite des $C_{i}$ en deux suites dont les limites sup\’erieures sont
respectivement $\overline{C}_{1}$ et $\overline{C}_{2}$ . Or d’apres l’hypothese, il existe deux
ensembles $F_{1}$ et $F_{2}$ ferm\’es, disjoints et contenant \‘a leurs int\’erieurs les

ensembles $\overline{C}_{1}$ et $\overline{C}_{2}$ respectivement. $F_{1}+F_{2}$ oontient presque tous les
$C_{i}$ . Car, sinon, la suite \’etant compacte, $\overline{C}$ contiendrait au moins un
point n’appartenant pas \‘a $\overline{C}_{1}+\overline{C}_{2}$ . Par cons\’equent l’une des relations

$F_{1_{-2}}^{\sim}C_{\dot{l}}$ , $F_{2}\supset C_{i}$

a lieu pour presque tous les $C_{i}$ . La suite des $C_{i}$ v\’erifiant la premiere

de ces relations a sa limite sup\’erieure $\overline{C_{1}}$ et la suite des $C_{i}$ v\’erifiant la
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seconde de ces relations a $\overline{C}_{2}$ comme la limite sup\’erieure. Le th\’eoreme
est donc \’etabli.

Corollaire. Si $\varliminf_{i-\infty}C_{i}\neq 0$
o\‘u les Ci sont des continus dans un espace

normal et si la suite des Ci est compacte, l’ensemble $\varlimsup_{l-\infty}$ Ci est un continu.
Car la condition, que la suite de codtinus $C_{i}$ ne se partage pas en

deux suites dont les limites sup\’erieures sont des ensembles $disjoin\backslash $ts,
est \’evidemment remplie si $\varliminf_{i-\infty}$

$Ci\neq 0$ .

II.–FONCTIONS CONTINUES

6. Espace d’ensembles completement compacts. Soit $\mathfrak{U}$ un es-
pace accessible et $\mathfrak{E}$ le syst\‘eme de tous les ensembles compl\‘etement
compacts dans $\mathfrak{U}$ . Nous d\’efinirons le voisinage d’un ensemble com-
pl\’etement compact $\mathfrak{E}_{o}$ comme il suit. Soit

$O_{1},$ $O_{2},$
$\ldots.,$

$O_{n}$

un systeme d’ensembles ouverts couvrant $\mathfrak{E}_{o}$ :

$\sum_{i-1}^{n}O_{i}\supset E_{0}$ , $O_{i}E_{0}\neq 0$ $(i=1,2, \ldots., n)$ .

L’ensemble de tous les ensembles completement compacts $E$ tels que

$\sum_{l-1}^{n}O_{i}\supset E$ , $O_{i}E\neq 0$ ($i=1,2,$ $\ldots$ . , n)

forme un voisinage de $E_{o}$ . Soient deux ensembles diff\’erents complete-

lnent compacts $E_{1}$ et $E_{2}$ . L’un au moins de ces ensembles, soit $E_{1}$ ,

contiendra un point $p$ n’appartenant pas \‘a $\cdot$ l’autre. $A$ chaque point .
$q$

de $E_{2}$ on peut faire correspondre un voisinage $V(q)$ ne contenant pas $p$ .
L’ensemble $E_{2}$ \’etant compl\’etement compact, on peut extraire de ces
voisinages un syst\’eme fini couvrant $E_{2}$ . Ce syst\’eme d\’efinira un
voisinage de $E_{2}$ ne contenant pas $E_{1}$ . Inversement il existe un
voisinage de $E_{1}$ ne contenant pas $E_{2}$ . En effet, soit

(3) Nous appellerons ensemble compl\‘etement compact tout ensemble compact ayant
la propri\’et\’e de Heine-Borel.
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$O_{1},$ $O_{2},$ $O_{3},$
$\ldots.,$

$O_{n}$

un syst\‘eme quelconque couvrant $E_{1}$ . Ajoutons \‘a ce syst\‘eme un en-
semble ouvert $O$ c6ntenant $p$ mais aucun point de $E_{2}$ , cela est possible

puisque $E_{2}$ est compl\‘etement compact. Le systeme

$O,$ $O_{1},$ $O_{2},$ $\cdot\ldots.,$
$O_{n}$

d\’efinira un voisinage de $E_{1}$ ne contenant pas $E_{2}$ . Consid\’erons mainte-
nant deux voisinages $V_{1}(E_{o})$ et $V_{2}(E_{o})$ d\’efinis respectivement par les
syst\‘emes

$O_{1},$ $O_{2},$
$\ldots.$ , $O_{n}$ ;

O\’i, $O_{\ell}^{1},$

$\ldots.,$
$\sigma_{n^{\prime}}$ .

Parmi les ensembles ouverts $O_{i}O_{k}^{\prime}$ ceux qui contiennent au moins un
$pointdeE_{0}serontd\text{\’{e}} sign\text{\’{e}} sparO^{\dot{\prime}/}(i=1,2, \ldots., n^{\prime\prime})$ . Le syst\‘eme

$O_{1}^{\prime\prime},$ $O_{2}^{\prime\prime},$

$\ldots.,$
$\sigma_{n^{\prime}}’$,

d\’efinira un voisinage $V_{3}(E_{0})$ contenu dans $V_{1}(E_{0})V_{2}(E_{0})$ . Ainsi le
syst\‘eme des ensembles compl\‘etement compacts est un espace acces-
sible. Cet espace sera appel\’e espace d’ensembles completement com-
pacts (dans $\mathfrak{U}$).

Supposons, en particulier, que $\mathfrak{U}$ est un espace r\’egulier. Alors
I’espace $\mathfrak{E}$ est aussi r\’egulier. En effet, soit $E_{0}$ un ensemble complete-

ment compact n’appartenant pas \‘a un ensemble ferm\’e $\mathfrak{E}_{0}$ dans $\mathfrak{E}$. Il

existe alors un voisinage $V(E_{0})$ ne contenant aucun \’el\’ement de $\mathfrak{E}_{0}$ .
Supposons le voisinage $V(E_{0})$ d\’efini par le syst\’eme

$O_{1},$ $O_{2},$
$\ldots.,$

$O_{n}$ .

Grace \‘a la r\’egularit\’e de l’espace $\mathfrak{U}$ on peut faire correspondre \‘a chaque

point $p$ de $E_{0}$ un voisinage $V(p)$ tel que

$\overline{V}(p)CO_{L}$

pour les $O_{i}$ contenant p. $E_{0}$ \’etant un ensemble compl\‘etement compact,

on peut extraire de ces voisinages $V(p)$ un systeme fini.couvrant $E_{0}$ :
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$V_{1},$ $V_{2},$
$\ldots.,$

$V_{m}$ .
Soit $V_{0}(E_{0})$ le voisinage d\’efini par ce systeme. Soit $E$ un \’el\’ement quel-
conque de $\mathfrak{E}_{0}$ . Deux cas seuls peuvent se pr\’esenter,

$1^{o}$ . $E$ contient un point $p$ n’appartenant pas \‘a $\sum_{i-1}^{n}O_{1}$ .
$2^{o}$ . Il existe un $O_{i}$ , soit $O_{1}$ , ne contenant aucun point de $E$.
Dans le premier cas il existe un ensemble ouvert $O$ tel que

$p\epsilon O$ , $O\sum_{i\cdot 1}^{m}V_{i}=0$

Prenons un systeme fini quelconque couvrant $E:\sigma_{1}$ , $O_{2}^{\prime}$ , . . . ., $O_{n^{\prime}}^{\prime}$ .
Le syst\‘eme $O,$ $O_{I}^{l},$ $O_{2}^{\prime},$

$\ldots.,$
$\sigma_{n^{\prime}}$ d\’efinira un voisinage ne contenant pas

aucun \’el\’ement de $V_{0}(E_{0})$ . Dans le second cas, il existe un $V_{i}$ apparte-
nant \‘a $O_{1}$ , soit $V_{1}$ . On aura alors $\overline{V}_{1}CO_{1}$ . $A$ chaque point $p$ de $E$

on peut faire correspondre un voisinage $V(p)$ ne contenant aucun point
de $V_{1}$ . De l’ensemble de ces voisinages $\grave{V}(p)$ on peut extraire un
syst\‘eme flni couvrant $E$. Ce syst\‘eme d\’efinira un voisinage de $E$ ne
contenant aucun \’el\’ement de $V_{0}(E_{0})$ . Ainsi dans tous Ies eas il existe
un voisinage $V(E)(E\epsilon \mathfrak{E}_{0})$ tel que $V(E)V_{0}(E_{0})=0$ . Soit $n\omega=$

$\sum_{Be\mathfrak{E}_{0}}V(E)$ . On aura $V(\mathfrak{E}_{0})V_{0}(E_{0})=0$ . L’espace $\mathfrak{E}$ est donc r\’egulier.

Th\’eor\’eme 6. L’espace d’ensembles compl\‘etement compacts dans un
espace r\’egulier est aussi r\’e$gulie\mu 4$)

7. S\’eparabilit\’e de l’espace d’ensembles completement compacts.
Supposons l’espace $\mathfrak{U}$ parfaitement s\’eparable et d\’esignons par $\mathfrak{V}$ le
syst\‘eme d\’enombrable de voisinages d\’efinissant $\mathfrak{U}$ . Prenon $s$ un syst\‘eme
fini de voisinages appartenant \‘a $\mathfrak{V}:V_{1},$ $V_{2},$

$\ldots,$
$V_{n}$ . Nous d\’esignerons

par $U(V_{1}, V_{2}, \ldots, V_{n})$ (ou $U$) l’ensemble des ensembles completement
compacts $E$ tels que

$\sum_{i\sim 1}^{\prime\prime}V_{i}\supset E$ , $V_{i}E\neq 0$ $(i=1,2, \ldots. n)$ ,

Le syst\‘eme des ensembles $U$ est d\’enombrable. Nous le d\’esignerons
par U. Nous allons d\’emontrer que le systeme $\mathfrak{U}$ peut d\’efinir l’espace

(4) On verra sans peine que si $\mathfrak{A}$ est un espace de Hausdorff, $\mathfrak{E}$ est- aussi un espace
de Hausdorff.
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d’ensembles completement compacts $\mathfrak{E}$ , c’est-\‘a-dire que si $E$ est un
ensemble compl\’etement compact et si $V(E)$ est un voisinage de $E$, il
existe dans $\mathfrak{U}$ un \’el\’ement $U$ tel que

$E\epsilon U$ , $UCV(E)$ .
Supposons le voisinage $V(E)d6fini$ par le systeme

$O_{1},$ $O_{2},$
$\ldots.,$

$O_{n}$ .
$A$ chaque point $p$ de $E$ on peut faire correspondre un voisinaoe $V(p)$ teI
que

$V(p)\epsilon \mathfrak{V}$ , $V(p)\subset O_{i}$

pour les $O_{i}$ contenant $p$ . De l’ensemble de ces voisinages $V(p)$ on peut
extraire un syst\‘eme fini couvrant $E$ auquel correspond un ensemble $U$.
L’ensemble $U$ contient $E$ et contenu dans $V(E)$ . C. Q. F. D.

L’espace $\mathfrak{E}$ est donc parfaitement s\’eparable.

Th\’eoreme 7. L’espace d’ensembles completement compacts dans un
espace parfaitement s\’eparable est aussi parfaitement s\’eparable.

8. Composition de deux espaces. Soient $X$ et $Y$ deux ensembles
quelconques. L’ensemble de tous les syst\‘emes $(x, y)$ o\‘u $X\epsilon L$

$y\epsilon Y$, est par d\’efinition l’ensemble compos\’e des ensembles $X$ et Y.
Nous le d\’esignerons par $Z=E(X, Y)$ . Si $X$ et $Y$ sont des espaces
accessibles, nous predrons pour le voisinage d’un point $z=(x, y)$ de $Z$

l’ensemble compos\’e $E(V(x), V(y))$ o\‘u $V(x)$ et $V(y)$ sont des voisinages
de $x$ et de $y$ respectivement. On pourra v\’erifier sans peine les proposi-
tions suivantes.

$Si$ ee et $\mathfrak{Y}$ sont des espaces parfaitement separables, l’espace compos\’e
$E(X, \mathfrak{Y})$ est aussi parfaitement s\’eparable.

Si $\mathfrak{X}$ et $\mathfrak{Y}$ sont des espaces r\’eguliers, l’espace compos\’e $E(X, \mathfrak{Y})$ est
aussi r\’egulier.

9. Espace de fonctions continues. Consid\’erons le systeme $\hat{\dot{\mathfrak{F}}}$ des
fonctions continues $f(x)$ d\’efinies sur un ensemble parfaitement com-
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pact(5) dans un espace accessible $X$ , l’espace d\’ependant $\mathfrak{Y}$ \’etant aussi
accessible. Consid\’erons l’ensenble $F$ des points ($f$( $\dot{x}$), x) dans l’espace
compos\’e $Z=E(\mathfrak{X}, \mathfrak{Y})$ . C’est le graphe de la fonction $f(x)^{(6)}$ . Il est
clair que l’ensemble $F$ est compl\’etement compact. Par suite le syst\‘eme
$\hat{\mathfrak{F}}^{l}$ est un ensemble dans l’espace d’ensembles completement compacts
dans $Z$. Le syst\‘eme $\tilde{\mathfrak{F}}$ forme donc un espace accessible que nous
appellerons espace de fonctions continues. Si les espaces X et $\mathfrak{Y}$ sont
parfaitement s\’eparables, $Z$ est aussi parfaitement s\’eparable. Donc
l’espace $\tilde{\mathfrak{F}}est$ parfaitement s\’eparable. De m\^eme, si les espaces ee et $\mathfrak{Y}$

sont r\’eguliers, l’espace de fonctions continues est aussi r\’egulier.

D’une mai\‘ere plus g\’en\’erale consid\’erons une famille $\mathfrak{F}$ dans $\hat{\mathfrak{F}}^{l}$ et
d\’esignons par $R(\mathfrak{F})$ la r\’egion remplie par les graphes des fonctions de
$\mathfrak{F}$ . Alors la famille $\mathfrak{F}$ peut \^etre consid6r\’ee comme un espace accessible,
i\’egulier, parfaitement s\’eparable suivant que la region $R(\mathfrak{F})est$ un
espace accessible, r\’egulier, parfaitement s\’eparable.

10. Convergence uniforme. Soit une suite de fonctions continues
dans un ensemble compl\’etement compact $E$ :

(3) $f_{1}(x),$ $f_{2}(x)$ , . . . . $f_{n}(x),$ $\ldots.$ .
$E$ \’etant ind\’ependant de $n$ . Soit $f(x)$ une fonction continue dans $E$.
D\’esignons par $F_{n}$ et $F$ les graphes des fonctions $f_{n}(x)$ et $f(x)$ . Pour
que le point repr\’esentatif $f_{n}$ de la fonction $f_{n}(x)$ converge, dan $s$ l’espace
de fonctions continues, vers le point repr\’esentatif $f$ de la fonction $f(x)$ ,
il faut et il suffit qu’\‘a chaque ensemble ouvert $O$ contenant $F$ on peut
faire correspondre un entier positif $N$ tel que $F_{n}CO$ pour $n\geqq N$. La
n\’ecessit\’e de la condition est \’evidente. Montrons donc la suffiIance de
la condition. Consid\’erons un voisinage $V(F)$ de $F$ d\’efini par un
syst\‘eme d’ensembles ouverts

(5) L’ensemble sur lequel la fonction continue est d\’efinie peut varier avec la fonc-
tion.

(6) Dans le cas o\‘u l’espace ind\’ependant est un segment de droite, $\circ 1e$ graphe d’une
fonction continue $f(x)$ sera appel\’ee la courbe repr\’esent\’ee par $f(x)$ o\‘u plus
bri\‘evement courbe $f(x)$ . Nous dirons aussi souvent une courbe d’une famille
au lieu de la courbe repr\’esent\’ee par une fonction d’une famiille, etc.
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$O_{1},$ $O_{2},$
$\ldots.,$

$O_{m}$ .

D\’esignons par $f(x_{i})=(f(x_{i}), x_{i})$ un point quelconque de $FO_{i}$ et par $ A_{l}\sim$

l’ensemble des points appartenant \‘a $\sum_{J-1}^{m}O_{j}-O_{i}e\grave{t}$ ayant les abscisses
6gales a $x_{i}$ . $O=\sum_{i-1}^{m}O_{l}-\sum_{i-1}^{m}A_{i}$ est un ensemble ouvert appartenant \‘a

$\sum_{t\approx 1}^{m}O_{i}$ . Supposons $F_{n}\backslash ^{\prime}0$ . Alors $F_{n}C\sum_{\iota\approx 1}^{n}O_{i}$ . De plus $F_{n}0_{i}\neq 0,$ car $\cdot$

le point $f_{n}(x_{i})$ appartient n\’ecessairement \‘a $O_{i}$ . Donc $f_{n}$ appartient arr
voisinage $V(f)$ . C. Q. F. D.

Nous dirons que la suite de fonctions continues (3) converge uni-
form\’ement vers la fonction $f(x)$ si le point $f_{n}$ converge vers $f$ pour$\cdot$

$ n\rightarrow\infty$ .
Th\’eorme 8. Pour que la suite (3) eonverge um,formement vers une $\cdot$

$fon\sigma ti\sigma n$ continue $f(x\rangle^{\alpha}$ il faut et il $su$.ffit $qu$ \’a chaque ensemble ouvert
$O$ contenant $F$ on peut faire correspondre un entier $N$ tel que $F_{n}CO$

pour $n\geqq N$.
11. D\’eformation. Soient $E$ un ensemble dans un espace acces-

sible ee et $f(x)$ une fonction continue d\’efinie dans $E$, l’espace d\’ependant
\’etant un espace accessible $\mathfrak{Y}$ Soit $E_{1}$ l’ensemble des points $f(x)$ . Er
est par d\’efinition d\’eform\’ee continue de $E$. Il peut arriver que la fonc-
tion $f(x)$ fait correspondre \‘a $E$ l’ensemble $E_{1}$ d’une maniere biunivoque $\cdot$

et bicontinue. Dans ce cas. l’ensemble $E_{1}$ est dit la $d$ \’eform\’ee topologi-

que de $E$.
Soient $\mathfrak{T}$ l’intervalle $0\leqq t\leqq 1$ et $E$ un ensemble dans un espace

accessible $\mathfrak{X}$ . Consid\’erons une fonction continue $f(x, t)$ d\’efinie dans.
$E(E, \mathfrak{T})$ , l’espace d\’ependant \’etant aussi $\mathfrak{X}$ . Supposons que $f(x, O)=x$

et d\’esignons par $E_{t}$ l’ensemble des points $f(x, t)$ o\‘u $Xe$ E. $E_{t}$ est une-
d\’eform\’ee continue de l’ensemble $E_{0}$ . Le passage de $E_{0}$ a $E_{1}$ est par
d\’efinition une d\’eformation continuelle. Si tout l’ensemble $E_{t}$ appartient
\‘a un ensemble $U$, nous dirons que la d\’eformation continuelle est $fa\ddagger te_{-}$.
dans $U$.
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CHAPITRE II

FAMILLES DE FONCTIONS G\’EN\’ERALES \‘A UNE
VARIABLE R\’EELLE

Soit un systeme d’\’equation$s$ diff\’erentielles ordinaires

(1) $\frac{dy_{i}}{dx}=f_{i}(x, y_{1}, \ldots., y_{n})$ $(i=1,2, \ldots., n)$ ,

dont Ies seconds membres sont des fonctions continues et born\’ees dans
le domaine

$(D)$ $0\leqq x\leqq 1$ , $|y_{i}|<\infty$ $(i=1,2, \ldots., n)$ . .

Il est facile de construire $ns$uites de fonctions continues et born\’ees
dans $D$ , satisfaisant aux conditions de Lipschitz relatives aux $y$ et con-
vergeant respectivement vers $f_{i}(x,$ $y_{1}$ , . .. . , $y_{n})(i=1,2, ...., n)$ ;

soient
$f_{i}^{(1)}(x, y_{1}, \ldots.y_{n}),$ $f_{i}^{(2)}(x, y_{1}, \ldots., y_{n}),$

$\ldots$ .
$(i=1,2, \ldots..n)$

ces $ns$uites. D\’esignons par $\mathfrak{F}$ la famille des courbes int\’egrales $du$.
syst\‘eme (1) et par $\mathfrak{F}_{k}$ la famille des courbes int\’egrales du syst\‘eme

$\frac{dy_{i}}{dx}=f_{i}(x, y_{1}, \ldots., y_{n})$ $(/i=1,2, \ldots. n)$ .

Nous pouvons facilement v\’erifier que la famille $\mathfrak{F}$ est une famille sans-
manque(7) contenant la limite sup \’erieure de la suite des familles $\mathfrak{F}_{k}$ . Or
la famille $\mathfrak{F}_{k}$ est telle que par chaque point de $D$ il ne passe qu’une
courbe de $\mathfrak{F}$ . Une telle famille sera appel\’ee r\’eguli\‘ere. Par cons\’equent,
la famille $\mathfrak{F}$ des courbes int\’egrales du systeme ( $ 1\int$ est une famille sans-
manque contenant la limite sup\’erieure d’une suite de familles r\’e-
gulieres. D’autre part, le th\’eoreme 3 montre qu’il existe une suite
partielle convergente de la suite des $\mathfrak{F}_{k}$ . Nous pouvons donc dire que

\langle 7) Pour la d\’efinition de la famille sans-manqe, voir $n^{o}13$ .
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la famille $\mathfrak{F}$ est une famille sans-manque contenant la limite d’une suite
convergente de familles reguli\’eres. Par suite les propositions que nous
\’etablirons sur une telle famille s’appliquent imm\’ediatement \‘a la
famille des courbes int\’egrales du systeme (1),

I. –FAMILLES KNESERIENNES

12. Familles kneseriennes. Le th\’eor\’eme de H. Kneser nous con-
duit \‘a consid \’erer la famille $\mathfrak{F}$ de fonctions continues dans $\mathfrak{T}^{(8)}$ jouissant
de la propri\’et\’e suivante.

(K) Si $C$ est un continu dans $R(\mathfrak{F})^{\langle 9)}$ et si $\tau$ est une valeur dans
S$, l’ensemble $S.(C, \mathfrak{F})^{(9)}$ est toujours un continu.

A cette occasion, il est naturel d’introduire les conditions moins
restrictives.

$(K_{d})$ Si $C$ est un continu dans $R(\mathfrak{F})$ situ\’e \‘a gauche de l’ensemble
$S_{\pi}(\mathfrak{F})$ , l’ensemble $S.(C, \mathfrak{F})$ est un continu.

$(K_{g})$ Si $C$ est un continu dans $R(\mathfrak{F})$ situ\’e \‘a droite de l’ensemble
$S_{r}(\mathfrak{F})$ , l’ensemble $S.(C, \mathfrak{F})$ est un continu.

Nous dirons qu’une famille $\mathfrak{F}$ est kneserienne si elle remplie la
condition $(K)$ et kneserienne \‘a droite ou \‘a gauche suivant qu’elle
remplie la condition $(K_{d})$ ou $(K_{g})$ .

Theor\’eme 9. La famille quasi-compacbe et $\dot{k}$neserienne a droite
et \’a gauche est une famille kneserienne.

(8) Dans la suite, nous d\’esignerons toujours par $\mathfrak{T}$ l’intervalle $0\leqq t\leqq 1$ .
(9)

$Nousd4s_{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{eE(\mathfrak{F},\tau)R(\mathfrak{F}),c’ est-\grave{a}- dire1’ ensemb1edespointsdeRt\mathfrak{F})dont^{\pi}]es}}ineronsparR(\mathfrak{F})1ar\acute{e}gionremp1iepar1escourbesde\mathfrak{F}etparS(\mathfrak{F})1’ ensemb\backslash $

abscisses sont \’egales a $\tau$ (l’abscisse d’un point $(y,$ $t)$ est le nombre $t$). $R(\mathfrak{F})$

s’appelle la r\’egion fondamentale de la famille $\mathfrak{F}$ . Soit A un ensemble dans
$R(\mathfrak{F})$ . La famille des courbes de $\mathfrak{F}$ passant par un au moins des points de A
sera d\’esign\’ee par $F(A, \mathfrak{F})$ et les ensembles $R(F(A, \mathfrak{F}))$ et $S_{\pi}(F(A, \mathfrak{F}))$ seront
d\’esign\’es par $R(A, \mathfrak{F})$ et $S_{T}(A, \mathfrak{F})$ .

(10) Si la limite sup\’erieure d’une suite d’ensembles est nulle, nous dirons que la
suite s’e’vanouIt. Si une suite de foncions continues est telle que la suite des
courbeI repr\’esent\’ees par ces fonctions s’\’evanoui, nous dirons que la suIte de
fonctions contInues s’\’evanouit. Si de toute suIte extraite d’une famille on
peut extraire une suite partielle uniform\’ement convergente ou s’\’evanouissant,
la famille est dite quasi-compacte. Consid\’erons une suite de familles de fonc-
tions continues dans $\mathfrak{T}$

$\mathfrak{F}_{1},$ $\mathfrak{F}\circ’\cdots\cdots$ $\mathfrak{F}_{n}$ , $\ldots$

et extrayons de $\mathfrak{F}_{n}$ une fonction $f_{n}(t)$ d’une mani\‘ere arbitraire. Si de la suite
des fonctions $f_{n}(t)$ on peut toujours extraire une suite partille uniform\’ement
convergente ou s’\’evanouissant, la suite est dite quasi-compacte.
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Soient $\cdot$

$\mathfrak{F}$ une famille quasi-compacte et kneIerienne \‘a droite et \‘a

gauche et $C$ un continu dans $B(\mathfrak{F})$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant suppos\’ee quasi-
compacte, l’ensemble $S.(C, \mathfrak{F})$ est ferm\’e. S’il \’etait la somme de deux
ensembles ferm\’es et disjoints $S_{1}$ et $S_{2}$ , ig existerait dans $\cdot$ $C$ un point $p$

tel que

$S_{i}$ S. $(p, \mathfrak{F})\neq 0$ $(i=1,2)$ .
Supposons, par exemple, que l’abscisse du point $p$ est inf\’erieure \‘a $\tau$ .
D’apr\‘es l’hypothese que la famille $\mathfrak{F}$ est kneserienne \‘a droite, $S.(p, \mathfrak{F})$

doit \^etre un continu. Mais les relations \’ecrites ci-dessue montrent que
$S_{-}(p, \mathfrak{F})$ est la some de deux ensembles ferm\’es et disjoints $S_{1}S_{\pi}(p, \mathfrak{F})$

et $S_{1}S_{r}(p, \mathfrak{F})$ . C’est absurde. C. Q. F. D.

13. Familles $sans\cdot manques$. La famille des courbes int\’egrales

d’un syst\‘eme $d’\acute{e}quations_{\backslash }$ diff\’erentielles$\cdot$ ordinaires v\’erifie \’evidemment
la condition: Si deux courbes $fi(t)$ et $f_{2}(t)$ de la famille rencontrent
en un point $p$ de 1‘abscisse $\tau$ (i.e. $f_{1}(\tau)=f_{2}(\tau)$ ), la courbe $qui\cdot co\tilde{l}ncide$

avec l’une d’elles \‘a droite du point $p$ et avec l’autre a gauche du point $p$

appartient aussi \‘a la famille. La famille v\’erifiant cette condition s’ap-
pelle famille sans-manque.

Th\’eor\‘eme 10. Soit $\mathfrak{F}$ une famille quasi-compacte et sans-manque
de $fonct\dot{w}ns$ continues dans $\mathfrak{T}$ . Soient $f_{1}(t),$ $f_{2}(t):$ , . . . . , $f_{n}(t)$ &s fonc-
tions de $\mathfrak{F}$ . Si $f(t)$ est une fouction continue $tdk$ que quelle que soit la
valeur $t$ , le point $f(t)$ coincide avec un des $n$ points $f_{1}(t),$

$\ldots.,$
$f_{n}(t)$ ,

la fonction $f(t)$ appartient \’a la famille.
La fonction (ou courbe) $f(t)$ sera appel\’ee fonction (ou courbe)

d\’eduite des fonctions $f_{1}(t)$ , . . . . , $f_{n}(t)$ . Soit $\tau$ une valeur $quel\dot{c}onque$

dans $\mathfrak{T}$ et d\’esignons par $E_{\tau}$ l’ensemble des valeurs $t$ telles que par le
point $(f(t), t)$ et le $poi\grave{n}t(f(\tau), \tau)$ il passe au moins une courbe de $\mathfrak{F}$

d\’eduite des courbes $f_{i}(t)$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant suppos\’e$\cdot$ quasi-compacte,
l’ensemble E. $est$ ferm\’e. Si l’ensemble $E_{\tau}$ ne contenait pas enti\‘ere-
ment l’intervalle $\mathfrak{T}$ , d\’esignons par $(\tau^{\prime}, \tau^{\prime\prime})$ un intervalle contigu \‘a $E_{\tau}$ .
Si $\tau<\tau^{\prime}$ , le point $(f(\tau^{\prime}), \tau^{\prime})$ appartiendrait a $E_{n}$ . Il existerait donc
une courbe $\varphi(t)$ de $\mathfrak{F}$ passant par les points $(f(\tau), \tau)$ et $(f(\tau^{\prime}), \tau^{\prime})$ .
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D’autre part, l’une des $t^{\prime}courbesf_{i}(t),$ $\prime soitf_{1}(t),$ }$cont\ddagger endrait$ une suite de
points $(f(t_{1}), t_{1})$ , . ... , $(f(t_{k}), t_{k}),$

$\ldots$ . telle que

$\varliminf_{i\infty}t_{i}=\tau^{\prime}$ , $\tau^{\prime}<t_{i}<\tau^{\prime\prime}$ .

La courbe $fi(t)$ passerait par le point $(f(\tau^{\prime}), \tau^{\prime})$ et la courbe qui coincide

avec la courbe $\varphi(t)$ \‘a gauche du point $(f(\tau^{\prime}), \tau^{\prime})$ et avec la courbe $f_{1}(t)$

\‘a droite du point $(f(\tau^{\prime}), \tau^{\prime})$ appartiendrait \‘a la famille $\mathfrak{F}$ et passerait

par les points $(f(\tau), \tau)$ et $(f(t_{k}), t_{k})$ contrairement \‘a l’hypoth\’ese. Nous

pouvons discuter de la m\^eme maniere le cas de $\tau>\tau^{\prime\prime}$ . L’ensemble $E_{\tau}$

coincide donc avec $\mathfrak{T}$ . Cela pos\’e, consid\’erons un ensemble d\’enombrable

$\tau_{1}$ , $\tau_{2}$ , . . . . , $\tau k,$ $\ldots$ . dense dans l’intervalle $\mathfrak{T}$ . Il est maintenant
facile de montrer qu’il existe dans $\mathfrak{F}$ une courbe $\varphi_{k}(t)$ passant par les

points $(f(\tau_{1}), \tau_{1}),$
$\ldots.,$

$(f(\tau_{k}), \tau_{k})$ . La suite des courbes $\varphi_{k}(t)$ converge

vers la courbe $f(t)$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant quasi-compacte, la courbe $f(t)$

appartient \‘a la famille.

14. Points kneseriens. On peut se proposer la question: Les

propri\’et\’es introduites au num\’ero pr\’ec\’edent peuvent-elles \^etre rem-
placees par les propri\’et\’es locales ? En traitant cette question, on arrive
\‘a la notion de points kneseriens. Soit $\mathfrak{F}$ une famille de fonctions con-
tinues dans $\mathfrak{T}$ . Nous dirons qu’un point $p$ dans $R(\mathfrak{F})$ est point

kneserien de $\mathfrak{F}$ si la condition suivante est v\’erifi\’ee.
$(k)S_{\tau}(p, \mathfrak{F})$ est un continu quelle que soit la valeur $\tau$ dans $\mathfrak{T}$ .

De m\^eme, nous pouvons d\’efinir le point kneserien \‘a droite ou \‘a gauche

par les conditions suivantes.
$(k_{d})S_{\tau}(p, \mathfrak{F})$ est un continu quelle que soit la valeur $\tau$ plus grande

que l’abscisse du point $p$ .
$(k_{g})S_{\tau}(p, \mathfrak{F})$ est un continu quelle que soit la valeur $\tau$ moindre que

l’abscisse du point $p$ .
$Th^{\prime}\triangleright$or\‘eme 11. Soit $\mathfrak{F}$ une famille quasi-compacte de fonctious con-

tinues dan $s\mathfrak{T}$ . Si tout point de $R(\mathfrak{F})$ est un point kneserien \’a droite, $la$

famiue $\mathfrak{F}$ est kneserien a droite.
Soit $C$ un continu quelconque dans $R(\mathfrak{F})$ situ\’e \‘a gauche de $S_{\pi}(\mathfrak{F})$ .

La famille $\mathfrak{F}$ \’etant quasi-compacte, l’ensemble $S_{\pi}(C, \mathfrak{F})$ est ferm\’e
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quelle que soit la valeur $\tau$ . S’il \’etait la somme de deux ensembles
ferm\’es et disjoints $S_{1}$ et $S_{2},$ $C$ contiendrait au moins un point $p$ tel que

$S_{i}S_{\tau}(p, \mathfrak{F})\neq 0$ $(i=1,2)$ .
Le point $p$ ne saurait \^etre un point kneserien \‘a droite contrairement \‘a

l’hypoth\‘ese.
Un point $p$ est aPpel\’e point localement kneserien d’une famille $\mathfrak{F}$

si $S.(p, \mathfrak{F})$ est un continu pour la valeur $\tau$ assez voisine de l’abscisse du
point $p$ . Nous pouvons de m\^eme d\’efinir le point localement kneserien
\‘a droite ou \‘a gauche.

Th\’eor\’eme 12. Si tout point de $R_{d}(p, \mathfrak{F})^{\langle 11)}$ est un point localement
kneserien a droite d’une famille sans-manque et quasi-compacte $\mathfrak{F}$ , le
point $p$ est un point kneserien a droite.

Soit $\tau$ une valeur quelconque plus grande que l’abscisse du point $p$ .
Si $S.(p, \mathfrak{F})$ \’etait la somme de deux ensembles ferm\’es et disjoints $S_{1}$ et
$S_{2}$ , d\’esignons par A l’ensemble des points $q$ situ\’es dans $R_{d}(p, \mathfrak{F})$ et \‘a

gauche de $S_{\pi}(\mathfrak{F})$ et tels que

$S_{i}$ S. $(p, \mathfrak{F})\neq 0$ $(i=1,2)$ .
L’ensemble A serait \’evidemment compact et contiendrait donc un point
$q_{0}$ ayant la plus grande abscisse $\tau_{0}(<\tau)$ . Pour $e>0$ suffisamment
petit $S_{\tau_{0}+e}(q_{0}, \mathfrak{F})$ est un continu puisque $q_{0}$ est localement kneserien \‘a

droite. $S_{\tau_{0}+8}(q_{0}, \mathfrak{F})$ contiendrait donc un point $q_{1}$ tel que

$S_{i}S_{\tau}(q_{1\prime}\mathfrak{F})\neq 0$ $(i=1,2)$ .
L’ensemble A contiendrait un point ayant l’abscisse plus grande que $q_{0}$ ,
ce qui est contraire \‘a l’hypoth\’ese.

Corollaire. Si tout point de la r\’egion fondamentale d’une famille
sans-manque et quasi-compacte $esb$ localement kneserien a droite, $la$

famiue est kneserienne a droite.

(11) Soit $A$ un ensemble dans $R(\mathfrak{F})$ . Nous d\’esignerons par $Fd(A, \mathfrak{F})$ la famille des
fonctions $f(t)$ telles que la courbe $f(t)$ ait son extr\’emit\’e gauche $a$ dans $A$ et
comcide avec une des courbe de $\mathfrak{F}$ a droite du point $a$ . La r\’egion remplie par
les courbes de $F_{d}(A, \mathfrak{F})$ sera d\’esign\’ee par $Rd(A, \mathfrak{F})$ . Les notations $F_{g}(A, \mathfrak{F})$ ,
$R_{9}(A, \mathfrak{F})$ ont les significations analogues.
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15. Suite de familles kneseriennes. Soit une suite convergente de
familles de fonctions contihues dans $\mathfrak{T}$ :

$\mathfrak{F}_{1}\mathfrak{F}_{2},$

$\ldots.$ , $\mathfrak{F}_{n},$ $\ldots.\rightarrow \mathfrak{F}$ .
Parmi les propri\’et\’es que possedent les familles $\mathfrak{F}$ quelques.une seront
conserv\’ees dans la famille $\mathfrak{F}$ ; c’est ce que nous examinerons dans le
cas des familles kneseriennes.

Th\’eoreme 13. La limite $\mathfrak{F}$ d’une suite quasi-compacte et conver-
gente de familles kneseriennes \’a droite $\mathfrak{F}_{i}$ est unefamiue kneserienne \’a

droite si la r\’egion fondamentale commune $R$ est normale, parfaitement

s\’eparable et localement compacte et connexe.
Soient $p$ un point quelconque dans $R$ et $\tau$ une valeur quelconque

dan $\mathfrak{T}$ plus grande que l’abscisse du point $p$ . Soit $E$ un ensemble com-
pact dans $R$ contenant le point $P$ int\’erieurieurement. On aura alors
$\lim F(E, \mathfrak{F}_{i})\supset F(p, \mathfrak{F})$ . Le th\’eor\’eme 4 montre qu’il existe une suite
convergente de familles finies

$\mathfrak{F}_{1}^{\prime},$ $\mathfrak{F}_{2}^{\prime}$

$\cdots\cdot,$
$\mathfrak{F}_{i}^{\prime},$ $\ldots.\rightarrow \mathfrak{F}$ , $\mathfrak{F}_{i}^{\prime}\subset F(E, \mathfrak{F}_{i})$ .

Il est clair que cette suite est compacte. Consid\’erons une suite de
voisinages convergeant vers $p$ :

$V_{1}(p),$
$\ldots.,$

$V_{i}(p),$ $\ldots.$ .
Nous pouvons supposer que $V_{i}(p)C_{-}E$ . A chaque $V_{i}(p)$ on peut faire
correspondre un voisinage $V_{i}^{\prime}(p)$ tel que deux points de $ V_{i}^{\prime}\omega$) peuvent

se joindre par un continu dans $V_{:}(p)$ . En prenant une suite partielle

s’il est n\’ecessaire, nous pouvons supposer que chaque courbe de la

famille $\mathfrak{F}_{i}^{\prime}$ contienne au moins un point dans $V_{i}^{\prime}(p)$ . Nous pouvons

alors prendre un continu $C_{i}$ dans $V_{i}(p)$ de mani\‘ere que chaque courbe
de la famille $\mathfrak{F}_{i}^{\prime}$ contienne au moins un point de $C_{i}$ . Il est clair que la

suite des familles $F(C_{i} , \mathfrak{F}i)$ est compacte et converge vers $\mathfrak{F}$ . Les en-

(12) Dans ce qui suit nous ne consid\’ererons que la suite de familles dont les r\’egions

fondamentales $CO\overline{l}ncident$ . Donc je ne ferai pas cette remarque chaque fois
que nous consid\’ererons des suites des familles.

(13) Un ensemble $E$ est dit localement compact si l’on peut faire correspondre \‘a

chaque point $p$ de $E$ un ensemble compact le contenant int\’erieurement.
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sembles $F_{\tau}(C_{i}, \mathfrak{F}_{i})$ sont des continus et la suite de ces centinus est
compacte et converge vers $S_{\tau}(p, \mathfrak{F})$ . L’ensemble $S_{\pi}(\rho, \mathfrak{F})$ est donc un
continu. Par suite tout poInt de $R$ est un point kneserien \‘a droite et 1
famille $\mathfrak{F}$ est kneserienne \‘a droite d’apr\’es le th\’eor\’eme 11.

Th\’eor\’eme 14. Toute famille $\overline{\mathfrak{F}}$ sans-manque, quasi-compacte, con-
tenant une famille kneserienne $\text{{\it \’{a}}}^{\prime}$ droite $\mathfrak{F}$ et dont la r\’egion fondamentale
coincide avec celle de $\mathfrak{F}$ est aussi kneserienne \’a droite.

En $e$ffet, soient $p$ un point quelconque dans $R(\overline{\mathfrak{F}})$ et $\tau$ une valeur
.dans $\mathfrak{T}$ plus grande que l’abscisse du Point $p$ . $R_{d}(p,\overline{\mathfrak{F})}=A$ est un
continu. Par suite $S.(A, \mathfrak{F})=S$ est un continu. Il est clair que $S$

coincide avec $S_{\tau}(p,\overline{\mathfrak{F}})$ . Le point $p$ est donc kneserien \‘a droite. $p$ \’etant
un point quelconque dans $R(\overline{\mathfrak{F}})$ , la famille $\overline{\mathfrak{F}}$ est kneserienne \‘a droite
d’apres le th\’eoreme 11.

Les th\’eoremes 13 et 14 entralnent imm\’ediatement le th\’eor\‘eme cit\’e
au d\’ebut de $|ce$ m\’emoire, car la famiIle r\’eguli\’ere peut \^etre consid\’er\’ee
comme une famille kneserienne.

16. Ensembles de troncature. Soit $\mathfrak{F}$ une famille de fonctions
continues dans $\mathfrak{T}$ . Nous appellerons ensemble de troncature de $\mathfrak{F}$ tout
ensemble $E$ jouissant des propri\’et\’es suivantes:

$1^{o}$ . $E$ est ferm\’e dans $R(\mathfrak{F})$ ;
$2^{o}$ . Toute courbe de $\mathfrak{F}$ rencontre $E$ en un seul point;
$3^{o}$ . Si l’on d\’esigne par $E_{d}$ la Partie de $R(\mathfrak{F})$ situ\’ee \‘a $droit^{\iota}$ de $E$

(c’est-\‘a-dire l’ensemble des points $P$ tels que par $p$ il passe au
moins une courbe de $\mathfrak{F}$ rencontrant $E$ en un point situ\’e \‘a
gauche du point P) et par $E_{g}$ la partie de $R(\mathfrak{F})$ situ\’ee \‘a gauche
de $E$, les deux ensembles $E_{d}$ et $E_{g}$ sont disjoints.

Si la famille $\mathfrak{F}$ est sans-manque, la condition $2^{o}entra^{\wedge}1ne$ la troi-
si\’eme. Car si $E_{d}E_{g}\neq 0$ , il existerait un poInt $p$ par lequel il Passe
deux $C0^{1}Jrbes$ de $\mathfrak{F}$ , l’une $f_{1}(t)$ rencontrant $E$ \‘a gauche de $p$ et l’autre

$f_{2}(t)$ rencontrant $E$ \‘a droite de $p$ . Puisque la famille $\mathfrak{F}$ est sans-man-
que, la courbe qui coincide avec $f_{1}(t)$ \‘a gauche de $p$ et avec $f_{2}(t)$ \‘a droite
de $pappart\ddagger endra\ddagger t$ \‘a $\mathfrak{F}$ et rencontrerait $E$ en deux points.
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$m^{\prime}o\iota\acute{\epsilon}$me 15. Soient $\mathfrak{F}$ une famriue quasi-compacte et sans-mcen-
que et $E$ un ensemble de troncature de $\mathfrak{F}$ . Si $\mathfrak{F}$ est knesert,enne \’a droite
et si $C$ est un continu situ\’e a gauche de $E$, l’ensemble ER $(C, \mathfrak{F})$ est un
continu. Si $\mathfrak{F}$ est kneserienne, l’ensembte ER $(C, \mathfrak{F})$ est un continu quel

que soit le continu situ\’e dans $B(\mathfrak{F})$ .
Il suffit de d\’emontrer la premlere partie du th\’eor\’eme dans le eas ou

$C$ ne contient qu un point unique $p$, car si $ER(C, \mathfrak{F})$ \’etait la somme de

deux ensembles ferm\’es et disjoints $S_{1}$ et $S_{2},$ $C$ contiendrait au moins un
point $p$ tel que $S_{i}R(p, \mathfrak{F})\neq 0(i=1,2)$ et le point $p$ ne saurait \^etre

dans $E$. Supposons donc que ER $(p, \mathfrak{F})$ \’etait la somme de deux ensem-
bles ferm\’es et disjoints $S_{1}$ et $S_{2}$ . D\’esignons par $A$ l’ensemble des
points $q$ situ\’es dans $R_{d}(p, \mathfrak{F})$ et tels que $S_{i}R_{d}(q, \mathfrak{F})\neq 0(i=1,2)$ .
L’ensemble $A$ serait compact. Il contiendrait donc un point $q_{0}$ ayant la
plus grande abscisse $\tau 0$ Si $e$ est un nombre positif assez petit. l’en-
$s$emble $S_{\tau_{0}+\epsilon}(q_{0}, \mathfrak{F})$ serait \‘a gauche de $E$ . Cet ensemble \’etant un
continu par hypothese, il contiendrait un point $q^{\prime}$ tel que $S_{i}R_{d}(q^{\prime}, \mathfrak{F})\neq 0$

$\langle i=1,2$), ce qui est absurde. Le th\’eoreme est donc \’etabli.

II. –FAMILLES SERR\’EES

17. Familles serrees. Nous avons d\’ej\‘a remarqu\’e que toute famille
sans-manque contenant une famille kneserienne $\mathfrak{F}$ et dont la r\’egion

fondamentale coincide avec celle de $\mathfrak{F}$ est une famille kneserienne.
Donc le probl\’eme suivant se pose naturellement: chercher les condi-
tions auxquelles la famille $\mathfrak{F}$ doit satisfaire pour que toute famIlle
quasi-compacte, sans-manque, contenant $\mathfrak{F}$ et ayant la m\^eme r\’egion

fondamentale que $\mathfrak{F}$ soit toujours kneserienne. La condition que la
famille $\mathfrak{F}$ soit kneserienne est suffisante mais n’est pas n\’ecessaire. En
effet, toute famille $\mathfrak{F}$ contenant une famille kneserienne $\mathfrak{F}0$ et ayant

la m\^eme r\’egion fondamentale que $\mathfrak{F}_{0}$ poss\’ede aussi la propri\’et\’e voulue,

mais n’est pas n\’ecessairement kneserienne. Nous pouvons indiquer
une condition suffisante moins restrictive; c’est la condition suivante.

$(S)$ Soit $A$ un ensemble ferm\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . S’il existe dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$

deux points $p_{1}$ et $p_{2}$ tels que tout continu situ\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ et contenant
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les points $p_{1}$ et $p_{2}$ contient au moins un point de $A$ , tout continu situ\’e

dans $R(\mathfrak{F})$ et contenant les points $p_{1}$ et $p_{2}$ contient au moins un point

de $R(A, \mathfrak{F})$ .
La famille $\mathfrak{F}$ v\’erifiant cette condition sera appel\’e$e$ serr\’ee. Il est

clair qu’une famille contenant une famille serr\’ee $\mathfrak{F}_{0}$ et,ayant la m\^eme

r\’egion fondamentale que $\mathfrak{F}_{0}$ est aussi serr\’ee. Nous d\’emontrerons au
num\’ero suivant qu’une famille quasi-compacte, sans-manque et serr\’ee

est kneserienne, en admettant de certaines conditions relatives \‘a la r\’e-

gion fondamentale.
Introduisons maintenant la condition $(S_{d})$ que nous obtenons en

rempla\caant dans la condition $(S)$ la r\’egion $R(\mathfrak{F})$ par $R_{d}(S_{\tau}, \mathfrak{F})$ (o\‘u

$S_{\tau}=S_{\tau}(\mathfrak{F}))$ . La famille v\’erifiant cette condition $(S_{d})$ sera appel\’ee
semi-serr\’ee \‘a droite. Nous pouvons de m\^eme d\’efinir la famille semi-
serr\’ee a gauche.

Th\’eoreme 16. Une famiue kneserienne a droite est semi-serr\’ee \’a

gauche. Une famille kneserienne est serr\’ee.

En effect, soit $\mathfrak{F}$ une famille kneserienne \‘a droite. Soit $A$ un
ensemble ferm\’e dans $S\overline{(}\mathfrak{F}$) et supposons qu’il existe dans $S_{\pi}(\mathfrak{F})$ deux
points $p_{1}$ et $p_{2}$ tels que tout continu situ\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ et contenant les
points $p_{1}$ et $p_{2}$ contienne au moins um point de $A$ . Si $C$ est un continu
situ\’e dans $R_{g}(S_{\tau}, \mathfrak{F})$ o\‘u $S_{r}=S_{\tau}(\mathfrak{F}),$ $S_{\tau}(C, \mathfrak{F})$ sera un continu puisque $\mathfrak{F}$

est kneserienne \‘a droite. Il contient donc un point $p$ de $A$ . Par le
point $p$ et par un point $q$ de $C$ il passe une courbe de $\mathfrak{F}$ . Le point $q$ est
alors un point commun des ensembles $C$ et $R_{g}(A, \mathfrak{F})$ . Nous pouvons de
m\^eme d\’emontrer qu’une famille kneserienne est serr\’ee.

Nous avons introduit au $n^{o}16$ la notion d’ensembles de troncature
et nous avons vu qu’ils peuvent jouer un r\^ole analogue \‘a celui des en-
sembles $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . Ici encore le th\’eoreme suivant donne un exemple de
m\^eme nature.

Th\’eor\‘eme 17. Soient $\mathfrak{F}$ une famiue quasi-compacte, sans-manque
et kneserienne (\’a droite) et $E$ un ensemble de troncalure de $\mathfrak{F}$ . Soit A un
ensemble ferme’ dans $E$ et supposons qu’il existe dans $E$ deux points $p_{1}$ et
$p_{2}$ tels que tout continu dans $E$ contenant $p_{1}$ et $p_{2}$ ait au moins un point
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de A. Alors tout continu situ\’e dans $R(\mathfrak{F})(R.(E, \mathfrak{F}))$ et contenant $p_{1}$ et
$p_{2}$ contient au moins un point de $R(A, \mathfrak{F})(R_{g}(A, \mathfrak{F}))$ .

Pour \’etablir ce th\’eor\‘eme, il suffit de remarquer que si $C$ est un
continu dans $R(- \mathfrak{F})(R_{9}(E, \mathfrak{F}))$ l’ensemble $ER(C, \mathfrak{F})$ est un continu.
Alors la d\’emonstration s’acheve comme ci-dessus.

18. FamiUes $sans\cdot manques$ et serr\’ees. Nous allons maintenant
\’etablir le th\’eor\‘eme suivant.

Th\’eor\‘eme 18. Une famille $\mathfrak{F}$ quasi-compacte, sans-manque et
serr\’ee (sermi-serr\’ee a droite) est kneserienne (\’a gauche) si l’ensemble
$S_{\tau}(\mathfrak{F})$ est normal et connexe queue que soit la valeur $\tau$ .

Si $\mathfrak{F}$ n’\’etait pas kneserienne, il existerait un point $p$ non kneserien.
Soit $\tau$ une valeur telle que $S.(p, \mathfrak{F})$ soit la somme de deux ensembles
ferm\’es et disjoints $S_{1}$ et $S_{2}$ . L’ensemble $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ contiendrait un en-
semble ferm\’e $F$ contenant $S_{1}$ int\’erieurement et n’ayant aucun point de
$S_{2}$ . D\’esignons par $B$ la fronti\‘ere de F. $B$ serait un ensemble ferm\’e

non nul car $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ est suppos\’e connexe. Tout continu situ\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$

et contenant un point $p_{1}$ de $S_{1}$ et un point $p_{2}$ de $S_{2}$ contiendrait au moins
un point de $B$ . D\’esignons par $A$ la partie situ\’ee entre $p$ et $p_{i}$ de la
courbe de $\mathfrak{F}$ passant par $p$ et $p_{i}(i=1,2)$ . $A_{1}+A_{2}$ est un continu conte-
nant les poi’nts $p_{1}$ et $p_{2}$ . Il contiendrait donc un point $q$ de $R(B, \mathfrak{F})$

puisque $\mathfrak{F}$ est serr\’ee par hypoth\‘ese. Soit $q^{\prime}$ le point de $B$ tel qu’il

passe par $q$ et $q^{\prime}$ une courbe de $\mathfrak{F}$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant sans-manque, il
existerait une courbe de $F$ passant par $p$ et $q^{\prime}$ . L’ensemble $S_{\tau}(p, \mathfrak{F})$

contiendrait donc un point $q^{\prime}$ n’appartenant pas \‘a $S_{1}+S_{2}$ , ce qui est
contraire \‘a l’hypoth\‘ese.

Toute famille sans-manque et serr\’ee possede encore une propri\’et\’e

remarquable. Les familles ayant cette propri\’et\’e seront \’etudi\’ees dans
la section suivante.

III.–FAMILLES BORD\’EES

19. Familles bord\’ees. J’ai \’etabli autrefois que la famille $\mathfrak{F}$ des
courbes int\’egrales d’un systeme diff\’erentiel ordinaire poss\’ede la pro-
pri\’et\’e suivante.
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$(B)$ Si $E$ est un ensemble ferm\’e dans $S_{r}(\mathfrak{F})$ et si $pest$ un $p\sigma i$nt de
$R(E, \mathfrak{F})$ frontiere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ , il existe une ’courbe de $F(E, \mathfrak{F})$

passant par $p$ et dont la partie situ\’ee entre $p$ et $q$ se trouve sur }$a$ fron $\cdot$

tiere de $R(E, \mathfrak{F})$ par rapport \‘a $R(\mathfrak{F}),$ $q$ d\’esignant le point de rencontre
de la courbe avec $E$.

La fami$ge$ ayant cette prMri\’et\’e sera appel\’ee bord\’ee. Introduisons
ensuite comme d’habitude la condition $(B_{d})$ que nous $’\sigma htenons$ en as-
sujettissant, dans $(B)$ , le point $p$ \‘a \^etre situ\’e \‘a $d$roite de $S_{r}(\mathfrak{F})$ . La
famille ayant cette propri\’et\’e sera appel\’ee semi-bord\’ee \‘a droite. On
peut de m\^eme d\’efinir la famille semi-bord\’ee \‘a gauche.

Th\’eoreme 19. Soit $\mathfrak{F}$ une famiue quasi-compacte, sans-manque et
semi-bord\’ee \’a droite. Soient $E$ un ensemble de troncanture de $\mathfrak{F}eb,A$ un
ensemble ferm\’e dans E. Alors par un point $p$ de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ frontiere par
rapport a $R(\mathfrak{F})$ il passe au $m\alpha ins$ une courbe de $F(A, \mathfrak{F})$ telle que si $q$

est le point de rencontre de la courbe avec $E$, la partie de la courbe situ\’ee
entre $p$ et $q$ se trouve sur la frontiere de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ par rappor.$t$ \’a $R(\mathfrak{F})$ .

En effet, d\’esignons par $m_{p}$ les points situ\’es \‘a droite de $E$ et tels
qu’il existe une courbe de $F(A, \mathfrak{F})$ passant par $p$ et $m_{p}$ et dont la partie
situ\’ee entre $p$ et $m_{p}$ se trouve sur la frontiere de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ . La famille
\’etant suppos\’ee quasi-compacte, l’ensemble $M_{n}$ des points $m_{p}$ est com-
pact. Il existe donc dans $M_{p}$ un point $\overline{m}_{p}$ ayant la plus petite abscisse.
Il suffit de montrer que le point $\overline{m}_{p}$ appartient \‘a $E$ . Et pour cela, il
suffit de montrer que l’ensemble $M_{p}$ contient un point dont l’abscisse
est moindre que celle du point $p$ . Car si $\overline{m}_{p}$ n’appartenait pas \‘a $A$ ,

l’ensemble $M_{\overline{m}_{p}}$ contiendrait un point $m$ dont l’abscisse $e_{3}^{\backslash }t$ moindre que
celle du point $m_{p}$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant sans-manque, il serait facile
de trouver une courbe de $F(A, \mathfrak{F})$ dont la partie situ\’ee entre $p$ et $m$ se
trouve sur la frontiere de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ . L’ensemble $M_{p}$ contiendrait donc
un point $m$ ayant l’abscisse moindre que celle de $\overline{m}_{p}$ , ce qui est con-
traire \‘a l’hypothese.

Il nous reste \‘a montrer que $M_{p}$ contient un point dont l’abscisse
est moindre que celle de $p$ . Soit $\tau$ l’abscisse du point $p$ . Si $e$ est un
nombre positif assez petit et si $A_{e}$ est l’ensemble des points de $A$ dont
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les abseisses sont au moins \’egales a $\tau-e$ , le point $p$ n’appartient pas \‘a

$R_{l}(A_{e}, \mathfrak{F})$ . D\’esignons par $A$ l’ensemble des points de $A$ dont les

abscisses sont au plus \’egales \‘a $\tau^{-e}$ et par $S_{\epsilon}$ l’ensemble $S_{\tau-g}(A_{e}^{\prime} , \mathfrak{F})$ .
D’apr\‘es l’hypoth\’ese, il passe par $p$ une courbe de $F(S_{\epsilon}, \mathfrak{F})$ dont la

partie situ\’ee entre $p$ et le point de I’sbscisse $T^{-e}$ se trouve sur la fron-

tibre de $R_{d}(S_{8}, \mathfrak{F})$ . La famille \’etant sans-manque, nous pouvons $\cdot$ sup-

poser que cette courbe appartient a $F(A_{\epsilon}^{\prime}, \mathfrak{F})$ . Si $e^{\prime}$ est un nombre

positif assez petit $(e^{\prime}<e)$ , les points de la courbe dont les abscisses sont
$<\tau$ et $>\tau^{-e}$ ‘ se trouvent sur la frontiere de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ , car le point $p$

rr’appartenant pas \‘a $R_{d}(A_{e}. \mathfrak{F})$ , les r\’egions $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ et $B_{d}(A_{\epsilon}^{\prime}, \mathfrak{F})$

colncident dans le voisinage du point $p$ .
20. FamiIles sans $\cdot$manques et serr\’ees (suite). Une famille $\mathfrak{F}$ qusi-

compacte, sans-manque et serr\’ee est, comme on l’a vu, une famille

kneserienne si $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ est connexe. Si $R(\mathfrak{F})$ est localement connexe, $\mathfrak{F}$

est une famille bord\’ee, c’est ce que nous allons montrer dans la suite.

Th\’eoreme 20. Soit $\mathfrak{F}$ une famiue quasi-compacte,. sans-manque et

semi-serr\’ee \’a droite. Si $B(\mathfrak{F})$ est localement connexe, la famille $\mathfrak{F}$ est
semi-bard\’ee a droite.

Soit $A$ un ensemble ferm\’e dans $S_{r}(\mathfrak{F})$ et soit $B$ la fronti\’ere de $A$

par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ . Soit $p$ un point de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ frontiere par rapport

\‘a $R(\mathfrak{F})$ . D\’emontrons d’abord $R(B, \mathfrak{F})$ contient $p$ . $p$ \’etant un point de
$B_{d}(A, \mathfrak{F})$ fronti\‘ere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ , il existe un point $p^{\prime}$ de $R(\mathfrak{F})$

n’appartenant pas \‘a $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ mais aussi voisin de $p$ que l’on voudra.

Si $B_{d}(B, \mathfrak{F})$ ne contenait pas $p$ , il existerait un voisinage $V(p)$ n’ayant

aucun point de $R_{d}(B, \mathfrak{F})$ . Si $p^{\prime}$ est assez voisin de $p$ , on pourrait

trouver, d’apr\‘es la connexit\’e locale de $R(\mathfrak{F})$ , un continu $C_{0}$ contenant
$p$ et $p^{\prime}$ et contenu dans $V(p)$ . D\’esignons par $C_{1}$ la partie situ\’ee entre $p$

et $A$ de la courbe de $\mathfrak{F}$ pa $s$sant par $p$ et un point $q$ de $A$ et par $C_{2}$ la

partie situ\’ee entre $p^{f}$ et $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ de la courbe de $\mathfrak{F}$ passant par $p^{\prime}$ et un
point $q^{\prime}$ de $\$(\mathfrak{F})^{\prime}$. $C_{0}+C_{1}+C_{2}$ serait un continu situ\’e \‘a droite de $S_{\pi}(\mathfrak{F}\rangle$

et n’ayant pas de point commun avec $R_{d}(B, \mathfrak{F})$ . Mais tout continu

contenant $q$ et $q^{\prime}$ et situ\’e dans $S_{\pi}(\{\mathfrak{F})$ contiendrait au mains un point de
$B$ , ce qui est absurde puisque $\mathfrak{F}$ est une famille semi-serr\’ee \‘a droite.
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Il existe donc une courbe de $\mathfrak{F}$ passant par $p$ et un point de $A$ frontiere
par rapport \‘a $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . Soit $\tau^{\prime}$ l’abscisse du point $p$ et intercalons entre
$\tau$ et $\tau^{\prime}$ une suite de nombrev croissants

$\tau=\tau_{0},$ $\tau_{1},$ $\ldots.,$ $\tau_{k},$ $\ldots.’\tau_{n}=\tau^{\prime}$

et d\’esignons par $A_{k}$ l’ensemble $S_{r_{k}}(A, \mathfrak{F})$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant sans-
manque, les r\’egions $R_{d}(A_{k}, \mathfrak{F})$ et $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ coincident \‘a droite de $S_{\tau_{k}}(\mathfrak{F})$ .
Par suite d’apr\’es ce qui a \’et\’e d\’emontr\’e tout \‘a l’heure, il existe une
courbe $f_{1}(t)$ de $\mathfrak{F}$ pas $s$ant par $p$ et un point $p_{n-1}$ de la fronti\‘ere de $A_{n-1}$

par rapport \‘a $S_{\tau_{n\rightarrow 1}}(\mathfrak{F})$ . $p_{n-1}$ \’etant un point de $R_{d}(A_{n-2}, \mathfrak{F})$ frontiere
par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ , il existe une courbe $f_{2}(t)$ de $\mathfrak{F}$ passant par $p_{n-1}$ et
un point $p_{n-2}$ de Ia fronti\’ere de $A_{n-2}$ par rapport \‘a $S_{\tau_{n-2}}(\mathfrak{F})$ , et ainsi de
suite. Nous pouvons donc obtenir $n$ points $p_{k}(k=0,1,2, . .... n-1)$

tels que $p_{k}$ se trouve sur la fronti\‘ere de $A_{k}$ par rapport \‘a $S_{\tau_{k}}(\mathfrak{F})$ et qu’il
existe une courbe $f_{k}(t)$ de $\mathfrak{F}$ passant par $p_{k}$ et $p_{k-1}(p_{n}=p)$ . Puisque
$\mathfrak{F}$ est une famille sans-manque, on peut d\’eduire des $n$ courbes $f_{k}(t)$ une
courbe de $\mathfrak{F}$ passant par les $n+1$ points $p_{0},$ $p_{1},$

$\ldots,$ $p_{n}$ . Cette courbe
appartient \‘a $F(B, \mathfrak{F})$ puisque $p_{0}$ est un point de $B$ . Cela pos\’e, consid\’e-
rons un ensemble d\’enombrable de nombres dense dans l’intervalle
$(\tau, \tau^{\prime})$

$t_{1},$ $h,$ . . $,$

$t_{n},$
$\ldots.$ .

D’apr\‘es ce qui pr\’ec\’ede, on pourra trouver une courbe $g_{n}(t)$ de $F(B, \mathfrak{F})$

et rencontrant $S_{t_{k}}(\mathfrak{F})$ en un point de $S_{t_{k}}(A, \mathfrak{F})$ frontiere par rapport \‘a
$S_{t_{k}}(\mathfrak{F})(k=1,2, \ldots, n)$ . Puisque $\mathfrak{F}$ est une famille quasi-compacte, de
la suite des courbes $g_{n}(t)$ on peut extraire une suite partielle convergeant
vers une courbe $g(t)$ de $\mathfrak{F}$ . Cette courbe r\’epond a la question.

21. Familles presque bord\’ees. Suites de familles proeque bord\’ees.
Pour \’etablir le th\’eor\‘eme 20, nous avons d\’emontr\’e d’abord que la famille
$\mathfrak{F}$ v\’erifie la propri\’ete suivante:

$(B_{d}^{\prime})$ Soit $A$ un ensemble ferm\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . Si $p$ est un point de
$R_{d}(A, \mathfrak{F})$ fronti\’ere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ et n’appartenant pas \‘a $A$ , il
existe une courbe de $\mathfrak{F}$ passant par $p$ et un point de $A$ fronti\’ere par
rapport \‘a $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ .
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Puis nous avons d\’emontr\’e qu’une famille, quasi-compact$e,$ $sans\vdash$

manque et v\’erifiant cette condition est n\’eceesairement semi-bord\’ee \‘a

droite. Nous appellerons famille presque semi-bord\’ee \‘a droite toute
famille v\’erifiant la condition $(B_{d}^{\prime})$ . Nous pouvons de m\^eme d\’efinir la

famille presque semi-bord\’ee \‘a gauche. Une famille presque semi-bord\’ee

\‘a droite et \‘a gauche sera appel\’ee presque bord\’ee. Nous avons donc le
th\’eoreme suivant.

Th\’eor\‘eme 21. Une famille quasi-compacte, sans-manque et presque
semi-bord\’ee a droite est semi-bord\’ee a droite.

Consid\’erons maintenant une suite quasi-compacte et convergente

de familles presque semi-bord\’ees \‘a droite:

X 1, $\mathfrak{F}_{2},$

$\ldots.$ , $\mathfrak{F}_{n},$ $\ldots..\rightarrow \mathfrak{F}$ .

Soit $A$ un ensemble ferm\’e dans $S_{\pi}(\mathfrak{F})$ . D’apr\‘es les th\’eoremes 4, 6, 7

on peut extraire de $\mathfrak{F}_{n}$ une sous-famille finie $\mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ de maniere que la suite

des $\mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ converge vers $F(A, \mathfrak{F})$ (pourvu que $R(\mathfrak{F})$ soit un espace r\’egulier

et parfaitement s\’eparable). Il existe dans $S_{\pi}(\mathfrak{F})$ une suite d\’ecroissante

d’ensembles ouverts telle que

$O_{1}\supset O_{2}\supset\ldots.\supset O_{n\tilde{\grave{d}}}\ldots.\supset F$, $\sim-\infty hmO_{n}=F$.

Soit $O_{n}$ l’ensemble de fermeture de $O_{n}$ . Nous supposerons que $F(\sigma_{n}$ ,
$\mathfrak{F}_{n})\supset \mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ , ce qui est toujours possible. La famille $F(\overline{O}_{n}, \mathfrak{F}_{n})$ converge

vers $F(A, \mathfrak{F})$ lorsque $ n\rightarrow\infty$ . Soit $p$ un point de $B_{d}(A, \mathfrak{F})$ fronti\’ere

par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ . Si $R(\mathfrak{F})$ est localement connexe, on peut choisir
un point $p_{n}$ de $R_{d}(\overline{O}_{n}, \mathfrak{F}_{n})$ fronti\‘ere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ de mani\‘ere que

la suite des points $p_{n}$ converge vers $p$ . Ecartons le cas banal ou l’ab-
scisse du point $p$ est 6gale \‘a $\tau$ . Alors l’abscisse du point $p_{n}$ est plus
grande que $\tau$ pourvu que $n$ soit assez grand. Puisque $\mathfrak{F}$ est presque
semi-bord\’ee \‘a droite, il existe une courbe $f_{n}(t)$ de $\mathfrak{F}_{n}$ passant par $p_{n}$ et
un point de $\overline{O}_{n}-O_{n}$ . De la suite des courbes $f_{n}(t)$ on peut extraire une
suite partielle convergeant vers une courbe $f(t)$ de $\mathfrak{F}$ . La courbe $f(t)$

passe par $p$ et un point de $A$ frontiere par rapport \‘a $S_{t}(\mathfrak{F})$ . Par suite
la famille $\mathfrak{F}$ est aussi presque semi-bord\’ee \‘a droite.
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Theoreme 22. Si $\mathfrak{F}$ est la limite d’une suite quasi-compacte et
convergente de famiues presque semi-bord\’ees \’a droite et si $R(\mathfrak{F})$ est un
espace r\’eguher, parfaitement s\’eparable et localement connexe, $\mathfrak{F}$ est une
famille presque semi-bord\’ee \’a droite.

22. Famille $sans\cdot manque$ contenant une famille presque bord\’ee.
Nous allons maintenant \’etablir le th\’eoreme suivant plus g\’en\’eral que le
th\’eoreme 21.

Th\’eoreme 23. Soit $\overline{\mathfrak{F}}$ une famille sans-manque, quasz-compacte et
contenant une famille presque semi-bord\’ee \’a droite dont la r\’egion fonda-
mentale coincide avec celle de $\overline{\mathfrak{F}}$ . Alors $\overline{\mathfrak{F}}$ est une famille semi-borde\’e dr
droite.

Soient $A$ un ensemble ferm\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ et $p$ un point de $R_{d}(A, \overline{\mathfrak{F}})$

frontiere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ . Supposons que l’abscisse du point $p$ est
plus grande que $\tau$ . Pour \’etablir le th\’eor\’eme, il suffit de montrer qu’il
existe une courbe de $\overline{\mathfrak{F}}$ passant par $p$ et un point de la fronti\’ere $B$ de
$A$ par rapport \‘a $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . Car alors la famille $\overline{\mathfrak{F}}$ est presque semi-bord\’ee
\‘a droite et par suite, d’apres le th\’eor\‘eme 21, semi-bord\’ee \‘a droite. Si
$R_{d}(A, \mathfrak{F})$ contient $p,$ $p$ est n\’ecessairement un point de $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ fron-
tiere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ , car $R_{d}(A, \mathfrak{F})CR_{d}(A,\overline{\mathfrak{F}})$ . $\mathfrak{F}$ \’etant une famille
presque semi-bord\’ee \‘a droite, il existe une courbe appartenant \‘a $\mathfrak{F}$ et
passant par $p$ et un point de $B$ . Cette courbe appartient \‘a $\overline{\mathfrak{F}}$ . Le
th\’eorem$e$ est donc \’etabli dans ce cas. Si $R_{d}(A, \mathfrak{F})$ ne contient pas $p$ ,
prenons une courbe quelconque $f(t)$ de $F(A,\overline{\mathfrak{F}})$ passant par $p$ . Si
$(f(\tau), \tau)$ n’est pas un point de $B$, la courbe $f(t)$ passe par un point $q$ de
$R_{d}(A, \mathfrak{F})$ fronti\’ere par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ . La famille $\mathfrak{F}$ contient une
courbe $f_{1}(t)$ pas8ant par $q$ et un point de $B$ . La courbe qui coincide avec.
$f(t)$ \‘a droite du point $q$ et avec $fi(t)$ \‘a gauche du point $q$ appartient \‘a la
famille $\overline{\mathfrak{F}}$ et passe par $p$ et un point de $B$ . C. Q. F. D.

D’apr\’es les th\’eoremes 22, 23, nous voyons que la.familIe des courbes
int\’egrales d’un syst\’eme diff\’erentiel ordinaire est une famille bord\’ee.

23. Suites de familks bordees. La limite d’une suite quasi-com-
pacte et convergente de familles bord\’ees est-elle bord\’ee ? Il n’en esb
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rien. Mais dans de certains cas particuliers on peut affirmer que la
limite est aussi bord\’ee; c’est par exemple le cas d’une suite $d6crois-$

sante. Il $y$ a donc lieu d’introduire la convergence plus stricte que
la convergence ordinaire. Consid\’erons une suite convergente de
$fam\ddagger 11es^{(14)}$

$\mathfrak{F}_{1},$ $\mathfrak{F}_{2},$

$\ldots.,$
$\mathfrak{F}_{n},$ $\ldots.-*\mathfrak{F}$ .

Soit $\mathfrak{F}^{\prime}$ une famille ferm\’ee quelconque dans $\mathfrak{F}$ . Si l’espace d\’ependant
est r\’egulier et parfaitement s\’eparable, on peut extraire de $\mathfrak{F}_{n}$ une sous-
famille $\mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ de mani\‘ere que la suite des $\mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ converge vers $\mathfrak{F}^{\prime}$ . Alors
l’ensemble $R(\mathfrak{F}_{n}^{\prime})$ converge vers $R(\mathfrak{F}^{\prime})$ lorsque $ n\rightarrow\infty$ . Mais la frontiere
$B_{n}$ de $R(\mathfrak{F}_{n}^{\prime})$ par rapport \‘a $R(\mathfrak{F}_{n})$ ne converge pa $s$ en g\’en\’eral vers la
fronti\‘ere $Bde.R(\mathfrak{F}^{\prime})$ par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ . S’il est toujours possible de
choisir $\mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ de mani\‘ere que la suite des $B_{n}$ converge vers $B$, nous dirons
que la convergence est complete. Cela pos\’e, nous alIons \’etablir le
th\’eoreme suivant:

Theoreme 24. La limite d’une suite quast-compacte et complete-
ment convergente de famiues semi-bord\’ees \’a droite, est une famille semi-
bord\’ee a droite, $S^{}\dot{b}$ les r\’egions fondamentales sont localement connexes.

En effet, soit une suite quasi-compacte et compl\’etement conver-
gente de familles $8emI$-bord\’ees \‘a droite:

$\mathfrak{F}_{1},$ $\mathfrak{F}_{2},$

$\ldots.,$
$\mathfrak{F}_{n},$ $\ldots.\rightarrow \mathfrak{F}$ .

Soient $A$ un ensemble ferm\’e dans $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ et $p$ un point de $R(\mathfrak{F})$ fronti\‘ere
par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ . D’apr\’es l’hypothese, on peut extraire de $\mathfrak{F}_{n}$ une
famille $\mathfrak{F}_{n}^{\prime}$ telle que

$n\leftarrow\infty hm\mathfrak{F}_{n}^{\prime}=F(A, \alpha\delta)$

$n-\infty hmB_{n}=B$

en d\’esignant par $B$ la fronti\’ere de $R(A, \mathfrak{F})$ par rapport a $R(\mathfrak{F})$ et par
$B_{n}$ la frontiere de $R(\mathfrak{F}_{n}^{\prime})$ par rapport \‘a $R(\mathfrak{F}_{n})$ . Posons

$A_{n}=S_{\mathfrak{k}}(\mathfrak{F}_{n}^{\prime})$ .
(14) Ici $m$ ne suppese pas que $R(\mathfrak{F}_{1})=R(\mathfrak{F}_{\wedge}\cdot)=\ldots..=R(\mathfrak{F})$ .
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La famille $F(A_{n}, \mathfrak{F}_{n})$ converge vers $F(A, \mathfrak{F})$ et la fronti6re $B_{n}^{\prime}\cdot de$

$R(A_{n}, \mathfrak{F}_{n})$ par rapport \‘a $R(\mathfrak{F})$ converge vers $B$ . En \’ecartant le cas
banal o\‘u l’abscisse du point $p$ est \’egale \‘a $\tau$ , on peut trouver une suite
de points: $p_{1},$ $p_{2},$ $\ldots\ldots(p_{n}\epsilon B_{n}^{\prime})$ convergeant vers $p$ . Si $nest$ assez
grand, l’abscisse du point $p_{n}$ est plus grande que $\tau$ . Puisque la famille
$\mathfrak{F}_{n}$ est semi-bord\’ee \‘a droite, il existe une courbe $f_{n}(t)$ de $\mathfrak{F}_{n}$ passant par
$p_{n}$ et un point $q_{n}.$ . de $B_{n}^{\prime}S_{\tau}(\mathfrak{F}_{n})$ et dont la parti$e$ situ\’ee entre $p_{n}$ et $q_{n}$ se
trouve dans $B_{n}^{\prime}$ . .On peut extraire de la suite des $f_{n}(t)$ une suite par-
tielle convergeant vers une courbe $f(t)$ de $\mathfrak{F}$ . La courbe $f(t)$ passe par
$p$ et un point $q$ de $BS.(\mathfrak{F})$ et la partie de la courbe situ\’ee entre $p$ et $q$

se trouve dans $B$ puisque la suite des $B_{n}^{\prime}$ converge vers $B$. Le th\’eor\‘eme

est donc \’etabli.

Corollaire. La limite d’une suite d\’eeroissante de familles quaSt-

compactes et semi-bord\’ees a droite est une famiue semi-bord\’ee a droite Si
les r\’egions fondamentales sont localement connexes.

En effet, on voit ais\’ement que la suite est quasi-compacte et
compl\‘etement convergente.

IV.–QUELQUES REMARQUES

24. Points singuliers. Soit $\mathfrak{F}$ une famille de fonctions continues
dans $\mathfrak{T}$ . Nous appellerons semi-r\’egulier \‘a droite (gauche) le point $p$ de
$R(\mathfrak{F})$ tel que $S_{\pi}(p, \mathfrak{F})$ ne contienne qu’un point pourvu que $\tau$ soit plus
(moins) grand que l’abscisse du point $p$ . Si $S_{\tau}(p, \mathfrak{F})$ ne contienne qu’un
point pourvu que $\tau$ soit plus (moins) grand que l’abscisse $t$

, du point $p$ et
assez voisin de $t$ , nous dirons que le point $p$ est localement semi-r\’egulier
\‘a droite (gauche). Le point (localement) semi-r\’egulier \‘a droite et \‘a

gauche sera appel\’e (localement) r\’egulier. Le point non localement
semi-r\’egulier \‘a droite (gauche) sera aPpel\’e point semi-singulier \‘a droite
(gauche); le point $semi-\sin gulier$ \‘a droite et \‘a gauche sera aPpel\’e point
singulier.

Soit $f(t)$ une courbe d’une famille sans-manque. D\’esignons par
$E_{d}$ l’ensemble des points semi-singuliers \‘a droite situ\’es sur la courbe,
par $E_{g}$ l’ens $e$mble des points semi-singuliers \‘a gauche et par $E_{l}$ l’en-



Sur les famiues de fotectiOns a une variable r\’eelle 197

semble des points singuliers: $E_{\epsilon}=E_{d}E_{g}$ . L’ensemble lin\’eaire $E_{d}$ est
semi-ferm\’e \‘a gauche et l’ensemble lin\’eaire $E_{9}$ est semi-ferm\’e \‘a droite.
Par suite $1’ ensembleE_{s}$ est ferm\’e. Il est \‘a $re$marquer qu’il peut
arriver, m\^eme dans le cas d’une famille des courbes int\’egrales d’un
syst\‘eme diff\’erenti$e1$ ordinaire, que deux courbes quelconques de la
famille passant par un point singulier $p$ coincident n\’ecessairement dans
le voisinage du point $p$ .

25. FamilIes r\’egulieres. La famille $\mathfrak{F}$ telle que tout point de
$R(\mathfrak{F})$ soit un point semi-r\’egulier \‘a droite (gauche) sera appel\’ee famille
semi-r\’eguli\‘ere \‘a droite (gauche). La famille semi-r\’eguli\’ere \‘a droite et
\‘a gauche sera appel\’ee famille r\’eguli\‘ere.

Soient $\mathfrak{F}_{1},$ $\mathfrak{F}_{2}$

$\cdots$ , $\mathfrak{F}_{n}$ des familles r\’eguli\’eres dont les r\’egions

fondamentales sont les m\^emes. Soit $\mathfrak{F}$ une famille contenant les

familles $\mathfrak{F}_{1},$

$\ldots,$
$\mathfrak{F}_{n}$ et dont la r6gion fondamentale coincide avec celles

des $\mathfrak{F}:$ . La famille ne peut \^etre semi-r\’eguli\‘ere sans qu’elle soit r\’egu-

liere, car.par $un$
( point semi-singulier il passerait n\’ecessairement au

moins deux courbes d’une famille r\’eguliere, ce qui est absurde. Il me
semble int\’eressant \‘a rechercher les propri \’et\’es que poss\‘ede la famille $\mathfrak{F}$

ou la distribution de ses points singuliers. Car cette recherche est
intiment li\’ee \‘a $celIe$ des familles r\’eguli\‘eres primitives qui est la
g\’en\’eralisation naturelle de la recherche des fonctions primitives.

26. Familles conjugu\’ees. Nous avons remarqu\’e plusieurs fois
que l’ensemble de troncature d’une famille $\mathfrak{F}$ peut jouer un r61e ana-
logue \‘a celui de l’ensemble $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . Il serait donc naturel d’introduire
de certaines familles d’ensembles de troncature pouvant jouer un $r6le$

analogu$e$ \‘a celui de la famille des ensembles $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . Par exemple,
consid\’erons la famille $\mathfrak{S}$ d’ensembles de troncature ayant les propri\’et\’es
suivantes:

$1^{o}$ . Par chaque point de $R(\mathfrak{F})$ , il passe au moins un ensemble de
la famille;

$2^{o}$ . La famille $\mathfrak{S}$ est compacte, c’est-\‘a-dire de toute suite d’en-
sembles extraite de la famille $\mathfrak{S}$ on peut extraire une suite
partielle convergeant vers un ensemble de la famille.
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Un $e$ telle famille sera appel\’ee famille conjugu\’ee a $\mathfrak{F}$ . Les diverses
propositions \’etabIies jusqu’ici restent encore valable m\^em$e$ si l’on rem-
place les ensembles $8_{\tau}(\mathfrak{F})$ par les ensembles $S$ de $\mathfrak{S}$ . Mais les d\’emon-

strations deviendrons plus compliqu\’ees parce que 1‘on ne peut en
g6n\’era1 ordonner les ensembles de la famille.

CHAPITRE III

FAMILLES DE SYST\‘EM\‘ES DE FONCTIONS R\’EELLES

27. Points singuliers de mesure positive. Soient $\mathfrak{F}$ une famille
de foctions continues dans $\mathfrak{T}$ et $p$ un point de $R(\mathfrak{F})$ . Soit $\tau$ l’abscisse
du point $p$ . Si, quelque petit que soit le nombre positif $e$ , 1‘ensemble
des points de $B_{d}(p, \mathfrak{F})$ dont les abscisses sont $<\tau+e$ est de mesure
positive, Ie point $p$ est appel\’e po\’int semi-singnlier de mesure positive a
droite. On peut de m\^eme $d6finir$ Ie point semi-singulier de mesure
positive \‘a gauche. Le point semi-singulier de mesure positive \‘a droite
et $b$ gauche s’appelle point singulier de mesure positive.

L’espace $d$ \’ependant que nous consid\’ererons dans ce chapitre $e$st
l’espace cart\’esien \‘a un nombre $n$ de dimensions. Cet espace sera
d6sign6 par $\mathfrak{W}_{n}$ . Alors Ia fonction que nous consid\’ererons n’est autre
qu’un systeme de $n$ fonctions continues \‘a une variable #elle prenant
des valeurs r\’eelles.

I.–LIEUS DES POINTS SINGULIERS(15)

Th\’eoreme 25. Soient $\mathfrak{F}$ unefamille sans-manque et quasi-compacte
et $f(t)$ une courbe de $\mathfrak{F}$ dont les points sont des $p\sigma infs$ semi-singuliers &
mesure positw$e$ a droite. Soit $E_{9}$ l’ensmble des points semi-singuliers a
gauche non situ\’es sur la courbe $f(t)$ . Si l’ensemble $\overline{E}_{g}$ des points $d’ ac\alpha\iota-$

mulation de $E_{g}$ situls sur la courbe $f(t)$ est ddnombrable, ta courbef $(t)$

appartieret \’a la famille $\mathfrak{F}$ .
(15) Les familles des courbes int\’egrales d’une \’equation diff\’erentielle $\frac{dy}{dx}=f(x, y)$

ont \’et\’e \’etudi\’ees par Mlle. Charpentier. Voir en particulier: Mathematika,
Cluj, Vol. 6 (1931) p. $6k99$.
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Soit $p$ un wint de la courbe $f(t)$ n’apprtenant pas \‘a $\overline{E}_{g}$. Soit $\tau$

l’abscisse du point $p$ et d\’esignons par $\mathfrak{F}\circ$ la famille $F_{g}(S_{e+\epsilon}, F_{d}(A, \mathfrak{F}))$ ,
o\‘u $S_{*+\epsilon}=a_{+6}(A, \mathfrak{F}),$ $s>0$ et $A$ est l’ensemble des points {$f(t),$ $t$) tels
que $\tau<t\leqq\tau+e$ . Si $e$ est suffisamment petit, $R(\mathfrak{F}_{0})$ ne contient aucun
$pointde\overline{E}_{9}$ . Siqest un point deR $(\mathfrak{F}0)$ , il existe un poInt p’ dansA tel
que $R(p^{\prime}, \mathfrak{F}\cdot)$ contient $q$. Supposons qu’il existe deux points $p^{\prime}$ et $p^{\prime\prime}$

dans $A$ tels que

$q\epsilon B_{d}(p^{\prime}, \mathfrak{F})$ , $q\epsilon R_{d}(p^{\prime\prime}, \mathfrak{F})$ .
Si $f_{i}(t)$ est la courbe passant par $q$ et $p^{(i)}(i=1,2)$, les deux courbes $f_{1}(t)$

et $f_{2}(t)$ doivent se rencontrer sur la courbe $f(t)$ . Si donc l’abscisse du
point $p^{\prime\prime}$ est moindre que celle du point $p^{\prime},$ $R_{d}(p^{\nu}, \mathfrak{F}_{0})$ contient $p^{\prime}$ , et
par suite $B(\rho^{\prime}, \mathfrak{F}_{0})$, D’autre part, si une suite de points $p^{1},$ $ p^{2},\ldots$ , $p^{x}$ ,
... converge vers un point $p^{\omega}$ et si toutes les r\’egions $B_{l}(p^{x}, \mathfrak{F}_{0})$ contien-
nent $q$. la r\’egion $R(\rho^{\omega}, \mathfrak{F}_{\phi})$ contient aussi $q$ puisque la famille est quasi-
compacte. D’apres ces remarques, on voit que la r\’egion $R(\mathfrak{F}_{0})$ se par-
tage en un certain nombre d’ensembles disjoints, ferm\’es et de mesure
positive. Ces ensembles \‘etant de mesure positive, le nombre doit \^etre

d\’enombrable au plus. Or $R(\mathfrak{F}_{0})$ est \’evidemment un continu. Ce nombre
est donc 6gal \‘a 1; et la r\’egion $R_{d}(p, \mathfrak{F}_{0})$ coincide avec $R(\mathfrak{F}_{0})$ , c’est-\‘a-dire
$R(p, \mathfrak{F}\cdot)$ contient $A$ . Cela indique qu’il existe dans $\mathfrak{F}$ une fonction qui
coIncide avec $f(t)$ dans l’intervalle $(\tau, \tau+e)$ . Soit maintenant $(\tau^{\prime}, \tau^{\prime\prime})$ un
intervalle contigu \‘a l’ensemble d\’eriv\’e $A_{g}^{\prime}$ de $A_{9}$ . Dans un intervalle
$(\overline{\tau}^{\prime}\overline{\tau}^{\prime\prime})$ int\’erieur \‘a $(\tau^{\prime}, \tau^{\prime\prime})$ il n’existe qu’un nombre fini de points de $A_{g}$ .
$\mathfrak{F}$ \’etant une famille sans-manque, il existe une fonction de $\mathfrak{F}$ qui coincide
avec $f(t)$ , dans I’intervalle $(\overline{\tau}^{\prime}, \overline{\tau}^{\prime\prime})$ . Puisque la famille $\mathfrak{F}$ est quasi-
compacte, il existe donc une fonction de $\mathfrak{F}$ qui coincide avec $f(t)$ dans
$t_{\tau^{\prime},\tau^{\prime\prime})}$ . D’une mani\‘ere g\’en\’erale, on verra sans peine que si $(\tau^{\prime}, \tau^{\prime\prime})$

est un intervalle contigu a l’ensemble d\’exv\’e $A_{\bullet}^{(\alpha)}$ d’ordre $a$, o\‘u $a$ est un
nombre transfini de classe I ou II, il existe une fonction de $\mathfrak{F}$ qui coIn-
cide avec $f(t)$ dans l’intervalle $(\tau^{\prime}, \tau^{\prime\prime})$ . Mai$ns$ l’ensemble $A_{9}6$tant
ferm\’e et d\’enombrable, les. ensembles d\’eriv\’es $A_{g}$ sont $n$uls \‘a partir d’un
certain rang. Le th\’eoreme est donc \’etabli.
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Soit $f_{\backslash }(t)$ un $e$ fonction continue d\’efinie dans urt intervalle $(\tau^{\prime}, \tau^{\prime\prime})$

telle que tout point de la courbe $f(t)$ soit un point semi-singulier de

mesure positive a droite (gauche). Nous appellerons, pour simplifieB

l’exposition, la courbe $f(t)$ ligne de $m_{d}>o(m_{g}>0)$ . La ligne de $m_{d}>0$

et de $m_{9}>0$ sera appel\’ee ligne de $m>0$ .
$Th\acute{e}or\grave{e}lne26$ . $Danslesm\hat{e}meshypoih\text{{\it \’{e}}} sesqu’ auth\acute{e}or\grave{e}mepr\acute{e}c\acute{e}dent$ ,

l’enesemble des points de rencontre droit de la ligne $f(t)$ de $m_{d}>0$ avec les

autres lignes de $m_{d}>0$ est on plus d\’enombrable.

Soit $R_{d}1$ ‘ensemble des points $p$ tels que si $\tau$ est l’abscisse du point

$p$ , il existe un $e$ ligne $g(t)$ de $m_{d}>0$ satisfaisant aux conditions:

$f(\tau)=g(\tau)$ et $f(t)\neq g(t)$

pour $ t-\tau$ positif et assez, petit. $R_{d}$ est par d\’efinition l’ensemble des

pbints de rencontre droit. On peut attacher \‘a chaque point $p$ de $R_{d}$ un
n6mbre positif $\delta(p)$ en sorte qu’il existe une ligne $g(t)$ de $m_{d}>0$ tell que

$g(t)=f(t)$ pour $ t=\tau$

$g(t)=f(t)$ pour $\tau<t\leqq\tau+\delta(p)$ ,

$\tau$ \’etant l’abscisse du point $p$ . Nous d\’esignerons par $R_{d}^{\epsilon}$ l’ensemble des
points $p$ de $R_{d}$ pour lesquels on a $\delta(p)>e$ . Supposons que $R_{d}$ n’\’etait

pas d\’enombrable. Il existerait alors un nombre positif $e$ tel que l’en-
semble $R_{d}^{2e}$ ne soit pas d\’enombrable. L’ensemble $\overline{E}_{9}$ \’etant d\’enombrable,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{d}^{\epsilon}$ contiendrait un point $p_{0}$ n’appartenant pas \‘a $E_{g}$ et dont chaque

voisinage contient un nombre $n$on d\’enombrable de points de $R_{d}^{28}$ . Soit
$A$ l’ensemble des points de la courbe $f(t)$ dont les absci $s$ses sont au
plus \’egales \‘a $\tau_{o}+e$ et au moins \’egales \‘a $\tau_{o}-e,$ $\tau_{o}$ 6tant l’abscisse du point
$p_{0}$ . Soit $\mathfrak{F}0$ la famille $F_{g}(S_{\tau_{0}+e^{\prime}}F_{d}(A, \mathfrak{F}))$ , o\‘u $S_{t}=S_{t}(A, \mathfrak{F})$ . Si $e$ est
assez petit, la r\’egion $R(\mathfrak{F}_{0})$ ne contiendrait aucun point de $E_{g}$ . A con-
tenant un nombre non d\’enombrable de points de $R_{d}^{2e}$ , $S_{\tau_{0}+e}$ contiendrait
un nombre non d\’enombrable de points de rencontre du plan avec les
lignes de $m_{d}>0$ . Ces points de rencontre seraient des points semi-
singuliers de mesnre positive \‘a droite. Or cela est impossible comme
le montre le th\’eor\’eme suivant.
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Th\’eoreme 27. Soit $E$ un ensemble de troncature d’une famiue
quasi-compacte $\mathfrak{F}$ . Soit $E_{\sigma}$ l’ensemble des points semi-singuliers a gauche
situes a droite de E. Si $l’ ensemble\overline{E}_{g}$ des points d’accumulation de $E_{g}$

stitu\’es dans $E$ est denombrable, l’ensemble E. ne peut contenir qu’un
nombre d\’enombrable de points semi-singuliers de mesure positwe \’a

droite.

En effet, si l’ensemble $S$ des points semi-singuliers de mesure posi-
tive \‘a droite n’\’etait pas d\’enombrable, il existerait dans $E$ un point $p$

n’appartenant pas \‘a $\overline{E}_{g}$ et dont chaque voisinage contient un nombre
non d\’enombrable de points de $S$ . Soit $\tau$ l’abscisse du point $p$ . On
pourrait choisir un voisinage $V(p)$ et un nombre positif $e$ de mani\’ere
que si $\mathfrak{F}_{0}$ d\’esigne la famille $F_{g}(S_{\tau+8}, F_{d}(EV(p), \mathfrak{F}))$ , o\‘u $S_{t}=S_{t}(EV(p)$ ,
$\mathfrak{F})$ , la r\’egion $R(\mathfrak{F}_{0})$ ne contienn $e$ aucun point de $E_{g}$ . Si $p_{1}\epsilon EV(p)$ ,
$p_{2}\epsilon EV(p)$ , $p_{1}\neq p_{2}$ , les r\’egions $R_{d}(p_{1}, \mathfrak{F}_{0})$ et $R_{d}(n, \mathfrak{F}0)$ ne conti-
endraient aucun point commun. $EV(p)$ ne pourrait donc contenir
qu’un nombre d\’enombrable de points de $S$ contrairement \‘a l’hypoth\‘ese.

Remarque. Dans le cas de l’espace $\mathfrak{W}_{1}$ (i.e. le cas de la famille de
fonctions r\’eelles) tout point semi-singulier d’une famille sans-manque
est de mesure positive, et l’hypoth\’ese sur la mesure est inutile.

28. Points $non\cdot oe\prime guliers$ de mesure positive. Soit $\mathfrak{F}$ une famille
de fonctions continue dans $\mathfrak{T}$ . Un point $p$ de $R(\mathfrak{F})$ sera appel\’e point

semi-non-r\’egulier de mesure positive \‘a droite (gauche) si la mesure de
$B_{d}(p, \mathfrak{F})$ $(R_{g}(p, \mathfrak{F}))$ est positive. Le point $p$ tel que $R_{d}(p, \mathfrak{F})$ et
$R_{d}(p, \mathfrak{F})$ sont de mesure positive $se$ra appel\’e point non-r6gu1ier de
mesure positive. Soit $f(t)$ une fonction continue dans un intervalle $(\tau^{\prime}$ ,
$\tau^{\prime\prime})$ et telle que tout point de la courbe $f(t)$ soit un point semi-non-
r\’egulier de mesure positive \‘a droite (gauche); alors la courbe $f(t)$ sera
appe16e ligne de $M_{d}>0(M_{g}>0)$ . On obitent comme au $\cdot$ num6ro
pr\’ec\’edent les th\’eoremes suivants.

Th\’eoreme 28. Soit $\mathfrak{F}$ une famille saus-manque, quasi-compacte et
semi-r\’eguliere $\delta$ gauche. Alors toute ligne de $M_{d}>0$ appartient \’a la

famiue.
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Th\’eorime 29. Dans $M$ naemes hypoth\‘eses qu’au tuor\’em \Psi \’ec\’e-
dent, une ligne de $M_{4}>0$ ne rencon tre qu’un mmbre d\’enombraue de
ligma de $M_{d}>0$ .

Theoreme 30. Tout ensemble de troncature d’une famiue semi-
r\’eguliere et quasi-compacte contient au plus un nombre d\’enombrable de
points semi-non-r\’eguliers de mesure positw$e$ .

II.–SUITES DE FAMILLES R\’EGULI\^ERES

Supposons qu’une suite de familles r\’eguli\‘eres converge vers une
famille $\mathfrak{F}$ . Cette famille est kneserienne et la section $S.(p, \mathfrak{F})$ est un
continu. Mais peut-elle \^etre un continu quelconque ? Plus pr\’ecis$6ment$ ,
$4tant$ donn\’e $d$ans un plan $ t=\tau$ un continu quelconque $C$, peut-on
trouver une suite de familles r\’eguli\’eres telle que $S_{r}Cp,$ $\mathfrak{F}$) $=C,$ $\mathfrak{F}$ d6-
signant sa limite ? C’est ce que nous \’etudierons dans cette section.
Mais avant cet \’etude il est commode $de$ classifier les continus. Nous
d\’esignerons par $\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ l’espace que l’on obtient en $ad$joutant \‘a $\mathfrak{W}_{n}$ un
point a l’infini. L’espace $\overline{\mathfrak{U}}$ est \’equivalent, au point de vue topologi-
que, \‘a une sphere dans $\mathfrak{W}_{n+1}$ . Par l’emploie de $\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ au lieu de $\mathfrak{W}_{n}$ ,
nous pouvons \’eviter de faire des remarques annuyeux. Nous sup-
posero$ns$ donc que l’espace d\’ependant que nous consid\’ererons dans
cette section est $\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ .

29. Classification des continus. Un continu $C$ est dit de la classe
1 s’il peut se ’r\’eduire \‘a un point par d\’eformation continuelle dans un
ensemble ouvert quelconque contenant $C$. Soit $k$ un entier plus grand
que 1 et supposons d\’efinis les continus des classes inf\’erieures \‘a $k$ . Un
continu $C$ est dit de la class$ek$ s’il n’est pas de la classe inf6rieure a $k$

et si \‘a chaque ensemble ouvert $0$ contenant $C$ correspondent des con-
tinus $C_{1},$ $C_{2},$

$\ldots$ . jouissant des ProprI\’et\’es suivantes:
$1^{Q}$ . $C_{1}+C_{2}+\ldots.CC$ ;

$2^{o}$ . $\sum_{i}$ cls $(C_{i})=k-1(B)$ ;

\langle 16) Nous d\’esignerons par cls $(C)$ la classe du continu $C$.
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$3^{o}$ . Tout ensemble ferm6 coatenu dans $C-\sum_{i}$ Ci peut se $r\omega uioe$ a
un rint par une d\’eformation continuelle faite dans $O$.

Th\’eoreme 31. Si dewx continus $E$ et $E^{\prime}$ ont des $\mu ints$ communs, $le$

eonbinu $E+E^{1}$ est de la classe au plus \’egale Ct cls $(E)+cls(E^{\prime})$ .
Soit $O$ un ensemble ouvert quelconque contenant $E+E^{\prime}$ . Il existe

un ensemble ouvert $O_{0}$ contenu dans $O$ et contenant $E$. Par d\’efinition,
il existe des continus $C_{1},$ $C_{2},$

$\ldots$ . jouissant des propri\’et\’es $1^{o},$ $2^{o},$ $3^{o}$

relatives \‘a $E$ et \‘a $O_{0}$ . Tout ensemble ferm\’e contenu dans

$E+E^{\prime}-(\sum_{:}C_{i}+E^{\prime})=E-\sum_{l}$ Ci

peut se r\’eduire \‘a un point par d\’eformation continueUe dans $0$ (puisque
$O>O_{\theta})$ . Donc

cls $(E+E^{\prime})\leqq\sum$ cls $(C_{i})+cls(E^{\prime})+1$

$\leqq cls(E)+cls(E^{\prime})$ . $\acute{C}.Q.F.D$ .
Grace \‘a cette propri\’et\’e, on peut supposer que danv la $d6finition$ de

la classe les continus $C_{i}$ sont disjoin$ts$ .
30. Invariance de la classe du continu.

Th\’eoreme 32. La dasse $du$ continu est ind\’ependante $du$ nombre de
dimensions de l’espace qui le contient.

Soint $C$ un continu dans $EIIS_{n}$ , et d\’esignons par $k$ la classe du con-
tinu $C$. On peut le consid\’erer comme un continu dans $\overline{\mathfrak{W}}_{n+1}$ ; la classe
de $C$ consid\’er\’e comme un continu dans $\overline{\mathfrak{W}}_{n+1}$ sera d\’esign\’ee par $k^{\prime}$ . $n$

est \‘a d\’emontrer que $k=k$. Dans le cas o\‘u $C$ contient tous les
points de $\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ , il east visible que $k=k^{\prime}=2$ . Excluons ce cas. Nous
pouvons alors supposer que le point \‘a l’infini n’appartient pas \‘a $C$, car
le point \‘a l’infini ne joue aucun r\^ole sp\’ecial dans $\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ . Nous con-
sid\’ererons donc le cas o\‘u $C$ est.un continu born\’e dans $\mathfrak{W}_{n}$ . Prenons
dans $\mathfrak{W}_{n+1}$ un syst\’eme de coordonn\’ees cart\’esiennes $x_{1},$ $x_{2}$ , . ...,
$x_{n+1}$ de mani\’ere que $\mathfrak{W}_{n}$ soit le plan repr\’esent\’e par $x_{n+1}=0$ . Si $O$ est
un ensemble ouvert dans $\mathfrak{W}_{n+1}$ contenant $C$. Il existe un ensemble
ouvert $O_{1}$ dans $\mathfrak{W}_{n}$ contenant $C$ et contenu dans $0$ . Une d\’eformation
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continuelle dans $O_{1}$ est aussi une d\’eformation continuelle dans $0$ . Il

suit de l\‘a que $k^{\prime}\leqq k$. Inversement soit $O_{1}$ un ensemble ouvert dans
$\mathfrak{W}_{n}$ contenant $C$. Il existe alors un ensemble $0$ ouvert dans $\mathfrak{W}_{n+1}$ con-
tenant $C$ et dont la projection faite parall\’element \‘a l’axe des $xs$ur le
plan $\mathfrak{W}_{n}$ est contenu dans $O$ . Consid\’erons une d\’eformation continuelle
dans $O$

$x_{i}=f_{i}(p, t)$ $(i=1,2, \ldots., n, n+1)$ .
La d\’eformation repr\’esent\’ee par

$x_{i}=f_{i}(p, t)$ $(i=1,2, \ldots. n)$

$x_{n+1}=0$

est une d\’eformation continuelle faite dans $O_{1}$ . Il suit de la que $k\leq k^{\prime}$ .
On aura donc

$k=k^{\prime}$ . C.Q.F.D.

31. Suites convergentes de familles r\’eguli\’eres. Nous allons main-
tenant \’etablir le th\’eor\‘eme suivant.

Th\’eoreme 33. Supposons qu’une suite compacte de familles com-
pactes et r\’eguli\‘eres: $\mathfrak{F}_{1},$ $\mathfrak{F}_{2}\cdots$ . converge vers une famille $\mathfrak{F}$ . Soient
$E_{g}$ l’ensemble des points semi-singuliers a gauche de la famille $\mathfrak{F}$ et $E_{g}^{\prime}$ son
ensemble d\’erw\’e. Soit $C$ un continu de la classe $k$ dans $S_{0}(\mathfrak{F})$ . Si
$R(C, \mathfrak{F})$ se trouve a l’int\’erieur de la r\’egion fondamentale $R(\mathfrak{F})=R(\mathfrak{F}:)$

par rapport \’a $E(\mathfrak{W}_{n}, \mathfrak{T})$ et si l’on a

$R(C, \mathfrak{F})E_{g}^{\prime}=0$ , $R(C, \mathfrak{F})E_{g}CS_{1}(C, s\propto)$ ,

$S_{1}(C, \mathfrak{F})$ est un continu de la dasse au plus \’egale a $k+m,$ $md\acute{e}_{\text{ノ}}s\dot{\iota}gnant$

le nombre des points de $E_{g}$ contenus dans $S_{1}(C, \mathfrak{F})$ .
D’une maniere g\’en\’erale, soit $C$ la somme des continus disjoints:

$C^{1},$ $C^{2},$
$\ldots$ ., $C^{\mu}$ des classes $k^{(1)}$ , $k^{(2)},$

$\ldots.$ , $k^{(\mu)}$ respectivement
$(k=_{i-1}^{\mu}\lambda^{\urcorner}k^{(i)})$ . La section $S_{1}(C, \mathfrak{F})$ est alors la somme de continus dis-
joints $S^{1},$ $S^{2},$

$\ldots$ . en nombre $\mu^{\prime}$ au plus \’egal \‘a $\mu^{(17)}$ . On aura alors

(17) La section $S_{\tau}(C^{i}, \mathfrak{F})$ est un continu d’apr\‘es le th\’eoreme du $n^{o}10$.
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;li cls $(S^{i})\leqq k+m$ . Nous supposerons le th\’eor\‘eme \’etabli pour $k<k_{0}$

sous la forme g\’en\’eralis\’ee et montrons que le th\’eor\‘eme reste vrai
pour $k=k_{0}$ . Consid\’erons d’abord la cas de $\mu^{\prime}>1$ Alors on aura par
hypoth\’ese

$\backslash $ cls $(S^{l})\leqq\sum_{j}(i)k^{\{s)}+m^{(i)}$

$m^{(i)}$ d\’esignant le nombre des points de $E_{g}$ situ\’es dans $S^{i}$ et $\sum_{j}^{(i)}$ d\’esig-

nant la somme \’etendue aux indices $j$ tels que $S_{1}(C^{j}, \mathfrak{F})<6^{\tau i}$. On en
d\’eduit

$\sum_{i-1}^{\mu^{\prime}}$ cls $(S^{l})\leqq k+m$.
Consid\’erons ensuite le cas de $\mu^{1}=1$ , c’est-\‘a-dire le cas o\‘u $S_{1}(C, \mathfrak{F})$ est
un continu S. $\sigma$ \’etant de la classe $k^{(i)}$ , il existe dans $\sigma$ des continus
disjoints $C\dot{i},$ $\sigma_{2},$

$\ldots.$ . tels que $\sum_{j}$ cls $(\sigma_{j})=k^{(i)_{-}}1$ et que tout
ensemble ferm \’e dans $C^{i}-\sum_{j}U_{j}$ peut se r\’eduire \‘a un point par une
d\’eformation continuelle dans un ensemble ouvert quelconque contenant
$C^{i}$ . D\’esignons par $p^{1},$ $p^{2},$

$\ldots.,$
$p_{m^{\prime}}$ les points de $E_{g}(S-\sum_{1j}S_{1}t\sigma_{J}, \mathfrak{F}))$

et par $p_{m^{\prime}+1},$ $\ldots.,$ $p_{m}$ les points de $E_{g}S_{1}(\sum_{1.j}C_{j}^{i}, \mathfrak{F})$ . Le th\’eoreme \’etant

admis pour $k<k_{0},$ $S_{1}(\sum C_{j}^{i}, \mathfrak{F})$ est la somme des continus $dIsjoints_{I}$

$S_{1},$ $S_{2},$
$\ldots$ . tels que

$\sum_{:}$ cls $(S_{i})\leqq\sum_{i}(k^{(i)}-1)+(m-m^{\prime})\leqq k_{0}+m-m^{\prime}-1$ .

Il suffit donc de d\’emontrer que tout ensemble ferm\’e contenu dans
$S-(\sum S_{j}+\sum p_{j})\mu^{\prime}$ peut se r\’eduire \‘a un point par une d\’eformation con-
tinuelle $dansun-l$ ensemble ouvert quelconque contenant S. Mais il est
\’evident que si deux continus $S_{1}(C^{i}, \mathfrak{F})$ et $S_{1}(C^{j}, \mathfrak{F})$ ont des points

communs, ces points communs appartiennent \‘a $E_{9}$ . Par suite, les $\mu$

ensembles(18)

$A_{i}=S_{1}(C^{i}, \mathfrak{F})-(\sum_{j}S_{j}+\sum_{j- 1}^{m^{\prime}}p_{j})$ $(i=1,2, \ldots. \mu^{\prime})$

sont disjoints et il suffit de montrer que tout ensemble ferm\’e contenu
dans l’ensemble $A_{i}$ peut se r\’eduire \‘a un point par une d\’eformation

contiuelle dans un ensemble ouvert quelconque contenant $S_{1}(C^{i}, \mathfrak{F})$ .
(18).Soient $A$ et $B$ deux ensembles. Nous d\’esignerons par $A-B$ l’ensemble des

\’el\’ements de $A$ n’appartenant pas \‘a $B$ .
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Soit $O_{1}^{i}$ un engemble ouvert par rapport au plan $t=1$ et conterbant
$S_{1}(\sigma, \mathfrak{F})$ . La famille $\mathfrak{F}$ \’etant eempacte, il existe dans $\mathfrak{A}\mathfrak{F}$) un
ensemble ferm\’e $O_{0}^{:}$ contenant int6rieurement $\sigma$ et tel que $8(O_{0}^{i}, \mathfrak{F})$

appartient \‘a $O_{0}^{:}$ . Soit $F_{i}$ un ensemble ferm\’e quelconque dan$sA_{:}$ .
$R(F_{i}, \mathfrak{F})$ ne contient aucun point semi-singulier a gauche; par suite
$S_{0}(F_{i}, \mathfrak{F})$ est un ensemble ferm\’e dans $\sigma-\sum C_{j}^{i}$ . Il existe donc un
$en$semble ferm\’e $B_{i}$ contenant int\’erieurement l’ensemble $R(F_{i}, \mathfrak{F})$ et
Pouvant se r\’eduire \‘a un point par une d6formation continuelle dans
$O_{0}^{i}$ . On verra sans peine que pour $i$ suffisamment grand on a

$S_{1}(O_{0}^{i}, \mathfrak{F}_{i})<0_{1}^{i}$ ,

$S_{1}(B_{1}, \mathfrak{F}_{j})\supset F$:

Puisque la famille $\mathfrak{F}_{j}$ est r\’eguli\’ere et compacte et que $O_{0}^{:}$ appartient \‘a

la r\’egion $R(\mathfrak{F}_{f})$ , on peut \’etablir un $e$ correspondance biunivOque et
bicontinue ent$re$ les ensembles $\sigma_{0}$ et $S_{1}(O_{0}^{i}, \mathfrak{F}_{j})$ ; et par cette cor-
respondance, l’ensemble $B_{i}$ correspondra a un ensemble contenant $F_{i}$ .
Puisque $B_{i}$ peut se r6duire \‘a un point par une d\’eformation continuelle
$d$ans $\sigma_{0},$ $\mathfrak{F}:pe$ut se r6duire a un point par une d\’eformation continuelle
dans $O\dot{i}$ . Le th\’eoreme est donc \’etabli.

Du th\’eor\’eme \’etabli tout \‘a l’heure d\’ecoule imm\’ediatement ce
th\’eor\‘eme.

Th\’eoreme 34. Soit $\overline{\mathfrak{F}}$ une famille sans-manque contenant la limite
$\mathfrak{F}$ d’une suite compacte et eonvergente de familles compactes et r\’egu-
$li\dot{e}res\overline{\mathfrak{F}}_{i}$ . Soient $E_{g}$ l’ensemble des points semi-singuliers $d$ gauche de la
famille $\overline{\mathfrak{F}}$ et $E_{g}^{1}$ son ensemble d\’eriv\’e. Soit $C$ un continu de la elasse $k$

dans $S(\overline{\mathfrak{F}})$ . Si $R(C,\overline{\mathfrak{F}})$ se trouve a l’int\’erieur par rapport a $E(\overline{\mathfrak{W}}_{n}, \mathfrak{T})$

de la r\’egion fondamentale $R(\mathfrak{F})=R(\mathfrak{F}_{i})$ et si $R(C,\overline{\mathfrak{F}})$ ne contient
ancun point de $E_{g}^{1}$ , Si ( $C,\overline{\mathfrak{F})}$ est un continu de la dasse au plus e’gale a
$k+m,$ $m$ d\’esignant le nombre des $\mu ints$ de $E_{g}$ contenus dans $R(C,\overline{\mathfrak{F}})$ .

Supposons que $S_{\iota_{i}}(C,\overline{\mathfrak{F}})$ eontient $m$ points de $E_{g}(0=h<t_{1}<t_{2}$

$<\ldots.<t_{\epsilon}=1;\sum_{i\rightarrow 1}^{s}m_{i}=m)$ . D\’esignons par $s_{:}$ la section $a_{i}(C,\overline{\mathfrak{F}})$ et
par $k_{i}$ la classe du continu $S_{i}$ . La famille $\overline{\mathfrak{F}}$ \’etant sans-manque,
$F_{d}(S_{i},\overline{\mathfrak{F}})$ colncide avec la famille $F_{d}(s_{:},\overline{\mathfrak{F})}$ : on aura donc en particulier
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$S_{i+I}=F_{d}(S_{i}, \overline{\mathfrak{F}})$ .
Or on verra sans peine que

$F_{g}(S_{i+1}, F_{d}(S_{i}, \overline{\mathfrak{F}}))=F_{9}(S_{i+1},$ $F_{d}(S_{i}, \mathfrak{F})\rangle$ .

On peut donc appliquer le th6orem $e$ pr\’ec6dent et obtiendra

$k_{i+1}\leqq h+m_{i+1}$ .
Par suite

$k_{s}\leqq k+\sum_{1}^{\epsilon}m_{i}=k+m$ . C.Q.F.D.

III.–QUELQUES REMARQUES

Nous supposeron $s$ dans cette section que l’espaee d\’ependant est
$\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ .

32. Familles serr\’ees. La classe d’un continu dans $\overline{\mathfrak{W}_{1}}$ est 2 ou 1
suivant qu’il colncide avec $\overline{\mathfrak{W}}_{1}$ ou non. Cela pos\’e, on obtient ce
th\’eoreme.

Th\’eor\‘ene 35. Si l’espace d\’e\varphi ndant est $\overline{\mathfrak{W}}_{1}$ , toute famrlle compacte

te& $que$ la sechon $S_{r}(\mathfrak{F})$ est un continu clbnt la classe ne d\’epend pas de
$\tau$ est unefamilfe s\’err\’ee.

Dans le cas o\‘u la cIass $e$ de $S_{\tau}(\mathfrak{F}\rangle$ est \’egale \‘a 2 $R(\mathfrak{F})$ coincide avec
$E\overline{(\mathfrak{W}}_{1},$ $\mathfrak{T}$). Si un ensembl$eF$ dans $S_{r}(\mathfrak{F})$ s\’epare deux points $p_{1},$ $p_{2}$ ,

$R(F, \mathfrak{F})$ divise la r\’egion $R(\mathfrak{F})$ en plusieurs parties parmi lesquelles

il existe deux contenant $p_{1}$ et $p_{2}$ respectivement. Le th\’eor\‘eme est
donc \’evident dans ce cas. Consid\’erons ensuite le cas o\‘u la cIasse de
$S_{\pi}(\mathfrak{F})$ est \’egale \‘a 1. Dans ce cas, $S(\mathfrak{F})$ est un segment de droite
(pouvant contenir le point \‘a l’infini). D6signons par $G(\tau)$ et $g(\tau)$ les
ordonn\’ees des extr\’emit\’es du segment $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ . On verra sans peine que
$G(t)$ et $g(t)$ sont des fonctions continues. On peut donc construire
facilement une fonction continue dans $\mathfrak{T}:\psi(t)$ telle que tout point de

la courbe $\psi(t)$ soit ext\’erieur a $R(\mathfrak{F})$ . Supposons qu’un point $P$ de $S_{\tau}(\mathfrak{F})$

s\’epare deux points $p_{1}$ et $Pz$ de $S(\mathfrak{F})$ . Soit $f(t)$ une courbe passant par

$\leftarrow$
(19) Nous dirons qu’une fonction $f(t)$ est continue pour $t=t_{0}$ si $\lim_{l-\phi}f\langle t\}\approx f(l_{0}\rangle$. $\beta\{Q$

poevant \^etre $\infty$ .
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$P$. Les deux courbes $f(t)$ et $\psi(t)$ divisent $E(\overline{\mathfrak{W}}_{1}, \mathfrak{F})$ en deux parties
dont l’une contient $p_{1}$ et l’autre $p_{2}$ . Donc tout continu situ\’e dans
$R(\mathfrak{F})$ et contenant $p_{1}$ et $p_{2}$ rencontre n\’ecessaireme$nt$ la courbe $f(t)$ . Le
th\’eor\’eme est compl\‘etement \’etabli.

Ce th\’eor\‘eme ne se g\’en\’eralise pas dans le cas de $\overline{\mathfrak{W}}_{n}$ o\‘u $n\geqq 2$ ,
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple. Prenons dans un espace \‘a trois dimensions trois axes
rectangulaires $Ox,$ $Oy,$ $Oz$ . Consid\’erons les trois familles de demi-
droites.

$\mathfrak{F}_{1}$ : $y=\pm(x-a)$ , $z=0$ , $x\geqq a$ , $(a\geqq 0)$ .
$\mathfrak{F}_{2}$ : $y=\pm b$, $z=\pm c(x-b)$ , $x\leqq b$ ,

$(|c|\leqq 1, -\infty<b<+\infty)$ .
$\mathfrak{F}$ : $y=\pm b$ , $z=\pm(x-b-h)$ , $x\leqq b+h$ ,

$(h\geqq 0, -\infty<b<+\infty)$ .
Soit $\mathfrak{F}$ la famille sans-manque des fonctions $f(x)$ continues dans $0\underline{\leq}x\geq^{\prime}1$

et telles que chaque $f(x)$ repr6sente une courbe compos\’ee de parties des
demi-droites des trois familles $\mathfrak{F}_{1},$ $\mathfrak{F}_{2},$ $\mathfrak{F}\S$ . Si l’on ajoute \‘a la famille
$\mathfrak{F}$ la fonction: $ f_{0}(x)=\infty$ pour $0\leqq x\leqq 1$ , on obtient une famille compacte

(20) Nous prendrons ici pour la variable ind\’ependante la variable $x$ au lieu de $t$.
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et sans-manque $\overline{\mathfrak{F}}$ telle que $R(\overline{\mathfrak{F}})=E(\overline{\mathfrak{W}}_{2}, \mathfrak{T}_{x})$ , o\‘u $\mathfrak{T}_{x}$ d\’esigne l’inter-

valle $0^{\prime}\geq x\leqq 1$ . Si $E$ est l’ensemble des points de la droite $x=0,$ $z=0$ ,

$E$ divise le plan $x=0$ en deux parties $P_{1}$ et $P_{2}$ . Mais $R(E,\overline{\mathfrak{F})}$ est

l’ensemble des points $(x, y, z)$ v\’erifiant les relations

$z=0$ , $y\geqq x$ ; $0\leqq x\leqq 1$ ,

ou $z=0$ , $y\leqq-x$ , $0\leqq x\leqq 1$ .
On peut donc joindre un point de $P_{1}$ \‘a un point de $P_{2}$ par une courbe

de jordan ne contenant aucun point de $R(E, \mathfrak{F})$ .
33. Familles kneseriennes. Familles bord\’ees. Soit $\mathfrak{F}$ une famille

sans-manque et compacte. L’exemple du num\’ero pr\’ec\’edent montre
que $\mathfrak{F}$ peut ne pas \^etre une famille kneserienne m\^eme dans le cas o\‘u
$R(\mathfrak{F})=E(\overline{\mathfrak{W}}_{n}, \mathfrak{T})$ . Sais dans le cas de $n=1$ on obtient facilement

ce th\’eor\‘eme.

Th\’eor\‘eme 36. Si l’espace est $\overline{\mathfrak{W}}_{1}$ , toute famille $\mathfrak{F}$ compacte, sans-
manque et telle que la section $S_{\tau}(\mathfrak{F})$ est un continu dont la classe ne
d\’epend pas de $\tau$ est une famille kneserienne. Par suite $\mathfrak{F}$ est une

famiue bord\’ee.

La famille consid\’er6e dans l’exemple du num\’ero pr\’ec\’edent est
bord\’ee. On peut donc se proposer la question: Toute famille sans-
manque et compacte est-elle toujours une famille bord\’ee ?

(21) En faisant quelques hypoth\‘eses subsidiaires sur la r\’egion fondamentale: par
exemple

$R(\mathfrak{F})=E(\mathfrak{M}_{n}, \mathfrak{T})$ .


