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Considérons une équation différentielle ordinaire

® gi;-~=f(x,y)

dont le second membre est une fonction continue et bornée dans le
domaine '

(D) ol <a,  lyl <o

Cauchy a démontré existence et I'unicité de la solution de (1) satis-
faisant a4 la condition initiale donnée, en admettant de certaines con-
ditions subsidiaires relatives 4 f. Mais Pexistence de la solution est
indépendante des conditions subsidiaires et résulte seulement de la con-
tinuité de .  Cela a été remarqué par Peano. Il a obtenu encore un
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résultat plus précis. Considérons par exemple I’ensemble des solutions
satisfaisant a la condition initiale : »(0) = 0. Parmi ces intégrales, il
existe deux y = M(x), y = m(x) telles que ’on ait

m (x) <y (x) < M ()

quelle que soit I’intégrale y(x) satisfaisant 4 la méme condition initiale.
De plus, la région entre les deux courbes intégrales y=M(z) et y=m(x)
est remplie par les courbes intégrales telles que y(0) = 0. Ce théoréme
une fois établi, il serait naturel de tenter de.l’étendre au cas d’un
systéme d’équations différentielles

(2) (?ld,;/: =ﬁ(x’ Y1, ..' LRCE yn) (?: = 1’ 2) ~~~~ ) n)’

ot les f; sont des fonctions continues et bornées dans le domaine
| < a, lysl < o0 z=1,2,....,n).

On est ainsi conduit au théoréme de H. Kneser : La section par un plan
perpendiculaire a ’axe des « de la région remplie par les courbes inté-
grales passant par l’origine est un continu. C’est une généralisation
de la deuxiéme partie du théoréme de Peano. J’ai trouvé le théoréme
qui généralise la premiére partie du théoréme de Peano.

D’autre part la notion d’intégrales a été généralisée de plus en plus
et cela influe naturellement sur la théorie des équations différentielles.
Considérons par exemple le cas ol les f; dans (2) sont continues seule-

ment par rapport & (¥1, ¥z, ...., ¥s) et également sommables par rap-
port & x quand on laisse fixes les variables ;. Dans ce cas, il existe,
quelles que soient les constantes %o, %7, un systéme de n fonctions con-

tinues y:(x) satisfaisant aux relations

h@ =0+ Fi@ o @, v @) da
=12 ....,n),
les intégrales étant celles de Lebesgue. Alors les égalités

v' @) =filx, h (@), ...., yn (%)) (t=1,2,....,m)
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sont remplies presque partout. Appelons le systéme des fonctions
yi(x) une solution du systémes différential (2). Les théorémes cités
ci-dessus restent encore valables pour les solutions ainsi généralisées.
On le voit en poursuivant attentivement les démonstrations de ces
théoréemes. Mais il y a lieu de chercher les démonstrations qui nous
guident a ces généralisations aussi rapidement que possible; En effet,
parmi les propriétés que posséde ’ensemble des solutions du systéme
différentiel (2), quelques-unes sont évidentes ou faciles & vérifier. Par
exemple, si deux courbes intégrales

Y =@p1(X)s e .-y Yn = Pn ()
='\P‘1(§D), °'-"yﬂ=‘!’n(x)

rencontrent en un point de 1’abscisse £, le systeme des fonctions yi(x)
définies par les relations
pi(x) pour w=¢§
@ = |

Yi(x) pour =z =¢

est aussi une solution. Les démonstrations basées seulement sur ces
propriétés contentent notre désir. On est ainsi conduit a considérer la
famille de courbes possédant ces propriétés, indépendamment des
équations différentielles.

~Orla courbe que nous considérons peut étre considérée comme lieu
d’un point mobile p-(x). Nous appellerons encore p(x) fonction a une
variable réelle z. D’une maniére générale, considérons deux espaces
quelconques %, 9) et un ensemble de points X dans X et supposohs qu’a
chaque point de X correspond un point y =f (x) dans ’espace 9). f(x)
est par définition fonction de x; les espaces X et ¥ sont respectlvement
espaces indépendant et dépendant®. Le but principal de notre présent
mémoire est ’étude des familles de fonctions générales 4 une variable
réelle. Les résultats qui seront obtenus dans la suite trouvent naturel-
lement leurs applications dans la théorie des équations différentielles.

Q) Les espaces que nous condmdérerons dans ce mémoire sont des espaces accessi-
bles. La fonction f(x) est dite continue dans X si 4 chaque voisinage V(y),
oi y="(x), xcX, on peut faire correspondre un voisinage V(x) tel que
X’ V(x) entraine f(x/)e V (y).



166 M. Fukuhara

Mais j’ai laissé I’exposition de ces résultats pour un autre mémoire.
Car pour la discussion compléte des familles des courbes intégrales, il
me semble naturel d’introduire la notion d’inéquations différentielles
sur lesquelles on doit faire quelques études préliminaires.

CHAPITRE 1

INTRODUCTION
I.—ENSEMBLES DE POINTS. SUITES D’ENSEMBLES

1. Sommes et produits. Soient E;, E:, .... des ensembles de
points dans un espace. Leur somme que nous dés1gnerons par ZE’.
=FE,+Ez2+.... est ’ensemble des points appartenant 4 I'un au ‘moins
des ensembles E;; leur produit que nous désignerons par II E; = E, E;

.. est I’ensemble des points appartenant a tous les ensen;bles E;.

Théoréme 1. La somme d’un nombre fini ou infini d’ensembles
ouverts et le produit d’un nombre fini d’ensembles ouverts soni des en-
sembles ouverts. Le produit d’un nombre ﬁm ou infini d’ensembles fermés
et la somme d’un nombre fini d’ensembles fermés sont des ensembles fermés.

2. Les limites superleure et inférieure d’une suite... Soit une sulte

d’ensembles dans un espace :
(1) B, B, ...., Eio....

Sa limite supérieure que nous dés1gnerons par lim E; est l’ensemble des

i=oo

pomts p tels que quel que soit le voisinage V(p) du point p, la relation.

E: V() =0

soit vérifiée pour une infinité de 7.-. Sa limite inférieure que hoﬁs dé--‘
signerons par lim E; est ’ensemble des points p tels que quel que smt

Tg=oo

le voisinage V(p) du point p, la relation

E;V®)=£0
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soit vérifiée pour tous les 4 sufﬁsamment ‘grands. Dans le cas ol les
deux limites coincident: FE = !LIEQE = lim E;, nous dlrons que la suite
converge vers E. -
Theéoreme 2. Le's,limites supérieure et inférieure d’une suite d’en-
sembles sont des ensembles fermés. o |
Soit une suite d’ensembles: Ei, E:z, ....; ef soit » un point

d’accumulation de l’ensemble E =1lim E', . Le voisinage V(p) du point

. lL-oo

p contient intérieurement un point de E, s01t p’. Il existe un voisinage
V(p') du point p’ co tenu dans V(p). p’ étant un point de E, 1a relation

, E;: V(®)+0
est vérifiée pour une infinité de 4. Puisque V(p') V(p), la relation
E;:V(p)=F0

" est vérifiée pour une infinité de 7. Le point p appartient donc aE. On
peut de 'méme démontrer que I’ensemble E = lim E; est fermé.

i=c0

Remarque I. Soit E; ’ensemble de fermeture de E;. On aura
alors v :
lim E; = lim E;, lim E; = lim E;.

=00 =00 1=00 )

Remarque II. Nous dirons que la suite (1) est croissante si
E\<E,< .... ZE;
et décroissante si |
. EDE>....>E>.
La suite croissante ou décroissante est dite monotone. On peut vérifier
sans peine que la suite monotone est convergente La limite d’une
sulte croissante (1) est ’ensemble de fermeture de la somme SNE;; la

limite d’une suite décr01ssante (1) est l’ensemble de fermeture du
produit T E; .

3. Suites partielles. Soit une suite d’ensembles non convergente :

) o N R
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Dans certains problémes, il est trés utile de savoir ’existence d’une
suite partiellée convergenté. Mais I’existence d’une telle suite n’est
pas certaine dans le cas général. Donc il y a lieu de rechercher dans
quels cas il existe une suite partielle convergente. | “
~ Théoréme 3. Si la différence EIE—IEEz—hil E; = D est un ensemble
parfaitement séparable, on peut extraire de lo:-.;;,tite (1) une suite partielle
convergente.

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons les nombres trans-
finis. Soit 8 un nombre transfini de la classe I ou II, et supposons

définies les suites
(1) EL B, ..., E%, .....

pour tous les « <8 de maniere que si o’ <a la suite (la) est une suite
patlelle de (1) a partir d’un certain rang et que

lim EY — lim E?==0.

2=00 f=o00
Nous allons montrer que si

lzm E} — hm E;==0

pour tous les a < B, on peut ajouter aux suites (1.) une suite
1,) E},E}, ...., E?, .....

ayant les propriétés analogues, ¢’est-a-dire les propriétés suivantes :
(1) La suite (1;) est une suite partielle de (1.) a partir d’un

certain rang ;

2) lim E¢ — lim E? 3=0.

2=00 =00

Pour cela nous distinguons deux cas.

PREMIER CAS. B est un nombre de la premlere catégorle Dans
ce cas, il existe un nombre 8—1 et on a

lim E}- 1—lim E“ 1=!=0

=00 @h:o
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par hypothése. Soit » un point appartenant & cet ensemble. Il existe
évidemment une suite partielle de la suite (1;-;) dont la limite supérieure
ne contient pas p. On peut prendre pour (1;) cette suite partielle.

DEUXIEME CAS. B est un nombre de la seconde catégorie. Soit
une suite de nombres croissants covergent vers 3 :

Aly O2y o o v oy Ojy oo oo o

Dans notre but, il suffit de choisir les ensembles E;* de maniére que la
suite des E? soit une suite partielle de (laj) a partir d’un certain rang
G=12,....). ,
Ainsi nous pouvons construire la suite (1;) jouissant des propriétés
1) et 2). Done, en prenant pour (1;) la suite d’ensembles (1), on peut
définir de proche en proche les suites (1.) jusqu’a ce que 1’on aboutit a
une suite convergente. Cette suite convergente, s’il existe, est une
suite partielle de la suite (1) & partir d’un certain rang. Par suite il
nous reste & montrer que notre procédé transfini fini pour un certain
nombre transfini de la classe I ou II. Pour cela nous utiliserons la
séparabilité parfaite de I’ensemble lim E;—lim E; = E1. E! étant un

i=00 1=

espace parfaitement séparable, il existe un ensemble dénombrable de
voisinages B qui définit cet espace. Désignons par %“‘l’ensemble des
voisinages de B contenant intérieurement au moins un point de E*=
lim Ef—lim E¢. Supposons o< B. Puisque lim E¢—Iim Ef <=0, il

=00 =00 gw 00 g=00 -
existe un point p appartenant & cette différence. Or I’ensemble lim Ef

i=00

est fermé; il existe donc un voisinage V(p) appartenant a B et ne

contenant intérieurement aucun point de lim Ef. Ce voisinage appar-
. 1 L \ 1-w
tient 2 B* mais non a B*. On a done

BB, B — VL0,

L’ensemble B étant dénombrable, ’ensemble B* devient nul a partir
d’un certain rang. Mais si B* = 0, la suite correspondante (1*) est
convergente. Le théoréme est donc établi.

Corollaire. De toute suite d’ensembles dans un espace parfaitement
separable, on peut extraire une suite partielle convergente.
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Car tout ensemble dans un espace parfaitement séparahle ést parfaitaej
ment séparable. “

Remarque. Le point essentiel de la démonstration repose sur
cette propriété: Supposons donnés, dans un espace parfaitement
séparable, les ensembles fermés E., pour tous les nombres transfinis «
de la classe I ou II, en sorte que pour « < B on ait '

. E¢>Eﬁo

Aors tous les E. coincident & partir d’un certain rang. Car Pensemble
lim E{—lim E? est un ensemble fermé dans E ‘

4. Suites de sous-ensembles. Considérons une suite d’ensembles :
1) E,,FE, ....,. E;, .....

Extrayons de E; un sous-ensemble A;; sila suite des sous-ensembles
A; converge vers un ensemble A, A est un ensemble fermé dans lim
E; = E. Proposons-nous la réciproque: Si I’on prend arbitrairemén?:
un ensemble fermé A contenu dans FE, existe-t-il une suite de sous-

ensembles
2) Ay, Aoy oon, Ay oee (A; < EY)

convergeant vers A ? La réponse est affirmative si I’espace est régulier
et parfaitment séparable.

Théoréme 4. Si les ensembles E; sont des ensembles dans un espace
régulier et parfaitement séparable, il existe une suite de sous-ensembles
A; convergeant vers un ensemble fermé A domné dans E = lim E;. De

=00 5
plus les ensembles A; peuvent étre supposés finis.
Pour établir ce théorédme, démontrons d’abord le lemme suivant.
Lemme. St F est un ensemble fermé dans un espace régulier et
parfaitement separable, il existe une suite décroissante d’ensembles ou-
verts contenant F qui converge vers F, ' ‘

Soit une suite décroissante d’ensembles ouverts contenant F':

0%’ O%, ....,O% e o e —"Fl.
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F'1 est un ensemble fermé contenant F. Si F'1—F =0, désignons par p
un point quelconque de F1—F. Soit V(p) un voisinage dont I’ensemble
de fermeture V(p) est disjoint de F. La suite décroissante d’ensembles
ouverts contenant F':

0%’ O%y ----,“O%., --.‘. —’I'_'2

ci (% = O!— V(p), converge vers un ensemble fermé F?2? contenu dans
F! et ne contenant pas p. Si F2 ne coincide pas avec F, on peut de
méme construire une suite decrmssante d’esembles ouverts B

G 08, ...., 0, ....—-F3
telle que ' '
| ;>0 >F, Fr— F3=0.

D’une maniére générale, soit 8 un nombre transfini de la classe I ou 11
et supposons définie pour « < B la suite décroissante d’ensembles ou-
verts contenant F':

0 0¢ ..., 08, .... —F"°
en sorte que, pour a < a’, on ait
O > 05
a partir d’un certain rang et
F*— F¥==0.

Si 8 est un nombre transfini de la premiére catégorie, on peut eonstruix_'e
comme ci-dessus une suite décroissante d’ensembles ouverts contenant
F:

0,08, ....,0, .... —>F®"

de maniére que I’on ait
O 081, Ft1—F=0.

Si B est un nombi'e transfini de la seconde catégorie, soit a1, oz,... .une
suite de nombres transfinis tendant vers 8. On peut construire facile-
ment par le procédé diagonal une suite décroissante d’ ensembles ouverts
contenant F'; ‘
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Og’og, -oo"OE, tooc—’Fﬁ
de maniére que 1’on ait
O < Ok

a partir d’un certain rang. On peut done continuer ce procédé trans-
finiment jusqu’a ce que I’on aboutit & une suite convergeant vers F. 1i
nous reste a montrer que ce procédé doit avoir fin. Mais cela résulte
de la séparabilité parfaite de 1’espace, car si les ensembles F* étaient
définis pour tous les nombres transfinis des classes I et II, tous les
ensembles F* coincideraient a partir d’un certain rang, ce qui serait
contraire a I’hypothése®, ' |

Revenons maintenant au théoréme énoncé au début de ce numéro.
D’aprés le lemme, il existe une suite décroissante d’ensembles ouverts

| 0,0z, ....0,, ......
telle que
' 0,>A, lim O, = A.

N =0

- L’espace étant séparable, il existe dans A un ensemble dénombrable D
dont I’ensemble de fermeture D coincide avec A. Désignons les points
de D par pi1, Pz2,...., Pn,.... A chaque point p; correspond une suite
décroissante de voisinages Vi¥(pi), V(px),. ... convergeant vers px.
On peut supposer que V}(pi) < O.; car s’il n’en était pas ainsi, on
remplacerait V.*(pi) par O.V¥(p;). Puisque A appartient a FE, on peut
faire correspondre a un entier positif # un entier N, tel que ’on ait -

V@) En0
pour k=1,2,....,n, m=N,, N,+1, N,+2,.... . On peut supposer
évidemment que ‘

N<N:<<.... N,<..... ,
Soient p* un point de V¥pi)E.n (N, <m < Npu1: k= 1,2,....,7n) et

A I’ensemble des points p7*, p7’,...., p*. L’ensemble A,, appartient a
O, pour m= N,.. Done

(2) Voir la remarque du numéro précédent.
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lim Am <O

m =0

et par suite .
lim Ay < H O, =1lim O, = A

m =oo 7n =00

Considérons maintenant un point p. de D. A, contient au moins un
point de V.*(px) pourvu que n =k, m = N,. On aura donc

lim A, >D

m=oo

et par suite
lim Aw>D=A.

m=0
Par conséquent la suite des 4,, converge vers A.

5. Suites de continus. Nous dirons qu’une suite d’ensembles :
E.,, E;,.... est compacte, si de toute suite partielle d’une suite quel-
conque de points pi, Pz,...., ot p;eE;, on peut extraire une suite
partielle convergeant vers un point.

Théoreme 5. Pour que la limite supéieure C= hm C; d’une suite
de continus: C., Ca,.... soit un continu, il faut que la suite me se
partage pas en deux suites partielles dont les limites supérieures sont des
ensembles disjoints. Cette condition est aussi suffisante si U'espace est
normal et st la suite est compacte.

Il est clair que la condition est nécessaire. Démontrons donc que
la conditions est suffisante. Pour cela, il suffit de montrer que si C est
la somme de deux ensembles C; et C: fermés et disjoints, on peut par-
tager la suite des C; en deux suites dont les limites supérieures sont
respectivement C; et C;. Or d’apres ’hypothése, il existe deux
ensembles F; et F» fermés, disjoints et contenant & leurs intérieurs les
ensembles C; et C» respectivement. Fi+ F: contient presque tous les
C;. Car, sinon, la suite étant compacte, C contiendrait au moins un
point n’appartenant pas & C1+C:. Par conséquent ’une des relations

Fy > C;, Fe > C;

a lieu pour presque tous les C;. La suite des C; vérifiant la premieére
de ces relations a sa limite supérieure C; et la suite des C; vérifiant la
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seconde de ces relations a C; comme la limite supérieure. Le théoréme
est donc établi.

Corollaire. Silim C;==0 ou les C; sont des conttnus dans un espace
normal et si la suite Zz}: C; est compacte, I’ensemble 11_—13 C; est un continu.
Car la condition, que la suite de codtinus C; tne se partage pas en
deux suites dont les limites supérieures sont des ensembles disjoints,

est évidemment remplie si lim C; 3= 0.

imo

II.—FONCTIONS CONTINUES

6. Espace d’ensembles compléetement compacts®. Soit 2 un es-
pace accessible et € le systéme de tous les ensembles complétement
compacts dans 2. Nous définirons le voisinage d’un ensemble com-
plétement compact €, comme il suit. - Soit

’ Ol, 02, '-.-.,On‘

un systeme d’énsembles ouverts couvrant €, :

§0i>E0, O:Ey=0 (1=1,2,....,n).

=1

L’ensemble de tous les ensembles complétement compacts E tels que
ZO >E, OE:{:O (z—l 2, . vn., )

forme un voisinage de F,. Somnt deux ensembles dlﬂ:‘érents compléte-
ment compacts £y et Ez. L’un au moins de ces ensembles, soit Ei,
contiendra un point p n’appartenant pas a l’autre. A chaque point ¢
de FE: on peut faire correspondre un voisinage V(q) ne contenant pas p.
L’ensemble E; étant complétement compact, on peut extraire de ces
voisinages un systéme fini couvrant E,. .Ce systéme définira _un
voisinage de E: ne contenant pas E:;. Inversement il existe un
voisinage de E; ne contenant pas E.. En effet, soit

4

(3) Nous appellerons ensemble complétement compact tout ensemb]e compact ayant
la propriété de Heine-Borel.
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O1, Oz, O3, ..., Oy

un systéme quelconque couvrant E;. Ajoutons a ce systéme un en-
semble ouvert O contenant p mais aucun point de E-, cela est possible
puisque E: est complétement compact. Le systeme

0, O1, Oz,'ec., Oy

définira un voisinage de E; ne contenant pas E;. Considérons mainte-
nant deux voisinages Vi(E,) et Va(E,) définis respectivement par les
systémes

01, Ozg ce ey 0,,,;
Ois O}’ cecc O¢L"

Parmi les ensembles ouverts O,0; ceux qui contiennent au moins un
point de E, seront désignés par O/(z =1, 2,...., n’’). Le systéme

/7 /7 /
01’02, e e o o 9 n’

définira un voisinage Vi(Eo) contenu dans Vi(Ejy) Va(Eo). Ainsi le
systéme des ensembles complétement compacts est un espace acces-
sible. Cet espace sera appelé espace d’ensembles complétement com-
pacts (dans ).

Supposons, en particulier, que ¥ est un espace réguher. Alors
I’espace € est aussi régulier. En effet, soit Eo un ensemble compléte-
ment compact n’appartenant pas 4 un ensemble fermé &, dans €. Il
existe alors un voisinage V(Ej) ne contenant aucun élément de .
Supposons le voisinage V(E,) défini par le Systéme

Oy, Oy o..., On.

Grace 3 la régularité de ’espace ¥ on peut faire correspondre a chaque
point p de E, un voisinage V(p) tel que

Vp) < O;

pour les O; contenant p. E, étant un ensemble complétement compact,
on peut extraire de ces voisinages V(p) un systéme fini.couvrant E :
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V]_, V2, e s 0 Vm-

Soit Vo(Ey) le voisinage défini par ce systéeme. Soit £ un élément quel-
conque de €. Deux cas seuls peuvent se présenter,

1°, FE contient un pomt p n’appartenant pas a 2 O .

i=1

2°, 1l existe un O;, soit O:, ne contenant aucun point de E.

Dans le premier cas il existe un ensemble ouvert O tel que

peO,  ONVi=0

t=1

Prenons un systéme fini quelconque couvrant E: 0, Oj,...., O .
Le systéme O, 01, 0;,...., O, définira un voisinage ne contenant pas
aucun élément de Vo(Es). Dans le second cas, il existe un 'V; apparte-
nant 4 O;, soit Vi. On auraalors V; < O;. A chaque point p de E
on peut faire correspondre un voisinage V(p) ne contenant aucun poinyt
de Vi. De I’ensemble de ces voisinages V(p) on peut extraire un
systéme fini couvrant E. Ce systéme définira un voisinage de E ne
contenant aucun élément de V,(Ep). Ainsi dans tous les eas il existe.
un voisinage V(E) (EeG,) tel que V(E)Vo(Eo) = 0. Soit V(G =
2 V(E). On aura V() Vo(Es) = 0. L’espace € est done régulier.

EeEo :
Théoréme 6. L’espace d’ensembles complétement compacts dans un
espace régulier est aussi régulier®,

7. ﬁSépara‘bilité de I’espace .d’ensembles compléetement compacts.
Supposons ’espace 2 parfaitement séparable et désignons par B le
systéme dénombrable de voisinages définissant 2. Prenons un systéme
fini de voisinages appartenant & 8: Vi, Vz,..., V.. Nous désignerons
par U(V1, V2,..., Vi) (ou U) I’ensemble des ensembles compléetement
compacts E tels que |

NViDE, ViE+<0 (=12 ....,m%),

=1

Le systeme des ensembles U est dénombrable. Nous le désignerons
par 1. Nous allons démontrer que le systéme 1 peut définir ’espace

(4) On verra sans pelne que si A est un espace de Hausdorﬁ" € est aussi un espace
. de Hausdorff.



Sur les familles de fonctions & une variable réelle 177

d’ensembles complétement compacts €, c’est-a-dire que si E est un
ensemble complétement compact et si V(E) est un voisinage de E, il
existe dans 11 un élément U tel que

EeU, U< V(E).
Supposons le voisinage V(E) défini par le systéme
O1, Oz, «vnny On.

A chaque point p de E on peut faire correspondre un voisinage V{(p) tel
que |
V)eB, V)0

pour les O; contenant p. De I’ensemble de ces voisinages V(p) on peut
extraire un systéme fini couvrant E auquel correspond un ensemble U.
L’ensemble U contient E et contenu dans V(E). C.Q.F.D.

- L’espace € est done parfaitement séparable.

Theéoréme 7. L’espacé d’ensembles complétement compacts dans un
espace parfaitement séparable est aussi parfaitement séparable.

8. Composition de deux espaces. Soient X et Y deux ensembles
quelconques. L’ensemble de tous les systémes (z, y) ou zeX,
yeY, est par définition I’ensemble composé des ensembles X et Y.
Nous le désignerons par Z =E(X, Y). Si X et Y sont des espaces
accessibles, nous predrons pour le voisinage d’un point 2z = (x, ¥) de Z
I’ensemble composé E(V(x), V(y)) ou V(x) et V(y) sont des voisinages
de x et de y respectivement. On pourra vérifier sans peine les proposi-
tions suivantes. - ‘

Si % et 9 sont des espaces parfaitement séparables, I’ espace composé
E(%, 9) est ausst parfaitement separable. |

St X et Y sont des espaces réguliers, I’espace composé E(X, ) est
ausst régulier. ’

9. Espace de fonctions continues. Considérons le systéme & des
fonctions continues f(x) définies sur un ensemble parfaitement com-
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pact® dans un espace accessible X, ’espace dépendant 9) étant aussi
accessible. Considérons I’ensenble F des points (f(z), z) dans I’espace
composé Z = E(X, J). C’est le graphe de la fonction f(x)®. Il est
clair que I’ensemble F' est complétement compact. Par suite le systéme
% est un ensemble dans I’espace d’ensembles complétement compacts
dans Z. Le systéme % forme donc un espace_accessible que nous
appellerons espace de fonctions continues. Siles espaces X et ) sont
parfaitement séparables, Z est aussi parfaitement séparable. Donec
r espace % est parfaitement séparable. De méme, si les espaces %X et 9
sont reguhers, Pespace de fonctions continues est aussi reguher.

D’une maiére plus générale considérons une famille ¥ dans %} et
désignons par R(J) la région remplie par les graphes des fonctions de
§. Alors la famille § peut étre considérée comme un espace accessible,
régulier, parfaitement séparable suivant que la region R(F) est un
espace accessible, régulier, p‘arfaitement séparable.

10. Convergence umforme. Soit une sulte de fonctlons contlnues
dans un ensemble completement compact E :

@ L@, @,y e @)y ..

E étant indépendant de ». Soit f(z) une fonction continue dans E.
Désignons par F, et F les graphes des fonctions f.(x) et f(x). Pour
que le point représentatif f,, de la fonction f£,(x) converge, dans I’espace
de fonctions continues, vers le point représentatif f de la fonction f(x),
il faut et il suffit qu’a chaque ensemble ouvert O contenant F' on peut
faire correspondre un entier positif N tel que F, << O pour n == N. La
nécessité de la condition est évidente. Montrons donc la suffisance de
la condition. Considérons un voisinage V(#) de F déﬁnl par un
systéme d’ensembles ouverts

(5) L’ensemble sur lequel la fonction continue est définie peut varier avec la fone-
tion.

(6) Dans le cas ou l’espace indépendant est un segment de droite, le graphe d’ une
fonction continue f(x) sera appelée la courbe représentée par f(x) ou plus
briévement courbe f(x). Nous dirons aussi souvent une courbe d’une famille
au lieu de la courbe représentée par une fonction d’une famiille, ete. -
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01, Oz, ceees Om.

Désignons par f(x;) = (f(x:), 2:) un point quelconque dé FO; et par A;
I’ensemble des points appartenant a 20 —O; et ayant les abscisses

égales a ;. O = %O Z‘A est un ensemble ouvert appartenant a
Zl} O;. Supposons F, < O Alors F,, < Z O;. De plus F,,0;==0, car
le point f.(x;) appartient nécessairementa O;. Donc f, appartient au

voisinage V(f). C.Q.F.D.

Nous dirons que la suite de fonctions continues (3) converge uni--
formément vers la fonection f(x) si le point f, converge vers f pour

n — oo,

" Theoréme 8. Pour que la suite (8) converge uniformément vers une
Jonction continue f(x), il faut et il suffit qu’a chaque ensemble ouvert
O contenant F' on peut faire correspondre un entier N tel que F, < O
pour n = N. o

11. Déformation. Soient E un ensemble dans un espace acces--
sible X et f(x) une fonction continue définie dans E, I’espace dépendant-
étant un eépace accessible ). Soit E, 'ensemble des points f(z). E'r
est par définition déformée continue de E. Il peut arriver que la fonc-
tion f(x) fait correspondre a E ’ensemble E; d’une maniére biunivoque-
et bicontinue. Dans ce cas, I’ensemble E} est dit la déformée topologi--
que de F. )

Soient ¥ Vintervalle 0 <¢t<{1 et E un ensemble dans un espace:
accessible ¥. Considérons une fonction continue f(x, ) définie dans.
E (E, 2), Iespace dépendant étant aussi ¥. Supposons que f(x, 0) =«
et désignons par E; I’ensemble des points f(x, t) ou xe E. E; est une-
déformée continue de I’ensemble E,. Le passage de Eo a Ej est par
définition une déformation continuelle. Si tout ’ensemble E; appartient:
a un ensemble U, nous dirons que la déformation continuelle est faite-
dans U.
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CHAPITRE II

FAMILLES DE FONCTIONS GENERALES A UNE
VARIABLE REELLE

Soit un systéme d’équations différentielles ordinaires

&) Wi — oty s v G=1,2, s, m),
dx

dont les seconds membres sont des fonctions continues et bornées dans
le domaine

(D) 0<2<1, Jyul<eo (=12 ....,n).

Il est facile de construire n suites de fonctions continues et bornées
dans D, satisfaisant aux conditions de Lipschitz relatives aux vy et con-
vergeant respectivement vers fix, v1, ...., ¥) =1, 2, ...., n);
soient
i@, yiy o0.. yn),ﬁ‘Z) (@) Y1y ceuey Yn)y oovs
t=1,2,....,n)

ces 7 suites. Désig'nons par ¥ la famille des courbes intégrales du
systéme (1) et par ¥ la famille des courbes intégrales du systéme

dy;

da =.fb'(x’y1,'-°°:yn) (’l:=1,2,--;.,n).

Nous pouvons facilement vérifier que la famille % est une famille sans-
manque” contenant la limite supérieure de la suite des familles . Or
la famille §% est telle que par chaque point de D il ne passe qu’une
courbe de %; Une telle famille seraAappelée réguliére. Par conséquent,
la famille § des courbes intégrales du systéme (1) est une famille sans-
manque contenant la limite supérieure d’une suite de familles ré-
guliéres. D’autre part, le théoréme 8 montre qu’il existe une suite
partielle convergente de la suite des $. 'Nous pouvons done dire que

{7) Pour la définition de la famiile sans-mahqe, voir n° 18.
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la famille ¥ est une famille sans-manque contenant la limite d’une suite
convergente de familles réguliéres. - Par suite les propositions que nous
établirons sur une telle famille s’appliquent immédiatement a la
famille des courbes intégrales du systéme (1),

I.—FAMILLES KNESERIENNES

12. Familles kneseriennes. Le théoréme de H. Kneser nous con-
duit a considérer la famille % de fonctions continues dans I® jouissant
de la propriété suivante. .

(K) Si C est un continu dans R(F)® et si v est une valeur dans
%, I’ensemble 8.(C, ) est toujours un continu. |

A cette occasion, il est naturel d’introduire les conditions moins
restrictives. | |

(K, Si C est un continu dans R(®) situé a gauche de I’ensemble
S.(®) , 'ensemble S.(C, ¥) est un continu.

(K,) Si C est un continu dans R(®) situé a droite de ’ensemble
S.(%), 'ensemble S.(C, ) est un continu.

Nous dirons qu’une famille ¥ est kneserienne si elle remplie la
condition (K) et kneserienne & droite ou & gauche suivant qu’elle
remplie la condition ( K;) ou (K,).

Théoréme 9. La famille quasi-compacte®® et kneserienne d droite
et & gauche est une famille kneserienne. ‘

(8) Dans la suite, nous désignerons toujours par T Pintervalle 0<t<1.

(9) Nous désignerons par R () la région remplie par les courbes de § et par S ()
I’ensemble E (F, r) R(F), c’est-a-dire ’ensemble des points de R(F) dont les
abscisses sont égales 4 t (I’abscisse d’un point (y, t) est le nombre ?). R(F)
s’appelle la région fondamentale de la famille . Soit A un ensemble dans
R(%). La famille des courbes de § passant par un au moins des points de A
sera désignée par F(A4, ¥) et les ensembles R(F (A4, &)) et Sz (F(A4, &) ) seront
désignés par R (4, F) et S:(4, §). .

(10) Si la limite supérieure d’une suite d’ensembles est nulle, nous dirons que la
suite s’évanouit. Si une suite de foncions continues est telle que la suite des
courbes représentées par ces fonctions s’évanoui, nous dirons que la suite de
fonctions continues s’évanouit. Si de toute suite extraite d’une famille on
peut extraire une suite partielle uniformément convergente ou s’évanpuissant,
la famille est dite quasi-compacte. Considérons une suite de familles de fonc-
tions continues dans T -

%l ] %2 gece s . %n yecce e
et extrayons de $, une fonction f,(f) d’'une manié¢re arbitraire. Si de la suite
des fonctions f,(f) on peut toujours extraire une suite partille uniformément
convergente ou s’évanouissant, la suite est dite quasi-compacte.
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Soient & une famille quasi-compacte et kneserienne a droite et a°
gauche et C un continu dans R(¥). La famille ¥ étant supposée quasi-
compacte, I’ensemble S.(C, %) est fermé. S’il ‘était la somme de deux
ensembles fermés et disjoints S; et Sz, il existerait dans C un point p
tel que

Si 8. (p, F)+0 (¢=1,2).

Supposons, par exemple, que ’abscisse du point p est inférieure a = .
D’aprés ’hypothése que la famille § est kneserienne a droite, 8.(p, §)
doit étre un continu. Mais les relations écrites ci-dessue montrent que
S.(p, &) est la some de deux ensembles fermés et disjoints S;S-(», F)
et $;8.(», F). C’est absurde. C.Q.F.D.

13. Familles sans-manques. La famille des courbes intégrales
d’un systéme d’équations: différentielles: ordinaires vérifie évidemment
la condition: Si deux courbes fi(t) et fx(f) de la famille rencontrent:
en un point p de Pabscisse = (i.e. f1(r) =fa(r)), la courbe qui coincide
avec 'une d’elles a droite du point p et avec 'autre a:gauche du point p
appartient aussi 4 la famille. La famille vérifiant cette condition s’ap-
pelle famille sans-manque.

Théoréme 10. Soit § une famille quasi-compacte et sans-manque
de fonctions continues dans T.. Soient fi(t), fo(t):, ...., fa(t) des fonc-
tions de . St f(t) est une fouction continue telle que quelle que soit la
valeur t, le point f(t) coincide avec un des m points fi(t), ...., f (),
lae fonction f(t) appartient a la famille.

La fonction (ou courbe) f(f) sera appelée -fonetion (ou courbe)
déduite des fonctions fi(t), ...., f(t). Soit + une valeur quelconque
dans ¥ et désignons par E. D"ensemble des valeurs ¢ telles que par le
point (f (), £) et le point (f(7), 7) il passe au moins une courbe de &
déduite des courbes fi(f) . La famille ¥ étant supposé quasi-compacte,
I’ensemble E. est fermé. Sil’ensemble E. ne contenait pas entiére-
ment P’intervalle ¥, désignons par (+/, +’’) un intervalle contigu a E..
Si + <+, le point (f(+'), v/) appartiendrait & E.. Il existerait donc
une courbe ¢ft) de ¥ passant par les points (f(7), 7) et (F(='), 7).
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D’autre part, I’une des icourbes fi(t), :soit fi(f), icontiendrait une suite de
points (f(t), t), ...., (F(tx), t), .... telle que

lim ti = 'T,, 'r’ <4t,: <'r”.

La courbe fi(f) passerait par le point (f (), v’) et la courbe qui coincide
avec la courbe () a gauche du point (f(='), *') et avec la courbe Ji(®
4 droite du point (£(+'), ') appartiendrait 4 la famille ¥ et passerait
par les points (f(7), 7) et (f(#), t) contrairement a I’hypothése. Nous
pouvons discuter de la méme maniére le cas de 7> +"’. L’ensemble E.
coincide done avee . Cela posé, considérons un ensemble dénombrable
T1, T2y +ee, Tk -... dense dans lintervalle ¥. Il est maintenant
facile de montrer qu’il existe dans ¥ une courbe @u(t) passant par les
points (f (1), 71), « ..., (f(7z), 7). La suite des courbes gx(l) converge
vers la courbe f(¢). La famille ¥ étant quasi-compacte, la courbe f(¢)
appartient a la famille.

14. Points kneseriens. On peut se proposer la question: Les
propriétés introduites au numéro précédent peuvent-elles étre rem-
placees par les propriétés locales? En traitant cette question, on arrive
4 la notion de points kneseriens. Soit § une famille de fonctions con-
tinues dans . Nous dirons qu’un point p dans R(JF) est point
kneserien de & si la condition suivante est vérifiée.

(%) S. (p, ) est un continu quelle que soit la valeur = dans <.
De méme, nous pouvons définir le point kneserien a droite ou a gauche
par les conditions suivantes.

(ka) S:(p, ¥ est un continu quelle que soit la valeur = plus grande
que I’abscisse du point p. |

(k,) S-(p, %) est un continu qu.elle que soit la valeur = moindre que

I’abscisse du point p.

Th-éoréme 11. Soit § une famille quasi-compacte de fonctious con-
tinues dans E. Si tout point de R(F) est un point kneserien & droite, la
Jamille ¥ est kneserien ¢ droite.

Soit C un continu quelconque dans R(F) situé & gauche de S:(B).
La famille ¥ étant quasi-compacte, 1’ensemble 8.(C, F¥) est fermé
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quelle que soit la valeur r. S’il était la somme de deux ensembles
fermsés et disjoints S; et Sz, C contiendrait au moins un point p tel que

Si S: (pv %)2{:0 (7' =1, 2)’ i

Le point » ne saurait étre un point kneserien a droite contrairement a
I’hypothése.

Un point p est appelé point localement kneserien d’une famille ¥
si S.(p, §) est un continu pour la valeur  assez voisine de I’abscisse du
point p. Nous pouvons de méme définir le point localement kneserien

a droite ou a gauche.

Théoreme 12. S tout point de Ra(p, F)Y est un point localement
kneserien a droite d’une famille sans-manque et quasi-compacte ¥, le
point p est un point kneserien a droite. .

Soit = une valeur quelconque plus grande que 1’abscisse du point D.
Si S.(p, ¥) était la somme de deux ensembles fermés et disjoints S; et
Sz, désignons par A I’ensemble des points ¢ situés dans Ra(p, §) et a
gauche de S.(¥) et tels que .

Si 8- (v, F) =0 ¢ =1,2).

L’ensemble A serait évidemment compact et contiendrait donc un point
¢ ayant la plus grande abscisse 7o(<7). Pour ¢ >0 suffisamment
petit S: ..(qo, F) est un continu puisque go est localement kneserien a
droite. 8: ..(9, ¥) contiendrait donc un point ¢: tel que

Si 8. (q1, B)=F0 (=1, 2).
L’ensemble A contiendrait un point ayant I’abscisse plus grande que qo,
ce qui est contraire a I’hypothése.

Corollaire. St tout point de la région fondamentale d’une famille
sans-manque et quasi-compacte est localement kneserien a droite, la
famzlle est kneserienne a droite.

(11) Soit A un ensemble dans R(5). Nous désignerons par Fa(A4, &) la famille des
fonctions f(t) telles que la courbe f(¢) ait son extrémité gauche a dans A et
coincide avec une des courbe de § & droite du point @. La région remplie par
les courbes de Fgq(A4, &) sera désignée par Rg(A4, &). Les notations Fy(A4, J),
Ry (A4, &) ont les significations analogues.
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15. Suite de familles kneseriennes. Soit une suite convergente de
familles de fonetions continues dans < :

j T1s Fzs cvve s Sms —*%‘

Parmi les propriétés que possédent les familles ¥ quelques-une seront
conservées dans la famille §; c’est ce que nous examinerons dans le
cas des familles kneseriennes.

Théoréme 13. La limite §F d'une suite’® quasi-compacte et conver-
gente de familles kneseriennes & droite T est une famille kneserienne @
droite si la région fondamentale commune R est mormale, parfaitement
séparable et localement compactet® et connexe.

Soient p un point quelconque dans R et = une valeur quelconque
dan ¥ plus grande que I’abscisse du point p. Soit E un ensemble com-
pact aans R contenant le point p intérieurieurement. On aura alors
lim F(E, ¥) > F(», ¥). Le théoréme 4 montre qu’il existe une suite
convergente de familles finies

1o Bts oeees oo oee e — & FF(E, o)

Il est clair que cette suite est compacte. Considérons une suite de
voisinages convergeant vers p.: '

Vl(p)’ creey Vb(p)’ --;..

Nous pouvons supposer que Vi(p) < E. A chaque Vi(p) on peut faire
correspondre un voisinage Vi(p) tel que deux points de Vi(p) peuvent
se joindre par un continu dans Vi(p). En prenant une suite partielle
§’il est nécessaire, nous pouvons supposer que chaque courbe de la
famille ¥, contienne au moins un point dans Vi(p). Nous pouvons
alors prendre un continu C; dans Vi(p) de maniére que chaque courbe
de la famille ¥} contienne au moins un point de C;. Il est clair que la
suite des familles F(C;, ;) est compacte et converge vers . Les en-

(12) Dans ce qui suit nous ne considérerons que la suite de familles dont les régions
fondamentales coincident. Donc je ne ferai pas cette remarque chaque fois
que nous considérerons des suites des familles.

(13) Un ensemble E est dit localement compact si 'on peut faire correspondre a
chaque point p de E un ensemble compact le contenant intérieurement.
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sembles F.(C;, ¥:) sont des continus et la suite de ces continus est
compacte et converge vers S.(p, F). L’ensemble S.(p, ¥) est donc un
continu. Par suite tout point de R est un point kneserien 3 droite et
famille ¥ est kneserienne & droite d’aprés le théoréme 11.

Théoréme 14. Toute famille X sans-manque, quasi-compacte, con-
Tenant une famille kneserienne & droite & et dont la région fondamentale
coincide avec celle de F est ausss kneserienne a droite.

En effet, soient p un point quelconque dans R(®) et ~ une valeur
dans < plus grande que P’abscisse du point p. Rai(p, F) = A est un
continu. Par suite 8.(4, F) = S est un continu. Il est clajr que S
coincide avec S.(p, F). Le point p est done kneserien a droite. p étant
‘un point quelconque dans R(¥), la famille ¥ est kneserienne a droite
-d’aprés le théoréme 11.

Les théorémes 13 et 14 entrainent immédiatement le théoréme cité
au début de lce mémoire, car la famille réguliére peut étre cons1deree
comme une famille kneserienne.

16. Ensembles de troncature. Soit ¥ une famille de fonctions
continues dans €. Nous appellerons ensemble de troncature de % tout

ensemble E jouissant des propriétés suivantes :

1°. FE est fermé dans R(®) ;

2°. Toute courbe de ¥ rencontre E en un seul*point ;

3°. 8ilon désigne par E; la partie de R(F) située a droits de B
(c’est-a-dire I’ensemble des points p tels que par p il passe au
moins une courbe de ¥ rencontrant £ en un point situé a
gauche du point p) et par E, la partie de R(F) située a gauche
de E, les deux ensembles E, et E), sont disjoints.

Si la famille ¥ est sans-manque, la condition 2° entraine la troi-
siéme. Car si E;E,==0, il existerait un point p par lequel il passe
deux courbes de §, 1'une fi(¢) rencontrant E & gauche de p et ’autre
J2(t) rencontrant E & droite de p». Puisque la famille § est sans-man-
que, la courbe qui coincide avec fi(t) & gauche de D et avec f2(t) a droite
de p appartiendrait & § et rencontrerait & en deux points.
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Théoréeme 15. Soient F une famille quasi-compuacte el sans-man-
que et E un ensemble de troncature de F. St § est kneserienne ¢ droite
et si C est un continu situé a gauche de E, ’ensemble ER(C, F) est un
continu. Si § est kneserienme, I’ensemble ER(C, &) est un continu quel
que 30it le continu situé dans R(F).

Il suffit de démontrer la premiére partie du théoréme dans le eas ot
C ne contient qu’un point unique p, car si ER(C, ¥) était la somme de
deux ensembles fermés et disjoints S; et Sz, C contiendrait au moins un
point p tel que SR, F)+=0 (1 =1,2) et le point p ne saurait étre
dans E. Supposons donc que ER(p, ) était la 'somme de deux ensem-
bles fermés et disjoints S; et Sz. Désignons par A ’ensemble des
points q situés dans Ra(p, F) et tels que S;Ra(g, ) =F0G =1, 2).
L’ensemble A serait compact. Il contiendrait done un point go ayant la
plus grande abscisse =o. Si ¢ est un nombre positif assez petit. 1’en-
semble 8. ..(go, &) serait & gauche de E. Cet ensemble étant un
continu par hypothése, il contiendrait un point ¢’ tel que S;Ra(q’, &) =0
{t =1, 2), ce qui est absurde. Le théoréme est donc établi.

II.—FAMILLES SERREES

17. Familles serrées. Nous avons déja remarqué que toute famille
sans-manque contenant une famille kneserienne % et dont la région
fondamentale coincide avee celle de ¥ est une famille kneserienne.
Donc le probléme suivant se pose naturellement: chercher les condi-
tions auxquelles la famille §§ doit satisfaire pour que toute famille
quasi-compacte, sans-manque, contenant ¥ et ayant la méme région
fondamentale que ¥ soit toujours kneserienne. La condition que la
famille ¥ soit kneserienne est suffisante mais n’est pas nécessaire. En
effet, toute famille ¥ contenant une famille kneserienne Fo et ayant
la méme région fondamentale que o possede aussi la propriété voulue,
mais n’est pas nécessairement kneserienne. Nous pouvons indiquer
une condition suffisante moins restrictive ; c¢’est la condition suivante.

(S) Soit A un ensemble fermé dans S.(%). S’il existe dans S.(¥)
deux points p: et p2 tels que tout continu situé dans S.(¥) et contenant
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‘les points p: et pz contient au moins un point de A, tout continu situé
dans R(F) et contenant les points p; et p; contient au moins un point
de R(A4, B). -

La famille § vérifiant cette condition sera appelée serrée. Il est
clair qu’une famille contenant une famille serrée T, et ayant la méme
région fondamentale que o est aussi serrée. Nous démontrerons au
numéro suivant qu’une famille quasi-compacte, sans-manque et serrée
est kneserienne, en admettant de certaines conditions relatives a la ré-
gion fondamentale. ,

Introduisons maintenant la condition (S;) que nous obtenons en
remplacant dans la condition (S) la région R(F) par Rau(S:, §) (ou
S. = 8.(%)). La famille vérifiant cette condition (S;) sera appelée
semi-serrée a droite. Nous pouvons de méme définir la famille semi-
serrée a gauche.

Théoreme 16. Une famille kneserienne a droite est semi-serrée o
gauche. Une famille kneserienne est serrée. ,

En effect, soit ¥ une famille kneserienne a droite. Soit A un
ensemble fermé dans S.(§) et supposons qu’il existe dans S.(F¥) deux
points 71 et p2 tels que tout continu situé dans S.() et contenant les
points p: et p2 contienne au moins un point de A. Si C est un continu
situé dans R,(S:, &) ou S:=8.(F), S:(C, ¥ sera un continu puisque F
est kneserienne a droite. Il contient donc un point p de A. Parle
point » et par un point g de C il passe une courbe de F. Le point g est
alors un point commun des ensembles C et R, (A4, ¥). Nous pouvons de
méme démontrer qu’une famille kneserienne est serrée.

_ Nous avons introduit au n° 16 la notion d’ensembles de troncature
et nous avons vu qu’ils peuvent jouer un role analogue a celui des en-
sembles S.(%). Ici encore le théoreme suivant donne un exemple de
méme nature. ' '

Théoreme 17. Soient ¥ une famille quasi-compacte, sans-manque
et kneserienne (a droite) et EE un ensemble de troncature de . Soit A un
ensemble fermé dans E et supposons qu’il existe dans K deux points p1 et

“p2 tels que tout continu dans E contenant p, et p: att au moins un point
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de A. Alors tout continu situé dans R(F) (R.(E, F)) et contenant p; et
D2 contzent au moins un point de R(A4, ¥) (R, (4, ).

Pour établir ce théoréme, il suffit de remarquer que si C est un
continu dans R(F) R,(E, F)) V'ensemble E R(C, ¥) est un continu.
Alors la démonstration s’achéve comme ci-dessus. |

18. Familles sans-manques et serrées. Nous allons maintenant
établir le théoréme suivant.

Theoreme 18. Une famille § quasi-compacte, sans-manque et
serrée (sermi-serrée a droite) est kneserienne (6 gauche) si l'’ensemble
S.(¥) est normal et connexe quelle que soit la valeur . |

Si ¥ n’était pas kneserienne, il existerait un point » non kneserien.
Soit = une valeur telle que S.(p, ) soit la somme de deux ensembles
fermés et disjoints S; et S:. L’ensemble S.(§) contiendrait un en-
semble fermé F' contenant S; intérieurement et n’ayant aucun point de
Sg; Désignons par B la frontiére de F. B serait un ensemble fermé
non nul car S.(F) est supposé connexe. Tout continu situé dans S.(%)
et contenant un point p; de S; et un point p, de S: contiendrait au moins
un point de B. Désignons par A la partie située entre p et p; de la
courbe de % passant par p et p; (?=1, 2). A:+ A; est un continu conte-
nant les points p; et p2. Il contiendrait donc un pomt q de R(B, ¥)
puisque ¥ est serrée par hypothése. Soit ¢’ le point de B tel qu’il
pasSe par ¢ et ¢’ une courbe de . La famille ¥ étant sans-manque, il
existerait une courbe de F' passant par p et ¢’. L’ensemble S.(p, )
contiendrait donc un point ¢’ n’appartenant pas a Si+Sz, ce qui est
contraire a ’hypothese.

Toute famille sans-manque et serrée posséde encore une propriété
remarquable. Les familles ayant cette propriété seront étudiées dans
la section suivante.

III.—FAMILLES BORDEES

19. Familles bordées. J’ai établi autrefois que la famille & des
courbes intégrales d’un systéme différentiel ordinaire posséde la pro-
priété suivante.



190 ' o M. Fukuhara

(B) Si E est un ensemble fermé dans 8.(%) et si » est un point de
R(E, §) frontiere par rapport a R(F), il existe une courbe de F(E, ¥)
‘passant par p et dont la partie située entre p et ¢ se trouve sur la fron-
tiére de R(F, ¥) par rapport a R(F), ¢ désignant le point de rencontre
de la courbe avec FE.

La famille ayant cette praopriété sera appelée bordée. Introduisons
ensuite comme d’habitude la condition (B;) gue nous.obtenons en as-
sujettissant, dans (B), le point p & étre situé a droite de S.(¥). La
famille ayant cette propriété sera appelée semi-bordée a droite. On
peut de méme définir la famille semi-bordée a gauche.

Théoreme 19. Soit F une famille quasi-compacte, sans-mangue et
semi-bordée ¢ droite. Soient E un ensemble de troncanture de ¥ et-A un
ensemble fermé dans E. Alors par un point p de Ra(A, F) frontiére pdr
rapport ¢ R(F) il passe au moins une courbe de F(A, B) telle que si q
est le point de rencontre de la courbe avec E, la partie de la courbe située
entre p et q se trouve sur la frontiere de Ra(A, §) par rapport & R(E).

En effet, désignons par m, les points situés a droite de E et tels
qu’il existe une courbe de F(4, ¥) passant par p et m, et dont la partie
située entre p et m, se trouve sur la frontiére de Ra(4, ¥). La famille
étant supposée quasi-compacte, I’ensemble M, des points m, est com-
pact. Il existe done dans M, un point fﬁp ayant la plus petite abscisse.
Il suffit de montrer que le point m, appartient a E. Et pour cela, il
suffit de montrer que ’ensemble M, contient un point dont 1’abscisse
est moindre que celle du point ». Car si m, n’appartenait pas a A4,
I’ensemble M;,p contiendrait un point m dont ’abscisse est moindre que
celle du point m,. La famille {§ étant sans-manque, il serait facile
de trouver une courbe de F(A4, {§) dont la partie située entre p et m se
trouve sur la frontiére de Ra(4, ). L’ensemble M, contiendrait done
un point m ayant 1’abscisse moindre que celle de m,, ce qui est con-
traire a I’hypothése.

Il nous reste a montrer que M, contient un point dont I’abscisse
est moindre que celle.de p. Soit = ’abscisse du point p. Si ¢ est un
nombre positif assez petit et si A. est I’ensemble des points de A dont
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les abscisses sont au moins égales & 7—e, le point p n’appartient pas a
Ru(A., ). Désignons par A I'ensemble des points de A dont les
abscisses sont au plus égales & T—e et par S. 'ensemble S._.(4:, ¥).
D’aprés ’hypothése, il passe par p une courbe de F(S., %) dont la
partie située entre p et le point de I’sbscisse r—e se trouve sur la fron-
tiere de Ra(S., ¥). La famille étant sans-manque, nous pouvons sup-
poser que cette courbe appartient & F(A{, F). Si ¢ est un nombre
positif assez petit (¢’ < e), les points de la courbe dont les absecisses sont
<+ et >+—¢' se trouvent sur la frontiére de Ra(4, F), car le point p
wappartenant pas 4 Ra(4.. ), les régions Ra(4, F) et Ra(A:, F)
coincident dans le voisinage du point p.

20. Familles sans-manques et serrées (suite). Une famille § qusi-
compacte, sans-manque et serrée est, comme on I’a vu, une famille
kneserienne si S.(¥) est connexe. Si R(F) est localement connexe, F
est une famille bordée, c’est ce que nous allons montrer dans la suite.

Théoréeme 20. Soit F une famille quasi-compacte, sans-manque et
semi-serrée o droite. Si R(F) est localement connexe, la famille § est
semi-bardee a droite.

Soit A un ensemble fermé dans S.(§) et soit B la frontiére de A
par rapport 3 R(%). Soit p un point de Ra(4, %) frontiére par rapport
a R(¥). Démontrons d’abord R(B, %) contient p. p étant un point de
Ru(A, ¥) frontiére par rapport & R(J), il existe un point p’ de R(®)
n’appartenant pas 2 Ra(4, ¥) mais aussi voisin de p que I’on voudra.
Si Ra(B, ¥) ne contenait pas p, il existerait un voisinage V{p) n’ayant
aucun point de Rau(B, &). Si p’ est assez voisin de p, on pourrait
trouver, d’aprés la connexité locale de R(%), un continu Co contenant
p et p’ et contenu dans V(p). Désignons par Ci la partie située entre p
et A de la courbe de § passant par p et un point g de A et par C:; la
partie située entre p’ et S.(¥) de la courbe de ¥ passant par p’ et un
point ¢’ de S.(§). Co+ Ci+ C: serait un continu situé & droite de 8.(3)
et n’ayant pas de point commun avec Ra(B, F). Mais tout continu
contenant ¢ et ¢’ et situé dans S.(¥) contiendrait au moins un point de
B, ce qui est absurde puisque ¥ est une famille semi-serrée a droite.
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I1 existe donc une courbe de & passant par p et un point de A frontiére
par rapport a S.(¥). Soit v’ I’abscisse du point p et intercalons entre
et v/ une sulte de nombres croissants

T ==T0y Tly eoeey Tk ceee y Ty =T

et désignons par A; I’ensemble S¢k(A,' %). La famille § étant sans-
manque, les régions Ra(Az, ) et Ra(4, F) coincident a droite de S, ().
Par suite d’aprés ce qui a été démontré tout & I’heure, il existe une
courbe fi(f) de ¥ passant par p et un point p,-; de la frontiére de A,
par rapport a 8. (¥). -1 étant un point de Ra(An_2, %) frontiére
par rapport a R(J), il existe une courbe f3(t) de ¥ passant par p._: et
un point p,-» de la frontiére de A,.-» par rapport a 8., (&), etainside
suite. Nous pouvons donc obtenir » points p; (k = 0, 1, 2, ...., n—1)
tels que px se trouve sur la frontiére de A4, par rapport a ka(%) et qu’il
existe une courbe fx(f) de ¥ passant pa1 vr et pr-1(p. = p). Pu;sque
& est une famille sans-manque, on peut dédulre des n courbes f@(t) une
courbe de ¥ passant par les n+1 points po, p1, ... , Pn. Cette courbe
appai'tient a FB, %) puisque Po est un point de B. Cela posé considé-
rons un ensemble dénombrable de nombres dense dans Pintervalle

(7, 77)
Ty ley voeeylny eoean

Al

D’aprés ce qui précéde, on pourra trouver une courbe g,(f) de F(B, ¥)

et rencontrant Stk (%) en un point de 8, (4, &) frontiére par rapport a _
Stk(%) (k=1,2,...,n). Puisque § est une famille quasi-compacte, de

la suite des courbes g,(¢) on peut extraire une suite partielle convergeant

vers une courbe g(¢) de . Cette courbe répond 3 la question.

21. Familles presque bordées. Suites de familles presque bordées.
Pour établir le théoréme 20, nous avons démontré d’abord que la famille
& vérifie la propriéte suivante :

(B3) Soit A un enserable fermé dans S.(¥). Si p est un point de
Ra(A, ¥) frontiére par rapport & R(F) et n’appartenant pas a A, il
existe une courbe de I passant par p et un point de A frontiére par
rapport & S.(¥).
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Puis nous avons démontré qu’une famille, quasi-compacte, sans-
manque et vérifiant cette condition est néceesairement semi-bordée a
droite. Nous appellerons famille presque semi-bordée a droite toute
famille vérifiant la condition (B;). Nous pouvons de méme définir la
famille presque semi-bordée 4 gauche. Une famille presque semi-bordée
a droite et & gauche sera appelée presque bordée. Nous avons donc le
théoréme suivant. '

Théoreme 21. Une famille quasi-compacte, sans-manque et presque
semi-bordée & droite est semi-bordée a droite.

Considérons maintenant une suite quasi-compacte et convergente
de familles presque semi-bordées a droite : |

Sl’ %2’ --°-,%n, ..o;o_)%.

Soit A un ensemble fermé dans S.(g). D’aprés les théorémes 4, 6, 7
on peut extraire de ., une sous-famille finie %, de maniére que la suite
des &, converge vers F(4, %) (pourvu que R(F) soit un espace régulier
et parfaitement séparable). Il existe dans §.(®) une suite décroissante
d’ensembles ouverts telle que '

01>02>....>0n>....>F, l?ij,,:F.

Soit O, ’ensemble de fermeture de O,. Nous supposerons que F(O.,
Xw) > T » ce qui est toujours possible. La famille F(On , ¥») converge
vers F(4, §) lorsque n— c. Soit » un point de Ra(A, F) frontiére
par rapport & R(F). Si R(F) est localement connexe, on peut choisir
un point p, de Ra(On, Fn) frontiére par rapport & R(F) de maniére que
la suite des points p, converge vers p. Ecartons'le'cas banal o I’ab-
scisse du point p est égale & =. Alors I’abscisse du point p, est plus
grande que = pourvu que 7 soit assez grand. Puisque % est presque
semi-bordée & droite, il existe une courbe f,.(f) de &. passant par p, et
un point de 0,—0,. De la suite des courbes f.(¢) on peut extraire une
suite partielle convergeant vers une courbe f(f) de . La courbe f(?)
passe par p et un point de A frontiére par rapport a S.(%). Par suite
la famille §§ est aussi presque semi-bordée a droite.
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Theoreme 22. Si F est la limite d’une suite quasi-compacte et
convergente de familles presque semi-bordées o droite et si R(F) est un
espace régulier; parfaitement séparable et localement connere, {F est une
Jamille presque semi-bordée a droite. '

22. Famille sans-manque contenant une famille presque bordée.
Nous allons maintenant établir le théoréme suivant plus général que le
théoréme 21.

Théoréme 23. Soit § une famille sans-mangue, quasi-compacte et
contenant une famsille presque semi-bordée a droite dont la région fonda-
mentale coincide avec celle de F. Alors ¥ est une famille semi-bordeé a
droite.

Soient A un ensemble fermé dans §.(F) et p un point de Ra(4, F)
frontiére par rapport 2 R(%). Supposons que ’abscisse du point.p est
plus grande que . Pour établir le théoréme, il suffit de montrer qu’il
existe une courbe de ¥ passant par p et un point de la frontiere B de
A par rapport & S.(g). Car alors la famille § est presque semi-bordée
a droite et par suite, d’aprés le théoréme 21, semi-bordée a droite. Si
Ra(A, ) contient p, p est nécessairement un point de Ru(A4, %) fron-
tiére par rapport a4 R(3), car Ra(4, F) CRa(4, F). F étant une famille
presque semi-bordée & droite, il existe une courbe appartenant 3 ¥ et
passant par p et un point de B. Cette courbe appartient 4 . Le
théoréme est donc établi dans ce cas. Si Ra(4, ¥) ne contient pas P,
prenons une courbe quelconque f(¢) de F(A4, §) passant par p. Si
(f(7), 7) n’est pas un point de B, la courbe f(t) passe par un point ¢ de
Ra(4, ¥) frontiére par rapport &4 R(F). La famille  contient une
courbe f1(f) passant par ¢ et un point de B. La courbe qui coincide avee
S(t) a droite du point ¢ et avec fi(t) & gauche du point q appartient & Ia.
famille ¥ et passe par p et un point de B. C.Q.F.D.

D’aprés les théorémes 22, 23, nous voyons que la famille des courbes.
intégrales d’un systéme différentiel ordinaire est une famille bordée.

23. Suites de familles bordées. La limite d’une suite quasi-com-.
pacte et convergente de familles bordées est-elle bordée ? Il n’en est



Sur les familles de fonctions a une variable reéelle 195

rien. Mais dans de certains cas particuliers on peut affirmer Qpe la
limite est aussi bordée; c¢’est par exemple le cas d’une suite déerois-
sante. Il y a donc lieu d’introduire la convergence plus stricte que
la convergence ordinaire. Considérons une suite convergente de

familles®?

%1, %2, ....,%n‘, ceon —*%}.

Soit §' une famille fermée quelconque dans . 8i I’espace dépendant
est régulier et parfaitement séparable, on peut extraire de &, une sous-
famille ), de maniére que la suite des g/, converge vers F'. Alors
Pensemble R() converge vers R(F’') lorsque n—c. Mais la frontiére
B, de R(%,) par rapport a R(8.) ne converge pas en général vers la
frontiére B de.R(¥’) par rapport a R(F). S’il est toujours possible de
choisir %, de maniére que la suite des B, converge vers B, nous dirons
que la convergence est compléte. Cela posé, nous allons établir le
théoréme suivant : '

Théoréme 24. La limite d’une suite quasi-compacte et compléte-
ment convergente de familles semi-bordées & droite, est une famille semi-
bordée a droite, st les régions fondamentales sont localement connexes.

En effet, soit une suite quasi-compacte et complétement conver-
gente de familles semi-bordées & droite :

%11%27 "0-,%11, --oo_’%. '
Soient A un ensemble fermé dans S.(J) et p un point de Ra(F) frontiére
par rapport &4 R(%). D’apreés ’hypothése, on peut extraire de {, une
famille ¥ telle que

lim §, =F(4, J)

lim B, = B |

n=co

en désignant par B la frontiére de R(A, &) par rapport & R(F) et par
B, la frontiére de R(%,) par rapport & R(F.). Posons

(14) Ici an ne suppose pas que R(§) = R(§s) = ..... = R(F).
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La famille F(A,, §.) converge vers F(4, §) et la frontiére B, .de
R(A,; ¥s) par rapport a R(F) converge vers B. En écartant le cas
banal od I’abscisse du point p est égale & =, on peut trouver une suite
de points: 1, P2, ..... (pn e B,) convergeant vers p. Sin est assez
grand, I’abscisse du point p, est plus grande que . Puisque la famille
Bn est semi-bordée a droite, il existe une courbe f,(f) de F» passant par
P» et un point g¢.. de B;S.(F.) et dont la partie située entre p. et g. se
trouve dans B,. .On peut extraire de la suite des f,(f) une suite par-
tielle convergeant vers une courbe f(f) de §. La courbe f(¢) passe par
p et un point ¢ de B S.(F) et la partie de 1a courbe située entre p et ¢
se trouve dans B puisque la suite des B, converge vers B. Le théoréme
est donc établi. .

Corollaire. La limite d’une suite décroissante de familles quasi-
compactes et semi-bordees a droite est une famille semi-bordée a droite st
les régions fondamentales sont localement connexes.

. .En effet, on voit aisément que la suite est guasiecompacte et
complétement convergente.

IV.—QUELQUES REMARQUES

24. Points singuliers. Soit § une famille de fonctions continues
dans £. Nous appellerons semi-régulier a droite (gauche) le point p de
R(®) tel que 8.(p, F) ne contienne qu’un point pourvu que 7 soit plus
{moins) grand que I’abscisse du point p. Si 8.(p, T) ne contienne qu’un
point pourvu que =+ soit plus (moins) grand que ’abscisse ¢ du point p et
assez voisin de t, nous dirons que le point p est localement semi-régulier
a droite (gauche). Le point (localement) semi-régulier 4 droite et a
gauche sera appelé (localement) régulier. Le point non localement
semi-régulier a droite (gauche) sera appelé point semi-singulier a droite
{gauche); le point semi-singulier a droite ét & gauche sera appelé point
singulier. o ‘ ’ “ '

Soit f(f) une courbe d’une famille sans-manque. Désignons par
E; ’ensemble des points semi-singuliers & droite situés sur la courbe,
par E, ’ensemble des points semi-singuliers & gauche et par E, I’en-
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semble des points singuliers: E, = E;E,. L’ensemble linéaire E; est
semi-fermé a gauche et ’ensemble linéaire E, est semi-fermé a droite.
Par suite I’ensemble E, est fermé. Il est a remarquer qu’il peut
arriver, méme dans le cas d'une famille des courbes intégrales d’un
systéme différentiel ordinaire, que deux courbes quelconques de la
famille passant par un point singulier p coincident nécessairement dans
le voisinage du point p.

25. Familles réguli¢res. La famille ¥ telle que tout point de
R(®) soit un point semi-régulier 4 droite (gauche) sera appelée famille
semi-réguliére a droite (gauche). La famille semi-réguliére a droite et
a gauche sera appelée famille réguliére.

Soient {1, Fe» --.» Fu des familles régulieres dont les régions
fondamentales sont les mémes. Soit ¥ une famille contenant les
familles Fi, ..., . et dont la région fondamentale coincide avec celles
des ;. La famille ne peut étre semi-réguliére sans qu’elle soit régu-
liére, car par 'un point semi-singulier il passerait nécessairement au
moins deux courbes d’une famille réguliére, ce qui est absurde. Il me
semble intéressant_é rechercher les propriétés que posséde la famille ¥
ou la distribution de ses points singﬁliers. Car cette recherche est
intiment lige a celle des familles réguliéres primitives qui est la
généralisation natufélle de la recherche des fonctions primitives.

26. Familles conjuguées.. Nous avons remarqué plusieurs fois
que Pensemble de troncature d’une famille § peut jouer un réle ana-
logue 4 celui de ’ensemble S.(F). Il serait donc naturel d’introduire
de certaines familles d’ensembles de troncature pouvant jouer un rble
analogue a celui de-la famille des ensembles ST(%). Par exemple,
considérons la famille & d’ensembles de troncature ayant les propriétés
suivantes: _ | “

- 1°. Par chaque point de R(g), il passe au moins un ensemble de
la famille ; ‘ ,
2°. La famille & est compacte, -c’est--dire -de toute suite d’en-
_ sembles extraite de la famille & on peut extraire une suite
partielle convergeant vers un ensemble de la famille.
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Une telle famille sera appelée famille conjuguée 2 ¥. Les diverses
propositions établies jusqu’iei restent encore valable méme si ’on rem-
place les ensembles 8.(F) par les ensembles S de &. Mais les démon-
strations deviendrons plus compliquées parce que l'on ne peut en
général ordonner les ensembles de la famille. ' ‘ '

CHAPITRE II1I

FAMILLES DE SYSTEMES DE FONCTIONS REELLES

L’espace dépendant que nous considérerons dans ce chapitre est
I’espace cartésien a un nombre n» de dimensions. Cet espace sera
désigné par W, . Alors la fonetion que nous considérerons n’est autre
qu’un systéme de n fonctions continues & une variable réelle prenant
des valeurs réelles.

I.—LIEUS DES POINTS SINGULIERS®

27. Points singuliers de mesure positive. Soient ¥ une famille
de foctions continues dans T et p un point de R(F). Soit = I'abscisse
du point p. Si, quelque petit que soit le nombre positif ¢, l’ensemble
des points de Ra(p, ¥ dont les abscisses sont <+ + ¢ estde mesure
positive, le point p est appelé point semi-singnlier de mesure posmve a
droite. On peut de méme définir le point semi-singulier de mesure
positive a gauche. Le point semi-singulier de mesure positive a droite
et & gauche s’appelle point singulier de mesure positive.

Théoréme 25. Soient F une famille sans-manqgue et quasi-compacte
et f (t) une courde de 5 dont les points sont des points semi-singuliers de
mesure positive & droite. Soit E, I’ensmdle des points semi-singuliers a
gauche non situés sur la courbe f (t). Si ensemble E, des points d’accu-

mulation de E, situés sur la courbe f(t) est dénombrable, la courbe f ()
appartient ¢ la famille .

(15) Les familles des courbes intégrales d’une équation différentielle 2. = f(z, )

ont été étudiées par Mlle. Charpentier. Voir en particulier: Mathematika,
Cluj, Vol. 5 (1931) p. 656-99.
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Soit » un point de la courbe f(t) n’apprtenant pas & K,. Soitr
P’abscisse du point p et désignons par &, la famille Fy(S:.., Fa(4, §),
ol S:ie=8:.(4, F), £ >0 et A est ’ensemble des points (f(t), £) tels
que 7<t<7+s. Sieest suffisamment petit, R (%) ne contient aucun
point de E,. Si g est un point de R (J.), il existe un point p’ dans A4 tel
que Rq(p’, &.) contient q. Supposoans qu’il existe deux points p’ et p’’
dans A tels que . |

qgeRa (@', B), qeRa (0", B).

Si fi(t) est la courbe passant par q et p@ (¢t =1,2), les deux courbes fi(t)
et fx(t) doivent se rencontrer sur la courbe f(f). Si donc ’abscisse du
point p’’ est moindre que celle du point p’, Ra(®”, §.) contient p’, et
par suite Ra(p’, o). D’autre part, si une suite de points ', 7%,..., p*,
... converge vers un point p* et si toutes les régions Ra(p*, F.) contien-
nent g, 1a région Ru(p*, Fs) contient aussi g puisque la famille est quasi-
compacte. - D’aprés ces remarques, on voit que la région R(%.) se par-
tage en un certain nombre d’ensembles disjoints, fermés et de mesure
positive. Ces ensembles étant de mesure positive, le nombre doit étre
dénombrable au plus. Or R(3,) est évidemment un continu. Ce nombre
est donc égal 4 1; et la région Ra(p, Fo) coincide avee R(F.), c’est-a-dire
Ru(p, o) contient A. Cela indique qu’il existe dans ¥ une fonction qui
coincide avee f(t) dans ’intervalle (+, r+¢). Soit maintenant (', 7"’)un
intervalle contigu a ’ensemble dérivé A,/ de A;. Dans un intervalle
(#',7"’) intérieur a (v/, v'’) il n’existe qu’im nombre fini de points de A,,;
& étant une famille sans-manque, il existe une fonction de ¥ qui coincide
avec f(t), dans lintervalle (7', ¥’). Puisque la famille § est quasi-
compacte, il existe donc une fonction de § qui coincide avec f(t) dans
(', ¥’). D’une maniére générale, on verra sans peine que si (z/, /')
est un intervalle contigu a I’ensemble dérivé A d’ordre a, ol « est un
nombre transfini de classe I ou II, il existe une fonction de  qui coin-
cide avee f(t) dans l’intervalle (+/, /). Mains I’ensemble A, étant
fermé et dénombrable, les ensembles dérivés A, sont nuls a partir d’un
certain rang. Le théoréme est donc établi.
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~""ﬂSoit f(¢) une fonction continue définie dans un intervalle (', ')
telle que tout point de la courbe f(¢) soit un point semi-singulier de
mesure positive & droite (zauche). Nous appellerons, pour ‘simplifier
Pexposition, la courbe f(¢) ligne de ma > o (my > 0).. La lignede mg >0
et de m, >0 sera appelée ligne de m > o. '
Théoréfne 26. Dans les mémes hypothéses qu’ au theoreme ﬁrécédent,‘
P’ enesemble des points de rencontre droit de la ligne f (t) de ma > o avec les
autres lignes de mg > o est au plus dénombrable.
Soit Rz ’ensemble des points p tels que si = est ’abscisse du point
p, il existe une ligne g(¢) de mq4 > o satisfaisant aux conditions:

Cf@=9@) et fOF9@®)

pour t—r positif et assez,petit. Ra est par définition ’ensemble des
pbints de rencontre droit. On peut attacher a chaque point p de R; un
nombre positif 8(p) en sorte qu’il existe une ligne g(t) de mq > o tell que

%

g @) =r1@) i pour t =71
g@ =r@® pour v <_t=7 + &(p),

= étant ’abscisse du point p. Nous désignerons par R I’ensemble des
points p de R, pour lesquels on a 8(p) >e. Supposons que Rq n’était
p.ﬁs dénombrable. Il existerait alors un nombre positif e tel que ’en-
semble R% ne soit pas dénombrable. L’ensemble E, étant dénombrable,
R% contiendrait un point p, n’appartenant pas a E, et dont chaque
voisinage contient un nombre non dénombrable de points de R%. Soit
A Vensemble des points de la courbe f(¢) dont les abscisses sont au
plus égales & 7,+¢ et au moins égales a 7,—¢, 7, étant I’abscisse du point
Po . Soit Fo la famille Fy(S: . Fa(4A, F)), ou S;= Si(4, F). Sieest
assez petit, la région R(F0) ne contiendrait aucun point de E,. A con-
tenant un nombre non dénombrable de points de R% , S: .. contiendrait
un nombre non dénombrable de points de rencontre du plan avec les
lignes de mg > 0. Ces points de rencontre seraient des points semi-
singuliers de mesnre positive a droite. Or cela est impossible comme
le montre le théoréme suivant. ' - ' :
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Théoréme 27. Soit E un ensemble de troncature d’ume famille
quasi-compacte F. Soit E, I’ensemble des points semi-singuliers ¢ gauche
situes ¢ droite de E. Si l’ensemble E, des points d’accumulation de E;
situés dans FE est denombrable, I’ensemble E. ne peut contenir qu'un

nombre dénombrable de points semi-singuliers de mesure positive a
droite.

En effet, si I’ensemble S des points semi-singuliers de mesure posi-
tive a droite n’était pas dénombrable, il existerait dans E un point p
n’appartenant pas & E, et dont chaque voisinage contient un nombre
non dénombrable de points de S. Soit = I’abscisse du point p. On
pourrait choisir un voisinage V(p) et un nombre positif ¢ de maniére
que si Fo désigne la famille Fy(S:.., FA(EV(®D), ) ), ob S: = SLEV(),
%), la région R(F) ne contienne aucun point de E,. Si p1eEV(p),
12 e EV(p), ;= P2, les régions Ra(pi, Fo) et Ra(pz, Jo) ne conti-
endralent aucun pomt commun. FEV(p) ne pourralt donc contenir
qu un nombre dénombrable de points de S contrairement a I’ hypothese.

,Remamque. Dans le cas de I’espace T (i.e. le cas de la famille de
fonctions réelles) tout point semi-singulier d’une famille sans-manque
est 'de mesure positive, et I’hypothése sur la mesure est inutile.

28. Points non-réguliers de mesure positive. Soit & une famille
de fonctions continue dans . TUn point p de R(Y) sera appelé point
semi-non-régulier de mesure positive a droite (gauche) si la mesure de
Ri®, F) Ro(p, §) ) est positive. Le point p tel que Ra(p, F) et
Ru(p, ¥) sont de mesure positive sera-appelé point non-régulier de
mesure positive. Soit f(f) une fonction continue dans un intervalle (+/,
+'') et telle que tout point de la courbe f{(t) soit un point semi-non-
régulier de mesure positive a droite (gauche); alors la courbe f(t) sera
appelée ligne de M; >0 (M,>0). On obitent comme au numéro
précédent les théoremes suivants.

Théoreme 28. Soit § une famille saus-manque, quasz-compa,cte et
semi-réguliére o gauche. Alors toute ligne de My > 0 appartient d la
Jamille.
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Theoréme 29. Dans les mémes hypothéses qu’au théoréme précé-
" dent, une ligne de Mz >0 me rencontre qu’un nombre dénombrable de
lignes de M; >0 .

Théoréeme 30. Tout ensemble de troncature d’une famille semi-
'i'éguliére et quasi-compacte contient au plus un mombre dénombrable de
pornts semi-non-réguliers de mesure positive.

II.—SUITES DE FAMILLES REGULIfRES

‘Supposons qu’une suite de familles réguliéres converge vers une
famille F. Cette famille est kneserienne et la section S.(p, &) est un
continu. Mais peut-elle étre un continu quelconque ? Plus précisément,
étant donné dans un plan ¢=+ un continu quelconque C, peut-on
trouver une suite de familles réguliéres telle que S.(p,¥) =C, F dé-
signant sa limite? C’est ce que nous étudierons dans cette section.
Mais avant cet étude il est commode de classifier les continus. Nous
désignerons par T, ’espace que I’on obtient en adjoutant & 2, un
point & I'infini. L’espace W. est équivalent, au point de vue topologi-
que, a une sphére dans ®,.;. Par 'emploie de W, au lieu de T,,
nous pouvons éviter de faire des remarques annuyeux. Nous sup-
poserons donc que l’espace dépendant que nous considérerons dans
cette section est B, .

29. Classification des continus. Un continu C est dit de la classe
1 s’il peut se réduire 4 un point par déformation continuelle dans un
ensemble ouvert quelconque contenant C. Soit % un entier plus grand
que 1 et supposons définis les continus des classes inférieures a ‘Ilc. Un
continu C est dit de la classe k s’il n’est pas de la classe inférieure & &
et si a chaque ensemble ouvert O contenant C correspondent des con-
tinus Ci, Gz, .... jouissant des propriétés suivantes:

1°. | Ci+Co+ ....C:
20, Slels(C) =k —1(%;

(16) Nous désignerons par cls (C) la classe du continu C.
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8°. Tout ensemble férmé contenu dans C—3] C; peut se réduire &
un point par une déformation continuelle faite dans O.

Théoréme 31. Si deux continus E et E' ont des points communs, le
continu E + E! est de la classe au plus égale & cls (E) +¢ls (E).

Soit O un ensemble ouvert quelconque contenant E+E’. Il existe
un ensemble ouvert O, contenu dans O et contenant E. Par définition,
il existe des continus C;, C., .... jouissant des propriétés 1°, 2°, 3°
relatives 4 E et & O,. Tout ensemble fermé contenu dans

E+FE —QC:i+ E)=FE—>C;

peut se réduire a un point par déformation continuelle dans O (puisque
0 > Oe). Donce -

cls(F+ E)Y<>ecls(C;) +cls(E) +'1
< cls (E) + cls (E). C.Q.F.D.

Grace a cette propriété, on peut supposer que dans la définition de
la classe les continus C; sont disjoints.

"30. Invariance de la classe du continu.

Théoréme 32. La classe du continu est tndépendante du nombre de
dimensions de I’espace qui le contient.

Soint C un continu dans 5,, et désignons par % la classe du con-
tinu C. On peut le considérer comme un continu dans ,.:; la classe
de C considéré comme un continu dans ¥8,.: sera désignée par k’. 11
est & démontrer que £k =k'. Dans le cas ot C contient tous les
points de DT , il east visible que k¥ = k'’ = 2. Excluons ce cas. Nous
pouvons alors supposer que le point a 1’infini n’appartient pas a C, car
le point & l'infini ne joue aucun rdle spécial dans ®,. Nous con-
sidérerons donc le cas oli C est-un continu borné dans 28,. Prenons
dans W,.:1 un systéme de coordonnées cartésiennes x;, 2z, ....,
%n+1 de maniére que T, soit le plan représenté par @, = 0. SiO est
un ensemble ouvert dans W,.: contenant C, il existe un ensemble
ouvert O; dans 2B, contenant C et contenu dans O. Une déformation
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continuelle dans O, est aussi une déformation contiﬂuelle dans O. Il
suit de 13 que k' < k. Inversement soit O: un-ensemble ouvert dans
B, contenant C. Il existe alors un ensemble. O ouvert dans %,.1 con-
tenant C et dont la projection faite parallélement & 1’axe des z sur le
plan 28, est contenu dans O. Considérons une déformation continuelle
dans O

e=fip,) (=1,2 ....,mn+1).

La déformation représentée par
2 = fi(p, 1) Z2=1,2,....,m)
Zp+1 = 0

est une déformation continuelle faite dans O;. Il suit de 15 que kK.
On aura donc ‘

E=FK. C.Q.F.D.

31. Suites convergentes de familles réguliéres. Nous allons main-
tenant établir le théoreme suivant.. :

Théoréme 33. Supposons qu’une suite compacte de familles com-
pactes et régulieres: Ty, Fas .- .. converge vers une famille F. Soient
E, Pensemble des points semi-singuliers a gauche de la famille et E/ son
ensemble dérivé. Soit C un continu de la classe k dans SoF). St
R (C, B) se trouve o Uintérieur de la région Jondamentale R (F) = R(F:)
par rapport ¢ E (B,, L) et sil’on a ’

R (C’ %) E; = 09 R (C’ %)Eg < sl (C’ 3)’

S1(C, ¥) est un continu de la classe au plus égale a k + m, m désignant
le nombre des points de E, contenus dans S; (C, ).

D’une maniére générale, soit C la somme des continus disjoints :
ct, C%,...., C* des classes kW, E®, . ..., k™ respectivement
(k= i k9). La section 8;(C, ) est alors la somme de continué dis4

t=1

joints S', S%,.... en nombre x’ au plus égal a p”. On aura alors

(17) La section S:(C%, &) est un continu d’aprés le théoréme du n° 10.
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2 cls (S) <k + m. Nous supposerons le théoreme établi pour & < ko

sous la forme généralisée et montrons que le théoréme reste vrai
pour k = ko. Considérons d’abord la cas de p/>>1 Alors on aura par
hypotheése ' '

els (S) < ST ED + m®
2

m® désignant le nombre des points de E, situés dans S° et Z“” désig-

nant la somme étendue aux indices j tels que Si1(C7, %) <.S° On en
déduit

_ﬂ{; ols (S <k + m.

Considérons ensuite le cas de u! = 1, c’est-a-dire le cas ou $1(C, ) est
un continu S. C¢ étant de la classe k%, il existe dans C* des continus
disjoints - Ci, Ci,..... tels que 2 cls (C%) = k®— 1 et que tout
ensemble fermé dans C*— 2 C: peut se réduire & un point par une
déformation continuelle dans un ensemble ouvert quelconque contenant
C-. Démgnons par p', P, ...., Pm les points de £, (S — Z S: (G, )
et par Pural, «««-» Pm l€S pomts de E,S; (Z C:, ¥). Le théoreme étant

admis pour lc<ko, S: (G, F) est la somme des continus disjoints
S1, Sz, .... tels que

chs SIS EO —1) + (m—m) <ho+m — m’ —1.

Il suffit donc de démontrer que tout ensemble fermé contenu dans

— (§‘_J S; + Z p;) peut se réduire & un point par une déformation con-
tlnuelle dans un ensemble ouvert quelconque contenant S. Mais il est
évident que si deux continus 8:(Ci, ) et $: (¢, F) ont des points

communs, ces points communs appartiennent a E,. Par suite, les u
ensembles®® :

A=B(CH—ES+Tp) (=12 )

sont disjoints et il suffit de montrer que tout ensemble fermé contenu
dans ’ensemble A; peut se réduire 4 un point par une déformation
contiuelle dans un ensemble ouvert quelconque contenant 8;(C¢, F).

(18) .Soient A et B deux .ensembles. Nous desngnerons par A—B l’ensemble des
éléments de A n’appartenant pas i B.
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Soit Ot un ensemble ouvert par rapport au plan £ =1 et contenant
S:1(C% §). La famille § étant compacte, il existe dans S«{) un
ensemble fermé O} contenant intérieurement C° et tel que Si(Oj, J)
appartient a Of. Soit F; un ensemble fermé quelconque dans A;.
R (F:, ) ne contient aucun point semi-singulier a gauche; par suite
So(Fi, ¥) est un ensemble fermé dans C'—3> Ci. 1l existe donc un
ensemble fermé B; contenant intérieurement’ I’ensemble So(F:, &) et
pouvant se réduire 4 un point par une déformation continuelle dans
Of. On verra sans peine que pour j suffisamment grand on a

s] (05’ %@) < Ofv
S: (B, §3) > F;

Puisque la famille ¥; est réguliére et compacte et que Of appartient &
la région R (%), on peut établir une correspondance biunivoque et
bicontinue entre les ensembles Of et S,(0§, ¥); et par cette cor-
respondance, ’ensemble B; correspondra 4 un ensemble contenant F;.
Puisque B; peut se réduire a un point par une déformation continuelle
dans Of, §: peut se réduire a4 un point par une déformation continuelle
dans Oj. Le théoréme est donc établi.

Du théoréme établi tout a4 I’heure découle immédiatement ce
théoréme.

Théoréme 34. Soit ¥ une famille sans-manque contenant la limite
& d’une suite compacte et convergente de familles compactes et régu-
liéres @ . Soient E, I’ensemble des points semi-singuliers & gauche de la
famille F et EY son ensemble dérivé. Soit C un continu de la classe k
dans S . SiR(C, ) se trouve a Vinterieur par rapport d E (ﬁn , %)
de la région fondamentale R (F) =R (F:) et si R(C, F) ne contient
ancun point de El, 8,(C, %) est un continu de la classe au plus égale &
k + m, m désignant le nombre des points de E, contenus dans R (C, c?)

Supposons que St(C %) contient m; points de E, (0 = to <t <te
< oot <ty=1; Zm, = m). Désignons par S; la sectlon,S:i,(C ) et

par k; la classe du continu S;. La famille ¥ étant sans-manque,
F2(S:, ¥) coincide avec la famille F.(S;, ); on aura donc en particulier
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Sir = Fa (Si, F).
Or on verra sans peine qué

F, (Siss» Fa (Si, B)) = Fy (Sirr, Fa (e, ).
On peut doné appliquer le théoréme précédént et obtiendra

: ki+1—§;ki + M.
Par suite
o ks_,_<__k+§mi= E+m. ’ C.Q.F.D.

III.—QUELQUES REMARQUES

Nous supposerons dans cette section que I’espace dépendant est

—

%” .

32. Familles serrées. La classe d’un continu dans T est 20ul

suivant qu’il coincide avec E’E ou non. Cela posé, on obtient ce
théoréme. '

Théoréme 35. Si Uespace dépendant est T, , towute famille compacte
telle que Ia section S.(F) est un continu dont la classe ne depend pas de
+ est une famille serree. ,

Dans le cas oil Ia classe de S.(F) est égale & 2 R(F) coincide avee
E@@:, ). Si un ensemble F dans S.(%) sépare deux points p1, p2,
R(F, ¥) divise la région R(F) en plusieurs parties parmi lesquelles
il existe deux contenant p; et p2 respectivement. Le théoréme est
donc évident dans ce cas. Considérons ensuite le cas ol la classe de
S.(¥) est égale 4 1. Dans ce cas, S(3F) est un segment de droite
(pouvant contenir le point & Pinfini). Désignons par G(7) et g() les
ordonnées des extrémités du segment S.(¥). On verra sans peine que
G(t) et g(t) sont des fonctions continues?®®. On peut done construire
facilement une fonction continue dans $: Y(?) telle que tout point de
la courbe -(f) soit extérieur & R(¥). Supposons qu’un point p de S.(¥)
sépare deux points p; et p. de S(¥). Soit f(¥) une courbe passant par

(19) Nous dirons qu’une fonction f(t) est continue pour ¢ =1, si lim f(&) = f(), F(&)
poavant &tre oo . t=to
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p. Les deux courbes f(¢) et y(t) divisent E(T;, ) en deux parties
dont l'une contient p; et Vautre p,. Donc tout continu situé dans
R(F) et contenant p; et p: rencontre nécessairement la courbe f(t). Le
théoréme est complétement établi.

Ce théoreme ne se généralise pas dans le cas de ¥, ot n=2,
comme le montre I’exemple suivant.

Exemple. Prenons dans un espace a trois dimensions trois axes
rectangulaires Oz, Oy, Oz. Considérons les trois familles de demi-
droites®?,

Ba: y= = (x—a), z=0, ~x>a, (@a=0).
B2 : y = =% b, z= *c(x—0), x b,

(el <1, — 00 < b.<+ o).
T . | y= +b, g=*x(@®—b—h), xgb-!-h,"
o (20, — o b+ ),

Soit ¥ la famille sans-manque des fonctions f(z) continues dans 001
et telles que chaque f(x) représente une courbe composée de parties des
demi-droites des trois familles &1, Tz, Fs. Sil’on ajoute & la famille
$F 1a fonetion : fy(x) = oo pour 0= <1, on obtient une famille compacte

b g | , z

La section par le plan z = 0. La s;ection parle plan y = b.

(20) Nous prendrons ici pour la variable indépendante la variable z au lieu de t.
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et sans-manque ?‘} telle que R(%) = B, Z.), ou T, désigne linter-
valle 0<,x<1. Si E est I’ensemble des points de la droite « = 0, z=0,
E divise le plan # = 0 en deux parties P, et P;. Mais R(E, ‘Ey—) est
I’ensemble des points (x, y, ) vérifiant les relations

z=0, Yy=2; 0=z<1,
ou z=0, y< —uzx, 0<x<1.

On peut donc joindre un point de P & un point de P, par une courbe
de jordan ne contenant aucun point de R(E, ).

33. Familles kneseriennes. Familles bordées. Soit ¥ une famille
sans-manque et compacte. L’exemple du numéro précédent montre
que ¥ peut ne pas &tre une famille kneserienne méme dans le cas ou
R(E) = E(,, ). Mais dans le cas de n =1 on obtient facilement
ce théoreme. ‘

Théoréme 36. Si Pespace est Wy, toute famille F compacte, sans-
manque et telle que la section S.(F) est un continu dont la classe ne
dépe'nd pas de v est une famille kneserienne. Par suile & est une
Jamdille bordée.

La famille considérée dans ’exemple du numéro précédent est
bordée. On peut donc se proposer la question: Toute famille sans-
manque et compacte est-elle toujours une famille bordée@? ?

(21) En faisant quelques hypothéses subsidiaires sur la région fondamentale: par

exemple »
: RE)=E®M,, 3).



