ALGEBRAISCHE FUNKTIONENKORPER
UND RIEMANNSCHE FLACHEN

Von
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EINLEITUNG

Im Gange der historischen Entwicklung der Theorie der alge-
braischen Funktionen einer Veridnderlichen traten die funktionen-
theoretische und die geometrische Methode ziemlich frith, zur Zeit
von ABEL und JAcoBI, in die Erscheinung; dagegen wurde die
arithmetische Methode verhiltnismilig spit, erst gegen Ende des
vorigen Jahrhunderts, eingefithrt. Obwohl man schon in den Arbeiten
von R. DEDEKIND —H. WEBER® und K. HENSEL—G. LANDSBERG® den
Keim der heutigen algebraischen und arithmetischen Theorie der
algebraischen Funktionen spiirt, so ist sie doch als eine eigene
Theorie erwachsen, erst nachdem die Algebra in diesem Jahrhundert
einen groBen Aufschwung erfahren hat. Heute versteht man im
weitesten Sinne unter der arithmetischen Theorie der algebraischen
Funktionen einer Verinderlichen, ohne Benutzung des Kontinuitits-
begriffes, die Arithmetik in den Koérpern vom Transzendenzgrad 1
iiber einem Grundkoérper. Wihrend sich aber diese Theorie selbstindig
entwickelt hat, hat man es ziemlich vernachliBigt, den Zusammen-
hang zwischen den verschiedenen Theorien klar hervortreten zu-
lassen. ‘ '

Die vorliegende Arbeit soll als ein kleiner Beitrag zur Uber-
brilckung der modernen arithmetischen und klassischen Theorie der
algebraischen Funktionen dienen. Im ersten Paragraphen zeige ich,
wie man, von einem algebraischen Funktionenksrper ausgehend, zum
Begriff der topologischen RIEMANNschen Fliche gelangen kann. Dazu

(1) R. DEDEKIND und H. WEBER, Theorie der algebra,ischen‘ Funktionen einer
Verdnderlichen, Journ. f.d.r.u.a. Math., Bd. 92 r1882), S. 181-290; DEDEKIND’S
gesammelte math. Werke, 1. Bd. (193)), S. 238-349. .

(2) K. HENSEL und G. LANDSBERG, Theorie der algebraischen Funktionen einer
Variablen, Leipzig (1902).
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ist es unentbehrlich, manche wichtige geometrische Begriffe—z.B.
der Flichen, Kurven, u.s.w.—nicht so wie in der klassischen Literatur
als anschaulich evident einzufiihren, sondern mengentheoretisch streng
zu definieren. Dabei erscheint, wie schon Herr H. WEYL in seinem
berithmten Buch® bemerkt, die Betrachtungsweise, dafl eine RIEMANN-
sche Fliche eine Uberlagerungsfliche der komplexen Zahlkugel ist,
als das Sekundire; primir ist aber die Auffassung, daf sie, ganz
gelost von der Beziehung zum dreidimensionalen Punktraum, ein
triangulierbares, zweidimensionales Gebiet bildet, auf dem sich die
eindeutigen analytischen Funktionen definieren lassen. Die in diesem
Paragraphen bewiesenen Tatsachen findet man im wesentlichen in
dem WEYLschen Buch; nur gebe ich sie aus systematischen Griinden
wieder. _ , . - .

Im zweiten Paragraphen wird die Beziehung der endlichen al-
gebraischen. Erweiterungen eines algebraischen. Funktionenkérpers
zu den Uberlagerungsflichen iiber einer geschlossenen RIEMANNschen
Fliche behandelt. Allgemeiner als. im WEYLschen Buch mufi man
dabei nicht nur unverzweigte {Jberlagerungsflichen sondern auch ver-
zweigte Uberlagerungsflichen in Betracht ziehen. Nach dem bekann-
ten Existenzsatz von B. RIEMANN ist durch eine geschlossene RIEMANN-
sche Fliche & ein zu & gehoriger Funktionenkdrper definiert, wel-
cher seinerseits aus den sidmtlichen auf & eindeutigen analytischen
Funktionen- besteht. Wenn & in einer geschlossenen RIEMANNschen
Fliche & enthalten ist, so ist der zu & gehorige, algebraische Funk-
tionenkorper ein Teilkorper -des zu & gehorigen Funktionenkorpers.

Ein Spezialfall, da die Erweiterungen galoissch sind, ist im
dritten Paragraphen eingehend untersucht. Ich will dort zeigen,
daB einer reguliren, unbegrenzten Uberlagerungsfliche einer ge-
schlossenen RIEMANNs:hen Flidche eine galoissche Erweiterung eines
algebraischen . Funktionenkorpers zugeordnet wird und umgekehrt.
Es soll hier noch bemerkt werden, daf die letzte Hilfte dieser
Tatsache schon von Herrn M. DEURING® ohne Beweis ausgesprochen
ist.

Im SchluB8paragraphen betrachte ich endliche unverzweigte abel-
sche Erweiterungen und -abelsche Uberlagerungsflichen. Der Begriff
der abelschen tIberlagerungsflichen, die zum erstenmal von Herrn H.

(1) H. WEyL, Die Idee der RIEMANNschen Fliche, Leipzig—Berlin (1923).
(2) M. DEURING, Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen-
korper, Math, Ann., Bd. 106 (1932), S. 77-102. ‘
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WEYL als die Analoga zu den HILBERTschen Klassenkorpern® in die
algebraische Funktionentheorie eingefithrt wurde, 148t vom heutigen
arithmetischen Standpunkte aus eine solche Tragweite erkennen, dag
durch Heranziehung der abelschen Uberlagerungsflichen einige Aussa-
gen iiber die Wurzelfunktionen rein arithmetisch hergeleltet Werden
konnen. : - : :

§ 1. Absolute RIEMANNsche Fliche und ihre Topoldgie.-_

Im folgenden bezeichnet f durchweg den Korper aller komplexen
Zahlen und K einen algebraischen Funktionenkorper einer Verinder-
lichen mit f als Konstantenkérper ; es gibt daher in K eine Erzeugung
z, y von K iber f: K=f(x,y). Ohne Eins¢hrinkung der Allgemein-
heit kann dabei x als iiber f transzendent und y als iiber f(x) alge-
braish angenommen werden.

Wir betrachten zunichst eine diskrete Exponentenbewertung von
K, welche t trivial bewertet®. Die Gesamtheit aller einer derar-
tigen Bewertung dquivalenten Bewertungen von K nennen wir wie
iiblich einen Primdivisor aus K®. Bezeichnet nun p einen Primdivi-
sor aus K und K, die perfekte Hiille von K in bezug auf p, so lassen
sich #z, y in K, als formale LAURENTsche Reihen nach einem beliebigen
Primelement von p entwickeln, welche héchstens endlich viele negative
Potenzen besitzen. Wenn man dabei ein geeignetes Primelement ¢
von p nimmt, so kann man durch Majorantenbildung beweisen, da
die LAURENTschen Reihen =P (%), y=Q (¢) in einem Kreisring konver-
gieren®. Bekanntlich kann man als ¢ etwa ein Element entweder

von der Form 3}/ x——a oder / —— auswéihlen, wobei a eine komplexe

Zahl bedeutet.

Aus der Tatsache, daB t.ein Prlmelement von p ist, folgt ohne
weiteres, daf z=P(t), y=Q(t) in einem Kreis |t | <r(r > 0) giltig
ist; d.h. die beiden Reihen sind, vielleicht abgesehen vom Mittel-

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 175-176.

(2) Fur die allgemeine Theorie iiber die Bewertung verglelche man VAN DER
WAERDEN, Moderne Algebra, I. Teil, Berlin (1937), S. 245-266.
_ (8) -Als eine beste ausfiihrliche Darstellung iiber die arithmetische Theorie der
algebraischen Funktionen verweise ich auf eine Arbeit von Herrn F. K. ScHMIDT,
Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen I, Math. Zeitschr., Bd.
41 (1936), S. 415-438.

(4) K. HENSEL, Neue Begriindung der aritbmetischen Theorie der algebral-
schen Funktionen einer Variablen, Math. Zeitschr., Bd. 5 (1919), S. 118-131.
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punkt ¢=0, stets im Kreis |t| < r konvergent und fiir i ==¢,,
| £1] <7 und | tz|<r sind niemals gleichzeitig P(t1)=P (t), Q(t:1)=Q(te).
z=P(t), y=Q (t) heiBt dann ein zu p gehoriges Funktionselement von
x, yO.

Da ein Element r(x,y) aus K eine rationale Funktion wvon x, Y
mit Zahlenkoeffizienten ist, so ist » (P (), Q(t)) eine LAURENTsche Reihe
von t mit hochstens endlich vielen negativen Potenzen. Wenn man
daher jedem Element (#=0) aus K den Exponenten von ¢ des An-
fangsgliedes seiner t-Entwicklung zuordnet, so wird dadurch eine
Bewertung bestimmt, welche zum Primdivisor p gehort. Hieraus
sieht man ohne Schwierigkeit ein, dal aus einem Primdivisor ein
einziges Funktionselement entsteht, aber aus verschiedenen Primdivi-
soren auch verschiedene Funktionselemente entstehen.

Wenn umgekehrt in einer gewissen Umgebung |[t] <7» (r > 0)
des Nullpunktes der komplexen ¢-Ebene ein Funktionselement x=P ),
y=Q(t), welches, eingesetzt in alle algebraischen Relationen zwischen
2 und y, sie als Relationen von t identisch erfiilllt, gegeben ist, so
ist jedes Element aus dem Korper f(x,y) als LAURENTsche Reihe in
t mit hochstens endlich vielen negativen Potenzen entwickelbar. Der
Exponent von t des Anfangsgliedes dieser Entwicklung definiert eine
Bewertung von K. Mithin ist gezeigt:

Den Primdivisoren aus K entsprechen umkehrbar eindeutig dze 2u
ihnen gehirigen Funktionselemente von x, y.

Aus einem Funktionselement ¢ von «, entsteht stets seine Nor-
maldarstellung @ :

x=a+t”, y—'-‘-'Q(t);

wo Q(t) eine LAURENTsche Reihe mit hochstens endlich vielen ne-
gativen Potenzen von t bezeichnet. Wir nennen dabei der Einfach-
heit halber ¢ ein iiber a oder « liegendes Funktionselement, je nach-

dem t=)}/g—q4 oder t=;/% ist; ebenso konnen wir den e zugeord-

neten Primdivisor aus K einen ilber a« oder «~ liegenden Primdivisor
nennen.

Ist nun p ein Primdivisor aus K und e=(x=a+t*, y=Q®) die
Normaldarstellung des zu p gehorigen Funktionselementes von z, v,
so heit p verzweigt, falls v >1 ist; sonst heiit p unverzweigt®.

(1) H. WEYL loe. cit., S. 6.
(2) H. WEYL, lce. cit., S. 8.
(3) H. WEY1, lce. cit., S. 9.
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Nach einem Analogon zum Differenten-Diskriminantensatz der alge-
braischen Zahlentheorie iiberzeugt man sich davon, daB es in K
endlich viele verzweigte Primdivisoren gibt®. Zu fast allen kom-
plexen Zahlen « existieren daher genau nm verschiedene, iiber a lie-
gende (unverzweigte) Primdivisoren von K, wenn n den Grad von
K iber f(x) bezeichnet; dementsprechend liegen iiber a genau »
verschiedene Funktionselemente von z, .

Zwischen den Elementen x und y besteht bekanntlich eine alge-
braische Relation F'(x,y)=0 mit Zahlenkoeffizienten. Dabei kann
man ohne Einschrinkung voraussetzen, da F'(z,y) im Polynomring
! (x) [y] irreduzibel und der hichste Koeffizient von y in F'(z,y) gleich
1 ist. Aus der Bewertungstheorie schlie8t man leicht, daf y hochs-
tens filr diejenigen Primdivisoren, welche wenigstens einem Koeffi-
zienten von F'(z, y) negativen Wert angeben, negative Bewertungen
besitzen kann. Solche Primdivisoren gibt es aber nur endlich viel,
weil jeder Koeffizient von F'(x, y) eine rationale Funktion von x ist.
Abgesehen von endlich vielen Ausnahmepunkten liegen daher iiber
jedem Punkt der x-Kugelfliche & genau n verschiedene regulire
Funktionselemente®. Wir schlieBen nun auf & alle diejenigen Punkte,
lber denen mindestens ein nicht-regulires Funktionselement von =z,
y liegt, und die unendliche Stelle x=c aus, und bezelchnen die so
entstehende Fliche mit &’.

Es sei z=a ein beliebiger Punkt auf & und p. ein dlber a liegen-
der Primdivisor von K. Ferner sei x=a+t, y=Q(t) die Normal-
darstellung des zu p gehorigen Funktionselementes. Dann kann man
die Potenzreihe Q(t)=@Q (x—a) bis nach einem beliebigen Punkt =28
auf 3§’ lings einer stetigen Kurve ¢ auf &’ analytisch fortsetzen. Um
dies zu beweisen, nehmen wir wie iiblich an, da8 ¢ als eine eindeu-
tige stetige Funktion x eines reellen Parameters A definiert ist,
wobei 4 das Intervall 0 < A=<1 durchlduft, x. ein Punkt auf & und
insbesondere fiir i=0 bzw. i=1 xo=a bzw. ;=8 ist. Wir nennen
der Kiirze wegen ¢ eine durch das Intervall 0 < 2 <1 definierte Kurve.
Wenn die analytische Fortsetzung lings der Kurve ¢ unmoglich ist,
so gibt es einea reellen Wert i* mit 0<i* <1 derart, dag sich fiir
jedes 2 (0<<1<<4*) Q(x—a) lings der Kurve c¢ bis nach . analytisch
fortsetzen ldB8t, aber nicht mehr bis z¥. Da nach dem bekannten
Satz von der Permanenz der Funktionalgleichung die algebraische

(1) R. DEpEk ND und H. WEBER, loec. cit., S. 223-228.
(2) H. WEYL, loc. cit., S. 8.
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Relation F'(z,y)=0 bei der obigen analytischen Fortsetzung erhalten
bleibt, so bildet das Endelement y=Q(x—x.) bei x=2z, mit x=x.,
+(x—2,) zusammen ein Funktionselement von z, ¥. Nun bestimmen
wir eine positive Konstante ¢ so, daf fiir jedes 2 mit 0<a*—1<e
der Punkt %, auf ¢ einem gemeinsamen Konvergenzkreis der simt-
lichen » verschiedenen, iiber x.« liegenden Funktionselemente wvon
x, y angehdrt. Zu solchen m verschiedenen Funktionselementen
besitzt y genau 7 verschiedene Potenzreihen Q;{(x —xx), ...... ,
Q. (x—z)«) nach x—x«, aus denen durch eine unmittelbare analytische
‘Fortsetzung auch 7 verschiedene Potenzreihen @Q;(x—xx), ... :v
\Q,,(w——x;) entstehen, solange A das Intervall 0 < 2*—i< ¢ durchlduft.

‘Unter den Potenzreihen Q;(x—=x.),...., Q.(®—2,) befindet sich sicher
die oben angegebene Potenzreihe y——Q(x—x;). Man kann also eine
Potenzreihe Q (x—x»«) 50 bestimmen, da8 zu jedem Wert 2 des Inter-
valls 0<<A*—i1< e das oben angegebene Q(x—z,) die unmittelbare
analytische Fortsetzung von Q(x—x,«) bei z = 2z, bildet; d.h. die
‘Potenzreihe Q(x—a) ist entgegen der Annahme lings der Kurve ¢
bis nach =z, analytisch fortsetzbar, w.z.b.w.

Da man jede analytische Fortsetzung von Q(x—-a) bei =2 stets
als ldngs einer, zwischen a und @ verlaufenden, stetigen Kurve auf
3’ entstanden annehmen kann, so gibt es hichstens n verschiedene
Potenzreihen nach x—g3, welche die analytischen Fortsetzungen von
'Q(x—a) bei x=g darstellen; denn solche analytischen Fortsetzungen
‘miissen mit =8+ (x—B) zusammen Funktionselemente von =z und y
iiber B bilden. Wir bezeichnen nun mit Q:(z—2),...., Qn(@—p) die
simtlichen' verschiedenen Potenzreihen, welche analytische Fortset-
zungen voh Q(x—a) bei x=8 ausmachen. Dann existieren bei einem
beliebigen Punkte x=v auf &’ auch genau m verschiedene analy-
tische Fortsetzungen von Q(x—a). Verbindet man nimlich @ mit v
durch eine stetige Kurve ¢ auf &/, so entstehen aus Q;(x—28),....,
Qm (x—pB) lings der Kurve ¢ m verschiedene analytische Fortsetzun-
gen bei x=v, welche ihrerseits analytische Fortsetzungen von Q (r—a)
bei =7 darstellen. Gibt es aber bei x=v mehr als m verschiedene
‘analytische Fortsetzungen von Q(x—a), so erhilt man bei =8 auch
mehr als m verschiedene analytische Fortsetzungen von Q(z—a),
indem man solche Fortsetzungen bei z=v in umgekehrter Richtung
von % bis nach @B lings c¢ -analytisch fortsetzt, was aber ein Wider-
spruch ist. .

Bezeichnet man nun mit @ (®x—a)=Q (x—a),...., Q.(®—a) die
sdmtlichen verschiedenen analytischen Fortsetzungen von Q (x—a)
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bei x=a, so ist eine symmetrische Funktion S(Q1@—a),...., Qn@—a)
von Qi(x—a),...., Qum(r—a) mit Zahlenkoeffizienten offenbar eine
regulire Funktion auf &’. Da eine solche symmetrische Funktion
auf einem jeden frither ausgeschlossenen Punkt der xz-Kugelfldche
hochstens einen Pol besitzen kann, so schlieft man in geldufiger
Weise, daB die Funktion eine rationale Funktion von a darstellt.
Nach dem  eben Bemerkten ist F*(x, y)=(y— Q1 (x—a).....
(y— Q. (x—a)) ein Polynom von y mit rationalen Funktionen von =z
als Koeffizienten, weil die Koeffizienten aller Potenzen von y in
F*(x,y) elementare symmetrische Funktionen von Qi(x—a), ...
Qum(x—a) sind. Wenn F*(z,y) nicht durch F(x,y) teilbar ist, so
sind die beiden Polynome teilerfremd, weil F'(x,y) im Polynomring
f (x)[y] irreduzibel ist. Es existieren also zwei Polynome u (x, ) und
v(x,y) in =, y, und ein Polynom f(x) von x derart, daf d1e Identitit

F(z, y)u(z, W+F* @, y)v @ y) =Ff@)

erfiilllt wird. Da die rechte Seite der obigen Identitit fiir alle =«-
Werte im Konvergenzkreis der Potenzreihe @ (x—a) stets versch-
windet, so miisste f(x) identisch Null sein. F'*(x,y) ist daher durch
F(x,y) teilbar; wegen n=>m ist F'(x,y) = F*(z,y). ©

Die oben bewiesene Tatsache kann nach Herrn H WEYL auf
folgende Weise formuliert werden :

Sind a, B beliebige Punkte auf der Flache & wund ist ps bzw. pa ein
beliebiger, tuber a bzw. B liegender Primdivisor aus K, so verbinden sich
die zu p. und ps gehorigen Funktionselemente von x, y stels durch eme
analytische zusammenhingende. Reihe®.

"Nun beweisen wir folgenden

Satz 1. FE's sei K ein algebraischer Funktwnenkorpe'r einer Veran-
derlichen mit t als Konstantenkorper und x, y eine Erzeugung von K
uber t. Dann bildet die Gesamtheit aller Funktionselemente von z, vy,
welche zu den samtlichen Primdivisoren aus K gehoren, ein analy-
tisches Gebilde. \

Beweis. Es seien ¢ und ¢® Funktionselemente von z, y, welche
zu zwei beliebigen Primdivisoren aus K gehoren. Dann kann man
eine analytische Umgebung® C; bzw. C,; von ¢® bzw. ¢® so be-
stimmen, daf8 C; bzw. C., eventuell abgesehen von ¢ bzw. ¢@, aus
lauter Funktionselementen von x, y besteht, welche ilber den Punk-

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 11.
(2) H. WEYL, loc. cit., S. 9.
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ten von &’ liezen, weil es nur eadlich viele irreguldre Funktionsele-
mente von z, y gibt. Dabei bezeichnet &’ wieder diejenige Fliche,
welche aus der z-Kugelfliche durch AusschlieBung der unendlichen
Stelle und aller derjeaigen Puakte, iiber denen wenigstens ein irre-
guldres Funktionselement von z, y liegt, entsteht.

Ist nun e bzw. &® ein regulidres Funktionselement von z, y in
C; bzw. Ca, so0 sind ¢V und ¢,? nach dem oben Bewiesenen durch
eine analytische zusammenhingende Reihe verbunden. Da offenbar
e® mit e und e® mit ¢® resp. durch analytische zusammen-
héingende Reihen verbunden sind, so ist es auch e® mit e®.

Es sei ¢ ein beliebiges Fuanktionselement von z, y, welches durch
eine analytische zusammenhédngende Reihe ¢ mit einem Funktioasele-
ment ¢ aus & verbuanden ist, wo & die Gesamtheit aller Funk-
tionselemente von x, y bedeutet, welche zu den simtlichen Primdi-
visoren aus K gehoren. Dann kann man ohae Einschrinkuag der
Allgemeinheit annehmen, daB ¢, abgesehen voa ¢ selbst, aus lauter
Funktionselementen besteht, welche ilber dea Punkten von &’ lie-
gen. Ein Fuaktionselement eo=Fe aus ¢ besitzt offenbar die Normal-
darstellung es=(x=uao+ @& —a0), Y= Qo ®—a0)), WO ao eine komplexe Zahl
bedeutet. Wenn ¢ = (2 = ;y+@—ap), ¥y = Q1 (®—a)) die Normaldar-
stellung von e ist, so geniigt y=Q1(*x—a1) der definierenden Glei-
chung F(z,y)=0 von K iiber f(x) identisch: F(x, Qi (x—a))=0.
Hieraus folgt nach dem Satz der Permanenz der Fuanktionalgleichung :

F(x, Q@—w)) =0;

d.h. in einer gewissen analytischea Umgebung voa ¢ ist die Gleichung
F(x, y)=0 identish erfiillt. Das Fuaktionselement ¢ erzeugt also einen
Primdivisor aus K, und e ist das zu diesem Primdivisor gehdrige
Funktionselement; d.h. ¢ gehort zu &, w.z.b.w. '

Die Gesamtheit aller Primdivisoren aus K hei3it nach R. DEDEKIND
und H. WEBER die absolute RIEMANNsche Fliche von K. Um die
absolute RIEMANNsche Fliche im topologischen Sinne als eine Flidche
aufzufassen, greift man aus K eine Erzeugung %, y iiber f heraus. Die
Gesamtheit der Funktioaselemeate von z, ¥, welche zu den simtlichen
Primdivisoren aus K gehoren, bildet nach Satz 1 ein analytisches
Gebilde ©,, welches seinerseits im topologischen Sinne als eine RIE-
MANNsche Flidche aufgefasst werdea kanntV. :

Ist nun p ein Primdivisor aus K und e=(x=P (), y=Q (1)) das zu

(1) H. WEyYL, loe. cit.,, S. 30-34.
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p gehorige Funktionselement von z, y, so heiBe die Gesamtheit aller
derjenigen Primdivisorean aus K, welche den Funktionselementen in
einer analytischen #-Umgebung® voa ¢ zugeordaet sind, eine Umge-
bung von p. Den komplexen Parameter ¢ neanne ich dabei eine
Ortsuniformisierende von p. Wenn man aun jeden Primdivisor aus
K a's einen Punkt betrachtet, und den Begriff der Umgebung eines
Punktes wie oben einfithrt, so wird die absolute RIEMANNsche Fliche
von K eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit &2?. Dabei ist &
defiaitionsgemid der Fliche S, homdomorph; d.h. & 148t sich als
eine Fliche auffassen. Wenn man auf & eine, bei dem Punkt b,
regulire Funktion mit Hilfe der Ortsuniformisierenden ¢ von p ia
geliufiger Weise definiert, so wird € sicher eine geschlossene RIE-
MANNsche Flidche, weil &, geschlossen ist.

Es sei nun «’, ¢/ eine beliebige, von z, y verschiedene Erzeugung
von K ilber f. Dann werdea bekanatlich z, ¥ und ', ¥’ durch bira-
tionale Transformationen in einander iibergefiihrt:

o'=¢' (x,y) | c=p@,y') |
y' =y’ (x,y) | y=v(@,y) |

wo ¢/, ¥/ bzw. @,  rationale Funktionen von z, y bzw. 2/, v/,
bezeichnen.

Wenn man das zu einem Primdivisor p aus K gehorige Funk-
tionselement voa , y mit e=(x=P(#), y=Q (®)) bezeichnet, so erhilt
man durch Einsetzuag voa x=P(t), y=Q(t) in 2’=¢'(z,y), ¥’ =v¥*(x,y)
die Relationen :

a’ =P’ (1), ¥y =Q (),

wobei P’(t), Q’(t) LAURENTsche Reihen von t mit h%chstens endlich
vielea negativen Potenzen bezeichaen. Da jedes Element aus K eine
rationale Funktion voa «/, 3’ ist, so wird mit Hilfe von z’=F’(t),
¥=Q/(t) eine zu p gehodrige Bewertuag von K definiert. Beriick-
sichtigt man dabei, da8 ¢ ein Primelement von p in der perfekten
Hiille von K in bezug auf p ist, so bestitigt man ohne weiteres, daB
/=@ =P @), y=Q %) ein Funktionselement von 2/, ¥’ nach dem
komplexen Parameter t bildet; ferner ist ¢’ das zu p gehdrige
Funktionselement von 2/, v’.

Bezeichnet nun &, bzw. S, diejenige RiEMANNsche  Fliche,

- (1) H. WEYL, loc. cit., S. 10.
. (2) H. WEgyL, loe. cit,, S. 17-18.
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welche das analytische Gebilde der Funktionselemente von z, y bzw.
%', y bildet, so ist durch einen Primdivisor p aus K stets eindeutig
der p zugeordnete Punkt p, auf &S, bzw. p, auf S, bestimmt.
Weil nach dem oben Gezeigten eine Ortsuniformisierende von p, auf
S, gleichzeitig als eine Ortsuniformisierende von p, auf S, benutzt
werden kann, so ilberzeugt man sich leicht davon, daB &, und @
konform-dquivalent sind®.

Die absolute RIEMANNsche Fliche von K ist definitionsgemif eine
Korperinvariante, dagegen ist ihre topologische Realisierung &, keine
Korperinvariante, weil man aus einer von 2z, y verschiedenen Erzeu-
gung von K iiber ! stets eine andere topologische Realisierung erhal-
ten kann. Weil aber solche topologische Realisierungen der absoluten
RieMANNschen Flidche einander konform-diquivalent sind, und die
konform-dquivalenten RIEMANNschen Flichen als die Verwirklichun-
gen einer einzigen idealen RIEMANNschen Fliche aufgefasst werden
konnen, so ist die absolute RIEMANNsche Fldiche von K ein algebrai-
sches Aquivalent einer geschlossenen RIEMANNschen Fliche.

Wir werden spéter der Kiirze wegen von der RIEMANNschen
Fliache eines Funktionenkorpers sprechen, indem man die dem Kor-
per zugehorige, absolute RIEMANNsche Fliche in obiger Weise als
eine topologische Fliche auffasst. Dabei kann man auch ohne
MiBverstindnis durch einen Primdivisor p aus K schlechthin einen
Punkt der RiIEMANNschen Fliche von K bezeichnen.

-~ Auf den Punkten p, q einer RIEMANNschen Fliche © seien die
Funktionen f(p), f(q) gegeben, welche bzw. bei p, q analytisch sind ;
d.h. f(p) bzw. f(q) ist eine LAURENTsche Reihe nach einer Ortsuni-
formisierenden von p bzw. q, welche hichstens endlich viele negative
Potenzen enthilt. Dann heiit f(q) eine analytische Fortsetzung von
f(p) auf &, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) Jedem reellen Wert 2 im Intervall 0 < A< T ist in stetiger

- Weise ein Punkt p auf S und mindestens eine bei p analytische

Funktion f(p) zugeordnet; insbesondere sind dabei po=Pp, f(po)
=f(p) und p1=q, f(p)=Ff(q). ’

2) Ist t* eine beliebige Ortsuniformisierende eines Punktes p,«
(0</*<1) und P(t*) die LAURENTsche Entwicklung von f(psx)
nach t*, so 148t sich ein offenes Teilintervall 0 <|i—i*| <e
(e>0) von 021 so bestimmen, daf fir jedes A in
0<{|A—2*|<e die Funktion f(p,), dargestellt als eine LAURENTsche

(1) H. WEYL, loe. cit., S. 36.
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Reihe nach t*—t,, mit der Umbildung von P (t*) nach ¢t*—t,. uber-
einstimmt. Dabei bedeutet ¢{» den p. entsprechenden t*-Wert
in der komplexen t*-Ebene, und infolgedessen t*—t, eine Orts-
uniformisierende von p.

Wenn f(q) eine analytische Fortsetzung von f(p) ist, dann sagen
wir auch, f(p) sei auf & bis nach q analytisch fortsetzbar. Wenn
einmal der Begriff der analytischen Fortsetzung eingefiihrt ist, so
wird es klar, was die analytische Fortsetzung einer Funktion lings
einer stetigen Kurve auf & bedeutet. Die analytische Fortsetzung
léings einer stetigen Kurve ist, wenn uberhaupt nur auf eine Welse'
moglich. Nun beweisen wir

‘Satz 2. Der allgemeine Permanenzsatz der Funktlonalglelchung

Es seien f1(p),...., fm(p) die bei einem Punkt. p auf einer RIE-
MANNschen Fliche S, analytvschen Funktionen, welche alle lings einer
stetigen Kurve ¢ auf S bis nach einem Punkt q analytisch fortsetzbar
sind. Besteht dann zwischen fi(p),. ..., fm(p) eine algcbraische Relation

GAM,. ..., fu®) =0

mit Zahlenkoeffizienten, so bleibt diese Relation bei der analytischen
Fortsetzung lings c stets erhalten.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann voraus-
gesetzt werden, daB8 G(fi(®),...., fm(®) ein Polynom in fi(p),....,
fm (p) ist. . ~

Ist nun & eine Ortsuniformisierende des Anfangspunktes po=p von
¢, so lda8t sich jede Funktion f;(p) (1 < i< m) als eine LAURENTsche
Reihe nach ¢, darstellen: f;(p)=P;(¢t,). Dann kann man um den
Nullpunkt der komplexen t,-Ebene einen Kreis C, derart abgrenzen,
da8 in C, jede Funktion P;(t), abgesehen vom Mittelpunkt % =0,
regulidr ist. Ist also ¢’ ==0 ein beliebiger Punkt in C, so erfiillen
die Umbildungen Py (to—to'),...., Pn(to—t’) von P, (to) ..... y Pm(t)
nach t,—t/ die Funktionalgleichung

G (PY (to—t), .+ -y Prlto—ta) = 0.

Nun existiert auf © eine Umgebung von p,, welche ins Innere
von C, homoomorph abgebildet wird. Diese Umgebung enthilt offen-
bar einen Teilbogen ¢, von ¢. Dabei entspricht einem beliebigen
Punkt p, auf c-ein einziger Wert ¢’ der komplexen #-Ehene, und
die Umbildung P/ (t,—ty’). von P;(ty) nach to—t,/ stellt eine Entwick-
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lung von f;(p,-) nach der Ortsuniformisierenden #—t,’ von p, dar
(1=i<m). Nach dem oben Gezeigtea gilt daher :

G(fiPa)y. ooy (D)) =0.

Wenn also die analytische Fortsetzung léngs ¢ bis nach q unmog-
lich ist, so muB ein positives 4* <1 vorhanden sein, da8 fir jedes
4 mit 0<2<4* die Funktionalgleichung G(fi(P1),...., fm(:)=0
stets erfiillt, aber G(fi(psv),... , [ (P:)==0 ist. In der komplexen
t*-Ebene ‘einer Ortsuniformisierenden t* von pa« kann man offenbar
einen solchen Kreis C* mit t*=0 als Mittelpunkt abgrenzen, da3 in
C* die Darstellungen P;(¢*),...., P,(*) von fi(pw),..... s S (Pax)
nach t*, bis auf den Punkt t*=0, iberall reguldr sind. Im Kreis
C* kann man stets eine abgeschlossene Punktmenge S derart be-
stimmen, daB jedem Punkt X aus S ein Punkt p, auf ¢ mit 0<a1<a*
entspricht. Nach Voraussetzung tiber i* gilt dana sicher:

G(AWr)yeeee, fmP2)=0;
d.h. fiir die Ortsuniformisierende t*—t¥ von p, gilt:
G(PY @ —t9),...., PPu@* —t}) =0,

wenn Py (t*—t¥), ..... , Pn(t*—t¥) die Umbildungen von P;(t*),
evevy Pp(t*) bezeichnen. Da G(fi(ps,...., fm(Dw) = G(PL(EY,....,
P,,(t*)) eine LAURENTsche Reihe nach ¢* mit hochstens endlich vielen
negativen Potenzen ist, so schlieBt man aus dem eben Gezeigten in-
geldufiger Weise, dall G(P1(¢"),..., P, (%) = 0ist; d.h. G(fi(px),...,
Jm (pa))=0, was aber ein Widerspruch ist.

Ein System {f()}=f von Funktionen f(p), welche bei den ein-
zelnen Punkten p einer RIEMANNschen Fliche © definiert sind, heiBt
eine analytische Funktion auf S, wenn

1) bei jedem Punkt b auf S die f(p) analytisch sind,

2) fiir je zwei verschiedene Funktionen aus {f(p)} die eine
stets eine analytische Fortsetzung der andern ist, , '
3) alle analytischen Fortsetzungen einer jeden Funktion aus
dem System auch dem System angehbren.

Wenn insbesondere zu jedem Punkt p auf & nur ein einziges
Sf(p) aus {f(®)} vorhanden ist, so heilt f eindeutig analytisch.

Aus der obigen Definition schlieBt man folgendes:

Ist , y eine Erzeugung von K iiber ¥, so sind x und y eindeutige
analytische Funktionen auf der RIEMANNschen Fliche S von K.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, da8 z, y auf der RIEMANNschen
Fliche &,, welche das analytische Gebilde der Funktionselemente
von %, y bildet, eindeutig analytisch sind.

Ist p ein beliebiger Punkt auf &,, so ist dem p eindeutig ein
Funktionselement e=(x=P ), y=Q#) zugeordnet, wo t eine Orts-
uniformisierende des Punktes p auf &, bedeutet. Setzt man dabei
P(@®)=f(p), Q)=g(p), so sind a={f(®)}, y={g®)' auf & eindeutig
analytisch. Denn beriicksichtigt man zunéidchst, da8 die Gesamtheit
aller Funktionselemente von z, ¥ ein analytisches Gebilde bildet, so
bestitigt man leicht, daB8 {f(p)) und {g()} auf S analytisch sind;
daB {f (), {g®)} eindeutig ist, folgt ohne weiteres aus der De-
finition.

§ 2. Endliche algebraische Erweiterungen und
Uberlagerungsflichen.

Uber einem algebraischen Funktionenkorper K einer Verinder-
lichen mit dem komplexea Zahlkorper f als Konstantenkorper be-
trachten wir eine endliche algebraische Erweiterung K vom Grade
n. Daan ist bekanntlich K auch ein algebraischer Funktionenkérper
einer Verdnderlichen mit ¥ als Koastantenkérper. Ist aun S bzw. &
die RIEMANNsche Fliche voa K bzw. K, so wird & eine Uber-
lagerungsfliche” von &, indem man jedem Punkt P auf & denjeni-
gen Punkt p auf & zuordnet, welcher, aufgefasst als Primdivisor
aus+K, durch P teilbar ist. Diese Zuordnung von & auf & wird
im folgenden mit @ bezeichnet. Wenn die Primdivisoren P, P’ aus
K Primteiler eines Primdivisors p aus K bezeichnen, so sagen wir,
die Punkte B, P’ liegea iiber p und seien einander konjugiert. Uber
fast allen Puankten auf & liegen bekanntlich genau »n verschiedene,
koajugierte Punkte auf €. Ein in bezug auf K unverzweigter bzw.
verzweigter Primdivisor aus K heiBe auch ein unverzweigter bzw.
verzweigter Punkt auf €. /

Es sei x, z eine solche Erzeugung von K iiber f, dal 2 in K
enthalten und uber f transzendent ist. Dann existiert eine Erzeugung
x, y von K iber f, wo y als ein Polynom von z mit rationalen Funk-
tionen von x als Koeffizienten dargestellt wird. Geht ein Primdivi-
sor P aus K in einem Primdivisor p aus K mit dem genauen Ex-
ponentea e auf, so kann man in der perfekten Hiille von K in bezug

(1) H. WEeYL, lce. cit., S. 47.
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auf L stets ein Primelement + von P so bestimmen, daB t=+¢ ein
Primelement von p in der perfekten Hiille von K in bezug auf p
wird. Dabei kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen
werden, daB = eine Ortsuniformisierende des Punktes P auf & und
t eine Ortsuniformisierende von p auf & ist®. Offenbar kann man
um den. Nullpunkt der komplexen t-bzw. t¢-Ebene. einen Kreis
C:0Z 7| <7) bzw. C:(0|t| <79 so abgrenzen, daf die Para-
meterdarstellung x-—-P(-r) 2=Q(v) von %, z nach + bzw. x=1IJ (®),
y=K () von z, y nach ¢t in C. bzw. in C; giiltig ist. .

Wenn P, den einem 7-Wert 7o in C. entsprechenden Punkt auf
€ bezeichnet, so ist 7—7, eine Ortsuniformisierende von ‘.Bo ; d.h.
7—7o ein Primelement des Primdivisors 93 aus K. Ebenso entspricht
=7 ein einziger t-Wert t =7 in C, und infolgedessen ein Punkt
po auf &, welcher, aufgefasst als Primdivisor aus. K, t—t, als ein
Primelement besitzt. Wegen der Relation

t—to=(T—Tot+ 7o) —T*=(e+.... +(T—70)*!) (T—1))

ist T—7, atch ein Primelement von p,.

Weil #z, y beide als rationale Funktionen von %, z mit Zahlen-
koeffizienten dargestellt sind, so itiberzeugt man sich leicht davon,
daB eine zu Po gehorige Bewertung von K eine zu po gehdrige
Bewertung von K induziert; B, ist ein Primteiler von p,. Also ist
po der Spurpunkt von P, durch ¢. Ferner existieren zu einem von
Null verschiedenen t-Wert in C; genau e verschiedene r-Werte aus
c.. . o Lo

Wenn man nach der iiblichen Terminologie aus der Funktionen-
theorie den oben betrachteten Punkt B, einen Verzweigungspunkt
von  der Ordnung e—1 (in bezug auf & C) nennt, so folgt aus dem eben
Bewiesenen folgendes:

Satz 3. Die Zuordnung ® von & cwf & induziert eine stetige Ab-
bildung von S auf S. Ist P ein Verzweigungspunkt von der Ordnung
e—1 auf € und p sein Spurpunkt auf S, so existiert eine Umgebung U
von B bzw. U von p derart, daf, vielleicht abgesehen vom Punkt p selbst,
auf jedem Punkt po aus U genau e verschiedene, einander konjugierte
Punkte aus U liegen. Wenn insbesondere P unverzweigter Punkt ist,
g0 gibt es die Umgebungen von L und p, welche emande'r homdomo'rph
sind.

Nun schlieBen wir aus der RIEMANNschen Fliche & von K alle

(1) K. HENSEL, loc. cit.
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diejenigen Punkte aus, iiber denen mindestens ein Verzweigungs-
punkt auf & liegt; die dadurch entstehende Fliche &* nennen wir
die Stammnfliche von &. Der Fliche &* entsprechead, konnen wir
auch eine Fliche S* konstruieren, indem wir aus & alle Verzwei-
gungspunkte nebst ihren konjugierten Punkten ausschliefen; die
Fliche &* heifie auch die Stammfliche von &. Offenbar wird ©*
als eine Uberlagerungsfliche iiber &* durch die oben definierte
Zuordnung @ stetig auf &* abgebildet, und zwar ist &* eine unver-
zweigte Uberlagerungsfliche itber S*®,

Es sei po ein beliebiger Punkt auf &*. und ¢ eine von po aus-
gehende stetige Kurve, welche durch das Intervall 0 < 2 < 1 definiert
ist. Ist dann B, ein iilber v, liegender Punkt auf &*, so existiert
nach Satz 3 eine Umgebung U, von L derart, dal das durch ¢ auf
& entworfene Bild U, von U, der Umgebung U, homdomorph ist.
Wenn also ¢ ein ganz in U, enthaltener Teilbogen von ¢ ist, so
existiert in U, eine einzige stetige Kurve © mit dem Anfangspunkt
Bo, deren Spurkurve gerade ¢, ist; d.h. es existiert ein Teilintervall
I, von 0 < 2<1 und eine einzige durch I, definierte stetige Kurve
auf S*, deren Anfangspunkt L, ist und deren Spurkurve auf &*
der durch I, definierte Teilbogen wvon ¢ ist. Dabei erstreckt sich
das moglichst grofie Intervall I, iiber das ganze Intervall 0 <4 < 1.
Néimlich sonst gibt es einen positiven reellen Wert « <1 derart, dag
fir jedes positive 21 <« eine einzige durch 0 <1< 4 definierte,
stetige Kurve ¢, mit dem Anfangspunkt %,, deren Spurkurve der
durch 0< 1< 2 definierte Teilbogen ca, von c ist, existiert, aber
fir das Intervall 0 < 1 < « keine solche Kurve auf &* existiert. Es

seien nun PY,...... 5]3‘”’ die sdmtlichen verschiedenen Punkte
auf &*, welche iiber px liegen. Dann lassen sich die Umgebungen
U, ..., U™ von PP,...., P so bestimmen, daB je zwei ver-

schiedene von diesen Umgebungen keinen Punkt gemeinsam haben.
Ferner kann jede Umgebung U von voraherein so gewédhlt wer-
den, dag U® dem durch @ entworfenen Bild U® homéomorph ist.
Offenbar enthilt jede Umgebung U® eine durch . verlaufende
stetige Kurve, deren Spurkurve durch @ einen in U(‘) enthaltenen
Teilbogen von ¢ darstellt.

Wenn also die Differenz 0 < «—4; hinreichend klein ist, so liegt
der Punkt p,, in jeder Umgebung U® von p., und in jeder Umge-
bung U® existiert ein einziger, iiber p,; liegender Punkt ${’. Da

(1) H. WEgYL, loc. cit., S, 34.



224 M. Moriya

iber p,, genau 7z verschiedene Punkte liegen, so machen BY,....,
P die sdmtlichen iber p., liegenden, konjugierten Punkte aus.
Hierbei kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit vorausset-
zen, daf P’ der Endpunkt der oben angegebenen stetigen Kurve
¢,, ist. Da U® dem U® homdomorph ist, so kann man in U sicher
eine stetige Kurve mit dem Anfangspunkt P und dem Endpunkt
BY finden, welche mit ©,, zusammen eine einzige stetige Kurve mit
dem Anfangspunkt %, bildet, deren Spurkurve gerade mit dem durch
0 < 1< « definierten Teilbogen von ¢ iibereinstimmt. Dies wider-
spricht der Annahme ilber «, w.z.b.w.

Aus dem oben Bewiesenen folgt nun:

Die Stammfliche ©* ist eine wunverzweigte, unbegrenzte Uber-
lagerungsfliche iiber S*. Wenn insbesondere K iiber K unverzweigt ist,
80 ist &=6* und ©=6%*, und infolgedessen ist die RIEMANNsche Fliche
von K selbt eine umverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungsfidche iiber
der RIEMANNschen Fliche von K.

Bisher haben wir zunéchst die algebraischen Funktionenkoérper
herangezogen und dann die Eigenschaften ihrer RiIEMANNschen Flichen
untersucht. Von jetzt an geben wir umgekehrt die RIEMANNschen
Fldchen vorher und untersuchen die Eigenschaften der zu den
Fldchen gehorigen Funktionenkorper.

Es liege eine geschlossene RIEMANNsche Fliche & und eine Uber-
lagerungsfliche & iiber & vor, welche ihrerseits auch geschlossen
ist. Wir sagen dann, die Fliche & enthalte &, wenn die folgenden
Bedingungen erfillt sind : ,

1) Durch eine Zuordnung @ ist die Fliche © auf die ganze

Fliche & abgebildet.

2) Ist P ein Punkt auf & und p=¢ (PB) sein Spurpunkt durch

@, 80 besteht zwischen den Ortsuniformisierenden = und ¢ von P

und p die Relation :

t=r¢(co+ecit+..... ) mit ¢o=+0, e=1,

wo die Potenzreihe in r der rechten Seite einen positiven Kon-
vergenzradius besitzt. Ferner 148t sich in der komplexen ~-
Ebene ein Kreis C mit dem Mittelpunkt =0 so abgrenzen, dag
fir einen r-Wert =, in C der =, entsprechende Punkt -, auf S
stets durch @ auf den Punkt p,, abgebildet ist, wobei ty=7¢(co+...)
ist.

Wenn zwischen einer Ortsuniformisierenden ¢ eines Punktes p
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auf & und einer Ortsuniformisierenden = eines iiber p liegenden
Punktes P die Relation

t=7¢(co+......) mit co+0, e=1

besteht, so ist der Exponent e von der Wahl der Ortsuniformisieren-
den unabhiingig. Ferner kann man eine Umgebung U bzw. U von
p bzw. P so bestimmen, daB iiber einem beliebigen Punkt aus U,
abgesehen vom Punkt p, genau e verschiedene Punkte aus U liegen;
d.h. P ist ein Verzweigungspunkt von der Ordnung e—1.

Nach dem bekannten Existenzsatz von B. RIEMANN® existieren
auf & zwei eindeutige analytische Funktionen #, y derart, da8 die
Gesamtheit aller auf & eindeutigen analytischen Funktionen mit der
Gesamtheit K aller rationalen Funktionen von x, y mit Zahlen-
koeffizienten iibereinstimmt. Offenbar bildet K einen algebraischen
Funktionenkbrper einer Veridnderlichen mit ¥ als Konstantenkorper ;
im folgenden wird also K der zu & gehorige algebraische Funktionen-
korper genannt.

Es sei R(x, y) eine eindeutige analytlsche Funktion auf . Dann
ist R (z, y) bei einem Punkt p auf & stets als eine LAURENTsche Reihe
P(t) nach einer Ortsuniformisierenden ¢ von p darstellbar: R(x, y)
=P(t). Wenn zwischen einer Ortsumformlslerenden T eines ilber p
liegenden Punktes P und ¢ die Relatlon

t=+(co+...... ) mit co=F0 und e=1

besteht, so erhilt man aus P(t) eine LAURENTsche Reihe nach r:
R(x,y)=P(t)=P’(r). Ordnet man jetzt dem Punkt P die Funktion
P’(7) zu, so erhilt man dadurch eine eindeutige analytische Funktion
auf 8. R(x,y) stellt also auf obige Weise eine eindeutige Funktion
&€ dar. ,
Wenn man wie oben z als eine Funktion auf © auffasst, so er-
hédlt man eine Funktion z auf & derart, daB die Gesamtheit K aller
rationalen Funktionen von x, z mit Zahlenkoeffizienten den zu &
gehorigen algebraischen Funktionenkorper bildet. Da jede algebrai-
sche Relation zwischen endlich vielen, eindeutigen analytischen Funk-
tionen auf & stets erhalten bleibt, wenn solche Funktionen alle als
Funktionen auf & aufgefasst werden, so kann man sich ohne MiB-
verstindnis denken, dat K den Korper K als Teilkorper enthilt.
Betrachtet man nun das analytische Gebilde &,, welches aus

(1) Hierzu vergleiche etwa H. WEYL, loec. cit., S. 117-141.
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den sidmtlichen Funktionselementen von z, y besteht, so ist &, als
eine RIEMANNsche Fliche der Fliche © konform-dquivalent®. Ist
also p ein Punkt auf &, so ist stets dem p eindeutig ein Funktions-
element ¢ von z, y zugeordnet. Dabei sind x, y als LAURENTsche
Reihen nach einer Ortsuniformisierenden von p darstellbar, und in-
folgedessen ist wie in §1 eindeutig ein Primdivisor von K bestimmt.
Ferner ist eine Ortsuniformisierende von p ein Primelement des p
entsprechenden Primdivisors. Ist q ein von p verschiedener Punkt
auf &, so entspricht q ein von e verschiedenes Funktionselement.
Denn sonst besife jede eindeutige analytische Funktion auf &, wel-
che bei p einen Pol besitzt, stets auch bei q einen Pol, weil sie eine
rationale Funktion von z, y ist; dies ist aber nach dem RIEMANN-
RoCHschen Satz unmoglich®. Somit ist bewiesen: Verschiedenen
Punkten auf & entsprechen auch verschiedene Primdivisoren und um-
gekehrt. . . - v

Ebenso kann man zwischen den Punkten auf & und den Primdi-
visoren aus K eine eineindeutige Zuordnung herstellen. Wir kénnen
also ohne MiBverstindnis mit einem Punkt p auf & bzw. P auf &
den ihm zugeordneten Primdivisor aus K bzw. K bezeichnen. Ist
nun P ein iber p liegender Punkt auf & und besteht zwischen den
Ortsuniformisierenden = und ¢ von P und p die Relation t==¢(co+....)
mit co==0, so geht P in p mit dem genauen Exponenten e auf, weil
¢t, - bzw. Primelemente von p und- bezeichnen. Wir bezeichnen nun
mit PO,...., P die simtlichen verschiedenen, iiber p liegenden
Punkte und mit e,—1...., e,—1 bzw. ihre Verzweigungsordnungen,
so gilt

iei < Grad von K iiber K,

weil PO,...., 7, aufgefasst als Primdivisoren, Primteiler von P
sind.

Wenn die Funktion « bei einem Punkt p einen Zahlwert a
annimmt, so gilt offenbar fiir eine Ortsuniformisierende ¢ von p:

x=a+a,t"+...... (av$=0)®,

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 188.
(2) Vgl. etwa H. WEYL, loc. cit., S. 122.
(8) Fur x = o kann man bekanntlich

1
= Ayt +ecveeee- (av 3= 0)
setzen.
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Dann gilt fiir einen iiber p liegenden Punkt P mit + als Ortsunifor-
misierender :

rx=a+a’yr" +...... (a/v==0);

d.h. P ist ein Punkt auf &, welcher itber dem Punkt x=a liegt,
wenn & als eine Uberlagerungsfliche iiber der z-Kugelfliche auf-
gefasst wird. Nimmt umgekehrt die Funktion z bei einem Punkt
'P auf & den Wert a an, so muB z als Funktion auf & definitonsgemis
bei dem Spurpunkt p von P (durch @) den Wert a annehmen; P ist
daher ein ilber p liegender Punkt. _
Nun bezeichnen wir mit » .und m bzw. die Grade von K und K
itber dem Korper f(x). Sind dann py,...., ps die sdmtlichen, iiber
x=a (oder «) hegenden Punkte auf &, deren Verzweigungsordnun-
gen bzw. y—1,. v,—1 sind, so ist bekanntlich

ity =n..

Es bezeichnen nun $,9,...., PW die simtlichen verschiedenen, iiber
p; liegenden Punkte auf & und e/?—1,...., e®?—1 bzw. ihre Verzwei-
gungsordnungen (1 <7 <s). Dann gilt offenbar

8 -
= 21 vi(e®+..... +ed),
= s

weil die B! 1 <1< s, 1 <5< r) die siimtlichen tiber z=a liegen-
den Punkte auf © ausmachen. Da nach dem oben Bewiesenen fiir

Jedes 72 e/ +.... +el < % ist, so folgt ohne weiteres, dag e, +...
+ eﬁ?=—’g— ist; d.h. & ist eine i,;f:--bl.éittrige Uberlagerungsfliche iiber

©. Hierbei ist zu bemerken, daf die Blitterzahl —"Z— als der

Relativgrad von K iiber K eindeutig bestimmt ist, aber von der
Wahl der Erzeugung «, ¥ von K und z, z von K unabhingig ist.
Ferner schlieBt man ohne Schwierigkeit, dag8 $,?,...., PBW die sdmt-
lichen verschiedenen Primteiler von p; bezeichnen.

Da die RiEMANNsche Fliche & mit der zum Korper K gehorigen
RIEMANNschen Fliche konform-dquivalent ist, so brauchen wir in
unserer weiteren Untersuchung als ideale RIEMANNsche Flidchen die
beiden Flidchen nicht zu unterscheiden, und wir nennen & schlechthin
die RIEMANNsche Fliche des zu & gehorigen Funktionenkorpers.

Ebenso nennen wir © die RIEMANNschen Fliche des zn & gehorigen
Funktionenkorpers.
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§ 3. Galoissche Erweiterungen und regulire
Upberlagerungsflichen,

Ist & eine geschlossene RIEMANNsche Fliche und & eine in &
enthaltene, geschlossene RIEMANNche Fliche, so existiert, wie im
vorigen Paragraphen gezeigt, der zu € bzw. & gehirige algebrai-
sche Funktionenkérper K bzw. K, dessen RIEMANNsche Fliche gerade.
€ bzw. & ist. Da die Stammfliche &* von & iiber der Stammfldche
&* von S unverzweigt, unbegrenzt ist, so kann man die Regularitit
von &* tber ©* in geldufiger Weise definieren, und zwar heit &*
iiber ©&* regulidr, wenn es niemals vorkommt, daB von zwei stetigen
Kurven auf ©F, welche dieselbe Spurkurve auf &* besitzen, die
eine geschlossen, die andere ungeschlossen ist. Wir definieren nun
die Regularitit von & itber & folgendermafien :

& heiBe tiber © regular, wenn die Stammfliche von & iiber der
Stammfliche von & regular ist.

Wenn &* ilber &* regulir ist, so ist es klar, was eine Deck-
transformation von ©* auf sich bedeutet®. Durch eine Decktrans-
formation T* ist &* auf sich selbst homdomorph abgebildet und ein
Punkt P auf S* geht in einen zu ihm konjugierten Punkt B’ iiber.
Ferner gibt es nur eine einzige Decktransformation, welche P in P’
tiberfithrt. Mit Hilfe der Decktransformation T* definieren wir eine
Abbildung T von & in sich folgendermaflen:

Wenn P ein Punkt auf &* ist, so definieren wir den Bildpunkt
BT* von P durch T* als den Bildpunkt von P durch 7T: PT*=PT.

Gehort aber ein Punkt B=P; auf & nicht zu &*, so bezeichnen
wir mit p den Spurpunkt von P auf & und mit Pi,...., B, die
siimtlichen verschiedenen, iiber p liegenden Punkte auf &. Da die
Fliche & die Fliche & enthilt, so lassen sich die Umgebungen Ui,
v..., U.von By,...., B, und eine Umgebung U von p mit folgenden
'Eigenschaften bestimmen :

1) Jede Umgebung U: besteht, abgesehen von PB;, aus lauter
Punkten von &*. B B |

2) Die Bilder von Uy,...., Ur in & enthalten die Umgebung
U.
3) Je zwei verschiedene von U.,...., U, haben keinen Punkt

gemeinsam.
4) Ist po ein .beliebiger Punkt in U und P, ein beliebiger, iiber

(1) H. WEvL, loc. cit., S. 50.
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po liegender Punkt auf &, so gibt es eine Umgebung U;, welche

Bo enthilt. '

Nun greifen wir aus &* einen Punkt Q heraus und verbinden
£ mit P durch eine stetige Kurve ¢, welche, abgesehen vom Punkt
B, ganz in S* gelegen ist. Dann existiert in U; ein solcher Teilbogen
€, von ¢ mit dem Anfangspunkt ¥, und dem Endpunkt B, daB seine
Spurkurve ganz in U enthalten ist. Dabei ist Po durch 7 in einen
zu ihm konjugierten Punkt BoT* iibergefiihrt, welcher sicher in ir-
gendeinem von den Uj,...., U, enthalten ist. Wir bezeichnen nun
mit U; die den Punkt P,T* enthaltende Umgebung und behaupten,
da8 der Teilbogen ¢;,, abgesehen vom Punkt B, durch T in eine in
U; gelegene stetige Kurve iibergefithrt wird. Denn sonst gibt es
einen Punkt P’ auf @ derart, daB auf ¢, alle Punkte zwischen Py
und P/, abgesehen von P/, durch T in U; abgebildet sind, aber der
Bildpunkt B’T zu einer von U; verschiedenen Umgebung U; gehort ;
dies ist aber ein Widerspruch, weil §’ ein Punkt auf &* ist und
infolgedessen stets eine ganz in U; gelegene Umgebung von L'T
existiert, welche das durch T entworfene Bild einer Umgebung von
B’ enthilt. B
, Nun ordnen wir dem Punkt 95 als Bildpunkt durch T den Punkt
PB; zu. Dann ist P; durch die Kurve € eindeutig bestimmt, aber es

ist unabhiingig sowohl von der Wahl der Umgebungen Ui...., U,
und U als auch von der Wahl der Teilbogen ¢, soweit Ui,...., U,
und U die Eigenschaften 1), 2), 3), 4) besitzen und die Spurkurven
von den © ganz in U enthalten sind. Ferner koénnen wir auch
beweisen, dafl der Bildpunkt PB:=PT von der Wahl der Kurven ¢
unabhingig ist, solange solche Kurven, abgesehen vom Endpunkt
B, ganz in S* gelegen sind. Zum Beweis betrachten wir eine von
¢ verschiedene stetige Kurve ¢ mit dem Anfangspunkt Q’ und dem
Endpunkt 3, welche, abgesehen vom Punkt B, in &* verlduft. Aus
den Kurven ¢ und ¢ greifen wir bzw. die Punkte %3, und 3’ derart
heraus, dal die Spurkurve des zwischen By und P bzw. zwischen
P’ und P gelegenen Teilbogens von € bzw. ¢ ganz in U liegt. Fer-
ner verbinden wir Q und Q’ durch eine in @* verlaufendene Kurve
be, und Po und Py’ durch eine solche stetige Kurve bz, daB die Spur-
kurve von b; ganz in U enthalten ist. Bezeichnen wir den Teilbogen
von ¢ mit dem Anfangspunkt T und dem Endpunkt o durch b,,
und den Teilbogen von ¢ mit dem Anfangspunkt P, und dem End-
punkt Q’ durch bz, so bildet b+ bdz+ds+ds offenbar eine geschlossene
stetige Kurve auf €*, und folglich ist sie durch 7 in eine geschlossene
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Kurve auf &* ilbergefiihrt. Da der Bildpunkt BT von Po in U
liegt und die Spurkurve von b; ganz in U gelegen ist, so beweisen
wir ohne Schwierigkeit, da b, durch 7 in die Umgebung U; ab-
gebildet wird; d.h. der Bildpunkt BT von B liegt auch in T
Somit ist bewiesen, dag P durch Vermittelung der Kurve U auch
in P; tubergefithrt wird. Nach dem oben Gezeigten ist eine Abbil-
dung von & in sich konstruiert, welche in &* eine vorgegebene
Decktransformation von &* auf sich induziert.

" Durch die oben definierte Abbildung 7 ist eine stetige Kurve €
auf & auch in eine stetige Kurve iibergefithrt. Gehort niimlich ein
Punkt P auf ¢ zu 8*, so gibt es eine ganz in &* gelegene Umge-
bung von B, welche durch 7 in &* homdomorph abgebildet wird.
Hieraus schlieBt man ohne Schwierigkeit, daf§ die Bildkurve von ¢
durch T beim Punkt PT stetig ist. Ist aber P kein Punkt auf S*,
so kann man auf © einen P enthaltenden Teilbogen b derart abgren-
zen, daB b, abgesehen von B, aus lauter Punkten auf ©* besteht. Es
sei U eine beliebige Umgebung PB7. Nimmt man dann auf b einen
Punkt By hinreichend nahe bei B, so ist die Bildkurve des Teilbogens
von ¢, welcher zwischen Py und P verlduft, nach dem frither Be-
wiesenen ganz in U enthalten; d.h. die Bildkurve ist bei BT auch
stetig, w.z.b.w.

Fir einen Punkt 8 auf § bestimmen wir eine solche Umgebung
U von P, daB sie, eventuell abgesehen von P, aus lauter Punkten
aus G* besteht. Das Bild UT von U durch T ist, wie leicht bes-
titigt, eine Umgebung von BT, weil die Punkte aus U durch T
umkehrbar eindeutig in die Punkte aus UT uibergefithrt sind. Fer-
ner folgt ohne Schwierigkeit aus der Definition von UT, da8 U und
UT einander homdomorph sind. |

Aus der letzten Tatsache folgt nun, da8 verschiedene Punkte
aus © durch T auch in verschiedene Punkte iibergehen. Néamlich
sonst gibt es zwei verschiedene Punkte P1, Bz auf &, welche durch
T in einen und denselben Punkt P7 iibergehen. Verbindet man
nun P;, P2 durch eine stetige Kurve ¢, welche, eventuell abgesehen
von PB; und B2, ganz in &* verlduft. Dann ist die Bildkurve ¢T von
€ durch T eine stetige geschlossene Kurve mit P7T als dem Anfangs-
und Endpunkt. Dabei kann man eine solche Umgebung U* von BT
bestimmen, da8 es die Umgebungen U; von PB; und U: von L gibt,
welche bzw. mit U* homdomorph ist. Dabei kann man U* von
vornherein so wihlen, da U; und U keinen Punkt gemeinsam haben.
Nun grenzen wir in U; einen Teilbogen ©; von ¢ mit dem Anfangs-
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punkt PB; und in U: einen Teilbogen ; von ¢ mit dem Endpunkt
B2 ab. Dann existieren in U* die Bildkurven &7 und T von ¢ und
t,. Da U* und U, einander homdomorph sind, so gibt es in U, eine
Kurve ¢/, welche durch T in ©T iibergeht ; dies ist aber ein Wider-
spruch, weil sonst auf ¢ und &’ zwei verschiedene, in &* gelegene
Punkte, welche durch 7T in einen und denselben Punkt auf &* iiber-
gehen, vorhanden sein miiBten. Mithin ist bewiesen, dal T eine
homdomorphe Abbildung von & auf sich ist. Wir nennen im fol-
genden eine homéomorphe Abbildung von & auf sich, welche jeden
Punkt auf @ in einen zu ihm konjugierten Punkt iiberfithrt, eine
Decktran<formation von © auf sich. Offenbar ist die oben definierte
Abbildung 7T eine Decktransformation von € auf sich.

Ist nun Po ein beliebiger unverzweigter Punkt auf G iber &,
und Py ein zu Po konjugierter Punkt, so existiert bekanntlich eine
einzige Decktransformation T* von &* auf sich, bei der Po in B¢
iibergeht. Aus T* entsteht, wie oben gezeigt, eine Decktransfor-
mation T von & auf sich, welche P in Py iiberfithrt. Wir behaup-
ten nun, daB es nur eine einzige Decktransformation gibt, die Po in
R iberfithrt. Es sei nidmlich T) eine Decktransformation von &
auf sich, welche B, auch in B, tberfithrt. Dann induziert T in &*
eine Decktransformation 77* von &* auf sich, bei der Po in Po" itber-
geht, also wirkt 7) auf die Fliche &,* wie T* ein. Ist nun P ein
verzweigter Punkt auf &, so verbinden wir P mit P, durch eine
stetige Kurve ¢, welche, abgesehen von P, ganz in &* verlduft. Durch
die Decktransformationen 7 und 7, geht jeder Punkt auf ¢, abge-
schen von P, in einen und denselben Punkt iiber, es muf daher B
durch 7 und 7} auch in einen und denselben Punkt ﬁbergehen d
h. T stimmt mit T iuberein.

Wenn & iiber & n-blittrig ist, so gibt es genau n verschiedene
konjugierte Punkte zu P,. Also existieren genau = verschiedene
Decktranformationen von 3 auf sich. Ferner bildet die Gesamtheit
aller Decktransformationen von & auf sich eine Gruppe, wenn die
Nacheinanderausfithrung der Decktransformationen als die  Kom-
position der Gruppenelemente definiert ist. Nun lassen sich die
bisher bewiesenen Tatsachen, wie folgt, formulieren :

Satz 4. Es sei © eine geschlossene RIEMANNsche Fliche, welche
eine geschlossene RIEMANNsche Fliche © enthilt. Ferner sei © eine
reguldare Uberlagerungsfliche itber ©. Dann existiert eine Decktrans-
formation von &S auf sich, bei der © auf sich homsomorph abgebildet
wird und jeder Punkt auf © in einen zu thm konjugierten Punkt wuber-
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geht. Ferner bildet die Gesamtheit aller Decktransformationen von ©
avf sich eine Gruppe von der Ordnung n, wenn & iiber & n-blittrig
1st. :

Wir nehmen fortdauernd an, da € eine geschlossene RIEMANN-
sche Fldche ist, welche eine geschlossene RIEMANNsche Fliche &
enthilt, und & iiber & reguldr ist. Ein Punkt ¥ auf & sei durch
eine Decktransformation 7' von & auf sich in einen Punkt 9/ itber-
gefilhrt. Dann ist die Verzweigungsordnung e¢—1 von P gleich der
Verzweigungsordnung ¢—1 von P’/. Zum Beweis bestimmen wir
zunichst die Umgebungen U und U’ von P und P’ so, da8 U durch
T homdomorph auf U’ abgebildet wird. Ist nun < ein beliebiger von
P verschiedener Punkt aus U, welcher hinreichend nahe bei P liegt,
so gibt es in U genau e verschieden zu QO konjugierte Punkte 9,
=Q,...., Qo,, die in & einen und denselben Spurpunkt q besitzen.
Durch die Transformation T gehen die obigen e¢ Punkte auch in e
verschiedene Punkte iiber, deren Spurpunkte q sind. Daraus schlieBt
man leicht e=e¢’/, weil U und U’ einander homsomorph sind. -

Ist nun = bzw. +/ eine Ortsuniformisierende von P bzw. P/, so
gilt zwischen einer Ortsuniformisierenden ¢ des Spurpunktes p von
B (also auch von P’) und =, 7/ die Gleichung:

=r¢(cotciT+....) ¢co=+=0 bzw. t=+°(c’’+ec’7’+....) ¢’ =0
Es besteht daher eine Gleichung :
v =r(a0+ajr+.....),

wo ao==0 ist und ap+a;++.... eine Potenzreihe von r mit einem
positiven Konvergenzradius bezeichnet. . Die Ortsuniformisierende =/
von P’ kann auch als eine Ortsuniformisierende von P benutzt
werden.

‘Nun sei #, z eine Erzeugung des zu & gehorigen Funktionen-
korper K iiber dem komplexen Zahlkérper. Dann kann man wie
im vorigen Paragraphen « als eine eindeutige analytische Funktion
aus dem zu & gehoérigen Funktionenkérper K annehmen. Offenbar
entspricht einem Punkt P auf & umkehrbar eindeutig ein Funktions-
element e=(x=P(r), z=Q (1)), wo = eine Ortsuniformisierende von P
bezeichnet. Dem Bildpunkt P7 von L durch eine Decktransfor-
mation 7T von & auf sich entspricht ebenso ein Funktionselement
eI'=(@=F ('), 2=Q (=), wo 7’ eine Ortsuniformisierende von PT
bezeichnet. Da nach dem oben Gezeigten 7/ auch eine Ortsunifor-
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misierende von P ist, so kann Q'(7’) als eine bei P analytische
Funktion aufgefasst werden. Wir ordnen nun jedem Punkt P auf
S wie oben die z-Komponente® des dem Bildpunkt 7 entsprechen-
den Funktionselementes'von z, z zu, und erhalten dadurch ein System
2T von den Funktionen, welche bei den einzelnen Punkten auf &
eindeutig definiert und sogar analytisch sind.

Wir behaupten jetzt, da 27 eine eindeutige analytische Funk-
tion auf & ist. Dazu geniigt es zu zeigen, da3 eine beliebige Funk-
tion aus 27 bis nach einem beliebigen Punkt aus & analytisch fort-
setzbar ist und die dadurch erhaltene Funktion stets dem System 2T
angehort. Es sei L5 ein Punkt anf © und Q’(+’) die P zugeordnete
Funktion aus 27, wo 7’/ eine Ortsuniformisierende von BT bezeichnet.
Ferner sei Q ein beliebiger Punkt auf @ und ¢ eine P mit Q ver-
bindende stetige Kurve auf &. Dann ist ¢ wie iiblich eine durch
das Intervall I(0 <2< 1) definierte Punktmenge von P und ins-
besondere P=P,, QL=NPR;. Offenbar geht ¢ durch die Decktransfor-
mation T auch in eine stetige Kurve ¢T ilber, und ein Punkt B, auf
¢ geht auch in einen in (T gelegenen Punkt PB,.7 itber. Ist nun
%;OT ein Punkt auf ¢T, so ist dem Punkt P, T ein Funktionselement
eI = (z=P} (7)), 2=@, (v ) zugeordnet, wobei 7. eine Ortsuni-
formisierende von B, T bezelchnet Da T eine stetige Kurve ist,
so gibt es ein 4 enthaltendes Teilintervall I, von I derart, daB fiir
jeden Wert 2 in I, die 2-Komponente Qi(+3) des Funktionselementes
von 2, z bei P T eine unmittelbare Fortsetzung von @5 (73,) ist.
Dabei bezeichnet =} eine Ortsuniformisierende von P.7. Zufolge
der Definition von 27 ist Q) ,(73,) bzw. Qi(+3) die dem Punkt Ba,
bzw. P, zugeordnete Funktlon aus z7. Hieraus schlieBt man sofort
dal Q’(7’) lings © bis nach Q analytisch fortsetzbar ist, und zwar
durch diese analytische Fortsetzung bei Q die Funktion auftrltt
welche die 2-Komponente des Funktionselementes von z, z bei P;
darstellt ; d.h. die analytische Fortsetzung von Q’(+’) bis nach Q ist
unabhingig von der Wahl der Kurven t. Somit ist die Moglichkeit
und Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung bestitigt, w.z.b.w.

Weil 27 eine eindeutige analytische Funktion auf & ist, so ist
es bekanntlich eine rationale Funktion Rz(x, z) von 2, z mit Zahlen-
koeffizienten. Wir bezeichnen mit # den Grad von K iiber K. Dann
geniigt z einer irreduziblen Gleichung f(X)=0 vom Grade » mit

(1) Im Funktionselement e7'=(x= P/(v), z——Q’( /)) heiBt z=@/(v) dle z-Kom-
ponente von eT'.
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Elementen aus K als Koeffizienten. Offenbar ist daher beim Punkt
PT die Gleichung f(Q'(+))=0 in +’ identisch erfiillt. Fasst man aber
anderseits Q’(+’) als die /-Entwicklung der Funktion 27 bei 5 auf,
so bleibt wegen der Permanenz der Funktionalgleichung die Glei-
chung f(Q’(+"))=0 bei jedem Punkt auf & erhalten; d.h. 27 ist eine
Wurzel der Gleichung f(X)=0.

Wir wollen weiter zeigen, daB aus zwei verschiedenen Deck-
transformationen Ti, T: von & auf sich auch verschiedene Wurzeln
271, 2™ von f(X)=0 entstehen. Dazu ziehen wir einen Punkt P aus
©&* heran. Dann existieren genau n verschiedene, zu ' konjugierte
Punkte auf &. Bezeichnet nun p den Spurpunkt von P, so ldSt
sich offenbar eine Ortsuniformisierende ¢ von p gleichzeitig als eine
Ortsuniformisierende eines jeden iilber p liegenden Punktes auf &
benutzen. Dann ist das P71 bzw. P72 zugeordnete Funktionselement
von z, z von der Form

eTi=@=P{), 2=Qr.®) bzw. ¢To=(@&=P®), 2=Qr. @),

weil z eine Funktion auf & ist. Da die Punkte BT, RT. als Prim-
divisoren aus K voneinander verschieden sind, so muf unbedingt
Qr, (t) =F Qr, (¢) sein. Dies besagt aber, daB die Funktionen z71 und
27 beim Punkt P verschiedene t-Entwicklungen besitzen ; also ist sicher
271 %= 272, Da die 27, wie schon bemerkt, als rationale Funktionen
von z, z in K enthalten sind und der Grad von f(X) gleich = ist,
so stellen die 27 die siéimtlichen verschiedenen Wurzeln von f(X)=0
dar, wenn T alle Decktransformationen von & auf sich durchliuft.
Ferner wird K sicher itber K galoissch.

Zu einer Decktransformation T von & auf sich existiert bekannt-
lich ein einziger Automorphismus 6 von K iiber K, bei dessen An-
wendung die Wurzel z von f(X)=0 in 27T tibergeht: 2’ =27. Dabei
entstehen aus verschiedenen Decktransformationen von & auf sich
auch verschiedene Automorphismen von K itber K. Wir ordnen nun
T den tnversen Automorphismus 6! von 8 zu. Dann ist durch diese
Zuordnung eine umkehrbar eindeutige Zuordanung zwischen der
Gruppe ® der Decktransformationen von & auf sich und der Galois-
gruppe @ von K tber K hergestellt. Es zeigt sich nun, daf die
Gruppen @ und D einander isomorph sind. Niamlich T4, T: seien die
Decktransformationen aus ® und 6,7}, 6;~! bzw. die T, T: zugeord-
neten Automorphismen aus . Ist dann P ein beliebiger Punkt auf
& mit einer Ortsuniformisierenden =, so verbinden wir £ mit dem
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Punkt BT, durch eine stetige Kurve ¢, welche durch T% in eine stetige
Kurve ©T, iibergeht. Beim Punkt ¥ kann man x=P(7), 2=Q(7)
setzen, wo P(r), Q(r) LAURENTsche Reihen von 7 bezeichnen. Wir
kénnen nun eine rationale Funktion R, (%, 2) von %, 2 mit Zahlen-
koeffizienten so bestimmen, daB 27 = Rz, (z, 2) ist. Dabei erhilt man
die ~-Entwicklung von 27 bei %3, indem man in Rz, (%, 2) die =-Ent-
wicklungen z=P(7), 2=Q(+) einsetzt. Da f(272)=0 ist, so gilt in
einer ~-Umgebung von P :

Ff(Rr,(P(@), QM)) =

Da.r auch eine Ortsuniformisierende von BT, ist, so erhilt man
aus der obigen Funktionalgleichung durch analytische Fortsetzung
lings © die in einer gewissen =-Umgebung von BT, giiltige Glei-
chung:

f(Rr, (P@), Qr, (™)) =0,

wobei Qr, () die 2-Komponente des P7T: zugeordneten Funktlons-
elementes von z, z bezeichnet. Nun ist aber die Funktion Rz, (P(),
Qr, (1) einerseits die T-Entwicklung der Funktion 2™ bei PT:1 und
anderseits definitionsgemi die z-Komponente des dem Punkt PT: T:
zugeordneten Funktionselementes von z, z, welche auch die r-Ent-
wicklung der Funktion z7:7: bei B darstellt. Ferner ist Qr () die
+-Entwicklung der Funktion 27t bei P. In einer gewissen Umgebung
von P gilt also: :

2TiTe = Ry, (x, 271).

Wegen der Permanenz der Funktionalgleichung gilt die obige Glei-
chung auf der ganzen Fliche &.

Wenn man anderseits auf 2z den Automorphismus 6; a.nwendet
so erhidlt man:

=2t = R, (%, ?);
durch Anwendung von 6; folgt ohne weiteres:
2%% = Rr, (%, 2") = Ry, (x, 271) = 211 T2,

Der Decktransformation T1 T, entspricht daher (626,)!=6,"16;""!
w.Z. b.w.

Die bisher bewiesenen Tatsachen zusammenfassend, erhilt man
folgenden
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Satz 5. E's seien S, & geschlossene RIEMANNsche Flichen und &
sei in € enthalten. Ist dann G eine regulire Uberlagerungsfliche iiber
&, so ist der zu & gehorige algebraische Funktionenkorper K galoissch
uber dem zu &S gehorigen algebraischen Funktionenkorper K. Ferner
18t die Gruppe der Decktransformationen von & auf sich isomorph der
Galoisgruppe von K iiber K.

Nach dem eben bewiesenen Satz beweist man noch folgenden

Zusatz. Es sei © eine geschlossene RIEMANNsche Fliche und &
eine & enthaltende geschlossene RIEMANNsche Fliche, welche ilber &
reguldr ist. Ist dann B ein Punkt auf €, so sind die Verzweigungs-
ordnungen aller zu 9 konjugierten Punkte auf © einander gleich.
Ferner gibt es stets eine Decktransformation, welche B in einen
beliebigen, zu ihm konjugierten Punkt iiberfiihrt.

Beweis. Die Gesamtheit aller derjenigen Decktransformationen,
welche P invariant lassen, bildet eine Untergruppe Do der Deck-
transformationsgruppe ® von & auf sich. Offenbar fithren diejeni-
gen Decktransformationen, welche einer und derselben Nebengruppe
von D nach D, angehdren, den Punkt P in einen und denselben
Punkt iiber. Bezeichnet nun » den Index von D nach ®,, so entste-
hen aus P durch Anwendung der Decktransformationen aus ® genau
v verschiedene konjugierte Punkte. '

Wir bezeichnen jetzt mit z, 2 eine Erzeugung des zu & gehori-
gen algebraischen Funktionenkorpers K itber f, wo z eine eindeutige
analytische Funktion auf & bedeutet. Ist 7, eine Decktransformation
aus Dy, so besitzt bei P die Funktion 270 dieselbe LAURENTsche Ent-
wicklung wie z, wenn eine Ortsuniformisierende r von P festgelegt
ist. Wie schon gezeigt, gibt es dann einen einzigen Automorphismus
6y, filr welchen

2To = 2%

gilt. Da ein Element aus K eine rationale Funktion R (z,z) von z, z
mit Zahlenkoeffizienten ist, so besitzen R(x, 2) und sein konjugiertes
Element R (z,2°) bei B dieselbe LAURENTsche Entwicklung nach = ;
dies bedeutet nach der galoisschen Theorie aus der Bewertungs-
theorie, dal P=P° ist, 6 gehort daher zur Zerlegungsgruppe 3 von
P ilber KV, Es gilt also:

(1) W. KrULL, Galoissche Theorie bewerteter Koérper, Sitzungsberichte Miin-
chen (1930), S. 225-238; oder auch M. DEURING, Verzweigungstheorie bewerteter
Koérper, Math. Ann., Bd. 105 (1931), S. 277-307.
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Ordnung von ®© < Ordnung von 3.

Wenn # den Index der Galoisgruppe von K/K nach 3 bezeichnet, so
ergibt sich aus der obigen Ungleichung: »=>#. Da es bekanntlich
genau # verschiedene, zu P konjugierte Primdivisoren (also auch
Punkte auf &) gibt, so muffi unbedingt v=p sein; d.h. P wird durch
eine geeignete Decktransformation in einen gegebenen, zu ihm kon-
jugierten Punkt iibergefithrt. Ferner besitzt nach der galoisschen
Theorie jeder zu P konjugierte Primdivisor (also auch Punkt) eine
gleiche Verzweigungsordnung, w.z.b.w.

Satz 6. Es sei S eine geschlossene RIEMANNsche Fldache und &
eine unverzweigte, unbegrenzte und regulire Uberlagerungsfliche iiber
S. Ist dann G iiber & endlwh-blattrzg, so ist S eine geschlossene
RIEMANNsche Fliche, und der zu & gehorige algebraische Funktionen-
korper K ist galoissch und unverzweigt itber dem 2u S gehorigen Funk-
tionenkorper K.

Beweis. Wir triangulieren zunichst die Fliche G und bezeichnen
die so entstehende Fliche mit &,. Da & ilber & unverzweigt, un-
begrenzt ist, so kann man leicht die Triangulierung von & auf ]
iibertragen, und zwar entspricht einem Dreieck auf & stets ein
Dreieck auf S, als Spur. Da @ iiber © endlich-bldttrig ist, so liegen
iiber einem beliebigen Dreieck von &, endlich viele Dreiecke von
8: d.h. B ist eine geschlossene Fliche.

Ist nun P ein Punkt auf & und p sein Spurpunkt, so kann man
eine Ortsuniformisierende von p gleichzeitig als eine von {5 benutzen,
weil es einander homoomorphe Umgebungen von p und P gibt.
Daher ist & in @ enthalten. Weil jedem Punkt auf @ umkehrbar
eindeutig ein Primdivisor aus K und zwar einem verzweigten bzw.
unverzweigten Punkt ein verzweigter bzw. unverzweigter Primdi-
visor entspricht, so ist K nach Voraussetzung iber K unverzweigt.
DaB K iiber K galoissch ist, folgt nach Satz 5 aus der Regularitit
von & iiber &.

Satz 7. Es sei K ein algebraischer Funktionenkorper und K eine
endliche, galoissche Erweiterung iiber K. Dann ist die RIEMANNsche
Fliche G von K regulir iiber der RIEMANNschen Fliche & von KO,

Beweis. Wir bezeichnen mit x, z eine Erzeugung von K iiber
dem komplexen Zahlkorper, wo = eine eindeutige analytlsche Funk-
tion aus K bezeichnet. Ist P ein Primdivisor aus K, so definiert

(1) M. DEURING, loc. cit., S. 102.
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man die Anwendung eines Automorphismus 6 von K/K auf P in
geldufiger Weise.

Es wird dann klar, was fiir ein Punkt unter P° verstanden sein
soll, wenn 8 den P zugeordneten Punkt bedeutet. Nun bilden wir
aus 8 und © bzw. die Stammflichen &* und &*, und beschreiben
auf ©* eine geschlossene stetige Kurve c¢. Wie iiblich denken wir
uns die Kurve ¢ als die Punktmenge {$3.)}, welche durch das Inter-
vall 1(0 < 4 < 1) definiert und zwar PBy="T gesetzt ist. Dann entsteht
durch Anwendung von 6 auf alle Punkte auf ¢ eine Punktmenge
¢={P3}). Wir behaupten jetzt, da ¢ eine stetige Kurve auf ©*
darstellt. Es sei nidmlich P} ein Punkt aus ¢/ und Uy eine solche
Umgebung von 5 , dag die Spur U, von Uy in &* mit Uy’ homs-
omorph ist. Offenbar existiert dann eine Umgebung T, von P ,
‘deren Spur in ©* ganz in U, gelegen ist. Nun koénnen wir ein Ao
‘enthaltendes Teilintervall I, von I so bestimmen, daf8 fiir jedes 4 aus
I der Punkt P, auf € in U, enthalten ist. Der Spurpunkt p,. von
B ist in Uo und infolgedessen der iiber p,. liegende Punkt B3 in
U, enthalten ; d.h. U ist stetig.

Da ¢ geschlossen, also P;=LP=P, ist, so ist auch P! = P&; d.h.
¢/ ist eine geschlossene Kurve. Weil offenbar die Kurven ¢ und ¢
dieselbe Spurkurve in &* besitzen, so ist &* regulir iiber S*, w.z.b.w.

Bemerkung. Ist K iiber K galoissch, so ist eine Ortsuniformisie-
rende eines Punktes der RIEMANNschen Fliche © von K gleichzeitig
eine Ortsuniformisierende jedes zu ihm konjugierten Punktes, weil die
Verzweigungsordnungen aller zueinander konjugierten Punkte auf
& gleich sind. Aus einem Automorphismus 8 von K/K erhilt man
durch Anwendung von 6 auf alle Punkte auf © eine eineindeutige
Abbildung T von & auf sich. DafBl diese Abbildung 7 eine homo-
omorphe Abbildung und folglich eine Decktransformation von & auf
sich ist, kann man ohne Heranziehung der Stammflichen mit Hilfe
der Ortsuniformisierenden der Punkte direkt beweisen.

§ 4. Unverzweigte abelsche Erweiterungen und abelsche
Uberlagerungsflichen.

Es bedeutet & eine geschlossene RIEMANNsche Fliche vom Ge-
schlecht g. Dann existiert iilber & die Uberlagerungsfliche &© der
Intergralfunktionen auf €@, auf welcher jede Integralfunktion auf

(1) H. WeyL, loc. cit., S. 74.
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& eine eindeutige analytische Funktion wird. Dabei erweist sich
€® als eine unverzweigte, unbegrenzte, regulire Uberlagerungs-
fliche, deren Decktransformationsgruppe @ auf sich abelsch ist.
Nennt man nun nach Herrn H. WEYL eine unverzweigte, unbegrenzte,
reguldre Uberlagerungsfliche G itber & abelsch, wenn ihre Decktrans-
formationsgruppe auf sich abelsch ist, so ist jede abelsche Uber-
lagerungsfliche in dem in § 2 definierten Sinne stets in &© enthalten®.
Und zwar ist eine stetige Kurve auf & stets geschlossen, wenn ihre
Spurkurve auf & auch die einer geschlossenen Kurve auf €© ist.
Die Decktransformationsgruppe von &@ auf sich ist eine freie Gruppe
von 2g freien Erzeugenden. ‘

Es sei nun $ eine Untergruppe von T, deren Index endlich ist.
Dann kann man aus jedem Punkt P©@ auf S© stets eine Menge B
von den zu PO konjugierten Punkten (in bezug auf &) konstruieren,
indem man auf PO alle Transformationen aus $ anwendet. Sind
B, O zwei wie oben definierte Punktmengen, so sind P, Q entweder
identisch oder elementfremd. Denn besitzen P, O einen Punkt P©@
auf &© gemeinsam, so sind offenbar nach Definition < Q und
QEP, w.z.b.w. Wir betrachten nun die Menge &, welche aus
den sdmtlichen verschiedenen, oben definierten Punktmengen besteht,
und nennen jedes Element aus © auch einfach einen Punkt. Wenn
P ein beliebiger Punkt aus @ und P@ ein zu P gehdriger Punkt auf
€© jst, so entsteht aus einer Umgebung V von PO eine Teilmenge
U von &, indem man jedem Punkt aus V den ihn enthaltenden
Punkt aus © zuordnet. Beriicksichtigt man nun, daf €@ iiber &
unverzweigt ist, so bestitigt man leicht, dag U die Umgebungsaxiome
erfiillt ; man nennt also U die zu V gehorige Umgebung von P.

Es seien nun P, Q beliebige Punkte aus &. Dann greifen wir
aus P, Q bzw. die Punkte P©@ und Q@ guf S© heraus und ver-
binden P mit Q@ durch eine stetige Kurve ¢@ auf &©, welche
wie iiblich dureh ein Intervall (0 <2< 1) definiert ist; insbesondere
sind dabei PO=P,® ynd QO=P,@ gesetzt. Wenn man durch Pa
einen Punkt B auf ¢©@ enthaltenden Punkt aus & bezeichnet, so
entsteht aus ¢ eine Punktmenge ¢ aus G, welche aus allen Punkten
PBr(0 X 2<X1) besteht, wobei besonders V=%, und Q=% sind. Ist
nun P, ein Punkt auf ¢ und ff;o eine Umgebung von %P, , so gibt
es nach Definition einen in P, enthaltenen Punkt B auf €© und
eine Umgebung V} von P derart, dat U,, die zu V} gehorige

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 175.
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Umgebung ist. Da offenbar B ein konjugierter Punkt zu P auf
¢©@ ist und infolgedessen eine Decktransformation T©@ aus $ existiert,
welche B’ in P iberfihrt, so geht durch 7T die Umgebung V3,
in eine P enthaltende Punktmenge V, tiber, die, wie leicht bes-
titigt, eine Umgebung von P bildet. Nach der Konstruktion von
Vi, ist U, die zu V,, gehorige Umgebung von P, Weil ¢ eine
stetige Kurve ist, so gibt es ein 2, enthaltendes Teilintervall
LO < | A—2| <e, €>0) derart, daB fir jedes 2 aus I, der Punkt
PO zu V,, gehort. Der P enthaltende Punkt P aus & ist offen-
bar in U, gelegen; d.h. © ist eine stetige Kurve, welche B mit Q
verbindet. Somit ist gezeigt, daB & ein Gebiet bildet.

Die in einem Punkt P aus & enthaltenen Punkte auf S©® besit-
zen denselben Spurpunkt p auf €. Wenn man also P den Punkt p
zuordnet, so wird dadurch eine eindeutige Zuordnung ® von & auf
& hergestellt. Offenbar existiert zu jedem Punkt B aus & eine Um-
gebung U von P, welche durch ¢ homsomorph auf eine Umgebung
des Spurpunktes p abgebildet wird ; d.h. & ist ilber € unverzweigt.

Es sei p ein beliebiger Punkt und ¢ eine stetige Kurve in &.
Ist dann P ein dber p liegender Punkt aus & (d.h. p ist der Spur-
punkt von P), so gibt es eine einzige stetige Kurve in &, welche
vom Punkt P ausgeht und deren Spurkurve gerade ¢ ist. Denn ist
PO ein zu P gehoriger Punkt auf SO, so gibt es eine von PO aus-
gehende Kurve ¢, deren Spurkurve ¢ ist; aus ¢ entsteht wie oben
eine stetige Kurve ¢ in &, welche ¢ als Spurkurve besitzt. Die
Eindeutigkeit der Kurve ¢ folgt ohne weiteres aus der Unverzweigt-
heit von & iiber &. Nun kann man die Triangulierung der Fliche
& sofort auf das Gebiet & iibertragen®; d.h. © wird eine Fliche,
und zwar ist es eine unverzweigte, unbegrenzte {Iberlagerungsfliche
iiber &. Wir wollen im weiteren Verlauf © die zu $ gehorige
Fldche nennen. .

Es sei T® 9 eine Nebengruppe der Decktransformationsgruppe
D@ nach  und P@ ein beliebiger Punkt, welcher zu einem Punkt
B aus S gehort. Dann gehoren die Punkte L@ TWH in einem und
demselben Punkt P’ aus &, wenn H alle Transformationen aus 9
durchlduft. Ferner ist §/ von der Wahl der Punkte B aus P
unabhingig. Wenn P alle Punkte aus & durchlduft, so entsteht
durch die Zuordnung P — P’ eine Transformation 7 der Gesamtheit
aller Punkte aus & in sich. . Wir ordnen dabei 7' der Nebengruppe

(1) H. WEyL, loc. cit., S. 49.



Algebraische Funktionenkérper und RIEMANNsche Flachen 241

T®$% zu. Die Transformation 7 ist eine Abbildung von & auf sich.
Denn ist Q ein Punkt aus &, so gibt es in O einen Punkt Q© auf
S@ und folglich einen Punkt Q© TO-1 guf S©; der Q@ TO-1 ent.-
haltende Punkt auf & geht durch Anwendung von T sicher in Q
Uber, w.z.b.w. Wir bezeichnen im folgenden mit ® die Gesamtheit
aller oben definierten Tranhsformationen von & auf sich.

Sind nun 7Y, T H verschiedene Nebengruppen von D@ nach
S, und T, T: bzw. die 7@ H, T H zugeordneten Transformationen
von & auf sich, so geht jeder Punkt B auf S bei Anwendung von
T: und T in verschiedene Punkte PB7; und P7T: itber. Denn sonst
existierte ein Punkt P©@ auf SO, fur den PO T10 = PO T, [T fiar
eine geeignete Transformation H aus $ gelten soll; weil &©@ eine
unverzweigte, unbegrenzte, regulire Uberlagerungsfliiche itber
ist, so miite 71! T3@ H die Einheitstransformation sein, was aber
unméglich ist. Wenn also » den Index von D nach 9 bezeichnet,
so liegen nach dem oben Gezeigten ilber jedem Punkt auf S genau
n verschiedene Punkte aus &.

Zu beliebigen Transformationen 7%, T:. aus ® definieren wir das
Produkt T) T: von T mit T; wie folgt: Auf jeden Punkt P aus
wende man zundchst 77 und dann auf den so entstandenen Punkt
BT, die Transformation 7% an: PT) To=(PT1) T:. Dann ist T, T: eine
Transformation aus ®, welche der Nebengruppe T1O9 - ToOH= Ty T,08H
zugeordnet ist, wenn T, T: bzw. die TW@9, T:®H zugeordneten
Transformationen bezeichnen. Denn ist B ein zu B gehdriger Punkt
auf*&S", so gehtrt POT® zu PT; und folglich (POTO) T4 = RO T O T, (0)
zu (PT1) Te=PT1 T2, w.z.b.w. Ersichtlich existiert in ® die Ein-
heitstransformation und zu jeder Transformation ihre inverse. Somit
ist bewiesen, da8 ® eine der Faktorgruppe /9 isomorphe Gruppe
bildet. ‘

Es sei P ein Punkt auf & und PO ein beliebiger, zu B gehori-
ger Punkt auf &@. Ist dann 7 eine Decktransformation aus DO,
so geht eine Umgebung V von $@ auf &@ durch Anwendung von
T® in die Umgebung V7T von PO TO {iber, wobei V und V7T©
einander homéomorph sind. Wenn man mit 7 die der Nebengruppe
T®$ zugeordnete Transformation aus D bezeichnet, so entsprechen
V und VT© bzw. die Umgebungen von B und PT, welche unter
T einander hom$omorph sind. Die Fliche & ist daher bei Anwen-
dung einer Transformation T aus ® homtomorph auf sich abgebildet
und zwar ist jeder Punkt auf @ in einen zu ihm konjugierten Punkt
Ubergefithrt ; d.h. T ist eine Decktransformation von & auf sich.
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Ist nun ¢ eine geschlossene, stetige Kurve auf &, so geht es bei
Anwendung einer Transformation 7 aus ® in eine geschlossene Kur-
ve ¢T iiber, weil & durch T homdomorph auf sich abgebildet wird ;
d.h. die Flidche. & ist iiber & regulidr. Hieraus schlie8t man ohne
weiteres folgenden

Satz 8. Es sei S© die Uberlagerungsfliche der Integralfunktionen
einer geschlossenen RIEMANNschen Fliche © und O eine Untergruppe
von endlichem Index in der Decktransformationsgruppe DO von SO
ayf sich. Dann ist die zu O gehorige Fliche T eine unverzweigte, un-
begrenzte, regulire Uberlagerungsfliche iber S, und die Decktransfor-
mationsgruppe von &S ayf sich ist isomorph der Faktorgruppe D0/9.

Wir betrachten nun iiber dem zu & gehdrigen, algebraischen
Funktionenkorper K eine unverzweigte abelsche Erweiterung L von
endlichem Grade. Dabei ist die Galoisgruppe & von L/K als eine
abelsche Gruppe vom Exponenten p™ vorausgesetzt, wo p eine Prim-
zahl bedeutet. Wir wollen im folgenden zeigen, dafl & vom hochstens
2 g-gliedrigen Typus ist, wenn g das Geschlecht von & bezeichnet.
Offenbar ist die RIEMANNsche Fliche & von L eine abelsche Uber-
lagerungsfliche iiber & ; infolgedessen ist es in &© enthalten. Ist ¢
eine geschlossene, stetige Kurve auf € und p ein Punkt auf ¢, so
ist der Endpunkt der stetigen Kurve ¢ auf &, deren Anfangspunkt
ein itber p liegender Punkt P ist und deren Spurkurve ¢ ist, ein zu
P konjugierter Punkt P’. "Aus der Zuordnung P — P’ entsteht also
eine Decktransformation 7' von & auf sich, welche P in P’ iiber-
fithrt. Wie man leicht bestitigt, ist die Transformation 7° von ‘der
Wahl der Punkte 9 unabhingig; d.h. einer geschlossenen Kurve ¢
auf S entspricht eindeutig eine Decktransformation von & auf sich.
Wir legen nun einen Punkt p auf & fest. Eine geschlossene, stetige
Kurve ¢ auf &, die von p ausgeht und an p endet, heit nach Herrn
H. WEYL ,,der Null homolog*‘, wenn ¢ die Spurkurve einer gesch-
lossenen Kurve auf &@ ist. Offenbar bildet die Gesamtheit aller
der Null homologen Kurven, die von p ausgehen und an p enden,
eine additive Gruppe Io. Da © in S© enthalten ist, so entspricht
einer 0 homologen Kurve ¢ auf & in der obigen Weise die identische
Decktransformation von @ auf sich. Nun betrachten wir die Gesamt-
heit I3 aller derjenigen geschlossenen Kurven auf &, welche von p
ausgehen und an p enden, und welche der identischen Decktransfor-
mation von & auf sich entsprechen. Offenbar bildet I3 eine additive
Gruppe, welche sicher eine Untergruppe der I” aller geschlossenen
stetigen Kurven auf & ist, welche von p ausgehen und in p enden.
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Ferner entspricht jeder geschlossenen Kurve aus einer Klasse von
I’ nach I3 eine und dieselbe Decktransformation von & auf sich, und
aus verschiedenen Klassen von [’ nach /) entstehen verschiedene
BPecktransformationen von 3 auf sich. Wie man sich leicht iiber-
zeugt, ist die Decktransformationsgruppe © von & auf sich isomorph
zu [/I1. Da nach Satz 7 © der Galoisgruppe & von L/K isomorph
ist, so gilt:

S=rNn=9;

d.h. /I, ist eine Gruppe vom Exponenten z™. Hieraus schliet man

ohne Schwierigkeit, da //I7 von endlichem Index und zwar vom

hiochstens 2 g-gliedrigen Typus ist, weil die Faktorgruppe I/l eine

freie Gruppe vom 2 g-gliedrigen Typus ist und p eine Primzahl be--
zeichnet. '

Somit haben wir folgenden Satz bewiesen :

Satz 9. Es sei L eine endliche, unverzweigte, abelsche Erweiterung
itber dem zu & gehorigen algebraischen Funktionenkorper K, und die
Galoisgruppe & von L mach K vom Exponenten p™, wo p eine Prim-
zahl und m eine natirliche Zahl bezeichnet. Ist dann g das Geschlecht
von &, so ist die Gruppe & abelsch vom hiochstens 2 g-gliedrigen Typus,
und infolgedessen ist die Ordnung von & mnicht groBer als p2™.

Wir beweisen nun folgenden

Satz 10. FEs ser K ein algebraischer Funktionenkorper einer Ver-
‘anderlichen vom Geschlecht 2 g und p eine Primzahl. Dann btldet die
- Gesamtheit aller Divisorenklassen vom Exponenten p™ (m =0) aus K
eine abelsche Gruppe vom 2 g-gliedrigen Typus (™, ...., P™).

Beweis. Wir bezeichnen mit & die RiEMANNsche Fliche von K.
Wenn S;,...., Sz, ein System der freien Erzeugenden der Decktrans-
formationsgruppe D@ der Uberlagerungsfliche der Integralfunktionen
auf & bezeichnen, so existiert nach Satz 8 ein zur Gruppe $=(S*",
..... , S&) gehoriger algebraischer Funktionenkérper L, welcher
iiber K unverzweigt und abelsch ist. Dabei ist die Galoisgruppe &
von L/K nach den Sidtzen 5 und 8 isomorph der Faktorgruppe DO/H.

Nun existiert eine Untergruppe 2 der Divisorenklassengruppe
von K derart, da A aus allen und nur allen Divisorenklassen be-
steht, welche in L in die Hauptklasse iilbergehen. Ferner ist A der
Galoisgruppe von L/K isomorph, 2 ist also eine abelsche Gruppe

(1) Es existiert nach Satz 8 eine zu $ gehorige RIEMANNSche Flidche &, und L
ist der zu & gehorige Funktionenkérper.
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vom 2 g-gliedrigen Typus (p™,...., p™)®,

Es sei A eine Divisorenklasse vom Exponenten p™ aus K. Dann
gibt es eine zyklische unverzweigte Erweiterung L/, in der A4 die
Hauptklasse wird, und die Galoisgruppe von L’/K ist isomorph de®
von A erzeugten Divisorengruppe®: d.h. die Galoisgruppe von L’//K
ist auch vom Exponenten p™. Bildet man nun das Kompositum
LL’ von L and L/, so schlie8t man zunichst, dag LL’ itber K un-
verzweigt abelsch und auch vom Exponenten p™ ist®. Dann gilt
einerseits nach Satz 9 '

[LL : K] < p?,
und anderseits -
[LL: Kl1=[LL’: L][L : K1 =[LL’: L]y2me,

woraus LL’=L folgt. L’ ist also in I enthalten: d.h. 4 geht in L
in die Hauptklasse ilber, daher ist A in U enthalten, w.z.b.w.

Ist nun » eine natiirliche Zahl und n=p°....p°r die Prim-
faktorzerlegung von 7, so gibt es zu jeder Primzahl p: die Divisoren-
gruppe A;, welche aus allen und nur allen Divisorenklassen vom
Exponenten ps% von K besteht. Ist 4 eine Divisorenklasse vom Ex-
ponenten z, so ist bekanntlich A als Produkt aus Divisorenklassen
Ay...., A, darstellbar, deren Exponenten bzw. D1°,. ..., P sind.
Daher gilt fir die Divisorengruppe 2 vom Exponenten % aus K die
folgende direkte Produktdarstellung :

i)z['-:—‘ale.... XQI.,-.

Hieraus folgt ohne weiteres:

Satz 11. Die Anzahl der Gesamtheit aller Divisorenklassen vom
Exponenten n aus K ist gleich n.

Bemerkung. Es sei a ein Divisor aus dem zu & gehorigen Funk-
tionenkdrper K, dessen Ordnung gleich # ist , d.h. a™ ist ein Haupt-
divisor aus K. Dann existiert eine unverzweigte zyklische Erweite-
rung Z vom Grade n, in der a ein Hauptdivisor wird®. Es gibt

(1) M. DEURING, loc. cit., S. 95-97,

(2) M. DEURING, loc. cit., S. 92-93.

(3) Vgl. hierzu etwa H. HASsSE, Aufgabensammlung zur hoheren Algebra,
Sammlung Géschen (1934), S. 146-147.

(4) M. DEURING, loc. cit., S. 92-94.
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daher in Z ein Element z, welches dem Divisor a zugeordnet ist.
Ferner gilt die Gleichung:

r—2=0,

WO 2o ein Element aus K bezeichnet. Offenbar ist z eine eindeutige
analytische Funktion auf der RiEMANNschen Fliche & von Z. Ist
nun P ein beliebiger Punkt mit einer Ortsuniformisierenden # auf
&, so ordnen wir dem Spurpunkt p von P auf S die t-Entwicklung
P(t) von z bei P zu. Dadurch entsteht aus z eine analytische (im
allgemeinen mehrdeutzge) Funktion z* auf €. Wenn man die Funk-
tion P(¢) lings einer geschlossenen Kurve auf & bis nach p analy-
tisch fortsetzt, so erhilt man eine Funktion P/(f), welche der ¢-Ent-
wicklung der Funktion z bei einem zu B konjugierten Punkt P’ auf
@ zugeordnet ist. Da P’(t) der Gleichung z*—z=0 in einer gewissen
t-Umgebung von P’ identisch geniigen mu8, so ist, wie man leicht
bestiitigt, P/(t) von P(t) um eine n-te Einheitswurzel verschieden ;
d.h. z* ist eine Wurzelfunktion auf S.

Umgekehrt kann man ohne Schwierigkeit beweisen, daB8 eine
Wurzelfunktion auf & in einer gewissen abelschen Uberlagerungs-
fliche iilber & eindeutig analytisch wird®, weil einer Wurzelfunktion
auf & stets ein Divisor vom Grade 0 aus K zugeordnet ist®.

(1) - M. DEURING, loec. cit., S. 92-94.
(2) H. WEYL, loe. cit., S. 118. *



