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EINLEITUNG
${\rm Im}$ Gange der historischen Entwicklung der Theorie der alge-

braischen Funktionen einer Ver\"anderlIchen traten die funktionen-
theoretische und die geometrische Methode ziemlich fruh, zur Zeit
von ABEL und JACOBI, in die Erscheinung; dagegen wurde die
arithmetische Methode verh\"altnismaBig spat, erst gegen Ende des
vorigen Jahrhunderts, eingef\"uhrt. Obwohl man schon in den Arbeiten
von R. $DEDEKIND-H$ . $WEBER^{(1)}$ und K. $HENSEL-G$ . LANDSBERG(2) $d\epsilon n$

Keim der heutigen algebraischen und arithmetischen Theorie der
algebraischen Funktionen sp\"urt, so ist sie doch als eine eigene
Theorie erwachsen, erst nachdem die Algebra in diesem Jahrhundert
einen groBen Aufschwung erfahren hat. Heute versteht man im
weitesten Sinne unter der arithmetischen Theorie der algebraischen
Funktionen einer Veranderlichen, ohne Benutzung des $Kontinuit^{i}\dot{i}ts-$

begriffes, die Arithmetik in den K\"orpern vom Transzendenzgrad 1
Uber einem Grundk\"orper. Wahrend sich aber diese Theorie selbstandig
entwickelt hat, hat man es ziemlich vernachlatSigt, den Zusammen-
hang zwischen den verschiedenen Theorien klar hervortreten zu
lassen. .

Die vorliegende Arbeit soll als ein kleiner Beitrag zur \’Uber-
brUckung der modernen arithmetischen und klassischen Theorie der
algebraischen Funktionen dienen. ${\rm Im}$ ersten Paragraphen zeige ich,
wie man, von einem algebraischen Funktionenk\"orper ausgehend, zum
Begriff der topologischen RIEMANNschen Fl\"ache gelangen kann. Dazu

(1) R. DEDEK $lND$ und $\dot{H}$ . WEBER, Theorie der algebraischen Funktionen einer
Veranderlichen, Journ. $f.d.r.u.a$ . Math., Bd. 92 (1882), S. 181-290; DEDEKIND’S
gesammelte math. Werke, 1. Bd. (1930), S. 238-349.

(2) K. HENSEL und G. $LtNDSBERG$ , Theorie der algebraischen Funktionen einer
Variablen, Leipzig (1902).

Journ. of the Faculty of Science, Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, Vol. IX, No. 4, 1941.



210 M. Moriya

ist es unentbehrlich, manche wichtige geometrische Begriffe-z.B.
der Flachen, Kurven, u.s. $w$ . –nicht so wie in der klassischen Literatur
als anschaulich evident einzuf\"uhren, sondern mengentheoretisch streng
zu definieren. Dabei erscheint, wie schon Herr H. WEYL in seinem
ber\"uhmten Buch(1) bemerkt, die Betrachtungsweise, $da6$ eine RIEMANN-
sche Fl\"ache eine \’Uberlagerungsfl\"ache der komplexen Zahlkugel ist,
als das Sekund\"are; primar ist aber die Auffassung, $daB$ sie, ganz
gel\"ost von der Beziehung zum dreidimensionalen Punktraum, ein
triangulierbares, zweidimensionales Gebiet bildet, auf dem \’{s}ich die
eindeutigen analytischen Funktionen definieren lassen. Die in diesem
Paragraphen bewiesenen Tatsachen findet man $\ddagger m$ wesentlichen in
dem WEYLschen Buch; nur gebe ich sie aus systematischen Gr\"unden
wieder.

${\rm Im}$ zweiten Paragraphen wird die Beziehung der endlichen al-
gebraischen Erweiterungen eines algebraischen. FunktIonenk\"orpers

zu den Uberlagerungsflachen \"uber einer geschlossenen RIEMANNschen
Fl\"ache behandelt. Allgemeiner als im WEYLschen Buch $muB$ man
dabei nicht nur unverzweigte tJberlagerungsfl\"achen sondern auch ver-
zweigte \"Uberlagerungsfl\"achen in Betracht ziehen. Nach dem bekann-
ten Existenzsatz von B. RIEMANN ist durch eine geschlossene RIEMANN-
sche Fl\"ache $\mathfrak{S}$ ein zu $\mathfrak{S}$ geh\"origer Funktionenk\"orper definiert, wel-
cher seinerseits aus den s\"amtlichen auf $\mathfrak{S}$ eindeutigen analytischen
Funktionen besteht. Wenn $\mathfrak{S}$ in einer geschlossenen RIEMANNschen
Flache $\mathfrak{S}$ enthalten ist, so ist der zu $\mathfrak{S}$ geh\"orige, algebraische Funk-
tionenk\"orper ein Teilk\"orper des zu $\overline{\mathfrak{S}}$ geh\"origen Funktionenk\"orpers.

Ein Spezialfall, daB die Erweiterungen galoissch sind, ist im
dritten Paragraphen eingehend untersucht. Ich will dort zeigen,
daB einer regul\"aren, unbegrenzten \"Uberlagerungsfl\"ache einer ge-
schlossenen $RIEMANNS3hen$ Fl\"ache eine galoissche Erweiterung eines
algebraischen Funktionenk\"orpers zugeordnet wird und umgekehrt.
Es soll hier noch bemerkt werden, da6 die letzte Halfte dieser
Tatsaehe schon von Herrn M. $DEURING^{\langle 2)}$ ohne Beweis ausgesprochen
ist.

${\rm Im}$ SchluBparagraphen betrachte ich endliche unverzweigte abel-
sche Erweiterungen und abelsche \’Uberlagerungsfl\"achen. Der Begriff
der abelschen \’Uberlagerungsflachen, die zum erstenmal von Herrn H.

(1) H. WEYL, Die Idee der RIEMANNschen Flache, Leipzig–Berlin (1923).

(2) M. DEURING, Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen-
$k6rper$ , Math, Ann., Bd. 106 (1932), S. 77-102.
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WEYL als die Analoga zu den HILBERTschen $Klassenk\dot{o}rpern^{(1)}$ in die
algebraische Funktionentheorie eingef\"uhrt wurde, l\"aBt vom heutigen
arithmetischen Standpunkte aus eine solche Tragweite erkennen, da6
durch Heranziehung der abelschen $\ddot{U}$berlagerungsfl\"achen einige Aussa-
gen \"uber die Wurzelfanktionen rein arithmetisch hergeleitet werden
k\"onnen.

\S 1. Absolute RIEMANNsche Fl\"ache und ihre Topologie.
${\rm Im}$ folgenden bezeichnet $f$ durchweg den K\"orper aller komplexen

Zahlen und $K$ einen algebraischen Funktionenk\"orper einer Verander-
lichen mit $f$ als Konstantenk\"orper; es gibt daher in $K$ eine Erzeugung
$x,$ $y$ von $K$ \"uber $f:K=\mathfrak{f}(x, y)$ . Ohne Einschrankung der Allgemein-
heit kann dabei. $x$ als uber $f$ tra nszendent und $y$ als \"uber $f(x)$ alge-
braish angenommen werden.

Wir betrachten zun\"achst eine diskrete Exponentenbewertung von
$K$, welche $f$ trivial $bewertet^{\{2)}$ . Die Gesamtheit aller einer derar-
tigen Bewertung \"aquivalenten Bewertungen von $K$ nennen wir wie
\"ublich einen Primdivisor aus $K^{\langle 3)}$ . Bezeichnet nun $\mathfrak{p}$ einen Primdivi-
sor aus $K$ und $K_{t)}$ die perfekte H\"ulle vm $K$ in bezug auf $\mathfrak{p}$ , so lassen
sich $x,$ $y$ in $K_{\{)}$ als formale LAuRENTsche Reihen nach einem beliebigen
Primelement von $\mathfrak{p}$ entwickeln, welche h\"ochstens endlich viele negative
Potenzen besitzen. Wenn man dabei eln geeignetes Primelement $t$

von $\mathfrak{p}$ nimmt, so kann man durch Majorantenbildung beweisen, daB
die LAURENTschen Reihen $x=P(t),$ $y=Q(t)$ in einem Kreisring konver-
gieren. Bekanntlich kann man als $t$ etwa ein Element entweder

von der Form $\nu\nu^{/}\overline{x-a}$ oder $\sqrt{\frac{1}{x}}$ auswahlen, wobei $a$ eine komplexe
Zahl bedeutet.

Aus der Tatsache, da3 $t_{Y}$ ein Primelement von $\mathfrak{p}$ ist, folgt ohne
weiteres, $daBx=P(t),$ $y=Q(t)$ in einem Kreis $|t|<r(r>0)$ g\"ultig
ist; d.h. die beiden Reihen sind, vielleicht abgesehen vom Mittel-

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 175-176.
(2) F\"ur die allgemeine Theorie \"ubar die Bewertung vergleiche man VAN DER

WASRDEN, Moderne Algebra, I. Teil, Berlin (1937), S. 245-266.
(3) Als eine beste ausfuhrliche Darstellung \"uber die arithmetische Theorie der

algebraischen Funktionen verweise ich auf eine Arbeit von Herrn F. K. SCHMIDT,
Zur aritbmetischen Theorie der algebraischen Funktionen I, Math. Zeitschr., Bd.
41 (1936), S. 415-438.

(4) K. HENSEL, Neue Begr\"undung der arithmetischen Theorie der algebrai-
schen Funktionen einer Variablen, Math. Zeitschr., Bd. 5 (1919), S. 118-131.
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punkt $t=0$ , stets im Kreis $|t|<r$ konvergent und f\"ur $t_{1}\neq t_{t}$ ,
$|t_{1}|<r$ und $|t_{2}|<r$ sind niemals gleichzeitig $P(t_{1})=P(t_{2}),$ $Q(t_{1})=Q(tg)$ .
$x=P(t),$ $y=Q(t)$ heiBt dann ein zu $\mathfrak{p}$ gehoriges Funktionselement von
$x,$ $y^{(1)}$ .

Da ein Element $r(x, y)$ aus $K$ eine rationale Funktion von $x,$ $y$

mit Zahlenkoeffizienten ist, so ist $r(P(t), Q(t))$ eine LAURENTsche Reihe
von $t$ mit hdchstens endlich vielen negativen Potenzen. Wenn man
daher jedem Element $(\neq 0)$ aus $K$ den Exponenten von $t$ des An-
fangsgliedes seiner t-Entwicklung zuordnet, so wird dadurch eine
Bewertung bestimmt, welche zum Primdivisor $\mathfrak{p}$ gehdrt. Hieraus
sieht man ohne Schwierigkeit ein, $dalJ$ aus einem Primdivisor ein
einziges Funktionselement entsteht, aber aus verschiedenen Primdivi-
soren auch verschiedene Funktionselemente entstehen.

Wenn umgekehrt in einer gewissen Umgebung $|t|<r(r>0\rangle$

des Nullpunktes der komplexen $t\cdot Ebene$ ein Funktionselement $x=P(t)$ ,
$y=Q(t)$ , welches, eingesetzt in alle algebraischen Relationen zwischen
$x$ und $y$ , sie als Relationen von $t$ identisch erfUllt, gegeben ist, so
ist jedes Element aus dem K\"orper $f(x, y)$ als LAURENTsche Reihe in
$t$ mit h6chstens endlich vielen negativen Potenzen entwickelbar. Der
Exponent von $t$ des Anfangsgliedes dieser Entwicklung definiert eine
Bewertung von $K$. Mithin ist gezeigt:

Den Primdivisoren aus $K$ entsprechen umkehrbar eindeutig die zu
ihnen gehorigen Funktion9elemente von $x,$ $y$ .

Aus einem Funktionselement $\mathfrak{e}$ von $x,$ $y$ entsteht stets seine Nor-
maldarstellung \langle 2):

$x=a+t^{\nu}$ , $y=Q(t)$ ,

wo $Q(t)$ eine LAURENTsche Reihe mit h6chstens endlich vielen ne-
gativen Potenzen von $t$ bezeichnet. Wir nennen dabei der Einfach-
heit halber $\mathfrak{e}$ ein uber $a$ oder $\infty$ liegendes Funktionselement, je nach-

dem $t=\sqrt[\nu]{x}$

neten Primdivisor aus $K$ einen. uber $a$ oder $\infty$ liegenden Primdivisor
nennen.

Ist nun $\mathfrak{p}$ ein Primdivisor aus $K$ und $\mathfrak{e}=(x=a+t^{\nu}, y=Q(t))$ die
Normaldarstellung des zu $\mathfrak{p}$ geh\"origen Funktionselementes von $x,$ $y$ ,
so heiBt $\mathfrak{p}$ verzweigt, falls $\nu>1$ ist; sonst heiSt $\mathfrak{p}$ unverzweigt \langle $\theta$)

(1) H. WEYL loc. cit., S. 6.
(2) H. WEYL, lec. cit., S. 8.
(3) H. WEYI, lcc. cit., S. 9.
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Nach einem Analogon zum Differenten-Diskriminantensatz der alge-
braischen Zahlentheorie Uberzeugt man sich davon, daB es in $K$

endlich viele verzweigte Primdivisoren gibt (1) Zu fast allen kom-
plexen Zahlen $a$ existieren daher genau $n$ verschiedene, Uber $a$ lie-
gende (unverzweigte) Primdivisoren von $K$, wenn $n$ den Grad von
$K$ uber $\mathfrak{f}(x)$ bezeichnet; dementsprechend liegen Uber $a$ genau $n$

verschiedene Funktionselemente von $x,$ $y$ .
Zwischen den Elementen $x$ und $y$ besteht bekanntlich eine alge$\cdot$

braische Relation $F(x, y)=0$ mit Zahlenkoeffizienten. Dabei kann
man ohne Einschr\"ankung voraussetzen, da6 $F(x, y)$ im Polynomring
$\mathfrak{f}(x)[y]$ irreduzibel und der $h\theta chste$ Koeffizient von $y$ in $F(x, y)$ gleich
1 ist. Aus der Bewertungstheorie schlieBt man leicht, da6 $y$ h6chs-
tens f\"ur diejenigen Primdivisoren, welche wenigstens einem Koeffl-
$zient\epsilon n$ von $F(x, y)$ negativen Wert angeben, negative Bewertungen
besitzen kann. Solche Primdivisoren gibt es aber $\cdot$ nur endlich viel,
weil jeder Koefflzient von $F(x, y)$ eine rationale Funkt\’ion von $x$ ist.
Abgesehen von endlich vielen Ausnahmepunkten liegen daher \"uber

jedem Punkt der x-Kugelfl\"ache $\mathfrak{F}$ genau $n$ verschiedene regulare
Funktionselemente (2) Wir schlieBen nun auf $\mathfrak{F}$ alle diejenigen Punkte,
Uber denen mindestens ein nicht-regul\"ares Funktionselement von $x$ ,
$y$ liegt, und die unendliche Stelle $ x=\infty$ aus, und bezeichnen die so
entstehende Fl\"ache mit $\mathfrak{F}^{\prime}$ .

Es sei $x=a$ ein beliebiger Punkt auf $\mathfrak{F}^{\prime}$ und $\mathfrak{p}_{\alpha}$ ein Uber $a$ liegen-
der Primdivisor von $K$. Ferner sei $x=a+t,$ $y=Q(t)$ die Normal-
darstellung des zu $\mathfrak{p}$ gehOrigen Funktionselementes. Dann kann man
die Potenzreihe $Q(t)=Q(x-a)$ bis nach einem beliebigen Punkt $ x=\beta$

auf $\mathfrak{F}^{\prime}$ langs einer stetigen Kurve $c$ auf. $\mathfrak{F}^{\prime}$ analytisch fortsetzen. Um
dies zu beweisen, nehmen wir wie \"ublich an, da6 $c$ als eine eindeu-
tige stetige Funktion $x$ eines reellen Parameters $\lambda$ definiert ist,
wobei $\lambda$ das Intervall $0\leq\lambda\leqq 1$ durchl\"auft, $x_{\lambda}$ ein Punkt auf $\mathfrak{F}^{\prime}$ und
insbesondere fur $\lambda=0$ bzw. $\lambda=1x_{0}=a$ bzw. $ x_{1}=\beta$ ist. Wir nennen
der K\"urze wegen $c$ eine durch das Intervall $0\leqq\lambda\leqq 1$ definierte Kurve.
Wenn die analytische Fortsetzung langs der Kurve $c$ unm\"oglich ist,
so gibt es einen reellen Wert $\lambda^{*}$ mit $0<\lambda^{*}<1$ derart, daB sich $fUr$

jedes $\lambda(0<\lambda<\lambda^{*})Q(x-a)$ l\"angs der Kurve $c$ bis nach $x_{\lambda}$ analytisch
fortsetzen lagt, aber nicht mehr bis $x_{\lambda}^{*}$ . Da nach dem bekannten
Satz von der Permanenz der Funktionalgleichung die algebraische

(1) R. DEDEK $ND$ und H. WEBER, loc. cit., S. 223-228.
(2) H. WEYL, loc. cit., S. 8.
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Relation $F(x, y)=0$ bei der obigen analytischen Fortsetzung erhalten
bleibt, so bildet das Endelement $y=Q(x-x_{\lambda})$ bei $x=x_{\lambda}$ mit $x=x_{\lambda}$

$+(x-x_{\lambda})$ zusammen ein Funktionselement von $x,$ $y$ . Nun bestimmen
wir eine positive Konstante $e$ so, $daB$ fur jedes $\lambda$ mit $ 0<\lambda^{*}-\lambda<\epsilon$

der Punkt $x_{\lambda}$ auf $c$ einem gemeinsamen Konvergenzkreis der s\"amt$\cdot$

lichen $n$ verschiedenen, Uber $x_{\lambda\#}$ liegenden Funktionselemente von
$x,$ $y$ angeh\"ort. Zu soIchen $n$ verschiedenen Funktionselementen
besitzt $y$ genau $n$ verschiedene Potenzreihen $Q_{1}(x-x_{\lambda*}),$ $\ldots\ldots$ ,
$Q_{n}(x-x_{\lambda\#})$ nach $x-x_{\lambda^{X}}$ , aus denen durch eine unmittelbare analytische
Fortsetzung auch $n$ verschiedene Potenzreihen $Q_{1}(x-x_{\lambda}),$ $\ldots\ldots$ ,
$Q_{n}(x-x_{\lambda})$ entstehen, solange $\lambda$ das Intervall $ 0<\lambda^{*}-\lambda<\epsilon$ durchlauft.
Unter den Potenzreihen $Q_{1}(x-x_{\lambda}),$

$\ldots.,$
$Q_{n}(x-x_{\lambda})$ befindet sich sicher

die oben angegebene Potenzreihe $y=Q(x-x_{\lambda})$ . Man kann also eine
Potenzreihe $Q(x-x_{\lambda*})$ so bestimmen, $daB$ zu jedem Wert $\lambda$ des Inter-
valls $0<\lambda^{*}-\lambda<e$ das oben angegebene $Q(x-x_{\lambda})$ die unmittelbare
analytische Fortsetzung von $Q(x-x_{\lambda\#})$ bei $x=x_{\lambda}$ bildet; $d.h$ . die
Potenzreihe $Q(x-a)$ ist entgegen der Annahme langs der Kurve $c$

bis nach $x=x_{\lambda\#}$ analytisch fortsetzbar, w.z.b.w.
Da man jede analytische Fortsetzung von $Q(x-a)$ bei $ x=\beta$ stets

als l\"angs einer, zwischen $a$ und $\beta$ verlaufenden, stetigen Kurve auf
$\mathfrak{F}^{\prime}$ entstanden annehmen kann, so gibt es h\"ochstens $n$ verschiedene
Potenzreihen nach $ x-\beta$ , welche die analytischen Fortsetzungen von
$Q(x-a)$ bei $ x=\beta$ darstellen; denn solche analytischen Fortsetzungen
$mUssen$ mit $x=\beta+(x-\beta)$ zusammen Funktionselemente von $x$ und $y$

\"uber $\beta$ bilden. Wir bezeichnen nun mit $Q_{1}(x-\beta),$
$\ldots.,$

$Q_{m}(x-\beta)$ die
s\"amtlichen verschiedenen Potenzreihen, welche analytische Fortset-
zungen von $Q(x-a)$ bei $ x=\beta$ ausmachen. Dann existieren bei einem
beliebigen Punkte $ x=\gamma$ auf $\mathfrak{F}^{\prime}$ auch genau $m$ verschiedene analy$\cdot$

tische Fortsetzungen von $Q(x-a)$ . Verbindet man namlich $\beta$ mit $\gamma$

durch eine stetige Kurve $c$ auf $\mathfrak{F}^{\prime}$ , so entstehen aus $Q_{1}(x-\beta),$ $\ldots.$ ,
$Q_{m}(x-\beta)$ langs der Kurve $cm$ verschiedene analytische Fortsetzun-
gen bei $ x=\gamma$ , welche ihrerseits analytische Fortsetzungen von $Q(x-a)$

bei $ x=\gamma$ darstellen. Gibt es aber bei $ x=\gamma$ mehr als $m$ verschiedene
analytische Fortsetzungen von $Q(x-a)$ , so erh\"alt man bei $ x=\beta$ auch
mehr als $m$ verschiedene analytische Fortsetzungen von $Q(x-a)_{1}$

indem man solche Fortsetzungen bei $ x=\gamma$ in umgekehrter Richtung
von $\gamma$ bis nach $\beta$ langs $c$ analytisch fortsetzt, was aber ein Wider-
spruch ist.

Bezeichnet man nun mit $Q_{1}(x-a)=Q(x-a),$ $\ldots.,$ $Q_{m}(x-a)$ die
samtlichen verschiedenen analytischen Fortsetzungen von $Q(x-a)$
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bei $x=a$ , so ist eine symmetrische Funktion $S(Q_{1}(x-a), \ldots., Q_{m}(x-a))$

von $Q_{1}(x-a),$
$\ldots.,$ $Q_{m}(x-a)$ mit Zahlenkoeffizienten offenbar eine

regul\"are Funktion auf $\mathfrak{F}$‘. Da eine solche symmetrische Funktion
auf einem jeden fr\"uher ausgeschlossenen Punkt der x-Kugelflache
h\"ochstens einen Pol besitzen kann, so schlie6t man in gel\"aufiger.
Weise, da8 die Funktion eine rationale Funktion von $x$ darstellt.

Nach dem eben Bemerkten ist $F^{*}(x, y)=(y-Q_{1}(x-a))\ldots.$ .
$(y-Q_{m}(x-a))$ ein Polynom von $y$ mit rationalen Funktionen von $x$

als Koeffizienten, weil die Koeffizienten aller Potenzen von $y$ in
$F^{*}(x, y)$ elementare symmetrische Funktionen von $Q_{1}(x-a),$

$.$} $\cdots$ ,
$Q_{m}(x-a)$ sind. Wenn $F^{*}(x, y)$ nicht durch $F(x, y)$ teilbar ist, so
sind die beiden Polynome teilerfremd, weil $F(x, y)$ im Polynomring
$f(x)[y]$ irreduzibel ist. Es existieren also zwei Polynome $u(x, y)$ und
$v(x, y)$ in $x,$ $y$ , und ein Polynom $f(x)$ von $x$ derart, da6 die Identit\"at

$F(x, y)u(x, y)+F^{*}(x, y)v(x, y)=f(x)$

erf\"ullt wird. Da die rechte Seite der obigen Identitat fUr alle x-
Werte im Konvergenzkreis der Potenzreihe $Q(x-a)$ stets versch-
windet, so mUsste $f(x)$ identisch Null sein. $F^{*}(x, y)$ ist daher durch
$F(x, y)$ teilbar; wegen $n\geqq m$ ist $F(x, y)=F^{*}(x, y)$ .

Die oben bewiesene Tatsache kann nach Herrn H. WEYL auf
folgende Weise formuliert werden:

Sind $a,$ $\beta$ beliebige Punkte auf der Fl\"ache $\mathfrak{F}^{\prime}$ und ist $\mathfrak{p}_{\alpha}bzw$ . $\mathfrak{p}_{1}$, ein
beliebiger, \"uber a $bzw$ . $\beta$ liegender Primdivisor aus $K$, so verhinden sich
$die\cdot zu\mathfrak{p}_{\alpha}$ und $\mathfrak{p}_{\beta}$ gehorigen Funkt,ionselemente von $x,$ $y$ stets durch ein$e$

anxlytische zusammenhangende $Reihe^{t\iota)}$ .
Nun beweisen wir folgenden
Satz 1. Es sei $K$ ein $algebra\dot{\tau}s$cher Funktionenkorper einer Ver\"an-

derlichen mit $f$ als Konstantenk\"orper und $x,$ $y$ eine Erzeugung von $K$

\"uber $f$ . Dann bildet die Gesamtheit aller Funktionselemente von $x,$ $y$ ,
welche zu den $s\acute{\dot{a}}muichen$ Pr’imdivisoren aus $K$ gehoren, ein analy-
tisches Gebilde.

Beweis. Es seien $\mathfrak{e}^{(1)}$ und $\mathfrak{e}^{\langle 2)}$ Funktionselemente von $x,$ $y$ , welche
zu zwei beliebigen Primdivisoren aus $K$ geh\"oren. Dann kann man
eine analytische $Umgebung^{\langle 2)}C_{1}$ bzw. $G_{2}$ von $\mathfrak{e}^{(1)}$ bzw. $\mathfrak{e}^{\langle 2)}$ so be-
stimmen, $daBC_{1}$ bzw. $C_{2}$ , eventuell abgesehen von $\mathfrak{e}^{(1)}$ bzw. $\mathfrak{e}^{\langle 2)}$ , aus
lauter Funktionselementen von $x,$ $y$ besteht, welche uber den Punk-

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 11.
(2) H. WEYL, loc. cit., S. 9.
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ten von $\mathfrak{F}^{\prime}$ liegen, weil es nur endlich viele irregulare Funktionsele.
mente von $x,$ $y$ gibt. Dabei bezeichnet $\mathfrak{F}^{\prime}$ wieder diejenige Flache,
welche aus der x-Kugelflache durch AusschlieSung der unendlichen
Stelle und aller derjenigen Punkte, \"uber denen wenigstens ein irre-
gul\"ares Funktionselement von $x,$ $y$ liegt, entsteht.

Ist nun $l0^{(1)}$ bzw. $e_{0}^{(2)}$ ein regulares Funktionselement von $x,$ $y$ in
$C_{1}$ bzw. $C_{2}$ , so sind $e_{0^{\langle 1)}}$ und $\mathfrak{e}_{t}^{(2)}$ nach dem oben Bewiesenen durch
eine analytische zusammenhangende Reihe verbunden. Da offenbar
$\mathfrak{e}^{(1)}$ mit $e_{0^{(1)}}$ und $\mathfrak{e}^{(2)}$ mit $\mathfrak{e}_{0^{(2)}}$ resp.. durch analytische zusammen-
htinglnde Reihen verbunden sind, so ist es auch $\mathfrak{e}^{(1)}$ mit $\mathfrak{e}^{\langle 2)}$ .

Es sei $e$ ein beliebiges Funktionselement von $x,$ $y$ . welches durch
$e_{t}^{:}ne$ analytische zusammenhtingende Reihe $c$ mit einem Funktionsele-
ment $\mathfrak{e}^{\langle 1)}$ aus $\mathfrak{G}$ verbunden ist, wo $\mathfrak{G}$ die Gesamtheit aller Funk-
tionselemente von $x,$ $y$ bedeutet, welche zu den v\"amtlichen Primdi-
visoren aus $K$ geh\"oren. Dann kann man ohne Einschrankung der
Allgemeinheit annehmen, daB $c$ , abgesehen von $\mathfrak{e}$ selbst, aus lauter
Funktionselementen besteht, welche uber den Punkten von $\mathfrak{F}^{\prime}$ lie-
gen. Ein Funktionselement $\mathfrak{e}_{0}\neq \mathfrak{e}$ aus $c$ besitzt offenbar die Normal-
darstellung $e_{0}=(x=u0+(x-a_{0}), y=Q_{0}(x-rx_{0}))$ , wo $a_{0}$ eine komplexe Zahl
bedeutet. Wenn $\mathfrak{e}^{(1)}=(x=a_{1}+(x-a_{1}), y=Q_{1}(x-a_{1}\rangle)$ die Normaldar-
stellung von $\mathfrak{e}^{(1)}$ ist, so genUgt $y=Q_{1}(x-a_{1})$ der definierenden Glei-
chung $F(x, y)=0$ von $K$ \"uber $f(x)$ identisch: $F(x, Q_{1}(x-a_{1}))=0$ .
Hieraus folgt nach dem Satz der Permanenz der Funktionalgleichung:

$F(x, Q_{0}(x-a_{0}))=0$ ;

d.h. in einer gewissen analytischen Umgebung von $e$ ist die Gleichung
$F(x, y)=0$ identish erfillt. Das Funktionselement $\mathfrak{e}$ erzeugt also einen
Eimdivisor aus $K$, und $\mathfrak{e}$ ist das $z\cdot a$ diesem Primdivisor geh\"orige
Funktionselement; d.h. $\mathfrak{e}$ geh\"ort $za\mathfrak{G}$ , w.z.b.w.

Die Gesamtheit aller Primdivisoren aus $K$ heiBt nach R. DEDEKIND
und H. WEBER die absolute RIEMANNsche Flache von $K$. Um die
absolute RIEMANNsche Fl\"ache ${\rm Im}$ topologischen Sinne als eine Fl\"ache
aufzufassen, greift man aus $K$ eine Erzeugung $x,$ $y$ uber $f$ heraus. Die
Gesamtheit der Funktionselemente von $x,$ $y$ , welche zu den samtlichen
Primdivisoren aus $Kgeh6ren$ , bildet nach Satz 1 ein analytisches
Gebilde $\mathfrak{S}_{x}$ , welches seinerseits im topologischen Sinne als eine RIE-
MANNsche Fl\"ache aufgefasst werden kann.

Ist nun $\mathfrak{p}$ ein Primdivisor aus $K$ und $e=(x=Ptt),$ $y=Q(t))$ das zu

( $1|$ H. WEYL, $13C$ . cit., S. 30-84.
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$\mathfrak{p}$ geh6rige Funktionselement von $x,$ $y$, so heiBe die Gesamtheit aller
derjenigen Primdivisoren aus $K$, welche den Funktionselementen in
einer analytischen t-Umgebung von $\mathfrak{e}$ zugeordnet sind, eine Umge-
bung von $\mathfrak{p}$ . Den komplexen Parameter $t$ nenne ich dabei eine
Ortsuniformisierende von $\mathfrak{p}$ . Wenm man nun jeden Primdivisor aus
$Ka\dagger s$ einen Punkt betrachtet, und den Begriff der, Umgebung ei ies

Punktes wie oben einfUhrt, so wird die absolute RIEMANNsche Fl\"ache
von $K$ eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit $\mathfrak{S}^{(2)}$ . Dabei ist $\mathfrak{S}$

$defi\cdot litIonsgem\ddot{a}B$ der Flache $\mathfrak{S}_{x}$ hom\"oomorph; d.h. $\mathfrak{S}l\ddot{a}I3t$ sich als
eine Fl\"ache auffassen. Wenn man auf $\mathfrak{S}$ eine, bei dem Punkt $\mathfrak{p}$ ,
regul\"are Funktion mit Hilfe der Ortsuniformisierenden $t$ von V in
$ge1\dot{a}^{-d}figer$ Weise definiert, so wird $\mathfrak{S}$ sicher eine geschlossene RIE-
MANNsche Fl\"ache, weil $\mathfrak{S}_{x}$ geschlossen ist.

Es sei nun $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ eine beliebige, von $x,$ $y$ verschiedene Erzeugung
von $K$ Uber $f$ . Dann werden bekanntlich $x,$ $y$ und $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ durch bira-
tionale Transformationen in einander Ubergef\"uhrt:

$x^{\prime}=\varphi^{\prime}(x, y)1$ , $x=\varphi(x^{\prime}, y^{\prime})|$ ,
$y^{\prime}=\psi^{\prime}(x, y)|$ $ y=\psi(x^{\prime}, y^{\prime})\downarrow$

wo $\varphi^{\prime},$ $\psi^{\prime}$ bzw. $\varphi,$ $\psi$ rationale Funktionen von $x,$ $y$ bzw. $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ ,
bezeichnen.

Wenn man das zu einem Primdivisor $\mathfrak{p}$ aus $K$ geh6rige Funk-
tionselement von $x,$ $y$ mit $e=(x=P(t), y=Q(t))$ bezeichnet, so erh\"alt
man durch Einsetzung von $x=P(t),$ $y=Q(t)$ in $x^{\prime}=\varphi^{\prime}(x,y),$ $y^{\prime}=\varphi^{\prime}(x,y)$

die Relationen:
$x^{\prime}=P^{\prime}(t)$ , $y^{\prime}=Q^{\prime}(t)$ ,

wobei $P^{\prime}(t),$ $Q^{\prime}(t)$ LAURENTsche Reihen von $t$ mit h\"ochstens endlich
vielen negativen Potenzen bezeichnen. Da jedes Element aus $K$ eine
rationale Funktion von $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ ist, so wird mit Hilfe von $x^{\prime}=F^{\prime}(t)$ ,

$y^{\prime}=Q^{\prime}(t)$ eine zu $\mathfrak{p}$ geh6rige Bewertung von $K$ definiert. Ber\"uck-
sichtigt man dabei, dai3 $t$ ein Primelement von $\mathfrak{p}$ in der perfekten
Hulle von $K$ in bezug auf $\mathfrak{p}$ ist, so best\"atigt man ohne weiteres, da6
$\mathfrak{e}^{\prime}=(x^{\prime}=P^{\prime}tt),$ $y^{\prime}=Q^{\prime}(t))$ ein Funktionselement von $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ nach dem
komplexen Parameter $t$ bildet; ferner ist $\mathfrak{e}^{\prime}$ das zu $\mathfrak{p}$ geh6rige
Funktionselement von $x^{\prime},$ $y^{\prime}$ .

Bezeichnet nun $\mathfrak{S}_{x}$ bzw. $\mathfrak{S}_{x^{\prime}}$ diejenige RIEMANNsche Flache,

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 10.
(2) H. WEYL, loc. cit., S. 17-18.



218 M. Moriya

welche das analytische Gebilde der Funktionselemente von $x,$ $y$ bzw.
$x^{\prime},$ $y^{\prime}$ bildet, ’so ist durch einen Primdivisor $\mathfrak{p}$ aus $K$ stets eindeutig
der $\mathfrak{p}$ zugeordnete Punkt $\mathfrak{p}_{x}$ auf $\mathfrak{S}_{x}$ bzw. $\mathfrak{p}_{x^{\prime}}$ auf $\mathfrak{S}_{x^{\prime}}$ bestimmt.
Weil nach dem oben Gezeigten eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{p}_{x}$ auf
$\mathfrak{S}_{x}$ gleichzeitig als eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{p}_{x^{\prime}}$ auf $\mathfrak{S}_{x^{\prime}}$ benutzt
werden kann, so UbeYzeugt man sich leicht davon, da6 $\mathfrak{S}_{x}$ und $\mathfrak{S}_{x^{\prime}}$

konform-\"aquivalent sind.
Die absolute RIEMANNsche Fl\"ache von $K$ ist definitionsgem\"aB eine

K\"orperinvariante, dagegen ist ihre topologische Realisierung $\mathfrak{S}_{x}$ keine
K\"orperinvariante, weil man aus einer von $x,$ $y$ verschiedenen Erzeu $\cdot$

gung von $K$ \"uber $f$ stets eine andere topologische Realisierung erhal-
ten kann. Weil aber solche topologische Realisierungen der absoluten
RIEMANNschen Fl\"ache einander konform-\"aquivalent sind, und die
konform-\"aquivalenten RIEMANNschen Fl\"aehen als die Verwirklichun-
gen einer einzigen idealen RIEMANNschen Fl\"ache aufgefasst werden
konnen, so ist die absolute RIEMANNsche Fl\"ache von $K$ rin algebrai-
sches Aquivalent einer geschlossenen RIEMANNschen Fl\"ache.

Wir werden spater der Kllrze wegen von der RIEMANNschen
Fl\"ache eines Funktionenk\"orpers sprechen, indem man die dem K\"or-
per zugeh\"orige, absolute RIEMANNsche Fl\"ache in obiger Weise als
eine topologische Fl\"ache auffasst. Dabei kann man auch ohne
MiBverstandnis durch einen Primdivisor $\mathfrak{p}$ aus $K$ schlechthin einen
Punkt der RIEMANNschen Fl\"ache von $K$ bezeichnen.

Auf den Punkten $\mathfrak{p},$
$\mathfrak{q}$ einer RIEMANNschen Fl\"ache $\mathfrak{S}$ seien die

Funktionen $f(p),$ $f(q)$ gegeben, welche bzw. bei $\mathfrak{p},$ $q$ analytisch sind;
d.h. $f(\mathfrak{p})$ bzw. $f(q)$ ist eine LAURENTsche Reihe nach einer Ortsuni-
formisierenden von $\mathfrak{p}$ bzw. $q$ , welche h\"ochstens endlich viele negative
Potenzen enthalt. Dann heiBt $f(q)$ eine analytische Fortsetzung von

$f(\mathfrak{p})$ auf $\mathfrak{S}$ , wenn die folgenden Bedingungen erfUllt sind:
1) Jedem reellen Wert $\lambda$ im Intervall $0\leqq\lambda\leqq r$ ist in stetiger

Weise ein Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ und mindestens eine bei $\mathfrak{p}$ analytische
Funktion $f(\mathfrak{p})$ zugeordnet ; insbesondere sind dabei $\mathfrak{p}_{0}=\mathfrak{p},$ $f(\})_{0})$

$=f(\mathfrak{p})$ und $\mathfrak{p}_{1}=q,$ $f(\mathfrak{p}_{1})=f(q)$ .
2) Ist $t^{*}$ eine beliebige Ortsuniformisierende eines Punktes $\mathfrak{p}_{\lambda*}$

$(0\leqq\lambda^{*}\leqq 1)$ und $P(t^{*})$ die LAURENTsche Entwicklung von $f(\mathfrak{p}_{\lambda’\epsilon})$

nach $t^{*}$ , so l\"atSt sich ein offenes Teilintervall $ 0<|\lambda-\lambda^{*}|<\epsilon$

$(\epsilon>0)$ von $0\leqq\lambda\leqq 1$ so bestimmen, da6 f\"ur jedes $\lambda$ in
$ 0<|\lambda-\lambda^{*}|<\epsilon$ die Funktion $f(\mathfrak{p}_{\lambda})$ , dargestellt als eine LAURENTsche

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 36.
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Reihe nach $t^{*}-t_{\lambda}$ , mit der Umbildung von $P(t^{*})$ nach $t^{*}-t_{\lambda}$ \"uber-

einstimmt. Dabei bedeutet $t_{\lambda}$ den $\mathfrak{p}_{\lambda}$ entsprechenden $t^{*}$-Wert
in der komplexen $t^{*}$-Ebene, und infolgedessen $t^{*}-t_{\lambda}$ eine Orts-
uniformisierende von $\mathfrak{p}_{\lambda}$ .
Wenn $f(q)$ eime analytische Fortsetzung von $f(\dot{\mathfrak{p}})$ ist, dann sagen

wir auch, $f(p)$ sei auf $\mathfrak{S}$ bis nach $q$ analyti.sch fortsetzbar. Wenn
einmal der Begriff der analytischen Fortsetzung eingefUhrt ist, so
wird es klar, was die analytische Fortsetzung einer Funktion langs
einer stetigen Kurve auf $\mathfrak{S}$ bedeutet. Die analytische Fortsetzung
langs einer stetigen Kurve ist, wenn \"uberhaupt, nur auf eine Weise
m\"oglich. Nun beweisen wir

Satz 2. Der allgemeine Permanenzsatz der Funktionalgleichung.

Es seien $f_{1}(p),$
$\ldots.,$

$f_{m}(\mathfrak{p})$ die bei einem Punkt $\mathfrak{p}$ auf einer RIE-
MANNschen Fl\"ache $\mathfrak{S}$ , analytischen Funktionen, welche alle lungs einer
stetigen Kurve $c$ auf $\mathfrak{S}$ bis nach einem Punkt $q$ analytisch fortsetzbar
sind. Besteht dann zwischen $f_{1}(\mathfrak{p}),$ $\ldots.,f_{m}(\mathfrak{p})$ eine $alg$’ braische Relation

$G(f_{1}(\mathfrak{p}),\ldots., f_{m}(\mathfrak{p}))=0$

mit Zahlenkoeffizienten, so bleibt diese Relation bei der analytischen
Fortsetzung langs $c$ stets erhalten.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann voraus-
gesetzt werden, daB $G(f_{1}(\mathfrak{p}), \ldots., f_{m}(P))$ ein Polynom in $f_{1}(\mathfrak{p}),$

$\ldots.$ ,
$f_{m}(\mathfrak{p})$ ist.

Ist nun $t_{0}$ eine Ortsuniformisierende des Anfangspunktes $\mathfrak{p}_{0}=\mathfrak{p}$ von
$c$ , so l\"aBt sich jede Funktion $f_{i}(\mathfrak{p})\cdot(1\underline{\leq}i\leq m)$ als eine LAURENTsche
Reihe nach $t_{0}$ darstellen: $f_{i}(\mathfrak{p})=P_{i}(t_{0})$ . Dann kann man um den
Nullpunkt der komplexen $t_{0}$-Ebene einen Kreis $C_{0}$ derart abgrenzen,
daB in $C_{0}$ jede Funktion $P_{i}(t_{0})$ , abgesehen vom Mittelpunkt $t_{0}=0$ ,
regul\"ar ist. Ist also $to’\neq 0$ ein beliebiger Punkt in $C_{0}$ , so erf\"ullen
die Umbildungen $ P_{1}^{\prime}(t_{0}-t_{0^{\prime}}),\ldots$ . , $P_{m}^{\prime}(h-h^{\prime})$ von $P_{1}(t_{0}),\ldots.,$ $P_{m}(t_{0})$

nach $t_{0}-t_{0}^{\prime}$ die Funktionalgleichung

$G(P_{1}^{\prime}(t_{0}-t_{0}^{\prime}),\ldots., P_{m}^{\prime}(t_{0}-t_{0}^{\prime}))=0$ .
Nun existiert auf $\mathfrak{S}$ eine Umgebung von $\mathfrak{p}_{0}$ , welche ins Innere

von $C_{0}$ hom\"oomorph abgebildet wird. Diese Umgebung enth\"alt offen-
bar einen Teilbogen $c_{0}$ von $c$ . Dabei entspricht einem beliebigen
Punkt $\mathfrak{p}_{\lambda^{\prime}}$ auf $c_{0}.\cdot ein$ einziger Wert $t_{0^{\prime}}$ der komplexen $t_{0}-E$})$ene$ , und
die Umbildung $P_{i}^{\prime}(t_{0}-t_{0^{\prime}})$ von $P_{i}(t_{0})$ nach $t_{0}-t_{0}^{\prime}$ stellt eine Entwick-
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lung von $f_{i}(\mathfrak{p}_{\lambda^{\prime}})$ nach der Ortsuniformisierenden $t_{0}-t_{0}^{\prime}$ von $\mathfrak{p}_{\lambda^{\prime}}$ dar
$(1 \leqq i\leqq m)$ . Nach dem oben Gezeigten gilt daher:

$G(f_{1}(\mathfrak{p}_{\lambda^{\prime}}), \ldots., f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda\prime}))=0$ .
$W\epsilon$ nn also die analytische Fortsetzung langs $c$ bis nach $q$ unm\"og-

lich ist, so $muB$ ein positives $\lambda^{*}<1$ vorhanden sein, daB fUr jedes
$\lambda$ mit $0\leqq\lambda<\lambda^{*}$ die Funktionalgleichung $G(f_{1}(\mathfrak{p}_{\lambda}),\ldots., f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda}))=0$ .

stets erfUllt, aber $G$
$(f_{1}(\mathfrak{p}_{\lambda*}),\ldots , f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda^{\iota}},))\neq 0$ ist. In der komplexen

$t^{*}$-Ebene einer $OrtsunIformisier\epsilon$nden $t^{*}$ von $p_{\lambda*}$ kann man offenbar
einen solchen Kreis $C^{*}$ mit $t^{*}=0$ als Mittelpunkt abgrenzen, da8 in
$C^{*}$ die Darstellungen $P_{1}(t^{*}),$

$\ldots.,$
$P_{m}(t^{*})$ von $f_{1}(\mathfrak{p}_{\lambda^{l}}),\ldots..,$ $f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda\#})$

nach $t^{*}$ , bis auf den Punkt $t^{*}=0$ , \"uberall regul\"ar sind. ${\rm Im}$ Kreis
$C^{*}$ kann man stets eine abgeschlossene Punktmenge $S$ derart be-
stimmen, daB jedem Punkt tes aus $S$ ein Punkt $\mathfrak{p}_{\lambda}$ auf $c$ mit $0<\lambda<\lambda^{*}$ ,
entspricht. Nach Voraussetzung Uber $\gamma*$ gilt dann sicher:

$G(f_{1}(\phi_{\lambda}),\ldots., f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda}))=0$ ;

d.h. f\"ur die Ortsuniformisierende $t^{*}-t_{\lambda}^{*}$ von $\mathfrak{p}_{\lambda}$ gilt:

$G(P_{1}^{\prime}tt^{*}-t_{\lambda}^{*}),$

$\ldots.,$
$P_{m}^{\prime}(t^{*}-t_{\lambda}^{*}))=0$ ,

wenn $P_{1}(t^{*}-t_{\lambda}^{*}),$
$\ldots.$ . , $P_{m}^{\prime}(t^{*}-t_{\lambda}^{*})$ die Umbildungen von $P_{1}(t^{*})$ ,..... $P_{n}(t^{*})$ bezeichnen. Da $G(f_{1}(\mathfrak{p}_{\lambda*}),\ldots., f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda l}))=G(P_{1}(t^{*}),\ldots.$ ,

$P_{m}(t^{*}))$ eine LAURENTsche Reihe nach $t^{*}$ mit h\"ochstens endlich vielen
negativen Potenzen ist, so schlieBt man aus dem eben Gezeigtep in
gel\"aufiger Weise, $da\beta G(P_{1}(t^{*}), \ldots, P_{m}tt^{*}))=0$ ist; d.h. $G(f_{1}(\mathfrak{p}_{\lambda*}),$

$\ldots$ ,
$f_{m}(\mathfrak{p}_{\lambda\#}))=0$ , was aber ein Widerspruch ist.

Ein System $\{f(\mathfrak{p})\}=f$ von Funktionen $f(\mathfrak{p})$ , welche bei den ein-
zelnen Punkten $\mathfrak{p}$ einer RIEMANNschen Fl\"ache $\mathfrak{S}$ definiert sind, $heiBt$

eine analytische Funktion auf $\mathfrak{S}$ , wenn
1) bei jedem Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ die $f(\mathfrak{p})$ analytisch sind,
2) $fUr$ je zwei verschiedene Funktionen aus { $ f(\mathfrak{p})\rangle$ die eine

stets $eIne$ analytische Fortsetzung der andern ist,
3) alle analytischen Fortsetzungen einer jeden Funktion aus

dem System auch dem System angeh\"oren.

Wenn insbesondere zu jedem Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ nur ein einziges
$f(\mathfrak{p})$ aus $\langle ft\mathfrak{p})\rangle$ vorhanden ist, so heItSt $f$ eindeutig analytisch.

Aus der obigen Definition schlieBt man folgendes:
Ist $x,$ $y$ eine Erzeugung von $K$ uber $f$ , so sind $x$ und $y$ eindeutige

analytische Funktionen auf der RIEMANNschen Fl\"ache $\mathfrak{S}$ von $K$.
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Beweis. Es genugt zu zeigen, da3 $x,$ $y$ auf der RIEMANNschen
Flache $\mathfrak{S}_{x}$ , welche das analytische Gebilde der Funktionselemente
von $x,$ $y$ bildet, eindeutig analytisch sind.

Ist $\mathfrak{p}$ ein beliebiger Punkt auf $\mathfrak{S}_{x}$ , so ist dem $\mathfrak{p}$ eindeutig ein
Funktionselement $e=(x=P(t), y=Q(t))$ zugeordnet, wo $t$ eine Orts-
uniformisierende des Punktes $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}_{x}$ bedeutet. Setzt man dabei
$P(t)=f(\mathfrak{p}),$ $Q(t)=g(\mathfrak{p})$ , so sind $x=\{f(\mathfrak{p})), y=\langle g(\mathfrak{p})\}$ auf $\mathfrak{S}$ eindeutig
analytisch. Denn ber\"ucksichtigt man zun\"achst, dat3 die Gesamtheit
aller Funktionselemente von $x,$ $y$ ein analytisches Gebilde bildet, so
bestatigt man leicht, da6 $\{f(\mathfrak{p})\}$ und $\{g(\mathfrak{p})\}$ auf $\mathfrak{S}$ analytisch sind;
$da\mathfrak{g}\{f(\mathfrak{p})\},$ $\{gt\mathfrak{p})\}$ eindeutig ist, folgt ohne weiteres aus $d\epsilon r$ De-
finition.

\S 2. Endliche algebraische Erweiterungen und
\"UberIagerungsfl\"achen.

Vber einem algebraischen Funktionenk\"orper $K$ einer Verander-
lichen mit dem komplexen Zahlk\"orper $f$ als Konstantenk\"orper be-
trachten wir eine endliche algebraische Erweiterung $\overline{K}$ vom Grade
$n$ . Dann ist bekanntlich $\overline{K}$ auch ein $algebraisch\epsilon r$ Funktionenk\"orper
einer Ver\"anderlichen mit $f$ als Konstantenk\"orper. Ist nun 3 bzw. $\mathfrak{S}$

die RIEMANNsche Fl\"ache von $\overline{K}$ bzw. $K$, so wird $\overline{\overline{\mathfrak{S}}}$ eine eber-
$1agerungsflache^{\langle 1)}$ von $\mathfrak{S}$ , indem man jedem Punkt $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}d\epsilon$ njeni-
gen Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ zuordnet, welcher, aufgefasst als Primdivisor
$aus\cdot K$, durch $\mathfrak{P}$ teilbar ist. Diese Zuordnung von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf $\mathfrak{S}$ wird
im folgenden mit $\varphi$ bezeichnet. Wenn die Primdivisoren $\mathfrak{P},$ $\mathfrak{P}$

’ aus
$\overline{K}$ Primteiler eines Primdivisors $\mathfrak{p}$ aus $K$ bezeichnen, so sagen wir,
die Punkte $\mathfrak{P},$ $\mathfrak{P}^{\prime}$ liegen \"uber $\mathfrak{p}$ und seien einander konjugiert. \’Uber
fast allen Punkten auf $\mathfrak{S}$ liegen bekanntlich genau $n$ verschiedene,
$ko_{\wedge}ujugierte$ Punkte auf $\overline{Cc}$ Ein in bezug auf $K$ unverzweigter bzw.
verzweigter Primdivisor aus $\overline{K}$ heitSe auch ein unverzweigter bzw.
verzweigter Punkt auf $\overline{C^{\wedge}\sim}$ .

Es sei $x,$ $z$ eine solche Erzeugung von $\overline{K}$ \"uber $f,$ $daI3x$ in $K$

enthalten und uber $f$ transzendent ist. Dann existiert eine Erzeugung
$x,$ $y$ von $K$ \"uber $f$ , wo $y$ als ein Polynom von $z$ mit rationalen Funk-
tionen von $x$ als Koefflzienten dargestellt wird. Geht ein Primdivi-
sor $\mathfrak{P}$ aus $\overline{K}$ in einem Primdivisor $\mathfrak{p}$ aus $K$ mit dem genauen Ex-
ponenten $e$ auf, so kann man in der perfekten HUlle von $\overline{\dot{K}}$ in bezug

(1) H. WEYL, lcc. cit., S. 47.
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auf $\mathfrak{P}$ stets ein Primelement $\tau$ von $\mathfrak{P}$ so bestimmen, da6 $t=\tau^{e}$ ein
Primelement von $\mathfrak{p}$ in der perfekten H\"ulle von $K$ in bezug auf $\mathfrak{p}$

wird. Dabei kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen
werden, da6 $\tau$ eine Ortsuniformisierende des Punktes $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und
$t$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ ist(1). Offenbar kann man
um den Nullpunkt der komplexen $\tau$-bzw. t-Ebene einen Kreis
$C_{\pi}(0\leqq|\tau|<r)$ bzw. $C_{t}(0\leqq|t|<\gamma^{e})$ so abgrenzen, daB die Para-
meterdarstellung $x=P(\tau),$ $z=Q(\tau)$ von $x,$ $z$ nach $\tau$ bzw. $x=\Pi(t)$ ,
$y=K(t)$ von $x,$ $y$ nach $t$ in $C_{r}$ bzw. in $C_{t}$ g\"ultig ist.

Wenn $\mathfrak{P}_{0}$ den einem $\tau$-Wert $\tau_{0}$ in $C_{\tau}$ entsprechenden Punkt auf
$\overline{C^{\eta}}$ bezeichnet, so ist $\tau-\tau_{0}$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}_{0}$ ; d.h.
$\tau-\tau_{0}$ ein Primelement des Primdivisors $\mathfrak{P}_{0}$ aus $\overline{K}$ . Ebenso entspricht
$\tau=\tau_{0}$ ein einziger t-Wert $t_{0}=\tau 0^{e}$ in $C_{t}$ und infolgedessen ein Punkt
$\mathfrak{p}_{0}$ auf $\mathfrak{S}$ , welcher, aufgefasst als Primdivisor aus $K,$ $t-t_{0}$ als ein
Primelement besitzt. Wegen der Relation

$t-t_{0}=(\tau-\tau_{0}+\tau_{0})^{e}-\tau_{0^{e}}=(e+\ldots.+(\tau-\tau_{0})^{e-1})(\tau-\tau_{0})$

ist $\tau-\tau_{0}$ auch ein Primelement von $\mathfrak{p}_{0}$ .
Weil $x,$ $y$ beide als rationale Funktionen von $x,$ $z$ mit Zahlen-

koeffizienten dargestellt sind, so \"uberzeugt man sich leicht davon,
$daG$ eine zu $\mathfrak{P}_{0}$ geh\"orige Bewertung von $\overline{K}$ eine zu $\mathfrak{p}_{0}$ geh\"orige
Bewertung von $K$ induziert; $\mathfrak{P}_{0}$ ist ein Primteiler von $\mathfrak{p}_{0}$ . Also ist
$\mathfrak{p}_{0}$ der Spurpunkt von $\mathfrak{P}_{0}$ durch $\varphi$ . Ferner existieren zu einem von
Null verschiedenen t-Wert in $C_{t}$ genau $e$ verschiedene $\tau$-Werte aus
$C_{\tau}$ .

Wenn man nach der \"ublichen Terminologie aus der Funktionen-
theorie den oben betrachteten Punkt $\mathfrak{P}_{0}$ einen Verzweigungspunkt
von der Ordnung $e-1$ (in bezug auf $\mathfrak{S}$ ) nennt, so folgt aus dem eben
Bewiesenen folgendes:

Satz 3. Die Zuordnung $\varphi$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ avf $\mathfrak{S}$ induziert eine stetige Ab-
bildung von $\overline{\copyright^{\vee}}$ auf $\mathfrak{S}$ . Ist $\mathfrak{P}$ ein Verzweigungspunkt von der Ordnung
$e-1$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und $\mathfrak{p}$ sein Spurpunkt auf $\mathfrak{S}$ , so existiert eine Umgebung Z7
von $\mathfrak{P}bzw$ . $U$ von $\mathfrak{p}$ derart, $da13$ , vielleicht abgesehen vom Punkt $\mathfrak{p}$ sefbst,
auf iedem Punkt $\mathfrak{p}_{0}$ aus $U$ genau $e$ verschiedene, einander konjugierte
Punkte aus $\overline{U}$ hegen. Wenn insbesondere $\mathfrak{P}$ unverzweigter Punkt ist,
so gibt es die Umgebungen von $\mathfrak{P}$ und $\mathfrak{p}$ , welche einander homoomorph
sind.

Nun schlieBen wir aus der RIEMANNschen Fl\"ache $\mathfrak{S}$ von $K$ alle

(1) K. HENSEL, loc. cit.
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diejenigen Punkte aus, \"uber denen mindestens ein Verzweigungs-
punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ liegt; die dadurch entstehende Flache $\mathfrak{S}^{*}$ nennen wir
die Stamrnfl\"ache von $\mathfrak{S}$ . Der Fl\"ache $\mathfrak{S}^{*}$ entsprechend, k\"onnen wir
auch eine Flache $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ konstruieren, indem wir aus $\overline{\mathfrak{S}}$ aile Verzwei-
gungspunkte nebst ihren konjugierten Punkten ausschlieBen; die
Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}^{*}heiBe$ auch die Stammfl\"ache von $\mathfrak{S}$ . Offenbar wird $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$

als eine \’Uberlagerungsfl\"ache iiber $\mathfrak{S}^{*}$ durch die oben definierte
Zuordnung $\varphi$ stetig auf $\mathfrak{S}^{*}$ abgebildet, und zwar ist $\overline{(\alpha\sim}*eine$ unver-
zweigte \’Uberlagerungsfl\"ache iiber $\mathfrak{S}^{*\langle 1)}$ .

Es sei $\mathfrak{p}_{0}$ ein beliebiger Punkt auf $\mathfrak{S}^{*}$ und $c$ eine von $\mathfrak{p}_{0}$ aus-
gehende stetige Kurve, welche durch das Intervall $0\leqq\lambda\leqq 1$ definiert
ist. Ist dann $\mathfrak{P}_{0}$ ein \"uber $\mathfrak{p}_{0}$ liegender Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ , so existiert
nach Satz 3 eine Umgebung $\overline{U}_{0}$ von $\mathfrak{P}_{0}$ derart, dalS das durch $\varphi$ auf
$\mathfrak{S}$ entworfene Bild $U_{0}$ von $\overline{U}_{0}$ der Umgebung $\overline{U}_{0}$ hom\"oomorph ist.
Wenn also $c_{0}$ ein ganz in $U_{0}$ enthaltener Teilbogen von $c$ ist, so
existiert in $\overline{U}_{0}$ eine einzige stetige Kurve $\overline{r}_{0}$ mit dem Anfangspunkt
$\mathfrak{P}0$ deren Spurkurve gerade $c_{0}$ ist; d.h. es existiert ein Teilintervall
$I_{0}$ von $0\leqq\lambda\leqq 1$ und eine einzige durch $I_{0}$ definierte stetige Kurve
auf $\overline{\overline{\mathfrak{S}}}^{*}$ , deren Anfangspunkt $\mathfrak{P}_{0}$ ist und deren Spurkurve auf $\mathfrak{S}^{*}$

der durch $I_{0}$ definierte Teilbogen von $c$ ist. Dabei erstreckt sich
das m\"oglichst groBe Intervall $I_{0}$ \"uber das ganze Intervall $0\leqq\lambda\leq 1$ .
N\"amlich sonst gibt es einen positiven reellen Wert $\kappa<1$ derart, da6
f\"ur jedes positive $\lambda_{1}<\kappa$ eine einzige durch $0\leq\lambda\leqq\lambda_{1}$ definierte,
stetige Kurve $\overline{c}_{\lambda_{1}}$ mit dem Anfangspunkt $\mathfrak{P}_{0}$ , deren Spurkurve der
durch $0\leqq\lambda\leq\lambda_{1}$ definierte Teilbogen $c_{\lambda_{1}}$ von $c$ ist, existiert, aber
f\"ur das Intervall $ 0\leqq\lambda\leq\kappa$ keine solche Kurve auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ existiert. Es
seien nun $\mathfrak{P}^{\langle 1)}lt’\cdots\cdots$ , $\mathfrak{P}_{?t}^{\langle n)}$ die s\"amtlichen verschiedenen Punkte
auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ , welche \"uber $\mathfrak{p}_{x}$ liegen. Dann lassen sich die Umgebungen
$\overline{U}^{(1)},$ $\ldots.,\overline{U}^{(n)}$ von $\mathfrak{P}_{\gamma}^{(1)},$

$\ldots.,$
$\mathfrak{P}_{\nu}^{\langle n)}$ so bestimmen, $da8$ je zwei ver-

schiedene von diesen Umgebungen keinen Punkt gemeinsam haben.
Ferner kann jede Umgebung $\overline{U}^{(i)}$ von vornherein so gew\"ahlt wer-
den, daB $\overline{U}^{(i)}$ dem durch $\varphi$ entworfenen Bild $U^{(iI}$ hom\"oomorph ist.
Offenbar enthalt jede Umgebung $\overline{U}^{\langle i)}$ eine durch $\mathfrak{P}_{)t}^{(i)}$ verlaufende
stetige Kurve, deren Spurkurve durch $\varphi$ einen in $U^{(i)}$ enthaltenen
Teilbogen von $c$ darstellt.

Wenn also die Differenz $0<\kappa-\lambda_{1}$ hinreichend klein ist, so liegt
der Pumkt $\mathfrak{p}_{\lambda_{1}}$ in jeder Umgebung $U^{\{i)}$ von $\mathfrak{p}_{x}$ , und in jeder Umge-
bung $\overline{U}^{(i)}$ existiert ein einziger, \"uber $\mathfrak{p}_{\lambda_{1}}$ liegender ’Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda_{1}}^{(i)}$ . Da

(1) H. WEYL, loc. cit., $S,$ $34$ .
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\"uber $\downarrow)_{\lambda_{1}}$ genau $n$ verschiedene Punkte liegen, so machen $\mathfrak{P}_{\lambda_{1}}^{(1)},$

$\ldots$ ,
$\mathfrak{P}1_{1}^{\mathfrak{n})}$ die s\"amtlichen \"uber $\mathfrak{p}_{\lambda_{1}}$ liegenden, $ko_{\dot{0}}ugierten$ Punkte aus.
Hierbei k\"onnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit vorausset-
zen, dat3 $\mathfrak{P}1_{1}^{1)}$ der Endpunkt der oben angegebenen stetigen Kurve
$\overline{c}_{\lambda_{1}}$ ist. Da $\overline{\overline{U}}^{\langle 1)}$ dem $U^{(1)}$ hom\"oomorph ist, so kann man in $\overline{U}^{(1)}$ sicher
eine stetige Kurve mit dem Anfangspunkt $\mathfrak{P}_{\lambda_{1}}^{(1)}$ und dem Endpunkt
$\mathfrak{P}_{l}^{(1)}$ finden, welche mit $\overline{c}_{\lambda_{1}}$ zusammen eine einzige stetige Kurve mit
dem Anfangspunkt $\mathfrak{P}_{0}$ bildet, deren Spurkurve gerade mit dem durch
$ 0\leq\lambda\leqq\kappa$ definierten Teilbogen von $c$ \"ubereinstimmt. Dies wider-
spricht der Annahme \"uber $\kappa$ , w.z.b.w.

Aus dem oben Bewiesenen folgt nun:
Die Stammflache $\overline{\mathfrak{S}}^{*}\dot{w}t$ eine unverzweigt\‘e, unbegremte Uber-

lagerungsfldch $e$ \"uber $\mathfrak{S}^{*}$ . Wenn insbesondere $\overline{K}$ \"uber $K$ unverzwrigt ist,
so ist $\overline{\mathfrak{S}}=\overline{\mathfrak{S}}^{*}und$ $\mathfrak{S}=\mathfrak{S}^{*}$ , und infolgedessen $id$ die RIEMANNsche Flache
von $\overline{K}$ selb $t$ eine unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungsfl\"ache \"uber
der RIEMANNschen Flache von $K$.

Bisher haben wir zunachst die algebraischen Funktionenk\"orper
herangezogen und dann die Eigenschaften ihrer RIEMANNschen Flachen
untersucht. Von jetzt an geben wir umgekehrt die RIEMANNschen
Fl\"achen vorher und untersuchen die Eigenschaften der zu den
Fltichen geh6rigen Funktionenk\"orper.

Es liege eine geschlossene RIEMANNsche Flache $\mathfrak{S}$ und eine Uber-
lagerungsfl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ \"uber $\mathfrak{S}$ vor, welche ihrerseits auch geschlossen
ist. Wir sagen dann, die Flache $\overline{\dot{(}\mathfrak{S}}$ enthalte $\mathfrak{S}$ , wenn die folgenden
Bedingungen erfullt sind:

1) Durch eine Zuordnung $\varphi$ ist die Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ auf die ganze
Fl\"ache $\mathfrak{S}$ abgebildet.

2) Ist $\mathfrak{P}$ ein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und $\mathfrak{p}=\varphi(\mathfrak{P})$ sein Spurpunkt durch
$\varphi$ , so besteht zwischen den $Ort\circ.uniformisierenden\tau$ und $t$ von $\mathfrak{P}$

und $\mathfrak{p}$ die Relation:
$t=\tau^{e}(c_{0}+C_{1}\tau+\ldots..)$ mit $c_{0}\neq 0,$ $e\geqq 1$ ,

wo die Potenzreihe in $\tau$ der rechten Seite einen positiven Kon-
vergenzradius besitzt. Ferner l\"aBt sich in der komplexen $\tau-$

Ebene ein Kreis $C$ mit dem Mittelpunkt $\tau=0$ so abgrenzen, da6
$fUr$ einen $\tau$-Wert $\tau_{0}$ in $C$ der $\tau_{0}$ entsprechende Punkt $\mathfrak{P}_{\tau_{0}}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$

stets durch $\varphi$ auf den Punkt $\mathfrak{p}_{t_{0}}$ abgebildet ist, wobei $t_{0}=\tau_{0^{e}}(c_{0}+\ldots)$

ist.
Wenn zwischen einer Ortsuniformisierenden $t$ eines Punktes $\mathfrak{p}$
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auf $\mathfrak{S}$ und einer Ortsuniformisierenden $\tau$ eines \"uber $\mathfrak{p}$ liegenden
Punktes $\mathfrak{P}$ die Relation

$t=\tau^{e}((0+\ldots\ldots)$ mit $c_{0}\neq 0,$ $e\geqq l$

besteht, so ist der Exponent $e$ von der Wahl der OrtsunIformisieren-
den unabhangig. Ferner kann man eine Umgebung $U$ bzw. $\overline{U}$ von
$\mathfrak{p}$ bzw. $\mathfrak{P}$ so bestimmen, $daB$ uber einem beliebigen Punkt aus $U$,
abgesehen vom Punkt $\mathfrak{p}$ , genau $e$ verschiedene Punkte aus $\dot{L}^{\overline{\gamma}}$ liegen;
d.h. $\mathfrak{P}$ ist ein Verzweigungspunkt von der Ordnung $e-1$ .

Nach dem bekannten Existenzsatz von B. RIEMANN(1) existieren
auf $\mathfrak{S}$ zwei eindeutige analytische Funktionen $x,$ $y$ derart, daB die
Gesamtheit aller auf $\mathfrak{S}$

. eindeutigen analytischen Funktionen mit der
Gesamtheit $K$ aller rationalen Funktionen von $x,$ $y$ mit Zahlen-
koeffizienten ubereinstimmt. Offenbar bildet $K$ einen algebraischen
Funktionenk\"orper einer Veranderlichen mit $f$ als Konstantenk\"orper;
im folgenden wird also $K$ der zu $\mathfrak{S}$ gehorige algebraische Funuionm-
kbrper genannt.

Es sei $R(x, y)$ eine eindeutige analytische Funktion auf $\mathfrak{S}$ . Dann
ist $R(x, y)$ bei einem Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ stets als eine LAURENTsche Reihe
$P(t)$ nach einer Ortsuniformisierenden $t$ von $\mathfrak{p}$ darstellbar: $R(x, y)$

$=P(t)$ . Wenn zwischen einer Ortsuniformisierenden $\tau$ eines Uber $\mathfrak{p}$

liegenden Punktes $\mathfrak{P}$ und $t$ die Relation

$t=\tau^{e}(c_{0}+\ldots\ldots)$ mit $c_{0}\neq 0$ und $e\geqq 1$

be\S teht, so erhalt man aus $P(t)$ eine LAURENTsche Reihe nach $\tau$ ;
$R(x, y)=P(t)=P^{\prime}(\tau)$ . Ordnet man jetzt dem Punkt $\mathfrak{P}$ die Funktion
$P^{\prime}(\tau)$ zu, so erh\"alt man dadurch eine eindeutige analytische Funktion
auf $\overline{\mathfrak{S}}$ . $R(x, y)$ stellt also auf obige Weise eine eindeutige Funktion

$\overline{\mathfrak{S}}$ dar.
Wenn man wie oben $x$ als eine Funktion auf $\overline{\mathfrak{S}}$ auffasst, so er-

h\"alt man eine Funktion $z$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ derart, $da\mathfrak{g}$ die Gesamtheit $\overline{K}$ aller
rationalen Funktionen von $x,$ $z$ mit Zahlenkoeffizienten den zu $\overline{\mathfrak{S}}$

geh\"origen algebraischen Funktionenk\"orper bildet. Dajede algebrai-
sche Relation zwischen endlich vielen, eindeutigen analytischen Funk-
tionen auf $\overline{\mathfrak{S}}$ stets erhalten bleibt, wenn solche Funktionen alle als
Funktionen auf $\overline{\mathfrak{S}}$ aufgefasst werden, so kann man sich ohne MiB-
verst\"andnis denken, $da8\overline{K}$ den K6rper $K$ als Teilk\"orper enthalt.

Betrachtet man nun das analytische Gebilde $\mathfrak{S}_{x}$ , welches aus
(1) Hierzu vergleiche etwa H. $WE\chi L$ , loc. cit., S. 117-141.
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den s\"amtlichen Funktionselementen vm $x,$ $y$ besteht, so ist $\mathfrak{S}_{x}$ als
eine RIEMANNsche Flache der Fl\"ache $\mathfrak{S}konform-\text{"\""{a}"} quivalent^{(1)}$ . Ist
also $\mathfrak{p}$ ein Punkt auf $\mathfrak{S}$ , so ist stets dem $\mathfrak{p}$ eindeutig ein Funktions-
element $\mathfrak{e}$ von $x,$ $y$ zugeordnet. Dabei sind $x,$ $y$ als LAURENTsche
Reihen nach einer Ortsuniformisierenden von $\mathfrak{p}$ darstellbar, und in-
folgedessen ist wie in \S 1 eindeutig ein Primdivisor von $K$ bestimmt.
Ferner ist eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{p}$ ein Primelement des $\mathfrak{p}$

entsprechenden Primdivisors. Ist $q$ ein von $\mathfrak{p}$ verschiedener Punkt
auf $\mathfrak{S}$ , so entspricht $q$ ein von $\mathfrak{e}$ verschiedenes Funktionselement.
Denn sonst bes\"aBe jede eindeutige analytische Funktion auf $\mathfrak{S}$ , wei-
che bei $\mathfrak{p}$ einen Pol besitzt, stets auch bei $q$ einen Pol, weil sie eine
rationale Funktion von $x,$ $y$ ist; dies ist aber nach dem RIEtVIANN-
RocHschen Satz $unm\text{"\""{o}"} glich^{\langle 2)}$ . Somit ist bewiesen: Verschiedenen
Punkte $n$ aorf $\mathfrak{S}$ entsprechen auch verschiedene Primdivisoren und um-
gekehrt.

Ebenso kann man zwischen den Punkten auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und den Primdi-
visoren aus $\overline{K}$ eine eineindeutige Zuordnung herstelIen. Wir k\"onnen
also ohne $MiBverst\ddot{a}ndn\ddagger s$ mit einem Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ bzw. $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$

den ihm zugeordneten Primdivisor aus $K$ bzw. $\overline{K}$ bezeichnen. Ist
nun $\mathfrak{P}$ ein Uber $\mathfrak{p}$ liegender Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und besteht zwischen den
Ortsuniformisierenden $\tau$ und $t$ von $\mathfrak{P}$ und $\mathfrak{p}$ die Relation $t=\tau^{e}(c_{0}+\ldots.)$

mit $c_{0}\neq 0$ , so geht $\mathfrak{P}$ in $\mathfrak{p}$ mit dem genauen Exponenten $e$ auf, weil
$t,$ $\tau$ bzw. Primelemente von $\mathfrak{p}und^{J}\mathfrak{P}$ bezeichnen. Wir bezeichnen nun
mit $\mathfrak{P}^{(1)},$

$\ldots.,$
$\mathfrak{P}^{(r)}$ die s\"amtlichen verschiedenen, \"uber $\mathfrak{p}$ liegenden

Punkte und mit $e_{1}-1\ldots.,$ $e_{r}-1$ bzw. ihre Verzweigungsordnungen,
so gilt

$\sum_{i\leftarrow 1}^{r}e_{i}\leqq$ Grad von $\overline{K}$ Uber $K$,

weil $\mathfrak{P}^{(1)},\ldots.,$ $\mathfrak{P}^{(r)}$ , aufgefasst als Primdivisoren, Primteiler von $\mathfrak{p}$

sind.
Wenn die Funktion $x$ bei einem Punkt $\mathfrak{p}$ einen Zahlwert $a$

annimmt, so gilt offenbar $fUr$ eine Ortsuniformisierende $t$ von $\mathfrak{p}$ :

$ x=a+a_{\nu}t^{\nu}+\ldots\ldots$ $(a_{\nu}\neq 0)^{(8)}$ .

(1) H. $WE2L$, loc. cit., S. 138.
(2) Vgl. etwa H. WEYL, loc. cit., S. 122.
(3) FUr $ x=\infty$ kann man bekanntlich

$\frac{1}{x}=a_{V}t^{\nu}+\cdots\cdots\cdot$ . $(a_{\nu}\neq 0)$

setzen.
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Dann gilt f\"ur einen uber $\mathfrak{p}$ liegenden Punkt $\mathfrak{P}$ mit $\tau$ als Ortsunifor-
misierender :

$ x=a+a_{\nu}^{\prime}\tau^{e\nu}+\ldots\ldots$ $(a_{\nu}\neq 0)$ ;

d.h. $\mathfrak{P}$ ist ein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ , welcher \"uber dem Punkt $x=a$ liegt,
wenn $\overline{\mathfrak{S}}$ als eine \’Uberlagerungsfl\"ache \"uber der x-Kugelflache auf-
gefasst wird. Nimmt umgekehrt die Funktion $x$ bei einem Punkt

‘
$\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ den Wert $a$ an, so muB $x$ als Funktion auf $\mathfrak{S}$ definitonsgem\"aB
bei dem Spurpunkt $\mathfrak{p}$ von $\mathfrak{P}$ (durch $\varphi$) den Wert $a$ annehmen; $\mathfrak{P}$ ist
daher ein Uber $\mathfrak{p}$ liegender Punkt.

Nun bezeichnen wir mit $n$ und $m$ bzw. die Grade von $K$ und $\overline{K}$

Uber dem K\"orper $f(x)$ . Sind dann $\mathfrak{p}_{1},$

$\ldots.,$
$\mathfrak{p}_{\epsilon}$ die s\"amtlichen, Uber

$x=a$ (oder $\infty$ ) liegenden Punkte auf $\mathfrak{S}$ , deren Verzweigungsordnun $\cdot$

gen bzw. $\nu_{1}-1,$
$\ldots.,$

$\nu_{*}-1$ sind, so ist bekanntlich
$\nu_{1}+\ldots.+\nu_{\epsilon}=n$ .

Es bezeichnen nun $\mathfrak{P}_{1}^{(i)},\ldots.,$ $\mathfrak{P}_{r}^{\langle i)}$: die s\"amtlichen verschiedenen, uber
$\mathfrak{p}_{i}$ liegenden Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und $e_{1}^{(i)}-1,$

$\ldots.,$
$e_{r_{1}}^{(i)}-1$ bzw. ihre Verzwei-

gungsordnungen $(1 \leqq i\leqq s)$ . Dann gilt offenbar

$m=\sum_{i\Leftrightarrow 1}^{\epsilon}\nu_{i}(e_{1}^{(i)}+\ldots..+e_{r_{i}}^{\langle i)})$ ,

weil die $\mathfrak{P}_{j}!^{i)}(1\leqq i\leqq s, 1\leqq j_{i}\leqq r_{*}\cdot)$ die s\"amtlichen \"uber $x=a$ liegen-
den Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$ ausmachen. Da nach dem oben Bewiesenen $fUr$

jedes $ie_{1}^{(i)}+\ldots.+e_{r_{i}}^{\{i)}\leqq\frac{m}{n}$ ist, so folgt ohne weiteres, $daBe_{1}^{(i)}+\ldots$

$+e_{r_{i}}^{(i)}=\frac{m}{n}$ ist; d.h. $\overline{\mathfrak{S}}$ ist eine $\frac{m}{n}$-bl\"attrige Uberlagerungsfl\"ache \"uber

$\mathfrak{S}$ . Hierbei ist zu bemerken, da6 die Bl\"atterzahl $\underline{m}$ als der
$n$

Relativgrad von $\overline{K}$ \"uber $K$ eindeutig bestimmt ist, aber von der
Wahl der Erzeugung $x,$ $y$ von $K$ und $x,$ $z$ von $\overline{K}$ unabhangig ist.
Ferner schlieBt man ohne Schwierigkeit, $daB\mathfrak{P}_{1}^{\langle i)},$

$\ldots.,$
$\mathfrak{P}_{r:}^{(i)}$ die ’s\"amt-

lichen verschiedenen Primteiler von $\mathfrak{p}_{i}$ bezeichnen.
Da die RIEMANNsche Fl\"ache $\mathfrak{S}$ mit der zum K\"orper $K$ geh\"origen

RIEMANNschen Fl\"ache konform-\"aquivalent ist, so brauchen wir in
unserer weiteren Untersuchung als ideale RIEMANNsche Fl\"achen die
beiden Fl\"achen nicht zu unterscheiden, und wir nennen $\mathfrak{S}$ schlechthin
die RIEMANNsche Fl\"ache des zu $\mathfrak{S}$ geh\"origen Funktionenk\"orpers.
Ebenso nennen wir $\overline{\mathfrak{S}}$ die RIEMANNschen Fl\"ache des zn $G$ geh\"origen
Funktionenk\"orpers.
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\S 3. Galoissche Erweiterungen und regul\"are
\"Uberlagerungsfl\"achen.

Ist $\overline{\mathfrak{S}}$ eine geschlossene RIEMANNsche Fl\"ache und $\mathfrak{S}$ eine in $\overline{\mathfrak{S}}$

enthaltene, geschlossene RIEMANNche Fl\"ache, so existiert, wie im
vorigen Paragraphen gezeigt, der zu $\overline{\mathfrak{S}}$ bzw. $\mathfrak{S}$ geh\"orige algebrai-
sche Funktionenk\"orper $\overline{K}$ bzw. $K$, dessen RIEMANNsche Fl\"ache gerade,
$\overline{\mathfrak{S}}$ bzw. $\overline{\mathfrak{S}}$ ist. Da die Stammfl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ uber der Stammfl\"ache
$\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ von $\mathfrak{S}$ unverzweigt, unbegrenzt ist, so kann man die Regularitat
von $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ \"uber $\mathfrak{S}^{*}$ in gel\"aufiger Weise definieren, und zwar heitSt $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$

uber $\mathfrak{S}^{*}$ regul\"ar, wenn es niemals vorkommt, da3 von zwei stetigen
Kurven auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ , welche dieselbe Spurkurve auf $\mathfrak{S}^{*}$ besitzen, die
eine geschlossen, die andere ungeschlossen ist. Wir definieren nun
die Regularit\"at von $\overline{\overline{\tilde{e}}}$ uber $\mathfrak{S}$ folgendermaBen:

$\overline{\mathfrak{S}}$ heiBe uber $\mathfrak{S}$ regul\"ar, wenn die Stammflache von $\overline{\mathfrak{S}}$ \"uber der
Stammfl\"ache von $\mathfrak{S}$ regul\"ar ist.

Wenn $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ uber $\mathfrak{S}^{*}$ regul\"ar ist, so ist es klar, was eine Deck-
transformation von $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ auf sich bedeutet. Durch eine Decktrans-
formation $T^{*}$ ist $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ auf sich selbst $hom\text{"\""{o}"} omorph_{\backslash }$ abgebildet und ein
Punkt $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ geht in einen zu ihm koniugierten Punkt $\mathfrak{P}^{\prime}$ \"uber.

Ferner gibt es nur eine einzige Decktransformation, welche $\mathfrak{P}$ in $\mathfrak{P}^{\prime}$

\"uberfuhrt. Mit Hilfe der Decktransformation $T^{*}$ definieren wir $e$ine
Abbildung $T$ von $\overline{\overline{\mathfrak{S}}}$ in sich folgendermaBen:

Wenn $\mathfrak{P}$ ein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ ist, so definieren wir den Bildpunkt
$\mathfrak{P}T^{*}$ von $\mathfrak{P}$ durch $\tau*$ als den Bildpunkt von $\mathfrak{P}$ durch $T:\mathfrak{P}T^{*}=\mathfrak{P}T$.

GehOrt aber $eIn$ Punkt $\mathfrak{P}=\mathfrak{P}_{1}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ nicht zu $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ , so bezeichnen
wir mit $\mathfrak{p}$ den Spurpunkt von $\mathfrak{P}$ auf $\mathfrak{S}$ und mit $\mathfrak{P}_{1},\ldots.,$ $\mathfrak{P},$. die
s\"amtlichen verschiedenen, uber $\mathfrak{p}$ liegenden Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$ . Da die
Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ die Fl\"ache $\mathfrak{S}$ enthalt, so lassen sich die Umgebungen $\overline{U}_{1}$ ,

... ., $\overline{U}_{r}$ von $\mathfrak{P}_{1},\ldots.,$ $\mathfrak{P}_{r}$ und eine Umgebung $U$ von $\mathfrak{p}$ mit folgenden
$EigeI]S\mathbb{C}haften$ bestimmen:

1) Jede Umgebung $\overline{U}_{i}$ besteht, abgesehen von $\mathfrak{P}_{i},$
$au_{\backslash }s$ lauter

Punkten von $\tilde{\overline{\mathfrak{S}}}^{*}$ .
2) Die Bilder von $\overline{U}_{1},$

$\ldots.,$
$U_{r}$ in $\mathfrak{S}$ enthalten die Umgebung

$U$.
3) Je zwei verschiedene von $\overline{U}_{1},$ $\ldots.,\overline{U}_{r}$ haben keinen Punkt

gemeinsam.
4) Ist $\mathfrak{p}_{0}$ ein beliebiger Punkt in $U$ und $\mathfrak{P}_{0}$ ein beliebiger, Uber

(1) H. WSYL, loc. cit., S. 50.
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$\mathfrak{p}_{0}$ liegender Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ , so gibt es eine Umgebung $\overline{U}_{i}$ , welche
$\mathfrak{P}_{0}$ enth\"alt.
Nun greifen wir aus $\overline{C\wedge}^{*}$ einen Punkt $\mathfrak{Q}$ heraus und verbinden

$\mathfrak{Q}$ mit $\mathfrak{P}$ durch eine stetige Kurve $\overline{c}$ , welche, abgesehen vom Punkt
$\mathfrak{P}$ , ganz in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ gelegen ist. Dann existiert in $\overline{U}_{1}$ ein solcher Teilbogen

$\overline{c}_{0}$ von $\overline{c}$ mit dem Anfangspunkt $\mathfrak{P}_{0}$ und dem Endpunkt $\mathfrak{P}$ , da3 seine
Spurkurve ganz in $U$ enthalten ist. Dabei ist $\mathfrak{P}_{0}$ durch $T$ in einen
zu ihm $ko_{\dot{N}}ugierten$ Punkt $\mathfrak{P}oT^{*}$ \"ubergefiihrt, welcher sicher in ir-
gendeinem von den $\overline{U}_{1},$ $\ldots.,\overline{U}_{r}$ enthalten ist. Wir bezeichnen nun
mit $\overline{U}_{i}$ die den Punkt $\mathfrak{P}_{0}T^{*}$ enthaltende Umgebung und behaupten,
$da8$ der Teilbogen $\overline{c}_{0}$ , abgesehen vom Punkt $\mathfrak{P}$ , durch $T$ in eine in

$\overline{U}_{:}$ gelegene stetige Kurve \"ubergef\"uhrt wird. Denn sonst gibt es
einen Punkt $\mathfrak{P}^{\prime}$ auf $\overline{c}_{0}$ derart, daB auf $\overline{c}_{0}$ alle Punkte zwischen $\mathfrak{P}_{0}$

und $\mathfrak{P}’$ , abgesehen von $\mathfrak{P}^{\prime}$ , durch $T$ in $\overline{U}_{i}$ abgebildet sind, aber der
Bildpunkt $\mathfrak{P}^{\prime}T$ zu einer von $\overline{U}_{i}$ verschiedenen Umgebung $\overline{U}_{j}$ geh\"ort;
dies ist aber ein Widerspruch, weil $\mathfrak{P}^{\prime}$ ein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}\ddagger st$ und
infolgedessen stets eine ganz in $\overline{U}_{j}$ gelegene Umgebung von $\mathfrak{P}^{\prime}T$

existiert, welche das durch $T$ entworfene Bild einer Umgebung von
$\mathfrak{P}^{\prime}$ enth\"alt.

Nun ordnen wir dem Punkt $\mathfrak{P}$ als Bildpunkt durch $T$ den Punkt
$\mathfrak{P}_{i}$ zu. Dann ist $\mathfrak{P}_{i}$ durch die Kurve $\overline{c}$ eindeutig bestimmt, aber es
ist unabhangig sowohl von der Wahl der Umgebungen $\overline{U}_{1},\ldots$ . , $\overline{U}_{r}$

und $U$ als auch von der Wahl der Teilbogen $\overline{t}0$ , soweit $\overline{U}_{1},\ldots.,\overline{U}_{r}$

und $U$ die Eigenschaften 1), 2), 3), 4) besitzen und die Spurkurven
von den $\overline{c}_{0}$ ganz in $U$ enthalten sind. Ferner k\"onnen wir auch
beweisen, da3 der Bildpunkt $\mathfrak{P}_{i}=\mathfrak{P}T$ von der Wahl der Kurven $\overline{c}$

unabhangig ist, solange solche Kurven, abgesehen vom Endpunkt
$\mathfrak{P}$ , ganz in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ gelegen sind. Zum Beweis betrachten wir eine von

$c\leftarrow$ verschiedene stetige Kurve $\overline{c}^{\prime}$ mit dem Anfangspunkt $\mathfrak{Q}^{\prime}$ und dem
Endpunkt $\mathfrak{P}$ , welche, abgesehen vom Punkt $\mathfrak{P}$ , in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ verl\"auft. Aus
den Kurven $\overline{c}$ und $\vee \mathbb{C}^{\prime}$ greifen wir bzw. die Punkte $\mathfrak{P}_{0}$ und $\mathfrak{P}_{0^{J}}$ derart
heraus, da $B$ die Spurkurve des zwischen $\mathfrak{P}_{0}$ und $\mathfrak{P}$ bzw. zwischen
$\mathfrak{P}_{0^{J}}$ und $\mathfrak{P}$ gelegenen Teilbogens von k bzw. $\leftarrow c/ganz$ in $U$ liegt. Fer-
ner verbinden wir $\mathfrak{Q}$ und $\mathfrak{Q}^{\prime}$ durch eine in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ verlaufendene Kurve
$\mathfrak{d}_{4}$ , und $\mathfrak{P}_{0}$ und $\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$ durch eine solche stetige Kurve $\mathfrak{d}_{2}$ , da3 die Spur-
kurve von $\mathfrak{d}_{2}$ ganz in $U$ enthalten ist. Bezeichnen wir den Teilbogen
von $\overline{c}$ mit dem Anfangspunkt $\mathfrak{Q}$ und dem Endpunkt $\mathfrak{P}_{0}$ durch $\mathfrak{d}_{1}$ ,
und den Teilbogen. von $\leftarrow c^{\prime}$ mit dem Anfangspunkt $\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$ und dem End-
punkt $\mathfrak{Q}$ durch $\mathfrak{d}_{3}$ , so bildet $\mathfrak{d}_{1}+\mathfrak{d}_{2}+\mathfrak{d}_{3}+\mathfrak{d}_{4}$ offenbar eine geschlossene
stetige Kurve auf @*, und folglich ist sie durch $T$ in eine geschlossene
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Kurve auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ iibergefUhrt. Da der Bildpunkt $\mathfrak{P}_{0}T$ von $\mathfrak{P}_{0}$ in $\overline{U}_{:}$

liegt und die Spurkurve von $\mathfrak{d}_{2}$ ganz in $U$ gelegen ist, so beweisen
wir ohne Schwierigkeit, $dab\mathfrak{d}_{2}$ durch $T$ in die Umgebung $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}$ ab-
gebildet wird; $d.h$ . der Bildpunkt $\mathfrak{P}_{0}’ T$ von $\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$ liegt auch in $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ .
Somit ist bewiesen, $daB\mathfrak{P}$ durch Vermittelung der Kurve C’ auch
in $\mathfrak{P}_{i}$ \"ubergefUhrt wird. Nach dem oben Gezeigten ist eine Abbil-
dung von $\overline{\mathfrak{S}}$ in sich konstruiert, welche in $\mathfrak{S}^{*}$ eine vorgegebene
Decktransformation von @*auf sich induziert.

Durch die oben definierte Abbildung $T$ ist eine stetige Kurve $\overline{c}$

auf @ auch in eine stetige Kurve \"ubergef\"uhrt. Geh\"ort namlich ein
Punkt $\mathfrak{P}$ auf “ zu $\mathfrak{S}^{*}$ , so gibt es eine ganz in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ gelegene Umge-
bung von $\mathfrak{P}$ , welche durch $T$ in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ hom\"oomorph abgebildet wird.
Hieraus schlieBt man ohne Schwierigkeit, daB die $Bi1^{\ominus}dkurve$ von $\overline{c}$

durch $T$ beim Punkt $\mathfrak{P}T$ stetig ist. Ist aber $\mathfrak{P}$ kein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ ,
so kann man auf $\overline{c}$ einen $\mathfrak{P}$ enthaltenden Teilbogen 5 derart abgren-
zen, $daB\overline{\mathfrak{d}}$ , abgesehen von $\mathfrak{P}$ , aus lauter Punkten auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ besteht. Es
sei $\overline{U}$ eine beliebige Umgebung $\mathfrak{P}T$. Nimmt man dann auf $\overline{\mathfrak{d}}$ einen
Punkt $\mathfrak{P}_{0}$ hinreichend nahe bei $\mathfrak{P}$ , so ist die Bildkurve des Teilbogens
von $\overline{c}$ , welcher zwischen $\mathfrak{P}_{0}$ und $\mathfrak{P}$ verlauft, nach dem frUher Be-
wiesenen ganz in $\overline{U}$ enthalten; $d.h$ . die Bildkurve ist bei $\mathfrak{P}T$ auch
stetig, $w.z.b$ . $w$ .

FUr einen Punkt $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\tilde{o}}$ bestimmen wir eine solche Umgebung
$\overline{U}$ von $\mathfrak{P}$ , daB sie, eventuell abgesehen von $\mathfrak{P}$ , aus lauter Punkten
aus $\mathfrak{S}^{*}$ besteht. Das Bild $\overline{U}T$ von $\overline{U}$ durch $T$ ist, wie leicht bes-
t\"atigt, eine Umgebung von $\mathfrak{P}T$, weil die Punkte aus $\overline{U}$ durch $T$

umkehrbar eindeutig in die Punkte aus $\overline{U}T$ ubergef\"uhrt sind. Fer-
ner folgt ohne Schwierigkeit aus der Definition von $\overline{U}T$, da8 $\overline{U}$ und
$\overline{U}T$ einander hom\"oomorph sind.

Aus der letzten Tatsache folgt nun, $da8$ verschiedene Punkte
aus $\overline{\mathfrak{S}}$ durch $T$ auch in verschiedene Punkte \"ubergehen. N\"amlich
sonst gibt es zwei verschiedene Punkte $\mathfrak{P}_{1},$ $\mathfrak{P}_{2}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ , welche durch
$T$ in einen und denselben Punkt $\mathfrak{P}T$ \"ubergehen. Verbindet man
nun $\mathfrak{P}_{1},$ $\mathfrak{P}_{2}$ durch eine stetige Kurve $\overline{c}$ , welche, eventuell abgesehen
von $\mathfrak{P}_{1}$ und $\mathfrak{P}_{2}$ , ganz in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ verlauft. Dann ist die Bildkurve $\overline{c}T$ von
$\overline{c}$ durch $T$ eine stetige geschlossene Kurve mit $\mathfrak{P}T$ als dem Anfangs-
und Endpunkt. Dabei kann man eine solche Umgebung $\overline{U}^{*}$ von $\mathfrak{P}T$

bestimmen, $daB$ es die Umgebungen $\overline{U}_{1}$ von $\mathfrak{P}_{1}$ und $\overline{U}_{2}$ von $\mathfrak{P}_{2}$ gibt,
welche bzw. mit $\overline{U}^{*}$ hom\"oomorph ist. Dabei kann man $\overline{U}$ “ von
vornherein so w\"ahlen, daB $\overline{U}_{1}$ und $\overline{U}_{2}$ keinen Punkt gemeinsam haben.
Nun grenzen wir in $\overline{U}_{1}$ einen Teilbogen $\leftarrow c_{1}$ von $\overline{c}$ mit dem Anfangs-
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punkt $\mathfrak{P}_{1}$ und in $\overline{U}_{2}$ einen Teilbogen $\overline{\mathfrak{c}}_{2}$ von $\overline{c}$ mit dem Endpunkt
$\mathfrak{P}_{2}$ ab. Dann existieren in $\overline{U}^{*}$ die Bildkurven $\leftarrow(_{1}T$ und $\overline{c}_{2}T$ von $\overline{c}_{1}$ und

$\overline{c}_{2}$ . Da $\overline{U}^{*}$ und $\overline{U}_{1}$ einander hom\"oomorph sind, so gibt es in $\overline{U}_{1}$ eine
Kurve $\overline{t}_{2}^{\prime}$ , welche durch $T$ in $\overline{c}_{2}T$ \"ubergeht; dies ist aber ein Wider-
spruch, weil sonst auf $\overline{c}_{2}$ und $c_{2}^{\prime}\vee$ zwei verschiedene, in $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ gelegene
Punkte, welche durch $T$ in einen und denselben Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ uber-
gehen, vorhanden sein m\"uBten. Mithin ist bewiesen, $daGT$ eine
hom\"oomorphe Abbildung von $\mathfrak{S}$ auf sich ist. Wir nennen im fol-
genden eine hom\"oomorphe Abbildung von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich, welche jeden
Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ in einen zu ihm konjugierten Punkt \"uberf\"uhrt, eine
DecktranQformation von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich. Offenbar ist die oben definierte
Abbildung $T$ eine Decktransformation von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich.

Ist nun $\mathfrak{P}_{0}$ ein beliebiger unverzweigter Punkt auf @ \"uber $\mathfrak{S}$ ,

und $\mathfrak{P}_{0^{\prime}}$ ein zu $\mathfrak{P}_{0}$ konjugierter Punkt, so existiert bekanntlich eine
einzige Decktransformation $T^{*}$ von $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ auf sich, bei der $\mathfrak{P}_{0}$ in $\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$

\"ubergeht. Aus $T^{*}$ entsteht, wie oben gezeigt, eine Decktransfor $\cdot$

mation $T$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich, welche $\mathfrak{P}_{0}$ in $\mathfrak{P}_{0^{J}}$ \"uberf\"uhrt. Wir behaup-

ten nun, da3 es nur eine einzige Decktransformation gibt, die $\mathfrak{P}_{0}$ in
$\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$ uberfuhrt. Es sei n\"amlich $T_{1}$ eine Decktransformation von $\overline{\mathfrak{S}}$

auf sich, welche $\mathfrak{P}_{0}$ auch in $\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$ \"uberfUhrt. Dann induziert $T_{1}$ in $\overline{\overline{\mathfrak{S}}}^{*}$

eine Decktransformation $T_{1}^{*}$ von $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ auf sich, bei der $\mathfrak{P}0$ in $\mathfrak{P}_{0}^{\prime}$ Uber-
geht, also wirkt $T_{1}$ auf die Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}_{1}^{*}$ wie $T^{*}$ ein. Ist nun $\mathfrak{P}$ ein
verzweigter Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ , so verbinden wir $\mathfrak{P}$ mit $\mathfrak{P}_{0}$ durch eine
stetige Kurve $\overline{c}$ , welche, abgesehen von $\mathfrak{P}$ , ganz in $\overline{(\mathfrak{S}}^{*}$ verl\"auft. Durch
die Decktransformationen $T$ und $T_{1}$ geht jeder Punkt auf $\overline{r}$ , abge-

sehen von $\mathfrak{P}$ , in einen und denselben Punkt \"uber, es $muB$ daher $\mathfrak{P}$

durch $T$ und $T_{1}$ auch in einen und denselben Punkt ubergehen: $d$ .
$h$ . $T_{1}$ stimmt mit $Tubere!n$ .

Wenn @ \"uber $\mathfrak{S}$ n-bl\"attrig ist, so gibt es genau $n$ verschiedene
koniugierte Punkte zu $\mathfrak{P}_{0}$ . Also existieren genau $n$ verschiedene
Decktranformationen von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich. Ferner bildet die Gesamtheit
aller Decktransformationen von $\overline{\overline{\mathfrak{S}}}$ auf sich eine Gruppe, wenn die
Nacheinanderausf\"uhrung- der Decktransformationen als die Kom-
position der Gruppenelemente definiert ist. Nun lassen sich die
bisher bewiesenen Tatsachen, wie folgt, formulieren:

Satz 4. Es sei $\mathfrak{S}$ eine geschlossene $R1EMANNsche$ Flache, welche
eine geschlossene RIEMANNsche Fl\"ache $\mathfrak{S}$ enth\"alt. Ferner sei $\overline{\mathfrak{S}}$ eine
regul\"are Uberlagerungsfl\"ache \"uber $\mathfrak{S}$ . Dann existiert eine Decktrans-
formation von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich, bei der $\overline{\mathfrak{S}}a\prime uf$ sich $ho7\dot{m}$omorph abgebildet
wird und ieder Punkt aorf $\overline{\mathfrak{S}}$ in einen zu ihm konjugierten Punkt \"uber-
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geht. Ferner bildet die $Ge$samtheit aller Decktranfformationen von $\mathfrak{S}$

aorf sich eine Gruppe von der Ordnung $n$ , wenn $\overline{\mathfrak{S}}$ \"uber $\mathfrak{S}$ n-blattrig
$id$ .

Wir nehmen fortdauernd an, daB $\overline{\mathfrak{S}}$ eine geschlossene RIEMANN-
sche Fl\"ache ist, welche eine geschlossene RIEAANNsche Fl\"ache $\mathfrak{S}$

enth\"alt, und @ Uber $\mathfrak{S}$ regul\"ar ist. Ein Punkt $\mathfrak{P}$ auf. $\overline{\mathfrak{S}}$ sei durch
eine Decktransformation $T$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich in einen Punkt $\mathfrak{P}^{\prime}$ Uber-
gefUhrt. Dann ist die Verzweigungsordnung $e-l$ von $\mathfrak{P}$ gleich der
Verzweigungsordnung $e^{\prime}-1$ von $\mathfrak{P}^{\prime}$ Zum Beweis bestimmen $wIr$

zunachst die Umgebungen $\overline{U}$ und $\overline{U}$ von $\mathfrak{P}$ und $\mathfrak{P}^{\prime}$ so, daB $\overline{U}$ durch
$T$ hom\"oomorph auf $\overline{U}^{\prime}$ abgebildet wird. Ist nun $\mathfrak{Q}$ ein beliebiger von
$\mathfrak{P}$ verschiedener Punkt aus $\overline{U}$, welcher hinreichend nahe bei $\mathfrak{P}$ liegt,
so gibt es in $\overline{U}$ genau $e$ verschieden zu $\mathfrak{Q}$ konjugierte Punkte $\mathfrak{Q}_{1}$

$=\mathfrak{Q},\ldots.,$ $\mathfrak{Q}_{e}$ , die in $\mathfrak{S}$ einen und denselben Spurpunkt $q$ besitzen.
Durch die Transformation $T$ gehen die obigen $e$ Punkte auch in $e$

verschiedene Punkte Uber, deren Spurpunkte $q$ \S ind. Daraus schlieBt
man leicht $e=e^{\prime}$ , weil $\overline{U}$ und $\overline{\overline{U}}^{\prime}$ einander hom\"oomorph sind.

Ist nun $\tau$ bzw. $\tau^{\prime}$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}$ bzw. $\mathfrak{P}^{\prime}$ , so
gilt zwischen einer Ortsuniformisierenden $t$ des Spurpunktes $\mathfrak{p}$ von
$\mathfrak{P}$ (also auch von $\mathfrak{P}^{\prime}$) und $\tau,$

$\tau^{\prime}$ die Gleichung:

$t=\tau^{e}(c_{0}+C_{1}\tau+\ldots.)$ $c_{0}\neq 0$ bzw. $t=\tau^{;_{e}}(Co^{\prime}+C_{1^{\prime}}\tau^{\prime}+\ldots.)$ $c_{0^{\prime}}\neq 0$

Es besteht daher eine Gleichung:

$\tau^{\prime}=\tau(a_{0}+a_{1}\tau+\ldots..)$ ,

wo $a_{0}\neq 0$ ist und $ a_{0}+a_{1}\tau+\ldots$ . eine Potenzreihe von $\tau$ mit einem
positiven Konvergenzradius bezeichnet. Die Ortsuniformisierende $\tau^{\prime}$

von $\mathfrak{P}^{\prime}$ kann auch als eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}$ benutzt
werden.

Nun sei $x,$ $z$ eine Erzeugung des zu $\overline{\mathfrak{S}}$ geh\"origen Funktionen-
kdrper $\overline{K}$ uber dem komplexen Zahlk\"orper. Dann kann man $wIe$

im vorigen Paragraphen $x$ als eine eindeutige analytische Funktion
aus dem zu $\mathfrak{S}$ geh\"origen Funktionenk\"orper $K$ annehmen. Offenbar
entspricht einem Punkt $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ umkehrbar eindeutig ein Funktions-
element $\mathfrak{e}=(x=P(\tau), z=Q(\tau))$ , wo $\tau$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}$

bezeichnet. Dem Bildpunkt $\mathfrak{P}T$ von $\mathfrak{P}$ durch eine Decktransfor-
mation $T$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf 8ich entspricht ebenso ein Funktionselement
$eT=(x=P^{\prime}(\tau^{\prime}), z=\alpha(\tau^{\prime}))$ , wo $\tau^{\prime}$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}T$

bezeichnet. Da nach dem oben Gezeigten $\tau^{\prime}$ auch eine Ortsunifor-
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misierende von $\mathfrak{P}$ ist, so kann $Q^{\prime}(\tau^{\prime})$ als eine bei $\mathfrak{P}$ analytische
Funktion aufgefasst werden. Wir ordnen nun jedem Punkt $\mathfrak{P}$ auf

$\overline{\mathfrak{S}}$ wie oben die z-Komponente des dem Bildpunkt $\mathfrak{P}T$ entsprechen-
den Funktionselementes von $x,$ $z$ zu, und erhalten dadurch ein System
$z^{T}$ von den Funktionen, welche bei den einzelnen Punkten auf $\overline{\mathfrak{S}}$

eindeutig definiert und sogar analytisch sind.
Wir behaupten jetzt, daB $z^{T}$ eine eindeutige analytische Funk-

tion auf $\overline{\mathfrak{S}}$ ist. Dazu gen\"ugt es zu zeigen, daB eine beliebige Funk-
tion aus $z^{T}$ bis nach einem beliebigen Punkt aus $\overline{\mathfrak{S}}$ analytisch fort-
setzbar ist und die dadurch erhaltene Funktion stets dem System $z^{T}$

angehOrt. Es sei $\mathfrak{P}$ ein Punkt anf $\overline{\mathfrak{S}}$ und $Q^{\prime}(\tau^{\prime})$ die $\mathfrak{P}$ zugeordnete
Funktion aus $z^{T}$, wo $\tau^{\prime}$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}T$ bezeichnet.
Ferner sei $\mathfrak{Q}$ ein beliebiger Punkt auf @ und $\overline{c}$ eine $\mathfrak{P}$ mit $\mathfrak{Q}$ ver-
bindende stetige Kurve auf $\overline{\mathfrak{S}}$ . Dann ist $\overline{c}$ wie $ubl\ddagger ch$ eine durch
das Intervall $I(0\leqq\lambda\leqq 1)$ definierte Punktmenge von $\mathfrak{P}$ und ins-
besondere $\mathfrak{P}=\mathfrak{P}_{0},$ $\mathfrak{Q}=\mathfrak{P}_{1}$ Offenbar geht

‘ durch die Decktransfor-
mation $T$ auch in eine stetige Kurve $\leftarrow cT$ uber, und ein Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda}$ auf
$\overline{c}$ geht auch in einen in $\overline{c}T$ gelegenen Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda}T$ Uber. Ist nun
$\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}T$ ein Punkt auf $\overline{c}T$, so ist dem Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}T$ ein Funktionselement
$\mathfrak{e}_{\lambda_{0}}T=(x=P_{\lambda_{0}}^{\prime}(\tau_{\lambda_{0}}^{\prime}), z=Q_{\lambda_{0}}^{\prime}(\tau_{\lambda_{0}}^{\prime}))$ zugeordnet, wobei $\tau_{\lambda_{0}}$ eine Ortsuni-
formisierende von $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}T$ bezeichnet. Da $\overline{c}T$ eine stetige Kurve ist,
so gibt es ein $\lambda_{0}$ enthaltendes Teilintervall $I_{\lambda_{0}}$ von $I$ derart, $da8$ fUr
jeden Wert $\lambda$ in $I_{0}$ die z-Komponente $Q_{\lambda}^{\prime}(\tau_{\lambda}^{\prime})$ des Funktionselementes
von $x,$ $z$ bei $\mathfrak{P}_{\lambda}T$ eine unmittelbare Fortsetzung von $Q_{\lambda_{0}}(\tau_{\lambda_{0}}^{\prime})$ ist.
Dabei bezeichnet $\tau_{\lambda}^{\prime}$ eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}_{\lambda}T$. Zufolge
der Definition von $z^{T}$ ist $Q_{\lambda_{0}}^{\prime}(\tau_{\lambda_{0}}^{\prime})$ bzw. $Q_{\lambda}^{\prime}(\tau_{\lambda}^{\prime})$ die dem Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}$

bzw. $\mathfrak{P}_{\lambda}$ zugeordnete Funktion aus $z^{T}$. Hieraus schlieBt man sofort,
$daGQ^{\prime}(\tau^{\prime})$ l\"angs $\overline{c}$ bis nach $\mathfrak{Q}$ analytisch fortsetzbar ist, und zwar
durch diese analytische Fortsetzung bei $\mathfrak{Q}$ die Funktion auftritt,
welche die z-Komponente des Funktionselementes von $x,$ $z$ bei $\mathfrak{P}_{1}$

darstellt; d.h. die analytische Fortsetzung von $Q^{\prime}(\tau^{\prime})$ bis nach $\mathfrak{Q}$ ist
unabh\"angig von der Wahl der Kurven $\overline{c}$ . Somit ist die M\"oglichkeit
und Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung bestatigt, w.z.$b.w$ .

Weil $z^{T}$ eine eindeutige analytische Funktion auf $\overline{\mathfrak{S}}$ ist, so ist
es bekanntlich eine rationale Funktion $R_{T}(x, z)$ von $x,$ $z$ mit Zahlen-
koeffizienten. Wir bezeichnen mit $n$ den Grad von $\overline{K}$ uber $K$. Dann
genUgt $z$ einer irreduziblen Gleichung $f(X)=0$ vom Grade $n$ mit

(1) ${\rm Im}$ Funktionselement $\epsilon T=(x=P^{/}(\tau^{\prime}), z=Q^{\prime}(\sim’’))$ heiBt $z=Q^{\prime}(\tau^{\prime})$ die $z$-Kom-
ponente von $eT$.
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Elementen aus $K$ als Koeffizienten. Offenbar ist daher beim Punkt
$\mathfrak{P}T$ die Gleichung $f(Q^{\prime}(\tau^{J}))=0$ in $\tau^{\prime}$ identisch erf\"ullt. Fasst man aber
anderseits $Q^{\prime}(\tau^{J})$ als die $\tau^{\prime}$-Entwicklung der Funktion $z^{T}$ bei $\mathfrak{P}$ auf,
so bleibt wegen der Permanenz der Funktionalgleichung die Glei-
chung $f(Q^{\prime}(\tau^{J}))=0$ bei jedem Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ erhalten; d.h. $z^{T}$ ist eine
Wurzel der Gleichung $f(X)=0$ .

Wir wollen weiter zeigen, $da8$ aus zwei verschiedenen Deck-
transformationen $T_{1},$ $T_{2}$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich auch verschiedene Wurzeln
$z^{T_{1}}$ , $z^{\tau}$ von $f(X)=0$ entstehen. Dazu ziehen wir einen Punkt $\mathfrak{P}$ aus

$\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ heran. Dann existieren genau $n$ verschiedene, zu $\mathfrak{P}$ koniugierte
Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$ . Bezeichnet nun $\mathfrak{p}$ den Spurpunkt von $\mathfrak{P}$ , so l\"aBt
sich offenbar eine Ortsuniformisierende $t$ von $\mathfrak{p}$ gleichzeitig als eine
Ortsuniformisierende eines jeden \"uber $\mathfrak{p}$ liegenden Punktes auf @
benutzen. Dann ist das $\mathfrak{P}T_{1}$ bzw. $\mathfrak{P}T_{2}$ zugeordnete Funktionselement
von $x,$ $z$ von der Form

$\mathfrak{e}T_{1}=(x=Ptt),$ $z=Q_{T}$. $(t))$ bzw. $\mathfrak{e}T_{2}=(x=Ptt),$ $z=Q_{T_{0}}(t))$ ,

weil $x$ eine Funktion auf $\mathfrak{S}$ ist. Da die Punkte $\mathfrak{P}T_{1},$ $\mathfrak{P}T_{2}$ als Prim-
divisoren aus $\overline{K}$ voneinander verschieden sind, so $muG$ unbedingt
$Q_{T_{1}}(t)\neq Q_{T_{2}}$. $(t)$ sein. Dies besagt aber, $daB$ die Funktionen $z^{T_{1}}$ und
$z^{T.*}$ beim Punkt $\mathfrak{P}$ verschiedene t-Entwicklungen besitzen; also ist sicher
$z^{r_{1}}\neq z^{T_{2}}$ . Da die $z^{T}$, wie schon bemerkt, als rationale Funktionen
von $x,$ $z$ in $\overline{K}$ enthalten sind und der Grad von $f(X)$ gleich $n$ ist,
so stellen die $z^{T}$ die samtlichen verschiedenen Wurzeln von $f(X)=0$

dar, wenn $T$ alle Decktransformationen von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich durchl\"auft.
Ferner wird $\overline{K}$ sicher Uber $K$ galoissch.

Zu einer Decktransformation $T$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich existiert bekannt-
lich ein einziger Automorphismus $\theta$ von $\overline{K}$ uber $K$, bei dessen An-
wendung die Wurzel $z$ von $f(X)=0$ in $z^{T}$ Ubergeht: $z^{0}=z^{T}$. Dabei
entstehen aus verschiedenen Decktransformationen von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich
auch verschiedene Automorphismen von $\overline{K}$ Uber $K$. Wir ordnen nun
$T$ den inversen Automorphismus $\theta^{-1}$ von $\theta$ zu. Dann ist durch diese
Zuordnung eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen der
Gruppe SE) der Decktransformationen von $\overline{\overline{\mathfrak{S}}}$ auf sich und der Galois-
gruppe $\mathfrak{G}$ von $\overline{K}$ \"uber $K$ hergestellt. Es zeigt sich nun, da6 die
Gruppen $\mathfrak{G}$ und $\mathfrak{D}$ einander isomorph sind. N\"amlich $T_{1},$ $T_{2}$ seien die
Decktransformationen aus SE) und $\theta_{1}^{-1},$ $\theta_{2}^{-1}$ bzw. die $T_{1},$ $T_{2}$ zugeord-
neten Automorphismen aus G. Ist dann $\mathfrak{P}$ ein beliebiger Punkt auf

$\overline{\mathfrak{S}}$ mit einer Ortsuniformisierenden $\tau$ , so verbinden wir $\mathfrak{P}$ mit dem
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Punkt $\mathfrak{P}T_{1}$ durch eine stetige Kurve $\overline{c}$ , welche durch $T_{2}$ in eine stetige
Kurve $\leftarrow cT_{2}$ \"ubergeht. Beim Punkt $\mathfrak{P}$ kann man $x=P(\tau),$ $z=Q(\tau)$

setzen, wo $P(\tau),$ $Q(\tau)$ LAURENTsche Reihen von $\tau$ bezeichnen. Wir
k\"onnen nun eine rationale Funktion $R_{T_{2}}(x, z)$ von $x,$ $z$ mit Zahlen-
koeffizienten so bestimmen, da6 $z^{T_{2}}=R_{T_{\underline{0}}}(x, z)$ ist. Dabei erhalt man
die $\tau$-Entwicklung von $z^{T_{2}}$ bei $\mathfrak{P}$ , indem man in $R_{T_{2}}(x, z)$ die $\tau$-Ent-
wicklungen $x=P(\tau),$ $z=Q(\tau)$ einsetzt. Da $f(z^{T_{3}})=0$ ist, so gilt in
einer $\tau$-Umgebung von $\mathfrak{P}$ :

$f(R_{T_{\underline{?}}}(P(\tau), Q(\tau)))=0$ .
$Da.\tau$ auch eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{P}T_{1}$ ist, so erh\"alt man

aus der obigen Funktionalgleichung durch analytische Fortsetzung
langs $\overline{c}$ die in einer gewissen $\tau$-Umgebung von $\mathfrak{P}T_{1}$ g\"ultige Glei-
chung:

$f(R_{T_{2}}(P(\tau), Q_{T_{1}}(\tau)))=0$ ,

wobei $Q_{T_{1}}(\tau)$ die $z- Komponente|$ des $\mathfrak{P}T_{1}$ zugeordneten Funktions-
elementes von $x,$ $z$ bezeichnet. Nun ist aber die Funktion $R_{T_{2}}(P(\tau)$ ,
$Q_{T_{1}}(\tau))$ einerseits die $\tau$-Entwicklung der Funktion $z^{T\mathfrak{g}}$ bei $\mathfrak{P}T_{1}$ und
anderseits definitionsgem\"a6 die z-Komponente des dem Punkt $\mathfrak{P}T_{1}T_{2}$

zugeordneten Funktionselementes von $x,$ $z$ , welche auch die $\tau$-Ent-
wicklung der Funktion $z^{T_{1}\underline{T}}$ bei $\mathfrak{P}$ darstellt. Ferner ist $Q_{T_{1}}(\tau)$ die
$\tau$-Entwicklung der Funktion $z^{T_{1}}$ bei $\mathfrak{P}$ . In einer gewissen Umgebung
von $\mathfrak{P}$ gilt also:

$z^{T_{1}T_{2}}=R_{T_{2}}(x, z^{T_{1}})$ .
Wegen der Permanenz der Funktionalgleichung gilt die obige Glei-
chung auf der ganzen Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ .

Wenn man anderseits auf $z$ den Automorphismus $\theta_{2}$ anwendet,
so erh\"alt man:

$z^{\mathfrak{g}_{2}}=z^{T}:=R_{T_{2}}(x, z)$ ;

durch Anwendung von $\theta_{1}$ folgt ohne weiteres:

$z^{\mathfrak{g}_{2}\mathfrak{g}_{1}}=R_{T_{2}}(x, z^{9_{1}})=R_{T_{2}}(x, z^{T_{1}})=z^{T_{1}T_{2}}$ .
Der Decktransformation $T_{1}T_{2}$ entspricht daher $(\theta_{2}\theta_{1})^{-1}=\theta_{1}^{-1}\theta_{2}^{-1}$ ,
$w.z.b.w$ .

Die bisher bewiesenen Tatsachen zusammenfassend, erh\"alt man
folgenden
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Satz 5. Es seien $\overline{\mathfrak{S}},$
$\mathfrak{S}$ geschlossene RIEMANNsche Flachen und $\mathfrak{S}$

sei in $\overline{\mathfrak{S}}$ enthalten. Ist dann $\overline{\mathfrak{S}}$ eine regul\"are Uberlagerungsfl\"ache \"uber
$\mathfrak{S}$ , so ist der zu $\tilde{\overline{\mathfrak{S}}}$ gehorige algebraische Funktionenkbrper $\overline{K}$ galoissch
Uber dem zu $\mathfrak{S}$ gehorigen algebraischen Funktionenkorper K. Ferner
ist die Gruppe der Decktranfformationen von $\mathfrak{S}$ avf sich $\dot{r}somorph$ der
Galoisgruppe von $\overline{K}$ uber $K$.

Nach dem eben bewiesenen Satz beweist man noch folgenden
Zusatz. Es sei $\mathfrak{S}$ eine geschlossene RIEMANNsche Fl\"ache und $\overline{\mathfrak{S}}$

eine $\mathfrak{S}$ enthaltende geschlossene RIEMANNsche Fl\"ache, welche \"uber $\mathfrak{S}$

regul\"ar ist. Ist dann $\mathfrak{P}$ ein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ , so sind die Verzweigungs-
ordnungen aller zu $\mathfrak{P}ko_{\dot{0}}ugierten$ Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$ einander gleich.
Ferner gibt es stets eine Decktransformation, welche $\mathfrak{P}$ in einen
beliebigen, zu ihm konjugierten Punkt \"uberfuhrt.

Beweis. D.ie Gesamtheit aller derjenigen $DecktransformatIone\eta$ ,
welche $\mathfrak{P}$ invariant lassen, bildet eine Untergruppe $\mathfrak{D}_{0}$ der Deck-
transformationsgruppe $\mathfrak{D}$ von $\mathfrak{S}$ auf sich. Offenbar fUhren diejeni-
gen Decktransformationen, welche einer und derselben Nebengruppe
von $\mathfrak{D}$ nach $\mathfrak{D}_{0}$ angeh\"oren, den Punkt $\mathfrak{P}$ in einen und denselben
Punkt Uber. Bezeichnet nun $\nu$ den Index von $\mathfrak{D}$ nach $\mathfrak{D}_{0}$ , so entste-
hen aus $\mathfrak{P}$ durch Anwendung der Decktransformationen aus $\mathfrak{D}$ genau
$\nu$ verschiedene konjugierte Punkte.

Wir bezeichnen jetzt $mItx,$ $z$ eine Erzeugung des zu $\overline{\mathfrak{S}}$ geh\"ori-
gen algebraischen Funktionenk\"orpers $\overline{K}$ \"uber $f$ , wo $x$ eine eindeutige
analytische Funktion auf $\mathfrak{S}$ bedeutet. Ist To eine Decktransformation
aus $\mathfrak{D}_{0}$ , so besitzt bei $\mathfrak{P}$ die Funktion $z^{T_{0}}$ dieselbe LAURENTsche Ent-
wicklung wie $z$ , wenn eine Ortsuniformisierende $\tau$ von $\mathfrak{P}$ festgelegt
ist. Wie schon gezeigt, gibt es dann einen einzigen Automorphismus
$\theta_{0}$ , f\"ur welchen

$z^{T_{0}}=z^{0_{0}}$

gilt. Da ein Element aus $\overline{K}$ eine rationale Funktion $R(x, z)$ von $x,$ $z$

mit Zahlenkoeffizienten ist, so besitzen $R(x, z)$ und sein konjugiertes
Element $R(x, z^{9})$ bei $\mathfrak{P}$ dieselbe LAURENTsche Entwicklung nach $\tau$ ;
dies bedeutet nach der galoisschen Theorie aus der Bewertungs-
theorie, $da\mathfrak{g}\mathfrak{P}=\mathfrak{P}^{\theta}$ ist, $\theta$ geh\"ort daher zur Zerlegunqsgruppe 3 von
$\mathfrak{P}$ \"uber $K^{(1)}$ . Es gilt also:

(1) W. KRULL, Galoissche Theorie bewerteter K\"orper, Sitzungsberichte MUn-
chen (1930), S. 225-238; oder auch M. DEURING, Verzweigungstheorie bewerteter
$K6rper$, Math. Ann., Bd. 105 (1931), S. 277-807.
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Ordnung von $\mathfrak{D}_{0}\leqq$ Ordnung von $\mathfrak{Z}$

Wenn $\mu$ den Index der Galoisgruppe von $\overline{K}/K$ nach $\mathfrak{Z}$ bezeichnet, so
ergibt sich aus der obigen Ungleichung: $\nu\geqq\mu$ . Da es bekanntlich
genau $\mu$ verschiedene, zu $\mathfrak{P}$ konjugierte $Primdiviso\dot{r}en$ (also auch
Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$) gibt, so mu6 unbedingt $\nu=\mu$ sein; d.h. $\mathfrak{P}$ wird durch
eine geeignete Decktransformation in einen gegebenen, zu ihm kon-
jugierten Punkt \"ubergefuhrt. Ferner besitzt nach der galoisschen
Theorie jeder zu $\mathfrak{P}$ konjugierte Primdivisor (also auch Punkt) eine
gleiche Verzweigungsordnung, $w.z.b.w$ .

Satz 6. $ E\epsilon$ sei $\mathfrak{S}$ eine $ge$schlossene RIEMANNsche Flache und $\overline{\mathfrak{S}}$

eine unverzweigte, unbegrenzte und regulare UberlagerungsjZdche \"uber
$\mathfrak{S}$ . Ist dann $\overline{\mathfrak{S}}$ \"uber $\mathfrak{S}$ pndlich-blattrig, so ist $\overline{\mathfrak{S}}$ eine geschlossene
RIEMANNsche Flache, und der zu $\overline{\mathfrak{S}}(jeh\dot{o}$rige algebraische $Funkt|,on\epsilon n-$

korper $\overline{K}$ ist galot,ssch und unverzweigt \"uber dem zu $\mathfrak{S}$ gehorigen Funk-
tionenkorper $K$.

Beweis. Wir triangulieren zunachst die Fl\"ache $\mathfrak{S}$ und bezeichnen
die so entstehende Fl\"ache mit $\mathfrak{S}_{0}$ . Da @ ilber $\mathfrak{S}$ unverzweigt, un-
begrenzt ist, so kann man leicht die Triangulierung von $\mathfrak{S}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$

Ubertragen, und zwar entspricht einem Dreieck auf $\overline{\mathfrak{S}}$ stets em
Dreieck auf $\mathfrak{S}_{0}$ als Spur. Da $\overline{\mathfrak{S}}$ \"uber $\mathfrak{S}$ endlich-bl\"attrig ist, so liegen
\"uber einem beliebigen Dreieck von $\mathfrak{S}_{0}$ endlich viele Dreiecke von

$\overline{\mathfrak{S}}$ ; d.h. $\overline{\mathfrak{S}}$ ist eine geschlossene Fl\"ache.
Ist nun $\mathfrak{P}$ ein Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ und $\mathfrak{p}$ sein Spurpunkt, so kann man

eine Ortsuniformisierende von $\mathfrak{p}$ gIeichzeitig als eine von $\mathfrak{P}$ benutzen,

weil es einander hom\"oomorphe Umgebungen von $\mathfrak{p}$ und $\mathfrak{P}$ gibt.
$Dah\dot{e}r$ ist $\mathfrak{S}$ in $\overline{\mathfrak{S}}$ enthalten. Weil jedem Punkt auf

pt

umkehrbar
eindeutig ein Primdivisor aus $\overline{K}$ und zwar einem verzweigten bzw.
unverzweigten Punkt ein verzweigter bzw. unverzweigter Primdi-
visor entspricht, so ist $\overline{K}$ nach Voraussetzung uber $K$ unverzweigt.
$DaB\overline{K}$ \"uber $K$ galoissch ist, folgt nach Satz 5 aus der RegularItat

von $\dot{(}\overline{\tilde{o}}$ uber $\mathfrak{S}$ .
Satz 7. Es sei $K$ ein algebraischer $Funktionenk\dot{o}$rper und $\overline{K}$ eine

endliche, galoissche Erweiterung \"uber K. Dann ist die RIEMANNsche
Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ von $K$ regul\"ar \"uber der RIEMANNschen Flache $\mathfrak{S}$ von $K^{(1)}$ .

Beweis. Wir bezeichnen mit $x,$ $z$ eine Erzeugung von $\overline{K}$ uber
dem komplexen Zahlk\"orper, wo $x$ eine eindeutige $ana\underline{ly}tische$ Funk-
tion aus $K$ bezeichnet. Ist $\mathfrak{P}$ ein Primdivisor aus $K$ , so definiert

(1) M. DEURING, $ioc$ . cit., S. 102.
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man die Anwendung eines Automorphismus $\theta$ von $\overline{K}/K$ auf $\mathfrak{P}$ in
gel\"aufiger Weise.

Es wird dann klar, was fUr ein Punkt unter $\mathfrak{P}^{\theta}$ verstanden sein
soll, wenn $\mathfrak{P}$ den $\mathfrak{P}$ zugeordneten Punkt bedeutet. Nun bilden wir
aus $\overline{\mathfrak{S}}$ und $\mathfrak{S}$ bzw. die Stammflachen $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ und $\mathfrak{S}^{*}$ , und beschreiben
auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ eine geschlossene stetige Kurve $\overline{c}$ . Wie \"ublich denken wir
uns die Kurve $\overline{c}$ als die Punktmenge $\{\mathfrak{P}_{\lambda}\}$ , welche durch das Inter-
vall $I(0\leqq\lambda\leqq 1)$ definiert und zwar $\mathfrak{P}_{0}=\mathfrak{P}$ gesetzt ist. Dann entsteht
durch Anwendung von $\theta$ auf alle Punkte auf $\overline{c}$ eine Punktmenge
$\leftarrow c^{\prime}=\{\mathfrak{P}_{\lambda}^{0}\rangle$ . Wir behaupten jetzt, daB c’ eine stetige Kurve auf $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$

darstellt. Es sei n\"amlich $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}^{0}$ ein Punkt aus $\overline{c}^{\prime}$ und $\overline{U}_{0}^{\prime}$ eine solche
Umgebung von $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}^{9}$ , daB die Spur $U_{0}$ von $\overline{U}_{0}^{\prime}$ in $\mathfrak{S}^{*}$ mit $\overline{U}_{0}^{\prime}$ hom6-
omorph ist. Offenbar existiert dann eine Umgebung $\overline{U}_{0}$ von $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}$ ,
deren Spur in $\mathfrak{S}^{*}$ ganz in $U_{0}$ gelegen ist. Nun k\"onnen wir ein $\lambda_{0}$

enthaltendes Teilintervall $I_{0}$ von 1 so bestimmen, da6 f\"ur jedes $\lambda$ aus
$I_{0}$ der Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda}$ auf $\leftarrow c$ in $\overline{U}_{0}$ enthalten ist. Der Spurpunkt $\mathfrak{p}_{\lambda}$ von
$\mathfrak{P}_{\lambda}$ ist in $U_{0}$ und infolgedessen der Uber $\mathfrak{p}_{\lambda}$ liegende Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda}^{9}$ in
$\overline{U}_{0}^{\prime}$ enthalten; d.h. $\leftarrow C^{\prime}$ ist stetig.

Da $\overline{c}$ geschlossen, also $\mathfrak{P}_{1}=\mathfrak{P}=\mathfrak{P}_{0}$ ist, so $is^{r}t$ auch $\mathfrak{P}_{1}^{\theta}=\mathfrak{P}_{0}^{9}$ ; d.h.
$\overline{c}^{r}$ ist eine geschlossene Kurve. Weil offenbar die Kurven $\overline{c}$ und $\overline{C}^{\prime}$

dieselbe Spurkurve in $\mathfrak{S}^{*}$ besitzen, so ist $\overline{\mathfrak{S}}^{*}$ regul\"ar \"uber $\mathfrak{S}^{*}$ , w.z.b.w.
Bemerkung. Ist $\overline{K}$ \"uber $K$ galoissch, so ist eine Ortsuniformisie-

rende eines Punktes der RIEMANNschen Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ von $\overline{K}$ gleichzeitig
eine Ortsuniformisierende jedes zu ihm konjugierten Punktes, weil die
Verzweigungsordnungen aller zueinander $ko_{\dot{N}}ugierten$ Punkte auf

$\overline{\mathfrak{S}}$ gleich sind. Aus einem Automorphismus $\theta$ von $\overline{K}/K$ erh\"alt man
durch Anwendung von $\theta$ auf alle Punkte auf $\overline{\mathfrak{S}}$ eine eineindeutige
Abbildung $T$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich. Da3 diese Abbildung $T$ eine hom\"o-
omorphe Abbildung und folglich eine Decktransformation von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf
sich ist, kann man ohne Heranziehung der Stammfl\"achen mit Hilfe
der Ortsuniformisierenden der Punkte direkt beweisen.

\S 4. Unverzweigte abelsche Erweiterungen und abelsche
\"Uberlagerungsfl\"achen.

Es bedeutet $\mathfrak{S}$ eine geschlossene RIEMANNsche Flache vom Ge-
schlecht $g$ . Dann existiert l\"uber $\mathfrak{S}$ die \’Uberlagerungsfl\"ache $\mathfrak{S}^{(0)}$ der
Intergralfunktionen auf $\mathfrak{S}^{(1)}$ , auf welcher jede Integralfunktion auf

(1) H. WSYL, loc. cit., S. 74.
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$\mathfrak{S}$ eine eindeutige analytische Funktion wird. Dabei erweist sich
$\mathfrak{S}^{\langle 0)}$ als eine unverzweigte, unbegrenzte, regul\"are \’Uberlagerungs-
fl\"ache, deren Decktransformationsgruppe $\mathfrak{T}^{(0)}$ auf sich abelsch ist.
Nennt man nun nach Herm H. WEYL eine unverzweigte, unbegrenzte,
regul\"are \"Uberlagerungsfl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ \"uber $\mathfrak{S}$ abelsch, wenn ihre Decktrans-
formationsgruppe auf sich abelsch ist, so ist jede abelsche tiber-
lagerungsflache in dem in \S 2 definierten Sinne stets in $\mathfrak{S}^{(0)}enthalten^{\langle 1)}$ .
Und zwar ist eine stetige Kurve auf $\overline{\mathfrak{S}}$ stets geschlossen, wenn ihre
Spurkurve auf $\mathfrak{S}$ auch die einer geschlossenen Kurve auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ ist.
Die Decktransformationsgruppe von $\mathfrak{S}^{(0)}$ auf sich ist eine freie Gruppe
von 2 $g$ freien Erzeugenden.

Es sei nun $\mathfrak{H}$ eine Untergruppe von $\mathfrak{T}^{(0)}$ , deren Index endlich ist.
Dann kann man aus jedem Punkt $\mathfrak{P}^{\langle(1)}$ auf $\mathfrak{S}^{\langle(1)}$ stets eine Menge $\mathfrak{P}$

von den zu $\mathfrak{P}^{\langle 0)}$ konjugierten Punkten (in bezug auf $\mathfrak{S}$) konstruieren,
indem man auf $\mathfrak{P}^{(0)}$ alle Transformationen aus $\mathfrak{H}$ anwendet. Sind
$\mathfrak{P},$ $\mathfrak{Q}$ zwei wie oben definierte Punktmengen, so sind $\mathfrak{P},$

$\mathfrak{Q}$ entweder
identisch oder elementfremd. Denn besitzen $\mathfrak{P},$ $\mathfrak{Q}$ einen Punkt $\mathfrak{P}^{(0)}$

auf $\mathfrak{S}^{\langle 0)}$ gemeinsam, so sind offenbar nach Definition $\mathfrak{P}\subseteqq \mathfrak{Q}$ und
$\mathfrak{Q}\subseteqq \mathfrak{P},$ $w.z.b$ . $w$ . Wir betrachten‘ nun die Menge $\overline{\mathfrak{S}}$ , welche aus
den samtlichen verschiedenen, oben definierten Punktmengen besteht,
und nennen jedes EleMent aus $\overline{\mathfrak{S}}$ auch einfach einen Punkt. Wenn
$\mathfrak{P}$ ein beliebiger Punkt aus $\overline{\mathfrak{S}}$ und $\mathfrak{P}^{(0)}$ ein zu $\mathfrak{P}$ geh\"origer Punkt auf
$\mathfrak{S}^{\langle 0)}$ ist, so entsteht aus einer Umgebung $V$ von $\mathfrak{P}^{(0)}$ eine Teilmenge
$\overline{U}$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ , indem man jedem Punkt aus $V$ den ihn enthaltenden
Punkt aus $\overline{\mathfrak{S}}$ zuordnet. Ber\"ucksichtigt man nun, daB $\mathfrak{S}^{(0)}$ \"uber $\mathfrak{S}$

unverzweigt ist, so best\"atigt man leicht, da6 $\overline{U}$ die Umgebungsaxiome
erf\"ullt; man nennt also $\overline{U}$ die zu $V$ gehorige Umgebung von $\mathfrak{P}$ .

Es seien nun $\mathfrak{P},$
$\mathfrak{Q}$ beliebige Punkte aus $\overline{\mathfrak{S}}$ . Dann greifen wir

aus $\mathfrak{P},$
$\mathfrak{Q}$ bzw. die Punkte $\mathfrak{P}^{\langle 0)}$ und $\mathfrak{Q}^{(0)}$ auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ heraus und ver-

binden $\mathfrak{P}^{0)}$ mit $\mathfrak{Q}^{(0)}$ durch $eIne$ stetige Kurve $c^{\langle 0)}$ auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ , welche
wie iiblich durbh ein Intervall $I(0\leqq\lambda\leqq 1)$ definiert ist; insbesondere
sind dabei $\mathfrak{P}^{(0)}=\mathfrak{P}_{0}^{1^{(1)}}$ und $\mathfrak{Q}^{t0)}=\mathfrak{P}_{1}^{t0)}$ gesetzt. Wenn man durch $\mathfrak{P}_{\lambda}$

einen Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda}^{(0)}$ auf $c^{\langle 0)}$ enthaltenden Punkt aus $\overline{\mathfrak{S}}$ bezeichnet, so
entsteht aus $c^{(0)}$ eine Punktmenge $\overline{c}$ aus $\overline{\mathfrak{S}}$ , welche aus allen Punkten
$\mathfrak{P}\lambda(0\leq\lambda\leqq 1)$ besteht, wobei besonders EJS $=\mathfrak{P}_{0}$ und $\mathfrak{Q}=\mathfrak{P}_{1}$ sind. Ist
nun $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}$ ein Punkt auf $\overline{c}$ und $\overline{U}_{\lambda_{0}}$ eine Umgebung von $\mathfrak{P}\lambda_{0}$ , so gibt
es nach Definition einen in $\mathfrak{P}\lambda_{0}$ enthaltenen Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}^{(0)^{\prime}}$ auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ und
eine Umgebung $V_{\lambda_{0}}^{\prime}$ von $\mathfrak{P}\}_{0}^{())^{\prime}}$ derart, $da6\overline{U}_{\lambda_{0}}$ die zu $V_{\lambda}^{\prime}0$ geh\"orige

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 175.
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Umgebung ist. Da offenbar $\mathfrak{P}^{\langle(\})^{\prime}}\Lambda_{0}$ ein konjugierter Punkt zu $\mathfrak{P}_{\lambda_{(1}}^{\{0)}$ auf
$c^{(0)}$ ist und infolgedessen eine Decktransformation $T^{t0)}$ aus $\mathfrak{H}$ existiert,
welche $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}^{\langle(1)^{\prime}}$ in $\mathfrak{P}_{A_{0}}^{(0)}$ uberf\mbox{\boldmath $\iota$}\"uhrt, so geht durch $T^{(0)}$ die Umgebung $V_{\lambda_{0}}^{\prime}$

in eine $\mathfrak{P}^{(0)}$ enthaltende Punktmenge $V_{\lambda_{0}}$ \"uber, die, wie leicht bes-
tatigt, eine Umgebung von $\mathfrak{P}1_{0}^{0)}$ bildet. Nach der Konstruktion von
$V_{\lambda_{0}}$ ist $\overline{U}_{\lambda_{0}}$ die zu $V_{\lambda_{0}}$ geh\"orige Umgebung von $\mathfrak{P}_{\lambda_{0}}$ Weil $c^{\langle 0)}$ eine
stetige Kurve ist, so gibt es ein 20 enthaltendes Teilintervall
$I_{0}(0\leqq|\lambda-\lambda_{0}|<e, \epsilon>0)$ derart, $da[3$ f\"ur jedes $\lambda$ aus $I_{0}$ der Punkt
$\mathfrak{P}1^{t)})$ zu $V_{\lambda_{0}}$ geh\"ort. Der $\mathfrak{P}1^{0)}$ enthaltende Punkt $\mathfrak{P}_{\lambda}$ aus $\overline{\mathfrak{S}}$ ist offen-
bar in $\overline{U}_{\lambda_{0}}$ gelegen; d.h. $\overline{c}$ ist eine stetige Kurve, welche $\mathfrak{P}$ mit $\mathfrak{Q}$

verbindet. Somit ist gezeigt, $daB$ nt ein Gebiet bildet.
Die in einem Punkt $\mathfrak{P}$ aus $\overline{\mathfrak{S}}$ enthaltenen Punkte auf $\mathfrak{S}^{t0)}$ besit $\cdot$

zen denselben Spurpunkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ . Wenn man also $\mathfrak{P}$ den Punkt $\mathfrak{p}$

zuordnet, so wird dadurch eine eindeutige Zuordnung $\varphi$ von $\mathfrak{S}$ auf
$\mathfrak{S}$ hergestellt. Offenbar existiert zu jedem Punkt $\mathfrak{P}$ aus $\overline{\mathfrak{S}}$ eine Um-
gebung $\overline{U}$ von $\mathfrak{P}$ , welche durch $\varphi$ hom\"oomorph auf eine Umgebung
des Spurpunktes $\mathfrak{p}$ abgebildet wird; d.h. $\mathfrak{S}$ ist Uber $\mathfrak{S}$ unverzweigt.

Es sei $\mathfrak{p}$ ein beliebiger Punkt und $c$ eine stetige Kurve in $\mathfrak{S}$ .
Ist dann $\mathfrak{P}$ ein uber $\mathfrak{p}$ liegender Punkt aus $\text{・^{}-}\dot{\overline{\tilde{o}}}$ (d.h. $\mathfrak{p}$ ist der Spur-
punkt von $\mathfrak{P}$), so gibt es eine einzige stetige Kurve in $\overline{\mathfrak{S}}$ , welche
vom Punkt $\mathfrak{P}$ ausgeht und deren Spurkurve gerade $c$ ist. Denn ist
$\mathfrak{P}^{(,)}$ ein zu $\mathfrak{P}$ geh\"origer Punkt auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ , so gibt es eine vm $\sigma,\beta^{(0)}$ aus-
gehende Kurve $c^{(0)}$ , deren Spurkurve $c$ ist; aus $c^{(0)}$ entsteht wie oben
eine stetige Kurve $\overline{c}$ in $\overline{\mathfrak{S}}$ , welche $c$ als Spurkurve besitzt. Die
Eindeutigkeit der Kurve $\overline{c}$ folgt ohne weiteres aus der Unverzweigt-
heit vm $\mathfrak{S}$ uber $\mathfrak{S}$ . Nun kann man die Triangulierung der Fl\"ache
$\mathfrak{S}$ sofort auf das Gebiet $\overline{\mathfrak{S}}$ ubertragen; d.h. $\overline{\mathfrak{S}}$ wird eine Flache,
und zwar ist es eine unverzweigte, unbegrenzte $t$)$berlagerungsfl\ddot{a}che$
\"uber $\mathfrak{S}$ . Wir wollen $\ddagger m$ weiteren Verlauf $\overline{\mathfrak{S}}$ die zu $\mathfrak{H}$ geh\"orige
Flache nennen.

Es sei $T^{(0)}\mathfrak{H}$ eine Nebengruppe der Decktransformationsgruppe
$\mathfrak{D}^{(0)}$ nach $\mathfrak{H}$ und $\mathfrak{P}^{(0)}$ ein beliebiger Punkt, welcher zu einem Punkt
$\mathfrak{P}$ aus $\overline{\mathfrak{S}}$ geh\"ort. Dann geh\"oren die Punkte $\mathfrak{P}^{(0)}T^{(0)}H$ in einem und
demselben Punkt $\mathfrak{P}^{\prime}$ aus $\mathfrak{S}$ , wenn $H$ alle Transformationen aus $\mathfrak{H}$

durchl\"auft. Ferner ist $\mathfrak{P}^{\prime}$ von der Wahl der Punkte $\mathfrak{P}^{(0)}$ aus $\mathfrak{P}$

unabhangig. Wenn $\mathfrak{P}$ alle Punkte aus $\overline{\mathfrak{S}}$ durchlauft, so entsteht
durch die Zuordnung $\mathfrak{P}\rightarrow \mathfrak{P}^{\prime}$ eine Transformation $T$ der Gesamtheit
aller Punkte aus $\overline{\mathfrak{S}}$ in sich. Wir ordnen dabei $T$ der Nebengruppe

(1) H. WEYL, loc. cit., S. 49.
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$T^{(0)}\mathfrak{H}$ zu. Die Transformation $T$ ist eine Abbildung vm $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich.
Denn ist $\mathfrak{Q}$ ein Punkt aus $\overline{\mathfrak{S}}$ , so gibt es in $\mathfrak{Q}$ einen Punkt $\mathfrak{Q}^{(0)}$ auf
$\mathfrak{S}^{(0)}$ und folglich einen Punkt $\mathfrak{Q}^{t0)}T^{(0)-1}$ auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ ; der $\mathfrak{Q}^{(0)}T^{(0)-1}$ ent-
haltende Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ geht durch Anwendung vm $T$ sicher in $\mathfrak{Q}$

Uber, $w.z.b.w$ . Wir bezeichnen im folgenden mit $\mathfrak{D}$ die Gesamtheit
all.er oben definierten Trahsformationen vm $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich.

Sind nun $T_{1}^{(0)}\mathfrak{H},$ $T_{2}^{\langle 0)}\mathfrak{H}$ verschiedene Nebengruppen vm $\mathfrak{D}^{(0)}$ nach
$\mathfrak{H}$ , und $T_{1},$ $T_{2}$ bzw. die $\tau_{\iota^{(0)}}\mathfrak{H},$ $\tau_{\epsilon^{(0)}}\mathfrak{H}$ zugeordneten Transformationen
von $\mathfrak{S}$ auf sich, so geht jeder Punkt $\mathfrak{P}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ bei Anwendung von
$T_{1}$ und $\tau_{g}$ in verschiedene Punkte $\mathfrak{P}T_{1}$ und $\mathfrak{P}T_{2}$ Uber. Denn sonst
existierte ein Punkt $\mathfrak{P}^{(0)}$ auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ , fur den $\mathfrak{P}^{(0)}T_{1}^{(0)}=\mathfrak{P}^{(0)}Tz^{(0)}H$ fur
eine geeignete Transformatim $H$ aus $\mathfrak{H}$ gelten so11; weil $\mathfrak{S}^{(0)}$ eine
unverzweigte, unbegrenzte, regulare Uberlagerungsflache Uber $\mathfrak{S}$

ist, so m\"utSte $T_{1}^{(0)-1}T_{1}^{(0)}H$ die Einheitstransformation sein, was aber
unmOglich ist. Wenn also $n$ den Index vm $\mathfrak{D}^{\{0)}$ nach $\mathfrak{H}$ bezeichnet,
so liegen nach dem oben Gezeigten uber iedem Punkt auf $\mathfrak{S}$ genau
$n$ verschiedene Punkte aus $\mathfrak{S}$ .

Zu beliebigen Transformationen $T_{1},$ $\tau_{g}$ aus $\mathfrak{D}$ definieren wir das
Produkt $T_{1}T_{2}$ vm $T_{1}$ mit $T_{2}$ wie folgt: Auf jeden Punkt $\mathfrak{P}$ aus $\overline{\mathfrak{S}}$

wende man zunachst $T_{1}$ und dann auf den so entstandenen Punkt
$\mathfrak{P}T_{1}$ die Transformation $T_{2}$ an: $\mathfrak{P}T_{1}T_{2}=(\mathfrak{P}T_{1})$ Ta. Dann ist $T_{1}T_{l}$ eine
Transformation aus $\mathfrak{D}$ , welche der Nebengruppe $\tau_{\iota^{(0)}\mathfrak{H}\cdot T_{\epsilon^{(0)}}\mathfrak{H}=T_{1}^{(0)}T_{2}^{(0)}\mathfrak{H}}$

zugeordnet ist, wenn $T_{1},$ $T_{2}$ bzw. die $T_{1}^{\langle 0)}\mathfrak{H},$ $\tau_{s^{(0)}\mathfrak{H}}$ zugeordneten
Transformationen bezeichnen. Denn ist $\mathfrak{P}^{(0)}$ ein zu $\mathfrak{P}$ geh6riger Punkt
$auf\cdot \mathfrak{S}^{0)}$ , so gehort $\mathfrak{P}^{(0)}T_{1}^{(0)}$ zu $\mathfrak{P}T_{1}$ und folglich $(\mathfrak{P}^{(0)}T_{1}^{(0)})T_{2}^{(0)}=\mathfrak{P}^{(0)}T_{1}^{(0)}T_{l}^{(0)}$

zu $(\mathfrak{P}T_{1})T_{8}=\mathfrak{P}T_{1}T_{I},$ $w.z.b.w$ . Ersichtlich existiert in $\mathfrak{D}$ die Ein-
heitstransformation und zu ieder Transformation ihre inverse. Somit
ist bewiesen, $daB\mathfrak{D}$ eine der Faktorgruppe $\mathfrak{D}^{(0)}/\mathfrak{H}$ isomorphe Gruppe
bildet.

Es sei $\mathfrak{P}$ ein Punkt auf $E$ und $\mathfrak{P}^{(0)}$ ein beliebiger, zu $\mathfrak{P}$ geh6ri-
ger Punkt auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ . Ist dann $T^{\{0)}$ eine Decktransformatim aus $\mathfrak{D}^{(0)}$ ,
so geht eine Umgebung $V$ von $\mathfrak{P}^{(0)}$ auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ durch Anwendung von
$T^{(0)}$ in die Umgebung $VT^{(0)}$ vm $\mathfrak{P}^{t0)}T^{(0)}$ uber, wobei $V$ und $VT^{(0)}$

einander hom\"oomorph sind. Wenn man mit $T$ die der Nebengruppe
$T^{(0)}\mathfrak{H}$ zugeordnete Transformation aus $\mathfrak{D}$ bezeichnet, so entsprechen
$V$ und $VT^{(0)}$ bzw. die Umgebungen von $\mathfrak{P}$ und $\mathfrak{P}T$, welche unter
$T$ einander hom6omorph sind. Die El\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ ist daher bei Anwen-
dung einer Transformatim $T$ aus $\mathfrak{D}$ hom\"oomorph auf sich abgebildet
und zwar ist jeder Punkt auf $\overline{\mathfrak{S}}$ in einen zu ihm $ko_{\dot{0}}ugierten$ Punkt
ubergefUhrt; d.h. $T$ ist eine Decktransformatim vm $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich.
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Ist nun $\overline{c}$ eine geschlossene, stetige Kurve auf @, so geht es bei
Anwendung einer Transformation $T$ aus $\mathfrak{D}$ in eine geschlossene Kur-
ve $\overline{c}T$ \"uber, weil $\overline{\mathfrak{S}}$ durch $T$ hom\"oomorph auf sich abgebildet wird;
d.h. die Flache $\overline{\mathfrak{S}}$ ist \"uber $\mathfrak{S}$ regul\"ar. Hieraus schlieBt man ohne
weiteres folgenden

Satz 8. Es sei $\mathfrak{S}^{\langle 0)}$ die \"Uberlagerungsfl\"ache der Integralfunktionen
einer geschlossenen RIEMANNschen $Fla$che $\mathfrak{S}$ und $\mathfrak{H}$ eine Untergruppe
von endlichem Index in der Decktransformationsgruppe $\mathfrak{D}^{\langle 0)}$ von $\mathfrak{S}^{\langle 0)}$

$a?\{fsich$ . Dann ist die zu $\mathfrak{H}geh\dot{o}$rige Flache $\overline{\mathfrak{S}}$ eine unverzweigte, un-
begrencte, regulare Uberlagerungsflache \"uber $\mathfrak{S}$ , und die $Decktran^{q}for-$

mationsgruppe von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich ist isomorph der Faktorgruppe $\mathfrak{D}^{(0)}/\mathfrak{H}$

Wir betrachten nun Uber dem zu $\mathfrak{S}$ geh\"origen, algebraischen
Funktionenk\"orper $K$ eine unverzweigte abelsche Erweiterung $L$ von
endlichem Grade. Dabei ist die Galoisgruppe $\mathfrak{G}$ von $L/K$ als eine
abelsche Gruppe vom Exponenten $p^{m}$ vorausgesetzt, wo $p$ eine Prim-
zahl bedeutet. Wir wollen ${\rm Im}$ folgenden zeigen, dalS $\mathfrak{G}$ vom h\"ochstens
2 g-gliedrigen Typus ist, wenn $g$ das Geschlecht vm $\mathfrak{S}$ bezeichnet.
Offenbar ist die RIEMANNsche Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ von $L$ eine abelsche Uber-
lagerungsfl\"ache \"uber $\mathfrak{S}$ ; infolgedessen ist es in $\mathfrak{S}^{\langle 0)}$ enthalten. Ist $c$

eine geschlossene, stetige Kurve auf $\mathfrak{S}$ und $\mathfrak{p}$ ein Punkt auf $c$ , so
ist der Endpunkt der stetigen Kurve $\overline{c}$ auf $\overline{\mathfrak{S}}$ , deren Anfangspunkt
ein iiber $\mathfrak{p}$ liegender Punkt $\mathfrak{P}$ ist und deren Spurkurve $c$ ist, ein zu
$\mathfrak{P}$ konjugierter Punkt $\mathfrak{P}^{\prime}$ . Aus der Zuordnung $\mathfrak{P}\rightarrow \mathfrak{P}^{\prime}$ entsteht also
$e\ddagger ne$ Decktransformatim $T$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich, welche $\mathfrak{P}$ in $\mathfrak{P}^{\prime}$ \"uber-
fUhrt. Wie man leicht bestatigt, ist die Transformation $T$ vm ‘der
Wahl der Punkte $\mathfrak{P}$ unabh\"angig; d.h. einer geschlossenen Kurve $c$

auf $\mathfrak{S}$ entspricht eindeutig eine Decktransformation vm $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich.
Wir legen nun einen Punkt $\mathfrak{p}$ auf $\mathfrak{S}$ fest. Eine geschlossene, stetige
Kurve $c$ auf $\mathfrak{S}$ , die von $\mathfrak{p}$ ausgeht und an $\mathfrak{p}$ endet, heiBt nach Herrn
H. WEYL ,, der Null homolog “, wenn $c$ die Spurkurve einer gesch-
lossenen Kurve auf $\mathfrak{S}^{(0)}$ ist. Offenbar bildet die Gesamtheit aller
der Null homologen Kurven, die von $\mathfrak{p}$ ausgehen und an $\mathfrak{p}$ enden,
eine additive Gruppe $\Gamma_{0}$ . Da $\overline{\mathfrak{S}}$ in $\mathfrak{S}^{(0)}$ enthalten ist, so entspricht
einer $0$ homologen Kurve $c$ auf $\mathfrak{S}$ in der obigen Weise die identische
Decktransformation von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich. Nun betrachten wir die Gesamt-
heit $\Gamma_{1}$ aller derjenigen geschlossenen Kurven auf $\mathfrak{S}$ , welche vm $\mathfrak{p}$

ausgehen und an $\mathfrak{p}$ enden, und welche der identischen Decktransfor-
mation von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich entsprechen. Offenbar bildet $\Gamma_{1}$ eine additive
Gruppe, welche sicher eine Untergruppe der $\Gamma$ aller geschlossenen
stetigen Kurven auf $\mathfrak{S}$ ist, welche von $\mathfrak{p}$ ausgehen und in $\mathfrak{p}$ enden.
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Ferner enbprIcht jeder geschlossenen Kurve aus einer Klasse von
$\Gamma$ nach $\Gamma_{1}$ eine und dieselbe $Decktrans_{L}^{f}ormation$ von $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich, und
aus verschiedenen Klassen von $I^{v}$ nach $\Gamma_{1}$ entstehen verschiedene
Decktransformationen von $\mathfrak{S}$ auf sich. Wie man sich leicht Uber-
zeugt, ist die Decktransformationsgruppe $\mathfrak{D}$ vm $\overline{\mathfrak{S}}$ auf sich isomorph
zu $\Gamma/I_{1}$ . Da nach Satz 7 $\mathfrak{D}$ der Galoisgruppe $\mathfrak{G}$ vm $L/K$ isomorph
ist, so gilt:

$\mathfrak{G}\cong\Gamma/\Gamma_{1}\cong \mathfrak{D}$ ;

d.h. $\Gamma/\Gamma_{1}$ ist eine Gruppe vom Exponenten $p^{m}$ . Hieraus schlietSt man
ohne Schwierigkeit, $da8\Gamma/\Gamma_{1}$ vm endlichem Index und zwar vom
hochstens 2 g-gliedrigen Typus ist, weil die Faktorgruppe $\Gamma/\Gamma_{0}$ eine
freie Gruppe vom 2 g-gliedrigen Typus ist und $p$ eine Primzahl be-
zeichnet.

Somit haben wir folgenden Satz bewiesen:
Satz 9. Es sei $L$ eine endliche, unverzweigte, abelsche Erweiterung

\"uber dem zu $\mathfrak{S}$ gehorigen algebraischen Funktionenkorper $K$, und die
Galoisqruppe $\mathfrak{G}$ von $L$ nach $K$ vom Exponenten $p^{m},$ $wop$ ein $e$ Prim-
zahl und $m$ eine nati’rliche Zahl bezeichnet. Ist dann $g$ das GescMecht
von $\mathfrak{S}$ , so ist die Gruppe $\mathfrak{G}$ abelsch vom hochstens 2 g-ghedrigen Typus,
und infolgedessen ist die Ordnung von $\mathfrak{G}$ nicht $gr0B$er als $p^{2mg}$ .

Wir beweisen nun folgenden
Satz 10. Es sei $K$ ecn algebraischer Funktionenkorper einer Ver-

\"anderlichen vom Gesehlecht 2 $g$ und $p$ eine Primzahl. Dann btldet die
. Gesamtheit aller Divisorenklassen $\tau\cdot om$ Exponenten $p^{m}(m\geqq 0)$ aus $K$

eine abelsche Gmppe vom 2 g-gliedrigen Typus $(p^{m}, \ldots., p^{m})$ .
Beweis. Wir bezeichnen mit $\mathfrak{S}$ die RIEMANNsche Flache vm $K$.

Wenn $S_{1},$
$\ldots.,$

$S_{2g}$ ein System der freien Erzeugenden der Decktrans-
formationsgruppe $\mathfrak{D}^{(0)}$ der \’Uberlagerungsflaehe der Integralfunktionen
auf $\mathfrak{S}$ bezeichnen, so existiert nach Satz 8 ein zur Gruppe $\mathfrak{H}=(S_{1}^{p^{m}}$ ,
....., $S_{2g}^{p^{m}}$) geh\"origer algebraischer Funktionenk\"orper $L^{(1)}$ , welcher
\"uber $K$ unverzweigt und abelsch ist. Dabei ist die GaloisgruPpe $\mathfrak{G}$

von $L/K$ nach den S\"atzen 5 und 8 isomorph der Faktorgruppe $\mathfrak{D}^{\{())}/\mathfrak{H}$

Nun existiert eine Untergruppe $\mathfrak{U}$ der Divisorenklassengruppe
von $K$ derart, dab $\mathfrak{U}$ aus allen und nur allen Divisorenklassen be-
steht, welche in $L$ in die Hauptklasse $ubergeh^{\backslash }en$ . Ferner ist $\mathfrak{U}$ der
Galoisgruppe vm $L/K$ isomorph, $\mathfrak{U}$ ist also eine abelsche Gruppe

(1) Es existiert nach Satz 8 eine zu $\mathfrak{H}$ geh\"orige RJEAANNsche Flache $\overline{\mathfrak{S}}$ , und $L$

ist der zu $\overline{\mathfrak{S}}$ geh\"orige Funktionenk\"orper.
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vom 2 g-gliedrigen Typus $(p^{m}, \ldots., p^{m})^{(1)}$ .
Es sei $A$ eine DIvisorenklasse vom Exponenten $p^{m}$ aus K. Dann’

gibt es $eIne$ zyklische unverzweigte Erweiterung $L^{\prime}$ , in der $A$ die
Hauptklasse wird, und die Galoisgruppe vm $L^{\prime}/K$ ist isomorph $\det$

von $A$ erzeugten $D\ddagger visorengruppe^{\langle 2)}$ ; d.h. die Galoisgruppe vm $L^{\prime}/K$

ist auch vom Exponenten $p^{m}$ . Bildet man nun das Kompositum
$LL^{\prime}$ vm $L$ and $L^{\prime}$ , so schlieBt man zun\"achst, daB $LL^{\prime}$ uber $K$ un-
verzweigt abelsch und auch vom ExPonenten $p^{m}$ ist(3). Dann gilt
einerseits nach Satz 9

$[LL^{\prime} : K]\leq p^{2mg}$ ,

und anderseits

$[LL : K]=[LL^{\prime} : L][L : K]=[LL^{\prime} : L]p^{2m}$ ,

woraus $LL^{\prime}=L$ folgt. $L^{\prime}$ ist also in $L$ enthalten; d.h. $A$ geht in $L$

in die Hauptklasse Uber, daher ist $A$ in $\mathfrak{U}$ enthalten, w.z. $b.w$ .
Ist nun $ne\ddagger ne$ nat\"urliche Zahl und $n=p_{1}^{e_{1}}\ldots.p_{r^{e_{r}}}$ die Prim-

faktorzerlegung vm $n$ , so gibt es zu jeder Primzahl $p_{*}$
. die Divisoren-gruppe $\mathfrak{U}_{i}$ , welche aus allen und nur allen Divisorenklassen vom

Exponenten $p_{i^{e_{i}}}$ von $K$ besteht. Ist $A$ eine Divisorenklasse vom Ex-
ponenten $n$ , so ist. bekanntlich $A$ als Produkt aus Divisorenklassen
$A_{1},\ldots.,$ $A_{r}dar8tellbar$ , deren Exponenten bzw. $p_{1^{e_{1}}},$

$\ldots.,$
$p_{r}^{e_{r}}$ sind.Daher gilt fUr die Divisorengruppe $\mathfrak{U}$ vom Exponenten $n$ aus $K$ die

folgende direkte Produktdarstellung:

$\mathfrak{A}=\mathfrak{U}_{1}x\ldots.x\mathfrak{U}_{r}$ .
Hieraus folgt ohne weiteres:

Satz 11. Die Anzahl der Gesamtheit aller Divisorenklassen vom
$Ex\infty nentenn$ aus $K$ ist gleich $n^{2g}$ .

Bemerkung. Es sei $\mathfrak{a}$ ein Divisor aus dem zu $\mathfrak{S}$ geh\"origen Funk-
tionenkUrper $K$, dessen Ordnung gleich $n$ ist, d.h. $a^{n}$ ist ein Haupt-
divisor aus $K$. Dann existiert eine unverzweigte zyklische Erweite-rung $Z$ vom Grade $n$ , in der $\mathfrak{a}$ ein Hauptdivisor wird. Es gibt

(1) M. DEURING, loc. cit., S. 95-97,
(2) M. DEURING, loc. cit., S. 92-93.
$t3)$ Vgl. hierzu etwa H. HASSE, Aufgaoensammlung zur hbheren Algebra,

Sammlung G6schen (1934), S. 146-147.
(4) M. DEURING, loc. cit., S. 92-94.
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daher in $Z$ ein Element $z$ , welches dem Divisor a zugeordnet ist.
Ferner gilt die Gleichung:

$z^{n}-a=0$ ,

wo $z_{0}$ ein Element aus $K$ bezeichnet. Offenbar ist $z$ eine eindeutige
analytische Funktim auf der RIEMANNschen Fl\"ache $\overline{\mathfrak{S}}$ von $Z$. Ist
nun $\mathfrak{P}$ ein beliebiger Punkt mit einer Ortsuniformisierenden $t$ auf

$\overline{\mathfrak{S}}$ , so ordnen wir dem Spurpunkt $\mathfrak{p}$ vm $\mathfrak{P}$ auf $\mathfrak{S}$ die t-Entwicklung
$P(t)$ vm $z$ bei $\mathfrak{P}$ zu. Dadurch entsteht aus $z$ eine analytische (im
allgemeinen mehrdeutige) Funktion $z^{*}$ auf $\mathfrak{S}$ . Wenn man die Funk-
tim $P(t)$ langs einer geschlossenen Kurve auf $\mathfrak{S}$ bis nach $\mathfrak{p}$ analy-
tisch fortsetzt, so erhalt man eine Funktion $P^{\prime}(t)$ , welche der t-Ent-
wicklung der Funktion $z$ bei einem zu $\mathfrak{P}ko_{\dot{N}}ugierten$ Punkt $\mathfrak{P}^{\prime}$ auf

$\overline{\mathfrak{S}}$ zugeordnet ist. Da $P^{\prime}(t)$ der Gleichung $z^{n}-z_{0}=0$ in einer gewissen
t-Umgebung vm $\mathfrak{P}$

‘ identisch genUgen $muB$ , so ist, wie man leicht
bestatigt, $P(t)$ vm $P(t)$ um eine n.te Einheitswurzel verschieden;
d.h. $z^{*}$ ist eine Wurzelfunktion auf $\mathfrak{S}$ .

Umgekehrt kann man ohne Schwierigkeit beweisen, daB eine
Wurzelfunktion auf $\mathfrak{S}$ in einer gewissen abelschen Oberlagerungs-
fl\"ache uber $\mathfrak{S}$ eindeutig analytisch $w\ddagger rd^{(1)}$ , weil einer Wurzelfunktion
auf $\mathfrak{S}$ stets ein Divisor vom Grade $0$ aus $K$ zugeordnet ist.

(1) M. DEURING, loc. cit., S. 92-94.
(2) H. WEYL, loc. cit., S. 118.


