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Pour \’etudier le probl\‘eme de SOUSLIN en se basant sur la th\’eorie
des espaces abstraits, $j’ ai$ introduit une nouvelle notion dite “ O-
s\’eparable’’(1) et, comme on a vu, la condition n\’ecessaire et suffisante
pour que la r\’eponse au probleme de SOUSLIN soit affirmative est
que tout ensemble ordonn\’e lin\’eairement sans sauts et sans lacunes
ne soit pas toujours O-s\’eparable.

Nous ne connaissons pas actuellement la solution d\’efinitive du
probleme de SOUSLIN, et nous nous contenterons donc \‘a montrer dans
le chapitre 1 seulement l’existence des espaces abstraits poss\’edant
la propri\’et\’e O-s\’eparable. De plus, nous pourrons voir que les espaces
abstraits donn\’es qui sont O-s\’eparables donneront une r\’eponse n\’egative
\‘a un probleme propos\’e par M.G. $KuREPA(3)$ . Dans le chapitre 2, nous
\’etudierons d’abord quelques propri\’et\’es des espaces abstraits v\’erifiants
le premier axiome de s\’eparabilit\’e (erstes Abz\"ahlbarkeitsaxiom) de

(1) Un espace est dit O-s\’eparable lorsqu’il satisfait \‘a deux conditions suivantes:
a) Il existe au moins une suite d\’ecroissante des ensemliles ouverts du type

Q.
b) Toute suite d\’ecroissante des ensembles ouverts est du type inf\’erieur a $Q2$

Comme on sait, dans un espace quasiaccessible la propri\’et\’e O-s\’eparable est
\’equivalente aux conditions suivantes:

$a^{\prime})$ L’espaee consid\’er\’e est non s\’eparable.
$b^{\prime})$ Soit $\mathfrak{F}=\{E\}\downarrow une$ famille des ensembles non separables de l’espace con-

sid\’er\’e telle que tous les ensembles sont deux \‘a deux disjoints. Alors il
existe une sous-famille $\mathfrak{F}^{*}=\{E_{n}\}(n=1,2,8, \ldots)$ form\’ee d’une inflnit\’e
d\’enombrable des ensembles de $\mathfrak{F}$ telle que, pour chaque ensemble $E$ de
$\mathfrak{F}-\mathfrak{F}^{\star}$ et pour tout ensemble ouvert $O(E)$ contenant $E$ , la partie com-
mune $O(E)\cdot(\sum_{-n1}^{\infty}E_{n})$ n’est pas vide.

Dans ce cas, on dit que l’ensemble $E$ est de O-accumulation de $\mathfrak{F}^{*}$ et que la
famille $\mathfrak{F}$ est O-s\’eparable. Voir ma Note, Le probl\‘eme de SOUSLIN dans les espaces
abstraits, Ces. Jour., t. 8 (1939), p. 41-43.

(2) Ibid., p. 38-43.
(3) G. KUREPA, Les ensembles ordonn\’es et ramifi\’es, Publ. Math. Belgrade, 4

(1935), la note (11) au bas de la page 131.
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M. HAUSDORFF, et en les employant nous chercherons quelques pro-
pri\’et\’es caract\’eristiques des ensembles ordonn\’es lin\’eairements sans
sauts et sans lacunes.

\S 1. Deux exemples des espaces abstraits O-s\’eparables.

1. Dans son article “ Sur $1’ 6quivalence$ de trois propri\’et\’es des
ensembles abstraits’ (1) M. W. $SIERPI\acute{N}$SKI a donn\’e deux exemples des
espaces $\mathfrak{L}$ poss\’edant des propri\’et\’es particulieres, \‘a savoir l’un d’entre
eux possede la propri\’et\’e que tout ensemble non d\’enombrable de
l’espace consid\’er\’e n’est pas s\’eparable, mais contient toujours au
moins un point de condensation et l’autre poss\’ede cette propri\’et\’e-
que tout ensemble non d\’enombrable de l’espace consid\’er\’e est tou-
jours s\’eparable et ne contient aucun point de condensation.

En modifiant la d\’efinition de la d\’erivation de ces espaces donn\’es
par M. SIERPINSKI, nous allons maintenant montrer l’existance de
l’espace O-s\’eparable. Tout d’abord consid\’erons l’espace $R$ de tous
les nombres r\’eels. Comme on sait, l’espace $R$ est parfaitement
s\’eparable et il existe donc une famille {V} d’une infinit\’e d\’enombra-
ble des intervalles telle que, ‘quel que soit le point $x$ de $R$ , la famille
des intervalles $\{V(x)\}$ auxquels $x$ est contenu soit \’equivalente a la
famille, donn\’ee d’avance, des voisinages de $x$ . Or, prenons une suite
transfinie des nombres r\’eels diff\’erents du type $\Omega$ ;

$x_{0},$ $x_{1}$ , . . . . , $x_{l}$ , . . . . $|\Omega$ ,

et d\’esignons par $R^{*}$ l’ensemble de tous les $x_{\alpha}$ . Nous d\’efinirons un
espace $(R^{*}, V^{*})$ comme il suit. Pour un point $x_{\alpha}$ de l’ensemble $R^{*}$

d\’esignons par $\{V(x_{a})\}$ la famille des voisinages dans l’espace $(R, V)$

du point $x_{\alpha}$ et pour un voisinage $V(x_{\alpha})$ d\’efinirons un voisinage $V^{*}(x.)$

dans l’ensemble $R^{*}$ du point $x_{a}$ par le symbole logique:

$[x\in V^{*}(x_{\alpha})]\equiv[(x\in R^{*})\cdot\{x\in V(x_{\alpha})\}\cdot\{(x=x_{f})\rightarrow(a\leq\beta<\Omega)\}]$ .
Ainsi l’ensemble $R^{*}$ peut \^etre consid\’er\’e comme un espace $(R^{*}, V^{*})$

et, comme on peut facilement v\’erifier, il est un espace de M. HAUS-
DORFF. Nous pouvons v\’erifier que l’espace $(R^{*}, V^{*})$ poss\’ede les
propri\’et\’es suivantes:

1o L’espace $(R^{*}, V^{*})$ est hyper-condens\’e en soi.

(1) Fund. Math., t. 2 (1921), p. 178-188.
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$2^{o}$ Tout ensemble non d\’enombrable de l’espace consid6r\’e est
non s\’eparable.

$3^{o}$ L’espace consid\’er6 est O-s\’eparable.

En effet, pour d\’emontrer que la propri\’et\’e 1o est v\’erifi\’e, prenons
un ensemble $E$ non d6nombrab1e de l’espace $(R^{*}, V^{*})$ . Si l’on con-
sid\’ere l’ensemble $E$ comme celui de l’espace $(R, V)$ , il $y$ a dans $E$

au moins un point de condensation de $E$ puisque l’espace $(R, V)$ est
parfaitement s\’eparable. Soit $x_{\alpha}$ un point de condensation dans
l’espace $(R, V)$ de $E$ et appartenant \‘a $E$ . Alors pour chaque
voisinage $V(x_{\alpha})$ de $x_{a}$ . la partie commune $V(x_{\alpha})\cdot E$ est non d\’enombra-
ble. Donc par la d\’efinition, pour chaque voisinage $V^{*}(x_{\alpha})$ dans
l’espace $(R^{*}, V^{*})$ la , partie commune $V^{*}(x.)\cdot E$ est aussi non d\’e-
nombrable. Il en r\’esulte dans l’espace $(R^{*}, V^{*})$ que le point $x_{\alpha}$ est
de condensation de $E$ .

Ensuite, pour prouver que l’espace $(R^{*}, V^{*})$ jouit de la propri\’et\’e
$2^{o}$, consid\’erons un ensemble $E$ non d\’enombrable. Supposons que,
par impossible, il existe un sous-ensemble $M$ d6nombrab1e tel qu’il
est partout dense sur $E$ . Tous les points de $M$ peuvent \^etre rang\’es
en une suite infinie

$X\alpha_{1},$ $X\alpha_{2}$ , .... , $X\alpha_{n}$ . .. , $n=1,2,3$ , . . .. ,

puisque l’ensemble $M$ est d\’enombrable. Pour tout $n$ , le nombre
ordinal $a_{n}$ est de seconde classe ou fini, donc il existe un nombre
ordinal $a0$ de seconde classe sup\’erieur \‘a tout $a_{n}$ . Or, l’ensemble
$E$ 6tant non d\’enombrable, il $y$ a dans $E$ un point $x_{\beta}$ dont le suffixe
$\beta$ est sup\’erieur \‘a $a0$ Par d\’efinition m\^eme, dans l’espace $(R^{*}, V^{*})$

tous les voisinages $V^{*}(x_{\beta})$ de ce point $x_{\beta}$ ne contient aucun point
commun avec l’ensemble $M$ , autrement dit, le point $x_{l}$ n’est pas
contenu \‘a la fermeture de $M$ , ce qui contredit \’a l’hypoth\’ese que
l’ensemble $M$ est partout dense dans $E$ .

Nous allons des maintenant prouver que l’espace $(R^{*}, V^{*})$ est
O-s6parab1e. Selon la propri\’et\’e $2^{o}$ , dans l’espace $(R^{*}, V^{*})$ il $y$ a des
ensembles non s\’eparables. $SoIt\mathfrak{F}=\{E_{\alpha}\}$ une famille des ensembles
non s\’eparables et deux \‘a deux disjoints. Par la propri\’et\’e $1^{o}$ ,
l’ensemble $E_{a}$ contient des points de condensation de lui-m\^eme.
D\’esignons par $E_{a}^{(c)}$ l’ensemble de tous les points de condensation
appartenant \‘a $E_{\alpha}$ . Pour d\’emontrer que la famille $\mathfrak{F}$ est O-s\’epara-
ble, il suffit \‘a d\’emontrer que la famille $\mathfrak{F}^{(c)}=\{E_{\alpha}^{(c)}\}$ est O-s\’eparable,
puisque $E_{\alpha}^{\langle c)}\subseteq E_{\alpha}$ pour tout $a$ . Consid\’erons la famille $\mathfrak{F}^{(c)}=\{E_{\alpha}^{(c)}\}$
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comme celle de l’espace $(R, V)$ . Comme l’espaee $(R, V)$ est parfaite-
ment s\’eparable, il existe donc une sous-famille $\mathfrak{F}^{*}$ form\’ee d’une in.
Pnit\’e d\’enombrable des ensembles de $\mathfrak{F}^{\langle c)}$ tels que leur somme est
partout dense dans la somme de tous les ensembles de $\mathfrak{F}^{(c)}$ . Soit
$\mathfrak{F}^{*}=\{H_{\alpha_{n}}^{c)}\}(n=1,2,3, \ldots.)$ . Prenons un ensemble quelconque $E^{(e)}$,
$\beta\neq a_{n}$ , de la famille $\mathfrak{F}^{(c)}=\{E_{\alpha}^{(c)}\}$ et soit $p_{\tau(\beta)}$ un point de $E_{\beta}^{(c)}$ .
Or, par l’hypoth\’ese, pour tout voisinage $V(p_{\tau(\beta)})$ la partie commune
V $(p_{\tau(\beta)})\cdot(\sum_{n=1}^{\infty}E_{\alpha_{n}}^{(c)})$ n’est pas vide. Nous pouvons donc supposer qu’il

existe un ensemble $E_{\alpha_{n}}^{\{c)}$ tel que $V(p_{\tau(\Lambda)})\cdot E_{\alpha_{n}}^{(\epsilon)}\neq 0$ . Soit $p_{\gamma(\alpha_{n})}$ un
point de $E_{\alpha_{n}}^{\{0)}$ appartenant \‘a $V(p_{\tau(\beta)})$ . Il est \’evident que $p_{\gamma(\alpha_{n})}\neq p_{\gamma(\beta)}$

puisque $E_{\alpha_{n}}^{(c)}\cdot E_{\beta}^{(c)}=0$ . Il existe donc un voisinage $V(p_{\gamma(\alpha_{n})})$ du point
$p_{\gamma(\alpha,.)}$ tel que $V(p_{\gamma(\alpha_{n})})\subseteq V(p_{\gamma(\beta)})$ . Par l’hypothese, $p_{\gamma(\alpha_{n})}$ est dans
l’espace $(R^{*}, V^{*})$ de point de condensation de $E_{\alpha_{n}}$ , et par cons\’equent
le voisinage $V(p_{\gamma(\alpha_{n})})$ contient une infinit\’e non d\’enombrable des points
de $E_{\alpha_{n}}$ . Alors, le voisinage $V(p_{\tau t’)})$ contient une infinit\’e non d\’e$\cdot$

nombrable des points de $E_{\alpha_{n}}$ . En remarquant que, d’apr\’es la d\’e-
finition pos\’ee, pour chaque voisinage $V^{*}(p_{\tau(\beta)})$ dans l’espace $(R^{*}, V^{*})$

il existe un voisinage $V(p_{\tau(\beta)})$ dans l’espace $(R, V)$ et le premier
coincide avec l’ensemble de tous les points de $R^{*}$ contenus a $V(p_{\tau(’)})$

tels que leurs suffices ne sont pas inf\’erieurs a $\gamma(\beta)$ , nous pouvons
conclure que le $\infty pointp_{\tau(\theta)}$ est dans l’espace $(R^{*}, V^{*})$ le point d’ac-
cumulation de $\sum_{n-1}E_{\alpha_{n}}^{\{c)},$ c.-\‘a-d. l’ensemble $E_{\beta}^{(c)}$ est de O-accumulation
de la famille $\mathfrak{F}^{*}=\langle E_{\alpha_{n}}^{(c)}\rangle$ . Il en r\’esulte que la famille $\mathfrak{F}^{(c)}=\{E_{\alpha}^{\{c)}\}$

est O-s\’eparable. C. Q. F. D.
2. Avant de consid\’erer un autre exemple de l’espace abstrait

O-s\’eparable, nous consid\’erons un probl\‘eme propos\’e par M. G. KUREPA.
Il est pos\’e comme suivant: Soit un espace $R$ de la classe $v$ de
M. FR\’ECHET et {V} une famille quelconque de voisinage d\’eterminant
$R(\langle V$ } s’appelle base cellulaire de $R$ ; base ponctuelle de $R$ s’appelle
tout sous-ensemble de $M$ partout dense sur $R$): on convient que tout
voisinage contient tout point auquel il est attach\’e. Alors, $p_{2}R$

d\’esignera la borne sup\’erieure des puissances des $\mathfrak{G},$ $\mathfrak{G}$ parcourant
la classe des sous-familles disjointes de \langle V}. On voit que $p_{2}R$ a
une valeur bien d\’etermin\’ee ne d\’ependant pas du choix particulier
de { $ V\rangle$ . Si l’on d6signe par $p_{1}R$ la borne inf\’erieure des puissances
des $M,$ $M$ parcourant la famille des sous-ensembles de $R$ partout

(1) G. KUREPA, loc. cit., p. 131.
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dense sur $R$ (les quantit\’es $p_{1}R$ et $p_{2}R$ sont appell\’ees respectivement
degr\’ee de s\’eparabilit\’e (FR\’ECHET) et degr\’ee de cellularit\’e de $R$), on a
ce Probleme de la structure cellulaire d’espaces abstraits: A-t-on,
pour tout espace $R$ de la classe $v,$ $p_{1}R=p_{2}R$ ? Si $R$ est un espace
distanci\’e, on peut prouver que $p_{1}R=p_{2}R$ et que la borne $p_{2}R$ est
atteinte. Si $R$ est un ensemble ordonn\’e infini, on ne sait pas s’il $y$

en a d’anormaux, c.-a-d. tel que $ p_{1}R>p_{2}\beta$ .
Or, pour donner une r\’eponse n\’egative \‘a ce probl\‘eme de M.

KUREPA, il suffit \‘a consid\’erer l’espace $(R^{*}, V^{*})$ O-s\’eparable que
nous avons d\’ej\‘a d\’efini pr\’ec\’edemment. En effet, l’espace $(R^{*}, V^{*})$

appartient d’abord \‘a la classe $v$ de M. FR\’ECHET et comme on a vu
il est non s\’eparable, autrement dit $p_{1}R^{*}=\backslash \backslash 1$ . De plus, par la pro-
pri\’et\’e $1^{o}$ , l’espace $(R^{*}, V^{*})$ est hyper-condens\’e en soi et par con-
s\’equent dans l’espace $(R^{*}, V^{*})$ chaque famille des ensembles ouverts
deux \‘a deux disjoints est au plus d\’enombrable, on a donc $p_{2}R^{*}=e_{0}$ .
Il en r\’esults que $p_{1}R^{*}>p_{2}R^{*}$ . Ce fait donne une r\’eponse n\’egative
au probleme de M. KUREPA.

3. Ensuite, pour voir l’ind\’ependance entre des notions de
“ hyper-condens\’e en soi ” et de ” O-s\’eparable ”, nous voulons donner
un exemple d’espace ou un ensemble peut jouir de la propri\’et\’e O-
s\’eparable sans poss\’eder la propri\’et\’e hyper-condens\’e en soi.

D\’esignons par $(R, V)$ l’espace de tous les nombres r\’eels. Soient

$X_{0},$ $x_{1},$ $X_{2}$ , . . . . , $x_{\alpha}$ , . . .. $|\Omega$

et $y_{0},$ $y_{1},$ $y_{2}$ , . . . . , $y_{\alpha}$ , . . . . $|\Omega$

deux suites transfinies des nombres r\’eels distincts, du type $\Omega$ .
Posons $R^{*}=\sum_{0\leq\alpha<\Omega}x_{\alpha},$ $R^{**}=\sum_{0\leq\alpha<\Omega}y_{\alpha}$ et $\overline{R}=R^{*}+R^{**}$ . Nous d\’efinirons

une famille des voisinages $V(p)$ de point $p$ de l’ensemble $\overline{R}$ comme
il suit:

Si $p\in R^{*}$ , ou $p=x_{\alpha}$ , un voisinage $\overline{V}(x_{\alpha})$ , ou $V^{*}(x_{\alpha})$ , de $x_{\alpha}$ est
d\’efini par le symbole logique:

$[q\in V^{*}(x_{\alpha})]\equiv[(q\epsilon R^{*})\cdot\{q\in V(x_{\alpha})\}\cdot\{(q=x_{\beta})\rightarrow(a\leq\beta<\Omega)\}]$ .
Si $p\in R^{**}$ , ou $p=y_{\alpha}$ , un voisinage $\overline{V}(y_{\alpha})$ , ou $V^{**}(y_{\alpha})$ , de $y_{\alpha}$ est

d\’efini par la formule:

$[q\in V^{**}(y_{\alpha})]\equiv[(q\epsilon R^{**})\cdot\{q\epsilon V(y_{\alpha})\}\cdot\{(q=y_{\beta})\rightarrow(0\leq\beta\leq a)\}]$ .
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Ainsi, nous avons un espace $(\overline{A},\overline{V})$ de la classe $vde\backslash $ M. FR\’ECHET.
Comme on peut voir, l’espace $(R, V)$ est r\’eellement celui de M. HAUS-
DORFF. Or, si l’on consid\’ere le sous-espace $(R^{*}, V^{*})$ de l’espace
$(\overline{1i},\overline{V})$ , l’espace $(R^{*}, V^{*})$ est O-s\’eparable et hyper-condens\’e en soi.
Aussi, si l’on consid\’ere le sous-espace $(R^{**}, V^{**})$ de l’espace $(\overline{R},\overline{V})$ ,
l’espace $(R^{**}, V^{**})$ possede les propri\’et\’es suivantes:

$4^{o}$ Tout ensemble non d\’enombrable de l’espace $(R^{**}, V^{**})$ est
s\’eparable.

$5^{o}$ Tout ensemble non d\’enombrable de l’espace consid\’er\’e ne
contient aucun point de condensation de lui-m\^eme.

Pour le voir, prenons un ensemble $E$ non d\’enombrable de $R^{**}$ .
Il est clair que l’ensemble $E$ contient un sous-ensemble $M$ d\’enombra-
ble tel qu’il est dans l’espace $(R, V)$ partout dense sur $E$ . Soit
$y_{\alpha_{1}},$ $y_{\alpha g},$

$\ldots$ , $y_{\alpha_{n}}$ , .. . . une suite de tous les points de $M$ . Pour tout
$n,$ $a_{n}$ est un nombre ordinal de seconde classe ou fini, et par suite
il existe un nombre ordinal $a0$ de seconde classe sup\’erieur \‘a tout
$a_{n}$ . Posons $N=E\cdot\{\sum_{0\leq\alpha<\alpha_{0}}y_{\alpha}\}$ . Il est \’evident que l’ensemble $N$ est
d\’enombrable et dans l’espace $(R, V)$ partout dense sur $E$ , puisque
$N\supseteq M$ et $M$ est dans l’espace $(R, V)$ partout dense sur $E$ . Or,
pour chaque voisinage $V^{**}(y_{f})$ dans l’espace $(R^{**}, V^{**})$ de $y_{\beta}$ , il $y$ a un
voisinage $V(y_{R})$ dans l’espace $(R, V)$ tel que $V^{**}(y_{\beta})=V(y,)\cdot(\sum_{0\leq\alpha\leq\beta}y_{\alpha})$ .
Par cons\’equent, en vertu de la construction de $N$ la partie commune
\‘a $V^{**}(y_{f})$ et \‘a $N$ n’est pas vide. Il en r\’esulte que l’ensemble $N$

est dans l’espace $(R^{**}, V^{**})$ partout dense sur $E$ , ce qui montre que
l’espace $(R^{**}, V^{**})$ poss\’ede la propri\’et\’e $4^{o}$ .

Puis, d’apres la d\’efinition des voisinages de l’espace $(R^{**}, V^{**})$ ,
chaque voisinage ne contient qu au plus des points d’une infinit\’e
d\’enombrable, et alors il est clair que l’espace $(R^{**}, V^{**})$ jouit de
la propri\’et\’e $5^{o}$ .

Il r\’esulte du fait indiqu\’e plus haut que tout ensemble non
d\’enombrable $E$ de l’espace $(\overline{R},\overline{V})$ ou bien est s\’eparable ou bien
contient au moins un point de condensation de lui-m\^eme, suivant
que l’ensemble $E\cdot R^{*}$ est au plus d\’enombrable ou non. Il est
facile de voir que l’espace $(\overline{R},\overline{V})$ est O-s\’eparable. En effet, de
l’espace $(\overline{R},\overline{V})$ prenons une famille $\mathfrak{F}=\{E_{\alpha}\rangle$ des ensembles non
s\’eparables et deux \‘a deux disjoints. Pour d\’emontrer que la famille
$\mathfrak{F}$ est O-s\’eparable, en posant $E_{\alpha}^{*}=E_{\alpha}\cdot R^{*}$ Il est suffisant \‘a prouver
que la famille $\mathfrak{F}^{*}=\langle E_{\alpha}^{*}\rangle$ est O-s\’eparable. Cependant, comme on
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gait, l’espace $(R^{*}, V^{*})$ est O-s\’eparable et par cons\’equent la famille
$\mathfrak{F}$ est O-s6parab1e.

De l’exemple pr\’ec\’edent, nous avons le

Th\’eor\’eme 1. Les propri\’et\’es O-s\’eparable et hyper-condens\’e en soi
sont ind\’ependantes.

En effet, le dernier exemple de l’espace O-s\’eparable donn\’e plus
haut montre que l’espaee $(\overline{R},\overline{V})$ n’est pas hyper-conden8\’e en soi,
puisque le sous-espace $(R^{**}, V^{**})$ ne jouit pas de la propri\’et\’e hyper-
condens\’e en $soI$ . Ensuite, l’espace de tous les nombres r\’eels est
.hyper-condens\’e en soi sans \^etre O-s\’eparable. C. Q. F. D.

En outre, le dernier exemple pr\’ec\’edent nous sugg\’ere le th\’eor\’eme
suivant:

Th\’eor\’eme 2. Dans $les$ espaces $R$ quasiaccessibles et O-s\’eparables,
tout ensemble isol\’e est au plus d\’enombrable.

D\’emonstration. Par impossible, supposons qu’il existe un en-
semble isol\’e $E$ et dont la puissance est non d\’enombrable. $\cdot$ Puisque
l’ensemble $E$ est non $d4$nombrable, nous pouvons tirer une suite
transflnie des points de $E$ du type $\Omega^{8}$ ;

$p_{0},$ $p_{1}$ , . . . . , $p_{\alpha},\cdot\cdot\ldots.|\Omega^{\theta}$ .
Posons $M_{\alpha}=$

$\nabla$

$0\leq l<\alpha\sim p_{\beta}$ et $F_{\alpha}=\overline{M}_{\alpha}$ ou $M_{\alpha}$ d\’esigne la fermeture de $M_{\alpha}$ .
Il est clair que $F_{\alpha}CF_{l}$ pour $ a<\beta$ . En vertu de l’hypothese que
l’ensemble $E$ est isol\’e et que 1 espace $R$ est quasiaccessible, il r\’esulte
que l’ensemble $F_{\alpha}$ est ferm\’e et que la partie commune $F_{\alpha}\cdot(\sum_{\alpha\rightarrow<’<0\$}v_{\beta}’)$

est vide. En posant $G_{\alpha}=R-F_{\alpha}$ , nous avons une suite d\’ecroissante
des $en$sembles ouverts du type $\Omega^{3}$ ;

$G_{0}>G_{1}>\cdots\cdot>G_{\alpha}>\ldots.|\Omega^{\theta}$ .
Nous aboutisvons donc \‘a une contradiction que l’espace $R$ consid\’er\’e
ne possede pas la propri\’et\’e O-s\’eparable. C. Q. F. D.

D’apres les th\’eor\’emes 1 et 2, nous savons que les trois propri6t\’es
s\’eparable, O-s\’eparable et hyper-condens\’e en soi sont mutuellement
ind\’ependantes, mais elles ont une nature commune telle que, dans
les espaces jouissant d’une quelconque de ces trois propri\’et\’es, tout
ensemble isol\’e est au plus d\’enombrable. Nous citons ici un th\’eor\‘eme
concernant \‘a cette nature commune:
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Th\’eor\’eme 3. Dans l’espace accessible, les quatre propri\’et\’es ci-
dessous sont $\acute{e}qu\dot{w}$alentes.

(1) Tout ensemble isol\’e est au plus $d\acute{m}$ombrable.
(2) Tout ensemble non d\’enombrable ou bien est s\’eparable ou bien

contient au moins un point de condensation.
(8) Tout ensemble non d\’enombrable ou bien est s\’eparable ou bien

contient un noyau dense en soi non vide.
(4) Tout ensemble dairsem\’e est s\’eparable.
$D6monstration$ . (1) $\rightarrow(2)$ . Cette implication a \’et\’e d\’emontr\’ee

par nous dans un autre travai1.
(2) $\rightarrow(3)$ . Soit $E$ un ensemble non s\’eparable. D’apres l’hypo-

these et un th\’eoreme connu, il existe une suite des points de $E$

du type $\Omega$ ;

$p_{0},$ $p_{1}$ , . . . . , $p_{C}$ , . ... $|\Omega$

telle que, pour tout $a,$ $p_{\alpha}$ n’appartient pas \‘a la fermeture de l’en-
$semble\sum_{0\leq\beta<\alpha}p_{r}$ . Si l’on pose $M=_{0\leq\alpha<\Omega}\sim^{\nabla}p_{\alpha}$ , il est ais\’e de voir que
tout sous-ensemble non d\’enombrable de $M$ est toujours non s\’epara-
ble. Alors, par l’hypothese pos\’ee l’ensemble $M$ poss\’ede au moins un
point de condensation. D\’esignons par $N$ tous les points de conden-
sation de $M$ appartenant a $M$ . Je vais prouver $q\iota ae$ l’ensemble $N$

est dense en soi. En effet, $p$ \’etant un point quelconque de $N$ ; pour
.tout voisinage $V(p)$ de $p$ , la partie commune $V(p)\cdot M$ est non
d\’enombrable, et, par suite, $V(p)\cdot(M-p)$ l’est aussi. En vertu de
la propri\’et\’e de $M,$ $V(p)\cdot(M-p)$ n’est pas s\’eparable, et, par con-
s\’equent, d’apres l’hypothese, l’ensemble $V(p)\cdot(M-p)$ contient au
moins un point de condensation, en d’autre termes $V(p)\cdot(N-p)$ n’est
pas vide. Il en r\’esulte que l’ensemble $N$ est dense en soi. $M$ \’etant
un sous-ensemble de $E$ , l’ensemble $E$ contient donc un noyau dense
en soi non vide.

(3) $\rightarrow(4)$ . Soit $E$ un ensemble clairsem\’e. Par d\’efinition, $E$ ne
contient aucun ensemble dense en soi non vide. Alors, selon l’hypo-
th\’ese l’ensemble $E$ est s\’eparable.

(4) $\rightarrow(1)$ . Supposons qu’il existe un ensemble $E$ isol\’e non d\’e-
nombrable. Alors, il est clair que $E$ est clairsem\’e et non s\’eparable.
Ce fait est contraire \‘a la supposition (4). C. Q. F. D.

(1) Voir les th\’eor\‘emes 3 et 5 de ma Note, Le probl\‘eme de SOUSLIN et les
espaces abstraits, Ces. Jour., s\’er. I, t. 7 (1939), p. 195-197.

(2) Ibid., p. 194-195, le th\’eor\‘eme 2.
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On sait que, dans les espaces accessibles denses en soi, tout en-
semble clairsem\’e est non dense. Par suite, sous le rapport du fait
qui sera \’enonc\’e dans $n^{0}7$ de cette Note, il sera int\’eressant \‘a
chercher une condition n\’ecessaire et suffisante pour qu’un ensemble
non dense soit s\’eparable.

4. Dans un espace quasiaccessible $(R, V)$ nous allons consid\’erer
une d\’ecomposition d’un ensemble ouvert. Pour ce but, nous d\’e-
finirons d’abord une terminologie. Soit $G$ un ensemble ouve$rt$ de
l’espace $(R, V)$ . Prenons un point $p$ de $G$ et d\’esignons par { $ V(p)\rangle$

la famille des voisinages de $p$ . L’ensemble $G$ est ouvert, alors il
existe des voisinages $\{V(p)\}$ contenus \‘a $G$ . Pour tout tel voisinage
$V(p)$ , posons

$C_{G}(p)=V(p\subseteq G\frac{\nabla}{)}V(p)$ et nous l’appelons le composant en le

point $p$ de $G$ ou simplement composant en point. Pour chaque point
$p$ de $G$ , le composant en $pC_{G}(p)$ se d\’etermine uniquement. D\’esi-
gnons par $\{C_{G}(p)\}$ la famille de tous les composants en points.
Soient $C_{G}(p)$ et $C_{G}(q)$ deux composants en points appartenant \‘a la
famille et nous dirons queles composants sont mutuellement enchafn\’es,
s’il existe des composants en $\dot{p}oints$ des nombrqs finis $C_{G}(p_{1})$ , $C_{G}(p_{2})$ ,. .. , $C_{G}(p_{n})$ et si dans la suite des composants en points $C_{G}(p),$ $C_{G}(p_{1})$ ,
$C_{G}(p_{2})$ , . . . , $C_{G}(p_{n}),$ $C_{G}(q)$ les deux composants en points voisins ont
au moins un point commun. Pour abr\’eger, d\’esignons par $C_{G}(p)\sim C_{G}(q)$

le fait que les composants en points $C_{G}(p)$ et $C_{G}(q)$ sont mutuelle-
ment enchain\’es. Comme on peut sans peine voir, la relation $\sim$ est
sym\’etrique et transitive. Nous pouvons donc classifier tous les
composants de la famille \langle $C_{G}(p)$ } de sorte que deux composants en
points appartiennent \‘a la m\^eme classe s’ils sont mutuellement en-
chain\’es. Et d\’esignons par { $ C(G)\rangle$ la famille des ensembles qui sont
les sommes des composants en points appartenant aux m\^emes classes.
Les ensembles $C(G)$ ainsi d\’efinis sont dits composants de l’ensemble
$G$ . Soient $G$ et $g$ deux ensembles ouverts tels que $g\subseteq G$ . Comme
on peut ais\’ement v\’erifier, si $C(G)$ et $C(g)$ sont respectivement leg

composants de $G$ et $g$ , on a $C(g)\subseteq C(G)$ ou $C(g)\cdot C(G)=0$ . Ceci
\’etant pos\’e, nous consid\’erons un espace $R$ quasiaccessible et O-se’pa-
rable. L’espace $R$ est $0$-s\’eparable, alors il $y$ a une suite d\’ecroissante
des ensembles ouverts du tyPe $\Omega$ :

(1) $G_{1}>G_{2}>\cdots\cdot>G_{\alpha}$ ). . . . $|\Omega$ .
D\’ecomposons tous les ensembles $G_{\alpha}$ en ses composants. L’espace $R$

\’etant O-s\’eparable, les composants de l’ensemble $G_{\alpha}$ sont au plus
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d\’enombrables. Nous pouvons donc d\’esigner par $\{C_{n}tG_{\alpha})\}(n=1,2$ ,
....) tous les composants de $G_{\alpha}$ . Consid\’erons tous les composants
de tous les $G_{\alpha}$ et d\’esignons par $\mathfrak{F}=\{C_{n}(G_{\alpha})\}$ la famille form\’ee des
composants de $\langle C_{n}(G_{\alpha})\rangle$ , $0\leq a<\Omega,$ $n=1,2$ , ... , tels qu’ils sont
diff\’erents comme des ensembles les uns les autres. Pour deux
composants $C_{n}(G_{\alpha})$ et $C_{n^{\prime}}(G_{\alpha^{\prime}}),$ $a<a^{\prime}$ , de la famiIle, si $C_{n}(G_{a})\supset C,,’(G_{\alpha^{\prime}})$

nous l’\’ecrivons par $C_{n}(G_{\alpha})\prec C_{n^{\prime}}(G_{\alpha^{\prime}})$ , et dans ce cas nous dirons qu’ils
sont comparables et que $C_{n}(G_{\alpha})$ pr\’ecede $C_{n^{\prime}}(G_{\alpha^{\prime}})$ ou $C_{n^{\prime}}(G_{\alpha^{\prime}})$ suit
$C_{n}(G_{a})$ . Si $C_{n}(G_{\alpha})$ et $C_{n^{\prime}}(G_{\alpha^{\prime}})$ sont disjoints, nous dirons qu’ils sont
incomparables. Ainsi, par rapport a la relation $\prec$ . la famille $\mathfrak{F}$

peut \^etre consid\’er\’e un ensemble partiellement ordonn\’e, $c.-\grave{a}.- d$ . la
famille est un tableau ramifi6 de M. KUREPA. Il est \’evident que la
famille $\mathfrak{F}$ ne contient qu’au plus une infinit\’e d\’enombrable des com-
posants deux a deux incomparables, puisque l’espace $R$ est suppos6
$O$-s\’eparable. Nous aurons ainsi un probl\’eme important suivant:
Dans un espace accessible et O-s\’eparable, peut on choisir une suite (1)
teue que le tabfeau ramifi\’e $\mathfrak{F}$ correspondant a la suite (1) est anormal
et $du$ rang $\Omega^{(1)}$ ?

\S 2. Les ensembles ordonn\’es.

5. Nous consid6rons quelques propri\’et\’es concernant le premier
axiome de s6parabi1it\’e (erstes Abzahlbarkeitsaxiom) de M. HAUSDORFF.
Or, comme on sait, dans les espaces quasiaccessibles, si un ensemble
$E$ est s\’eparable la fermeture de $E$ est aussi s\’eparable. Voici un
th\’eor\‘eme qui se rattache a la proposition inverse de celle-ci:

Th\’eoreme 4. Dans l’espace quasiaccessible $(R, V)$ v\’erifiant le
premier axiome de s\’eparabilit\’e, si pour un ensemble $E$ la fermeture $\overline{E}$

est separa$ble$ , alors l’ensemble $E$ lui-m\^eme l’est aussi.
D\’emonstration. Etant suppos\’e que l’espace $(R, V)$ consid\’er6 est

quasiaccessible et v\’erifie le premier axiome de s\’eparabiIit\’e, $n$ous
pouvons supposer que, pour chaque point $p$ de $R$ il existe une famille
des voisinages $\{V_{n}tp)\}$ , $n=1,2,3$, .. . , et dont chaque ensemble
$V_{n}(p)$ est ouvert. Or, par l’hypoth\’ese, pour $\overline{E}$ il $y$ a un ensemble
$A$ au plus d\’enombrable tel que $A\subseteq\overline{A^{\prime}}$ et $\overline{A}=\overline{E}$ . Posons $A_{1}=A\cdot E$

et $A_{2}=A\cdot(\alpha--E)$ . Soit $a_{1},$ $a_{2}$ , ... , $a_{k}$ , ... . une suite de tous
les points de $A_{2}$ , ce qui est possible puisque $A$ est au plus d\’enombra-

(1) G. KUREPA, loc. cit., p. 105 et p. 74.
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ble. Prenons un point $a_{k}$ et son voisinage quelconque $V_{n}(a_{k})$ . Par
l’hypothese, $a_{k}$ \’etant le point de $\overline{E}-E$ , il existe donc un point $p_{n.k}$

$\infty$

de $E$ appartenant \‘a $V_{n}(a_{k})$ . Si l’on pose $A_{8}=\sum_{n-1k}\sum_{=1}p_{n.k}$ et $B=A_{1}+A_{8}$ ,

on a $B\subseteq E$ . Nous dirons que $B$ est partout dense dans $E$ . En
effet, soit $p$ un point de $E-B$ . \’Etant suppos\’e que $A$ est partout
dense dans $\overline{E}$ , pour chaque vosinage $V_{n}(p)$ de $p,$ $V_{n}(p)$ contient au
moins un point de $A$ , soit $q\in A\cdot V_{n}(p)$ . Si $q$ est un point de $A_{1}$ ,
il est \’evident que $V_{n}(p)\cdot B\# 0$ . Si $q$ n’appartenant pas \‘a $A_{1}$ , autre-
ment dit si $q\in A_{0}-$ , il $y$ a un point $a_{k}$ qui coincide avec $q$ , et comme
l’espace $(R, V)$ est quasiaccessible, il existe donc un voisinage $V_{n}(a_{k})$

contenu dans le voisinage $V_{n}(p)$ . Si l’on consid\‘ere le point $p_{m,k}$ de
$B$ , le point $p_{m,k}$ est contenu \’evidemment a $V_{n}(p),$ c.-a-d. la partie
commune $V_{n}(p)\cdot B$ n’est pas vide. Il vient donc $p\in B$ . Ainsi, nous
aboutissons au r\’esultat que nous avions en vue. C. Q. F. D.

Dans le th\’eoreme 4, l’espace consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e qu’il
est quasiaccessible et v\’erifie le premier axiome de s\’eparabilit\’e. Nous
allons voir que ces conditions sont indispensables. Tout d’abord
nous d\’efinirons un espace $v$ sans \^etre quasiaccessible, contenant de
tous les nombres r\’eels et v\’erifiant le premier axiome de s\’eparabilit\’e

. par des conventions suivantes:
1. La famille des voisinages de $x$ , si $x$ est un nombre rationnel,

$co^{\vee}1ncide$ avec celle des voisinages de $x$ dans l’espace des nombres
r\’eels.

2. Soient $x$ un nombre irrationnel et $ x=[x]+0\cdot a_{1}\infty\ldots.a_{*}\ldots$ .
son d\’evelopement en fraction d\’ecimals, ou $[x]$ signifie le plus grand
nombre entier ne surpassant pas $x$ . En employant les nombres
rationnels $x_{n}=0\cdot a_{1}a_{2}\ldots a_{n}\infty.$ , nous $d6finirons$ les voisinages $V_{n}(x)$ de
$ tels que $V_{n}(x)=x+\sim^{\nabla}x_{m}m\geq n$ $(n=1,2, ....)$ .

L’espace ainsi d\’efini est s\’eparable, puisque l’ensemble de tous
les nombrgs rationnels est partout dense dans l’espace consid\’er\’e.
De plus, nous pouvons d\’emontrer que l’ensemble de $tous$ Ies nombres
irrationnels n’est pas s\’eparable et que sa fermeture coincide avec
l’espace consid\’er\’e et ce dernier e.st s\’eparable.

Ensuite, nous donnerons un espace quasiaccessible ne v\’erifiant
pas le premier axiome de s\’eparabilit\’e, danslequel il existe un en-
semble non s\’eparable, mais sa fermeture est s\’eparable. Soit $x_{0},$ $x_{1}$ ,
... , $x_{\alpha}$ , . . . . $(a<\Omega)$ une suite transfinie des nombres r\’eels diff\’erents
du type $\Omega$ . Nous d\’efinirons un espace quasiaccessible contenant



156 T. Inagaki

tous les nombres $x_{\alpha}$ et ne v\’erifiant pas le premier axiome de
s\’eparabilit\’e comme suivant:

1. La famille des voisinages de $x_{0}$ est form\’ee $d$es ensembles
$V_{a}(x_{0})=x_{0}+x_{\alpha}$ ou $ 1\leq a<\Omega$ .

2. Le voisinage de $x_{\alpha}(1\leq_{a}<\Omega)$ est $V(x_{\alpha})=x_{\alpha}+x_{0}$ .
Comme on peut sans peine prouver, dans l’espace ainsi d\’efini, l’en-
semble $\sum_{1\leq\alpha<\Omega}x_{\alpha}$ n’est pas s\’eparable, mais sa fermeture est $s6parable$ .

Du dernier exemple, nous pouvons introduire une remarque
concernant le premier axiome de s\’eparabilit\’e. Dans un autre
$travai1^{\langle 1)}$ , nous avons fr6quemment us\’e le fait que, dans les espaces
$v$ satisfaisant au premier axiome de s\’eparabilit\’e, la somme des en $\cdot$

sembles ferm\’es croissants du type $\Omega,$ $ F_{1}CF_{2}C\cdots CF_{\alpha}C\cdots$ , $ a<\Omega$ ,
est aussi ferm\’ee. Mais, ce fait n’est pas n\’ecessairement vrai dans
un espace ne ve’rifiant pas le premier axiome de se’parabilit\’e. En
effet, dans le dernier exemple posons $F_{\alpha}=\sum_{1\leq\theta<\alpha}x_{\theta},$

$ 1\leq a<\Omega$ . On
peut voir que, les $F_{\alpha}$ sont ferm\’es et monotones croissants. Si l’on
pose $F_{\Omega}=\sum_{1\leq\alpha<\Omega}F_{\alpha},$

$F_{\Omega}$ n’est pas ferm\’e puisque le point $x_{0}$ est d’ac-
cumulation de Fti et n’appartient pas \‘a $F_{Q}$ .

Nous voulons cesser seulement cela l’\’etudier concernant le
premier axiome de s\’eparabilit\’e et consid\’erons quelques propri\’et\’es
des espaces ordonn\’es lin\’eairements sans sauts et sans lacunes.

6. Pour avancer le raisonnement, nous devons donner une.
remarque n\’ecessaire. Si l’espace de SOUSLIN n’est pas n\’ecessaire-
ment s\’eparable, on peut dire qu’il existe un espace de SOUSLIN qui
est O-s\’eparable. Pour simplifier le raisonnement, nous supposons
pour le moment qu’il existe un espace de SOUSLIN non s\’eparable.
D\’esignons par $\tilde{S}$ l’espace ainsi suppos\’e. Comme $j’ ai$ indiqu\’e, dans
l’espace ainsi suppos\’e il $y$ a un intervalle $I$ tel que tout sous-inter-
valle de $I$ est toujours non s\’eparable Par cons\’equent, sans perdre
la g\’en\’eralit\’e du raisonnement nous pouvons supposer que tout inter-
valle de $\tilde{S}$ n’est pas s\’eparable. Ces pr\’eliminaires 6tant Pos\’es, en
employant le th\’eoreme 4 nous allons chercher quelques propri\’et\’es
de $\tilde{S}$ .

Th\’eor\’eme 5. Dans l’espace $\tilde{S}$ , la $fam\prime iue$ des ensembles se’parables
coincide avec ceue des ensembles non denses.

(1) Voir ma Note, Le probl\‘eme de SOUSLIN dans les espaces abstraits, Ces.
Jour., s\’er. I, t. 8 (1939), p. 36.

(2) Voir ma Note, Le probl\‘eme de SOUSLIN et les espaces abstraits, Ces. Jour.,
$s6r$ . $I$ , t. 7 (1939), p. 200-201.
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D\’emonstration. Etant $E$ un ensemble s\’eparable de $\tilde{S}$ , il est
clair que sa fermeture $E^{-}$ est aussi s\’eparable. Si l’on suppose que,
par contre, $\overline{L^{\prime}}$ contient un intervalle non vide, l’intervalle est s\’epara-
ble puisque $\overline{E}$ est s\’eparable, ce qui est contraire \‘a la supposition
que l’espace $\tilde{S}$ ne contient aucun intervalle s\’eparable. Par con-
s\’equent, $\overline{E}$ ne contient aucun intervalle, et alors $\overline{E}$ est non dense.
Il en r\’esulte que l’ensemble $E$ est non dense.

R\’eciproquement, supposons que $E$ est un ensemble non dense.
La fermeture $\overline{B^{\prime}}$ est alors non dense et ferm\’e. Posons $G=\tilde{S}-\overline{E}$ .
En vertu des propri6t\’es des espaces de SOUSLIN, $1’ ensembIe$ ouvert
$G$ se compose d’une infinit\’e des intervalles au plus d\’enombrables
n’empi\’etant pas les uns sur les autres, soit $G=\sum_{n=1}(a_{n}, b_{n})$ . $G$ est
ouvert, alors il est 6vident que $\overline{E}$ contient l’ensemble d\’enombrable
$n=1\underline{\infty\backslash \urcorner}(a_{n}+b_{n})$ et que ce dernier est partout dense dans $\overline{E}$ , puisque $\overline{E}$

est non dense. D’autre part, l’espace $\tilde{S}$ est accessible v\’erifiant $le$

premier axiome de s\’eparabilit\’e, selon le th\’eoreme 4 $E$ est s\’eparable.
C. Q. F. D.

Corollaire. Dans l’espace $\tilde{6}$ , tout ensemble de premi\‘ere cat\’egorie
est non dense.

En effet, soit $E$ un ensemble de premiere cat\’egorie. Alors $E$

est une somme d’une infinit\’e d\’enombrable des ensembles non denses.
Or, d’apres le th\’eor\‘eme 5 un ensemble non dense est s\’eparable, et
un ensemble d’une somme d’une infinit\’e d\’enombrable des ensembles
s\’eparables est aussi s\’eparable. Par cons\’equent l’ensembl $E$ est
s\’eparable et du th\’eoreme 5 $E$ est non dense. C. Q. F. D.

Pour d\’emontrer la proposition r\’eciproque du th\’eor\’eme 5, d\’esi-
gnons par $R$ un espace ordonn\’e lin\’eairement sans sauts et sans lacunes.
Alors on a le

Th\’eoreme 6. Dans l’espace $R$ , si la famiue des ensembles s\’epara-
bles coincide avec ceue des ensembles non denses, l’espace $\dot{R}$ est r\’eeue-
ment l’espace $\tilde{S}$ .

D\’emonstration. Chaque intervalle de $R$ n’est pas s\’eparable,
puisque l’intervalle n’est pas non dense. Ensuite, dans l’espace $R$

la famille $d$es intervalles deux \‘a deux disjoints est au plus d\’enombra-
ble. En effet, supposons que, par impossible, il existe une famille

\langle $I_{\alpha}$ } des intervalles non d\’enombrables deux \‘a deux disjoints. Posons
$ E=R-\sim^{\nabla}I_{\alpha}\alpha$ et d\’esignons par $I(E)$ l’ensemble de tous les points in-
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t6rieurs \‘a $E$. Consid\’erons un ensemble $Md6fini$ par $ M=(E-I(\emptyset$} $+\Sigma p_{\alpha}$

ou $p_{\alpha}$ est un point de $I_{\alpha}$ . Comme on $peu\dot{t}^{Y}\sim$ ais\’ement v\’erifier, $ Mest\alpha$

non dense et chaque $p_{\alpha}$ est de point isol\’e de M. $M$ est donc non
dense et non s\’eparable, ce qui contredit \‘a l’hypothese pos\’ee.

C. Q. F. D.
7. D6signons par \langle $\mathfrak{S})_{R}$ et \langle $\mathfrak{N}\}_{R}$ respectivement la famille des

ensembles s\’eparables et celle des ensembles non denses dans un
espace $R$ ordonn\’e lin\’eairement danslequel toute coupure est toujours
’continue. Dans cette convention, nous avons les quatre cas possibles
suIvants:

1. $\langle \mathfrak{S}\}_{R}C\{\mathfrak{N})_{R}$ .
2. $\langle \mathfrak{S}\}_{R}=\langle \mathfrak{N}\}_{R}$ .
3. $\langle \mathfrak{S}\rangle_{R}>\{\mathfrak{N}\rangle_{R}$ .
4. Le cas en dehors des trois cas Pr\’ec6dents.

Des th\’eor\’emes 5 et 6, il s’ensuit que le $pr$obl\’eme de SOUSLIN est
\’equivalent au probleme s’il existe un espace ordonn6 lin6airement
sans sauts et sans lacunes danslequel le cas 2 a lieu. Quant au
dernier cas, si l’on a deux espaces $te$ls qu’ils $v6$rifient respective- $\cdot$

ment les cas 1 et 3, nous pouvons avoir un espace danslequel le
cas 4 se trouve. Il est clair que le cas 3 a lieu dans l’espace de tous
les nombres r\’eels. R\’eciproquement, comme on peut voir, la question
\‘a savoir si l’espace danslequel le cas 3 se produit est semblable \‘a
l’espace des nombres r\’eels est \’equivalent au probl\’eme de SOUSLIN.
Par cons\’equent il sera int\’eressant de chercher une condition n\’ecessaire
et suffisante pour que l’espace satisfaisant au cas 3 soit semblable
\‘a l’espace des nombres r\’eels. Or, nous allons des maintenant
chercher les cas 1 et 3. Tout d’abo$rd$ nous donnons ici un exemple
d’espace $R$ ou le cas 1 a lieu. Soit $E$ un ensemble des nombres
r\’eels et d\’esignera par $b.s.(E)$ la borne sup\’erieu$re$ de $E$ . Dans cette
convention, consid\’erons la famille $\mathfrak{F}$ de toutes suites bien ordonn\’ees
des nombres r\’eels $(x_{1}, x_{2}, . . . , x_{t}, \ldots.)_{t<\alpha},$ $(a<\Omega)$ , telles que
$b.s$. $(\sum_{1\leq\theta<t}x_{\beta})<x_{t}$ pour tout $\xi<a$ . Nous d\’efinirons une relation de
l’ordre entr\S les \’el\’ements de $\mathfrak{F}$ comme il suit: Soient $e^{1}$ et $e^{2}$ deux
61\’ements diff\’erents de $\mathfrak{F}$ et

$e^{;}=$ $(x_{1}^{i}, x_{2}^{1}, . x_{\xi}^{i}, \ldots.)_{\xi<\alpha^{i}}$ , $(i=1,2)$ .
1o Si $a^{1}=a^{2}$ , il est \’evident qu’il existe un nombre ordinal

$a(<a^{1})$ tel que
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$x_{\xi}^{1}=x^{2}\triangleright.$ Pour tout $\xi<a$ et $x_{\alpha}^{1}\neq x_{\alpha}^{2}$ .
Dans ce cas, nous \’ecrivons $e^{1}\succ e^{2}$ ou $e^{1}\prec e^{2},$ suivant que le cas
$x_{\alpha}^{1}>x_{\alpha}^{2}$ ou $x_{\alpha}^{1}<x_{\alpha}^{2}$ se trouve. Nous conviendrons que $e^{1}\succ e^{g}$ veut
dire $e^{2}\prec e^{1}$ .

$2^{o}$ Si $a^{1}<a^{g}$ , il $y$ a deux cas possibles suivants:
Premier cas. Il existe un nombre ordinal $a$ inf\’erieur \‘a $a^{1}$ tel

que

$x_{\xi}^{1}=x_{t}^{2}$ pour tout $\xi<a$ et $x_{\alpha}^{1}\neq x_{\alpha}^{2}$ .
Dans ce cas, nous conviendrons que $e^{1}\succ e^{2}$ ou $e^{1}\prec e^{1}$ suivant que
$x_{\alpha}^{1}>x_{\alpha}^{2}$ ou $x_{\alpha}^{1}<x_{\alpha}^{2}$ .

Deuxieme cas, ou $x_{\xi}^{1}=x_{e}^{2}$ pour tout nombre ordinal $\xi<a^{1}$ . Nous
d\’efinirons que $e^{1}\prec e^{2}$ .

On peut.sans peine v\’erifier que $\prec$ est une relation de l’ordre
lin\’eaire et que la famille $\mathfrak{F}$ ainsi d\’efini\’ee est dense en soi, \‘a savoir
pour deux 61\’ements $e^{1},$ $e^{2}(e^{1}\prec e^{2})$ diff\’erents de $\mathfrak{F}$ il $y$ a un \’el\’ement

di de $\mathfrak{F}$ tel que $e^{1}\prec e^{8}\prec e^{2}$ . Dans un intervalle de la famille $\mathfrak{F}$ il $y$

a une infinit\’e non d\’enombrable $d$es intervalles deux \‘a deux $di\dot{q}oints$ .
$En$

. $effet,.prenons|x_{e}^{1},\ldots)_{t<\alpha^{1}}ete^{2}=(x_{1}^{2},aedeux\acute{e}1\acute{e}menbe^{1}\prec e^{2}de.\mathfrak{F}.\cdot Soi.ente^{1}=(x_{1}^{1},$$x_{2\prime}^{1}|x_{\xi}^{2}...)_{\xi<\alpha^{2}}$Il $y$ a deux
cas \‘a distinguer:

Premier cas ou il existe un nombre ordinal $a$ tel que $a<a^{1}$ ,
$a<a^{2}$ et

$x_{S}^{1}=x_{t}^{2}$ Pour tout $\xi<a$ et $x_{l}^{1}<x_{\alpha}^{2}$ .
Dans ce cas, tous les intervalles des formes $((x_{1}^{1}, \ldots, x_{e}^{1}, \ldots.x_{\alpha})_{Z<\alpha}$ ,
$(x_{1}^{1}, \ldots, x_{\xi}^{1}, \ldots.x_{\bullet} , x_{\alpha+1})_{t<\alpha})$ , ou $x_{\alpha}^{1}<x_{\alpha}<x_{\alpha}^{2}$ et $x_{\alpha}<x_{\alpha+1}$ , sont
6videmment contenus dans l’intervalle $(e^{1}, e^{2})$ et deux \‘a deux $d\ddagger sjoInts$ .

Deuxi\’eme cas ou $a^{1}<a^{2}$ et $x_{t}^{1}=x_{\text{\‘{e}}}^{2}$ pour tout $\xi<a^{1}$ . Dans ce
cas, d’apres la d\’efinition d’\’el\’ement $e^{2}$ , il vient $b.s.(\sum_{1\leq\beta<\alpha 1}x_{\beta}^{2})<x_{\alpha 1}^{2}$ . Si
l’on consid\’ere tous les intervalles des formes

( $(x_{1}^{1}, x_{2}^{1}, \ldots, x_{t}^{1}, \ldots, x_{\alpha 1})_{\mathfrak{k}<\alpha 1},$ $(x_{1}^{2}, x_{2}^{2}, . . . , x\frac{2}{\sigma}, \ldots, x_{\alpha 1}, x_{\alpha 1*1})_{t<\alpha^{1}}$).
ou $b.s.(\sum_{1\leq l<\alpha 1}x_{\beta}^{1})<x_{\alpha 1}<x_{\alpha}^{a_{1}}$ et $x_{\alpha 1}<x_{\alpha^{1}+1}$ , ces intervalles sont contenus
dans l’intervalle $(e^{1}, e^{2})$ et qui sont \’evidemment deux \‘a deux disjoints.
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Du fait montr\’e plus haut, nous avons la conclusion suivante:
Nous d\’esignerons par $R$ l’espace obtenu de la famille $\mathfrak{F}$ en suivant
la m\^eme consid6ration que celle qui a \’et6 employ\’ee par R. DEDEKIND
pour introduire les nombres irrationnels en partant des nombres
rationnels. Alors l’espace $R$ est ordonn\’e lin\’eairement et ne possede
aucun saut et aucune lacune, et de plus chaque intervalle de $\grave{R}$

n’est pas $to\dot{W}ours$ s\’eparable. Nous pouvons donc conclure que
\langle $\mathfrak{S}\}_{R}<\langle \mathfrak{N}\}_{R}$ , selon le m\^eme raisonnement que celui dans la d6mon-
stration du th\’eoreme 6.

Sans d\’emontre$r$ nous remarquons ici que dans l’espace $R$ toute
suite monotone des \’el\’ements sont au plus d\’enombrable et que l’espace
$R$ est donc condens\’e en soi sans \^etre hyper-condens\’e en soi.

Ensuite, nous allons \’etudier le cas ou $\langle \mathfrak{S}\rangle_{R}>\langle \mathfrak{N}\rangle_{R}$ . L’espace
de tous les nombres r\’eels v&ifie d\’ecid6ment la relation $\{\mathfrak{S})_{R}>\{0l\}_{R}$ .
Mais, il vient sur le tapis que quelle condition est n\’ecessaire et
suffisante pour qu’un espace danslequel la relation $\{\mathfrak{S}\}_{R}>\{\mathfrak{N}\}_{R}$

est v\’erifi\’ee soit s\’eparable. A Propos de cette question, nous pour$\cdot$

rons donner une $r6ponse$ . Tout d’abord, comme on sait, l’espace $R$

satisfaisant a la relation \langle $\mathfrak{S}\}_{R}>\langle \mathfrak{N}\rangle_{R}$ jouit \’evidemment de cette
propri\’et6 que, dans l’espace chaque famille des intervalles n’empi\’etant
pas les uns sur les autres est au plus d\’enombrable. Alors l’espace
$R$ v\’erifie aussi le premier axiome de s\’eparabilit\’e. De l\’a nous
pouvons supposer que, dans l’espace $R$ il $y$ a un syst\’eme complet
des voisinages danslequel chaque \’el\’ement de $R$ possede au plus d\’e-
nombrabl$e$ des voisinages. $D6signons$ par { $ V_{n}(p)\rangle$ $(n=1,2,3, \ldots.)$

les voisinages de $p$ . Nous en pouvons supposer sans perdre la
g6n\’era1it\’e du raisonnement que $ V_{1}(p)>V_{8}(p)>\cdots\cdot>V_{n}(p)>\cdots$ .
Pour abr\’eger $V_{n}(p)$ est dit de rang $n$ . Cela \’etant pos\’e. nous
introduissons une terminologi$e$ . Soit

(1) $V_{n_{1}}(p1)>V_{n_{2}}(p2)>\cdots\cdot>Vn_{k(p)}k>$

une suite d\’ecroissante des voisinages des \’el\’ements { $ p_{k}\rangle$ tels que
$V_{n_{k}}(p_{k})$ sont au moins de rang $k$ . Si pour toute.suite (1) la parti$e$

commune $\prod_{k-1}^{\infty}V_{n_{k}}(p_{k})$ est au plus un \’el\’ement de $R$ , nous dirons que
le syst\‘eine complet des voisinages de $R$ est uniforme. Dans cette
convention, nous avons le

Th\v{c}oreme 7. Pour que l’espace $R$ ordonn\’e lin\’eairement sans
sauts et sans lacunes danslequel la relation $\langle \mathfrak{S}\rangle_{R}>\langle \mathfrak{N}\}_{R}$ est $v\acute{e}\dot{m}\hslash\acute{e}e$



Les espaces abstraits et les ensembles ordonn\’es 161

soit semblable a l’espaee de to $\dot{u}s$ les nombres r\’eels, $d$ faut et il suffit
que le $wst\delta me$ complet des voisinages de $R$ soit uniforme.

D\’emonstration. $n$ est clair que la condition est n\’ecessaire. Nous
allons donc d\’emontrer que la condition est suffisante. Pour ce but,
il est suffisant \‘a montrer que l’espace $R$ est s\’eparable. Tout d’abord
prenons un ensemble $d$\’enombrable $\langle p_{n_{1}}\rangle$ , $(n_{1}=1,2,3, \ldots.)$ , des
$616ments$ et une famille \langle $Vn_{1}(pn_{1})$ } des voisinages, qui sont au moins
$de$ rang $\infty 1$ , tels que $V_{n_{1}}(p_{n_{1}})\cdot V_{n_{1}^{\prime}}(p_{n_{1}^{\prime}})=0$ pour $n_{1}\neq n_{1}^{\prime}$ et dont la
somme $\Sigma Vn_{1}(pn_{1})$ est partout dense dans l’espace $R$ . Posons
$E_{1}=R-\sum_{n_{1}=1}n_{1}--- 1\infty Vn_{1}(pn_{1})$ . On peut dire que l’ensemble $E_{1}$ ferm\’e et

s\’eparable, puisque l’ensemble d\’enombrable form\’e des \’el\’ements

frontieres des voisinages $\langle Vn_{1}(pn_{1})\rangle$ est dense dans $E_{1}$ . Puis prenons
un ensemble d\’enombrable {$pn_{1},$

$ n_{2}\rangle$ , $(n_{l}=1,2, \ldots.)$ , des \’el\’ement8

contenus dans Ies voisinages $Vn_{1}(pn_{1})$ et une famille $\langle Vn_{1}, n_{2}(pn_{1}, n_{2})\rangle$ ,
ou $V_{n_{1}},$ $n_{2}$ des voisinages, qui-sont au moins de rang 2, tels
que $\gamma_{n_{1},n_{2}<}Vn_{1}$ et $Vn_{1},$ $n_{2}\cdot Vn_{1},$ $n_{2}^{\prime}=0$ pour $m\neq n_{2}^{\prime}$ , et dont
la somme $\Sigma Vn_{1},$

$n_{2}$ est partout dense dans $Vn_{1}$ . Posons

$E_{g}=R-\sum_{n_{1},n_{2}}Vn_{1},$

$n_{2}n_{2}=1$ L’ensemble $E_{2}$ est ferm\’e et s\’eparable, puisque

l’ensemble d\’enombrable form\’e de tous les \’el\’ements fronti\‘eres des
voisinages \langle $Vn_{1}\}$ et $\{Vn_{1},$ $ n.’\rangle$ est partout dense dans $E_{2}$ . En g\’en\’eral,
par l’induction, pour tout nombre naturel $k$ nous pouvons d\’efinir
un ensemble d\’enombrable $\langle pn_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}\rangle,$ $(n_{k}=1,2,3, \ldots)$ , des
\’el\’ements situ6s dans les voisinages $Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{k-1}(pn_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k-1})$ ,
ou $Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k-1}$ , d\’eja d\’efinis et une famille ( $Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $ n_{k}\rangle$ . des
voisinages, qui sont au moins de rang $k$ , tels que $Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k-1},$ $n_{k}$

$<\gamma_{n_{1},n,,\ldots,n_{k-1}}$ et $Vn_{1},$ $n,,$ $\ldots,$ $n_{k-1},$
$n_{k}\cdot Vn_{1},$ $n_{2’\cdots\prime}n_{k-1},$ $nk=0$ pour

$n_{k}\neq n_{k}^{j}$ , et dont la $somme\sum_{n_{k}=1}^{\infty}Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k-1},$ $n_{k}$ est partout dense

dans $Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k-1}$ . Posons $E_{k}=R-\Sigma.Vn_{1},$ $n_{1}\ldots.,$$n_{k}n_{1},$$n_{f},..,$ $n_{k}$

Alors l’ensembte $E_{k}$ est ferm\’e et s\’eparable, puisque l’ensemble
d\’enombrable form\’e de tous les \’el\’ements fronti\’eres des voisinages
$\{Vn_{1}\rangle, \langle Vn_{1}, n_{2}\rangle , ... , (Vn_{1} , n_{2}, \ldots, n_{k}\}$ est partout dense dans $E_{k}$ .
D\’esignons par $E$ l’ensemble form\’e de tous le8 \’el\’ements fronti\’eres
$d$es voisinages $\{Vn_{1}, n_{2}, \ldots , n_{k}\}(k, n_{k}=1,2,3, \ldots.)$ . Il est clair
que la puissance de $E$ est d\’enombrable. Nous d\’emontrons que
l’ensemble $E$ est partout dense dans $R$ . En effet, par impossible,
supposons qu’il existe un \’el\’ement $p$ n’appartenant pas \‘a $\overline{E}$ . Alors
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$iI$ existe un voisina$geV(p)$ tel que $\overline{E}\cdot V(p)=0$ . Selon le fait que
$\overline{E}\supseteq\sum_{k-1}^{\infty}E_{k}$ , on peut voir qu’il existe une $suik_{A}$ des voisinages
$\{Vn_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}\}$ tels que

$ Vn_{1}(p_{n_{1}})>V_{n_{1},n_{2}}(p_{n_{1},n_{2}})>\cdots$ .
$>V_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}(p_{n_{1},n,,\ldots,n_{k}})>\cdots\cdot>V(p)$

o\‘u $Vn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $nk$ est au moins de $ra\dot{n}gk$ . Donc on a

$k-1I1\infty V_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}\supseteq V(p)$ .
Nous aboutissons donc \‘a une contradiction que le syst\’eme complet
des voisinages de $R$ n’est pas uniforme. C. Q. F. D.

En terminant, nous ajoutons sans prouve$r$ une remarque: J’ai
d\’emontr\’e dans un autre article que si le probleme de SOUSLIN a la
r\’eponse n\’egative, alors il $y$ a un espace abstrait v\’erifiant la condition
de SIERPINSKI affirmativement. Mais, sans aucune hypothese, $no\iota$] $s$

pouvons obtenir un espace abstrait v\’erifiant la condition de SIERPINSKI,
en employant le raisonnement donn\’e par M. KUREPA(2) et la relation
de l’ordre donn\’e par.le principe de $prem\backslash $ier diff\’erent.

(1) Fund., Math., t. 1 (1920), p. 223. Voir ma Note, Le probl\‘eme de SOUSLIN
et les espaces abstraits, Ces. Jour., t. 7 (1939), p. 192 et p. $200-\mathfrak{B}1$ .

(2) G. KUREPA, Ensembles lin\’eairev et clavse de tableaux ramifi\’e8, Publ. Math.
Belgrade, tomes 6-7 (1938), p. 143-166.


