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In dieser Arbeit verallgemeinern wir die Theorie der ebenen‘
algebraischen Kurve $($vgl. HENSEr,$- LANDSBERG)^{(J)}$ zu der, welche vollkom-
menen Korper als Konstantenk\"orper besitzen. Erstens werden Punkt,
Zweig, Grad von Punkt, singul\"arer Punkt u.s. $w$ . definiert. Dann
studieren wir die Relation zwischen den Punkten und Zweigen bei
Konstantenerweiterungen. Es gilt auch f\"ur unseren Fall, da6 der
Zweig, der im. Doppelpunktdivisor alifgeht, den singul\"arer Punkt als
Ausgangspunkt hat, und umgekehrt, u.s. $w$ .

Es sei $k$ ein beliebiger K\"orper und $k[X, Y]$ Polynomring von zwei
Ver\"anderlichen. Dann ist ein Primideal aus $k[X, Y]$ entweder
l-dimensional oder O-dimensional. Ein l-dimensionales Primideal ist
Hauptideal, O-dimensionales Primideal ist maximales Ideal.(2) Wir
definieren folgende Primideale als Punkte ${\rm Im}$ zwei-dimensionalen k-Raum,

und bezeichnen stets mit $\mathfrak{p}_{0}^{*}:$

1) O-dimensionales Primideal in $k[X, Y]$

2) O-dimensionales Primideal in $k[X,$ $\frac{1}{Y}]$ , das $\frac{1}{Y}$ enth\"alt.

3) O-dimensionales Primideal in $k[\frac{1}{X},$ $Y]$ , das $\frac{1}{X}$ enth\"alt.

4) O-dimensionales Primideal in $k[\frac{1}{X}$ , $\frac{1}{Y}],$ das $\frac{1}{X}$ und $\frac{1}{Y}$ enth\"alt.

Wir nennen ein Primideal im Fall 1) einen encZlichen Punkt, ein
Primideal im Fall 2) $y_{\infty}$-Punkt, ein Primideal im Fall 3) $x_{\infty}$-Punkt
und ein Primideal im Fall 4) $x_{\infty},$ $y_{\infty}$-Punlct.

(1) K. HENSEL und G. LANDSBERG: Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln
und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale.

(2) VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra II.
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Eine $Ku\gamma ve$ ist ein l-dimensionales Ideal in $k[X, Y]$ (endlicher Fall)

oder ein $\frac{1}{Y}$ enthaltendes, l-dimensionales Ideal in $k[X,$ $\frac{1}{Y}]$ , oder ein
$\frac{1}{X}$ enthaltendes, l-dimensionales Ideal in $k[\frac{1}{X},$ $Y]$ . (unendlicher Fall)

Da jedes l-dimensionale Ideal aus $k[X, l^{\overline{\prime}}]$ ein Hauptideal $(f)$ mit
bis auf die Koeffizienten aus $k$ eindeutig bestimmten $f$ ist, so ist es
auch eine “ Kurve $f$

’ genannt.
Ist nun $f=a_{0}(X)Y^{n}+a_{1}(X)Y^{n-1}+\cdots+a_{n}(X),$ $a_{0}(X)\neq 0$ , so ist

$g(X,$ $\frac{1}{Y})=\frac{1}{Y^{l}}f(X, Y)=a_{(},(X)+a_{1}(X)\frac{1}{Y}+\cdots+a_{n}(X)\frac{1}{Y^{n}}\in k[X,\frac{1}{Y}]$ .
Ein Punkt $0_{0}^{\star}$ heiBe “liegt in (auf) $ d\circ$ Kurve $f’$ , wenn

1) Pif endlich und PX $\ni f$ ist,

2) nt $y_{\infty}$ und $\mathfrak{v}_{0}^{*}\ni g(X,$ $\frac{1}{Y})$ ist.

${\rm Im}$ Falle 3) oder 4) k\"onnen wir gleichartige Definition geben. Wenn
’ein Punkt gleichzeitig auf der Kurve $f$ und auf der Kurve $g$ liegt, so
ist er {ein Schnitipunkt von $f$ und $g$ genannt.

Wir nehmen an, $daB$ die Kurve $f$ irreduzibel ist, d.h. $(f)=\emptyset l$

ein Primideal in $k[X, Y]$ ist. $k[X, Y]/0\downarrow=k[x, y]$ , und der
Quotientenk\"orper von $k[x, y]$ ist ein algebraischer Funktionenkorper
einer Ver\"anderlichen. Dabei bezeichnen $x,y$ resp. die $X,$ $Y$ enthaltenden
Restklassen nach $ 0\downarrow$ . Zwischen den $\mathfrak{p}_{1}$ enthaltenden Primidealen aus
$k[X, Y]$ und den Primidealen (also Maximalidealen) aus $k[x, y]$

besteht eine ein-eindeutige Zuordnung:

$\mathfrak{v}_{0}^{*}\Leftrightarrow 0=\mathfrak{v}_{0}^{*}/\mathfrak{p}_{1}\subseteqq k[x, y]$

Hilfssatz 1. $k[X,$ $\frac{1}{Y}]/(g(X,$ $\frac{1}{Y}))\equiv k[x,$ $\frac{1}{y}]$ , wenn $y\neq 0$ .
Daraus folgt:

Hilfssatz 2. Eine $ein- ei\gamma d^{\eta},utigeZu\sigma rdnung$ besteht zwischen
1) $d_{\nu}m$ in Kurve $\mathfrak{p}_{1}$

$liege\gamma d^{\rho},n$ erdlichen Punkten urd nicht-trivialen
$Prim^{i}\mathcal{M}d\circ Jalen$ aus $k[x, y]$ ,

2) $d,n$ in Kurve $\mathfrak{h}_{1}hege7_{\iota}d^{\circ}yny_{\infty}$-Punkten urd $d_{d}^{p}n\frac{1}{y}enthaltend,n$, nicht

trivialen $Prim\cap\iota d_{J}\circ\lrcorner alen$ aus $k[x,$ $\frac{1}{y}]$ ,

3) don in Kurve $\mathfrak{p}_{1}liege\gamma_{\backslash }dJ\circ nx_{\infty}$-Punkten $urdd_{J}^{\circ}n\frac{1}{x}$ enthaltendin nicht-
$tr\dot{w}$ialen $Prim\cap id,\circ alen$ aus $k[\frac{1}{x}$, $y]$ ,
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$ur_{(}d$

4) $d,om$ in Kurve $\mathfrak{h}_{1}$ hegerden $x_{\infty},$ $y_{\infty}$-Punu urd $d\circ,m\frac{1}{x}$, $\frac{1}{y}$ enthalterden
$nicht- tr\dot{w}$ialen $Primid,\circ al$ aus $k[\frac{1}{x},$ $\frac{1}{y}]$ .
Ist $\mathfrak{h}$ das einem Punkt $\mathfrak{v}_{0}^{*}$ entsprechende Primideal aus $k[x, y]$ , so

ist $k[X, Y]/\mathfrak{p}_{0}*\equiv k\overline{[}x,$ $y$] $/0$ \dagger eine \"ahnliche isomorphe Relationen
besteht fiir unendliche Punkten.

Die Primdivisoren aus $k(x, y)$ sind Zweige (von $\mathfrak{h}_{1}$ ) genannt und
mit $\mathfrak{P}$ bezeichnet. Ferner wird die normierte Exponenten-bewertung
in bezug auf $\mathfrak{P}$ mit $\nu_{\mathfrak{P}}$ und das Primideal aus dem Bewertungsring in
bezug auf $\nu_{\mathfrak{P}}$ schlechthin mit $\mathfrak{P}$ bezeichnet.
1) Wenn $\nu_{\mathfrak{P}}(x)\geqq 0,$ $\nu_{\mathfrak{P}}(y)\geqq 0$ sind, dann ist $\mathfrak{P}-k[x, y]$ ein Primideal

aus $k[x, y]$ . 2) Wenn $\nu_{\mathfrak{P}}(x)\geqq 0$ , $\nu_{\mathfrak{P}(y)}<0$ sind, dann ist $\mathfrak{P}\wedge k[x,$ $\frac{1}{y}]$

ein $\frac{1}{y}$ enthaltendes Primideal aus $k[x,$ $\frac{1}{y}]$ . 3) Wenn $\nu_{\mathfrak{P}}(x)<0,$ $\nu_{\mathfrak{P}}(y)$

$\geqq 0$ sind, dann ist $\mathfrak{P}\leftarrow k[\frac{1}{x},$ $y]$ ein $\frac{1}{x}$ enthaltendes Primideal aui

$k[\frac{1}{x},$ $y]$ . 4) Wenn $\nu_{\mathfrak{P}}(x)<0,$ $\nu_{\mathfrak{P}}(y)<0$ sind, dann ist $\mathfrak{P}\wedge k[\frac{1}{x}$, $\frac{1}{y}]$

ein $\frac{1}{x}\frac{1}{y}$ enthaltendes Primideal aus $k[\frac{1}{x},$ $\frac{1}{y}]\lrcorner$

Auf diese Weise entspricht jedem Zweig $\mathfrak{P}$ eindeutig ein Primideal
$0$ . Man definiert $0$ als Ausgangspunkt von $\mathfrak{P}$ . Umgekehrt gilt

Satz 1. Zu jedom Prim $i\iota d3ale\mathfrak{p}$ existiert ein Zwejg, der $0$ als Ausgangs-
punkt hat.

Beweis. Wir nehmen an, daB der zu $\mathfrak{h}$ entsprechende Punkt im
$f$ endlich ist. (Der unendliche Fall wird gleichartig behandelt.) Es gei
$\supset 6$ der Ring, der aus allen in bezug auf $k[x, y]$ ganzen Elementen aus
$k[x, y]$ besteht. $k(x, y)/k(x)$ ist endlich. Da $k[x, y]\supseteqq k[x]$ ist, und
$\mathfrak{Q}$ alle in bezug auf $k\lfloor x$] ganze Elemente aus $k(x, y)$ enth\"alt, so
enth\"alt $\supset$ die Hauptordnung von $k[x]$ , in der der Zerlegungssatz in
Primideale gilt. $\iota\supset$ ist ein Zwischenring zwischen $der$ Hauptordnung
von $k[x]$ und ihrem Quotientenk\"orper $k(x, y)$ , also gilt in $\supset b$ der
Zerlegungssatz in Primideale.(3) Ein Primteiler des ErweiterungsidealeS
$\mathfrak{p}\supset$ von $0$ in $\supset$ bestimmt bekanntlich einen Primdivisor von $k(x, y)$ mit
$\mathfrak{p}$ als dem Ausgangspunkt.

Birationale Transformationen. Ist $k(x, y)=k(\xi, \eta)$ , so bilden die

(3) K. MATUSHiTA: \"Uber ein bewertungstheoretisches Axiomensystem, Jap, Journ. of Math.,

Vol. 19, 97-110.
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Polynome $f(X, Y)$ aus $k[X, Y]$ mit $f(\xi, \eta)=0$ ein Primideal $\mathfrak{p}_{1}^{\prime}$ in
$k[X, Y]$ , f\"ur das $k[X, Y]/\mathfrak{p}_{1}’\equiv k[\xi, \eta]$ gilt. Dann sagen wir, daB
bei der birationalen Transformation $x=x(\xi, \eta),$ $y=y(\xi, \eta);\xi=\xi(x, y)$ ,
$\eta=\eta(x, y)\mathfrak{p}_{1}$’ zu $\mathfrak{h}_{1}$ entspricht. Wenn f\"ur einen Primdivisor as in
$k(x, y)=k(\xi, \eta)D$ der Ausgangspunkt von $\mathfrak{P}$ auf $\mathfrak{p}_{1}$ , und $\mathfrak{p}^{\prime}$ der von
$\mathfrak{P}$ auf $\mathfrak{p}_{1}^{J}$ ist, so sagen wir, daB bei dieser birationalen Transformation
$0^{\prime}$ zu $\mathfrak{h}$ entspricht.

Die Anzahl der Zweigen mit $0$ als dem Ausgangspunkt ist endlich.
$\mathfrak{P}_{l}$ sei ein solcher Zweig und $\alpha_{i}$ ist der Exponent von $\mathfrak{p}$ in bezug auf

$\mathfrak{P}$ d.h. $a=\min_{\Pi C\beta}\nu_{\mathfrak{P}\iota}$ (Il). Dann nennt man $\Pi \mathfrak{P}_{l}^{a}=\mathfrak{P}_{1}^{a_{1}}\cdots \mathfrak{P}_{C}^{a_{C}}=9d^{\circ},n$

Divisor von $0$ .
Satz 2. Bo.i $jed_{\mathring{d}}r$ linearen Transformation $x=(a \xi+b)/(a^{\prime}\xi+b^{\prime})$ ,

$y=(c\eta+d)/(c^{\prime}\eta+d^{\prime})$ mit $\left|\begin{array}{ll}a & b\\a^{\prime} & b\end{array}\right|\neq 0$ urd $\left|\begin{array}{ll}c & d\\c^{\prime} & d^{\prime}\end{array}\right|\neq 0$ bleiben $ d\prime i\circ$. $D\dot{w}$igoren

$v\sigma n0$ unverardoJrt.
Beweis. Eine allgemeine lineare Transformation entsteht aus

sukkzessiven Anwendungen der linearen Transformationen $x=(a\xi+b)/$

$(a^{\prime}\xi+b^{\prime}),$ $ y=\eta$ und $x=\xi,$ $y=(c\eta+d)/(c^{\prime}\eta+d^{\prime})$ . Nun bezeichne
$\mathfrak{P}_{0}$ ein fest gelegter Zweig mit $0$ als dem Ausgangspunkt und $\mathfrak{p}^{\prime}$ ein
Primideal aus $k[\xi, \eta]$ , welches bei Anwendung einer linearen Trans-
formation $x=(a \xi+b)/(\mathfrak{a}^{\prime}\xi+b‘)$ , $ y=\eta$ durch Vermitterung von $\mathfrak{P}_{0}$

aus $D$ entsteht. Es ist dann hinreichend zu zeigen, da6 der Exponent
$e$ von $0$ in bezug auf einen beliebigen Zweig $\mathfrak{P}$ . von $0$ nicht kleiner ist
als der von $0^{\prime}$ .

1) $\nu_{\mathfrak{P}}(x)\geqq 0,$ $\nu_{\mathfrak{P}}(y)\geqq 0;k[x, y]\supseteqq \mathfrak{h}$ . a) $\nu_{\mathfrak{P}0}(\xi)\geqq 0$ . Dann ist
$\nu_{\mathfrak{P}}(\xi)\geqq 0$ . Ist n\"amlich $\nu_{\mathfrak{P}}(\xi)<0$ , so folgt aus $\xi=(-b^{\prime}x+b)/(a^{\prime}x-a)$

$\nu_{\mathfrak{P}}(a^{\prime}x-a)>0$ ,

so daB $a^{\prime}x-a\in D$ ist. Hieraus folgt $\nu_{\mathfrak{P}0}(a^{\prime}x-a)>0$ . Wegen

$\left|\begin{array}{ll}-b^{\prime} & b\\a^{\prime} & -a\end{array}\right|\neq 0$ muB $\nu_{\mathfrak{P}0}(-b^{\prime}x+b)=0$ sein, woraus

$\nu_{\mathfrak{P}0}(\xi)=\nu_{\mathfrak{P}0}(-b^{\prime}x+b/a^{\prime}x-a)<0$

folgt, was aber ein Widerspruch ist. Es muB also $\nu_{\mathfrak{P}}(\xi)\geqq 0$ sein.
Weil $\nu_{\mathfrak{P}}(a\xi+b)\geqq 0$ und $\nu_{\mathfrak{P}}(a^{\prime}\xi+b^{\prime})\geqq 0$ ist, so sieht man nach $\nu_{\mathfrak{P}}(x)=$

$\nu_{\mathfrak{P}}(a\xi+b/a^{\prime}\xi+b^{\prime})\geqq 0$ sofort ein, daB $\nu_{\mathfrak{P}}(a^{f}\xi+b^{\prime})=0$ ist. Nun enth\"alt
$\mathfrak{p}$ ein Polynom $h(x, y)$ mit $\nu_{\mathfrak{P}}(h(x, y))=e>0$ ; dann ist nat\"urlich
$\nu_{\mathfrak{P}0}(h(x, y))>0$ .
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$h(x, y)=a_{0}(y)x^{m}+$ $\cdot$ . . $+a_{m}(y)$

$=(1/(a^{\prime}\xi+b^{\prime}))^{m}[a_{0}(y)(a\xi+b)^{m}+a_{1}(y)(a\xi+b)^{m-1}(a^{\prime}\xi+b^{\prime})+\cdots]$

$=(1/(a^{\prime}\xi+b^{\prime}))^{m}g(y, \xi)$ .
Es folgt also: $\nu_{\mathfrak{P}}(h(x, y))=\nu_{\mathfrak{P}}(g(y, \xi))=e$ .
Ebenso ist $\nu_{\mathfrak{P}0}(g(y, \xi))=\nu_{\mathfrak{P}0}(h(x, y))>0$ . Also ist $g(y, \xi)\in \mathfrak{h}^{\prime}$ und
$\nu_{\mathfrak{P}}(g(y, \xi))=e$ ; es folgt daher $e\geqq e^{\prime}=Exponent$ von $\mathfrak{p}^{\prime}$ .

b) $\nu_{\mathfrak{P}0}(\xi)<0$ . In diesem Fall ist $\nu_{\mathfrak{P}0}(1/\xi)<0$ ; wie im a) schlieBt
man $\nu_{\mathfrak{P}}(1/\xi)\geqq 0$ und $\nu_{\mathfrak{P}}(a^{\prime}+b^{\prime}/\xi)=0$ .

$h(x, y)=a_{0}(y)x^{m}+\cdots+a_{m}(y)=(1/(a^{\prime}+b^{\prime}/\xi))^{m}(a_{0}(y)(a+b/\xi)^{m}+\cdots)$

$=(1/(a^{\prime}+b^{\prime}/\xi))^{m}g(1/\xi, y)$ ,

$g(1/\xi, y)\in 0^{\prime}$ . Wegen $\nu_{\mathfrak{P}}(h(x, y))=\nu_{\mathfrak{P}}(g(1/\xi, y))$ ist $e\geqq e^{\prime}$ .
2) Falls $0x_{\infty}$ oder $y_{\infty}$ ist, $d.i$ . $\nu_{\mathfrak{P}}(x)<0$ oder $\nu_{\mathfrak{P}}(y)<0$ , ersetzen

wir $1/x$ durch $(a^{\prime}\xi+b^{\prime})/(a\xi+b)$ , oder $1/y$ durch $(c^{\prime}\eta+d^{\prime})/(c\eta+d)$ und
dann gehen wie im Fall 1) vor.

Es sei $\mathfrak{P}$ ein Zweig mit $0$ als dem Ausgangspunkt, und $\mathfrak{Q}_{\mathfrak{P}}$ der
Bewertungsring von $\mathfrak{P}$ . Wegen $k[x, y]\leftarrow \mathfrak{P}=0$ ist (wir ersetzen
$k[x, y]$ bzw. durch $k[1/x, y]k[x, 1/y]$ und $k[1/x, 1/y]$ , falls $0y_{\infty},$ $x_{\infty}$

und $x_{\infty}-y_{\infty}$ ist), so kann man in \"ublicher Weise annehmen, da6 der
Restklassenk\"orper $k[x, y]/\mathfrak{p}$ in $\supset \mathfrak{P}/\mathfrak{P}$ enthalten ist. Wegen der Relation
$\mathfrak{Q}_{\mathfrak{P}}/\mathfrak{P}\supseteqq k[x, y]/\mathfrak{h}\supseteqq k$ ist $(\supset \mathfrak{P}/\mathfrak{P}:k)$ ein Vielfaches von $(k[x, y]/\mathfrak{p}:k)=$

$(k[X, Y]/\mathfrak{v}_{0}^{*} : k)$ . Dabei heiBt $(k[x, y\rceil/p:k)$ der Grad von $\mathfrak{p}$ (von $\mathfrak{p}_{0}*$ ).
F\"ur den Grad gilt:

Hilfssatz 3. Die notwendige urd hinreichende $B_{-}d^{\dot{\eta}_{\text{ノ}}}ngung$ dafur, daB
$0$ vom Grad 1 ist, ist $D=(x-a, y-b)m?\prime ta,$ $b$ aus $k$, falls $\mathfrak{p}e\gamma_{t}d$lich ist.

Ein Punkt heiBt ein reeller Punkt oder ein imaginurer Punkt, je

nachdem der Grad des Punktes $=1$ oder $>1$ ist.
Satz 3. Die $ Grad,\circ$ von Punkten si7. $d$ invariant bei linearen Trans-

formationen.
Satz 4. $B_{J}^{\rho}i$ biratimalen Transformationen bleiben die Grad, von

Punkten invariant bis auf erdhch viele Punkte, die Ausgangspunkte von
Zweigen $\mathfrak{P}m\prime it(\supset \mathfrak{P}/\mathfrak{P}:k)>1s\dot{w}_{\iota}d$ .

Beweis. 1) Wenn $(\downarrow\supset \mathfrak{P}/\mathfrak{P}:k)=1$ ist, so sind die Grade der Ausgangs-

punkte der beiden Kurve 1. 2) $h(x, y)=k(\xi, \eta)$ ,

$\xi=f_{1}(x, y)/f_{2}(x, y)$ , $\eta=g_{1}(x, y)/g_{2}(x, y)$ ; $x=f_{1}^{\prime}(\xi, \eta)/f_{2}^{\prime}(\xi, \eta)$ ,

$y=g_{1}^{\prime}(\xi, \eta)/g_{2}^{\prime}(\xi, r_{/})$ .
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Wir betrachten einen beliebigen Zweig $\mathfrak{P}$ f\"ur den $\nu_{\mathfrak{P}}(f_{2})=\nu_{\mathfrak{P}}(g_{2})$

$=\nu_{\mathfrak{P}}(f_{2}^{\prime})=\nu_{\mathfrak{P}}(g_{3}^{\prime})=0$ gilt. Dabei wollen wir annehmen, $daB$ der
Ausgangspunkt von $\mathfrak{P}$ endlich ist. $\overline{h_{J}(\xi,\eta),}\overline{h_{2}(\xi,\eta),}$ . . . , $\overline{h_{\rho}(\xi,\eta)}$ sei
ein System der Elemente aus $k[\xi, \eta]/D^{\prime}$ , wo $h(\xi, \eta)\in k[\xi, \eta]$ . Ist dann
dieses System \"uber $k$ unabh\"angig, so gibt es auch in $ k[x, y]/0\rho$ \"uber
$k$ unabh\"angige Elemente. N\"amlich es gibt einen Exponenten $t$, f\"ur den
$(f_{2}(x, y)g_{2}(x, y))^{t}h(f_{1}(x, y)/f_{2}(x, y),$ $g_{1}(x, y)/g_{2}(x, y))=H(x, y)\in k[x, y]$

ist $(\dot{\iota}=1, \cdots , \rho)$ . Wenn $\sum_{=1}^{/)}aH(x, y)\in 0$ ist, so ist $\nu_{\mathfrak{P}}(\sum a_{t}h(\xi, \eta))>0$ ,

weil $\nu_{\mathfrak{P}}(f_{2}(x, y),$ $g_{\underline{o}}(x, y))^{t}=0$ ist. Also $\sum\sigma h_{i}(x, y)\in \mathfrak{h}^{\prime}$, daraus folgt
$a=0$ $(i=1, \cdot. . , \rho)$ . Daher ist $\{H(x, y)\}$ unabh\"angig. Mithin ist
$(k[\xi, \eta]/D^{\prime} : k)\leqq k[x, y]/\mathfrak{p}:k)$ ; ebenso gilt: $(k[\xi, \eta\rfloor/\mathfrak{p}^{\prime} : k)\geqq(k[x, y]/\mathfrak{p}:k)$ ,

woraus $(k[\xi, \eta]/D^{\prime} : k)=(k[x, y]/\mathfrak{h}:k)$ folgt. Ebenfalls kann man zeigen,

dass die Grade von fast alle Punkte invariant sind, wenn $\mathfrak{p}$ oder $p^{\prime}$ ein
unendlicher Punkt.

Von nun an nehmen wir an, daB $k$ die algebraisch abgeschlossene

H\"ulle von $k$ in $k(x, y)$ ist. Es sei $\mathfrak{P}_{1}^{a_{1}}$ . . . $\mathfrak{P}_{\kappa^{C}}^{a}\cdot=ffi$ der Divisor des
Punktes $D$ und Grad $\Theta=\sigma$ , Grad $\mathfrak{P}=f_{l}$ , Grad $0=f$ . $\sum af_{l}=\sigma$ .
Bekanntlich ist $ f|\sigma$ . Wir definieren $D$ als ein singularer Punkt, wenn
$\sigma/f>1$ und als ein isolierter Punkt wenn $f>f$ f\"ur alle $i$ . Und $0$

hei$Bt$ ein rc-zweigiger und $\sigma/f$-facher Punkt.
$f(X, Y)$ sei ein irreduzibles Polynom vom Grade $n$ bzw. $m$ in bezug

auf $Y$ bzw. $X$. Ferner sei $g(X, Y)$ ein (nicht notwendig irreduzibles)

Polynom, dessen Grade in bezug auf $Y,$ $X$ resp. $t,$ $s$ sind. Sind dann
$En_{x}$ , $\Re_{y}$ Nennerdivisor von $x,$ $y$ (wir setzen) $\Re_{y}=1$ , falls $y=0$), so ist
der Divisor von $g(x, y)$ . von der Form $\mathfrak{G}/(\Re_{x}^{s}\Re_{y}^{t})$ , wo $\mathfrak{G}$ ein ganzer
Divisor ist. Da der Grad von $\Re_{x}=n$ , und der von $\Re_{y}=m$ ist, so ist
der Grad von $\Re=Grad$ von (Eni $\Re_{y}^{t}$) $=ns+mt$ .

Satz 5. Die Schnittpunkte von $f$ und $g$ werdm durch $\mathfrak{G}$ gegeben; $d.h$ .
der Ausgangspunkt $d\circ x$ Zweiges $\mathfrak{P}$ welcher in $\mathfrak{G}$ aufgeht, bestimmt einen
Schnittpunkt von $f$ urd $g$ , urd umgekehrt.

Beweis. 1) Punkt P,l ist endlich und liegt auf der Kurve $f$. $\mathfrak{P}$

ist ein beliebiger Zweig, der zu $\mathfrak{p}_{0}^{s}$ entsprechende Primideal $0$ aus,

$k[x, y]$ als Ausgangspunkt hat.

$\mathfrak{p}_{0}^{*}$ liegt auf der Kurve

$g(X, Y)\Leftrightarrow \mathfrak{v}_{0}^{*}\ni g(X, Y)\leftarrow^{\rightarrow}D\ni g(x, y)\leftarrow\rightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(g(x, y))>0$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{G})>0$ .
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2) $\mathfrak{p}_{0}*\subseteqq k[X, 1/Y]$ . Da $\nu_{\mathfrak{P}}(x)\geqq 0$ und $\nu_{\mathfrak{P}}(y)<0$ , so ist $\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{x})=0$ ,
$\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{y})>0$ .

$0_{0}^{*}$ liegt auf

$g(X, Y)\leftarrow\rightarrow \mathfrak{p}_{0}^{*}\ni h(X,1/Y)=(1/Y)^{t}g(X, Y)\Leftrightarrow \mathfrak{p}\ni h(x,1/y)=(1/y)^{t}g(x,y)$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}((1/y)^{t}g(x, y))>0\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(g(x, y))+\nu_{\mathfrak{P}}((1/y)^{t})>0$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{G})-\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{R}_{y}^{t})+\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{y}^{l})>0\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{G})>0$ .
3) $0_{0}^{*}\subseteqq k[1/X, Y]$ : Wie im Fall 2) kann man leicht schlieBen:

$\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{G})>0$ .
4) $\mathfrak{p}_{0}^{*}\subseteqq k[1/X, 1/Y]$

$\mathfrak{h}_{0}^{*}$ liegt auf

$g(X, Y)\Leftrightarrow \mathfrak{p}_{0}*\ni h(1/X, 1/Y)=(1/X)^{s}(1/Y)g(X, Y)$ .
$\Leftrightarrow^{\backslash }0\ni- h(1/x, 1/y)=(1/x)^{s}(L/y)^{t}g(x, y)$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}((1/x)(1/y)^{t}g(x, y))>0$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(g(x, y))+\nu_{\mathfrak{P}}((1/x)^{s})+\nu_{\mathfrak{P}}((1/y)^{l})>0$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{G})-\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{x}^{\iota})-\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{y}^{t})+\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{x}^{s})+\nu_{\mathfrak{P}}(\Re_{y}^{t})>0$

$\Leftrightarrow\nu_{\mathfrak{P}}(\mathfrak{G})>0$ .
Wir nehmen an, daB $k$ vollkommen ist und $x,$ $y$ Uber $k$ transzendent

$8ind$ . Wir bezeichnen den Verzweigungsdivisor (Differentendivisor)(4)
von $k(x,y)/k(x)$ mit $3_{x}$ , den von $k(x,y)/k(y)$ mit $8_{y}$ . Wenn $f_{x}^{\prime}(x)\neq 0$ ,
$f_{y}^{\prime}(y)\neq 0$ ,

$dyldx=-f_{x}^{\prime}(x)/f_{y}^{\prime}(y)=(\Re_{x}^{\Phi}d8_{y})/(\Re_{y}^{0}8_{x})$ .
Wie im DEDEKIND-WEBER, kann man schlieBen, daB $vf/9x=(\mathfrak{D}8_{\nu})l$

$(\Re_{x}^{m-2}\Re_{y}^{n})$ ist, falls $vf/vx\neq 0$ ist, und $vf/9y=(\mathfrak{D}8_{x})/(\Re_{x}^{m}\Re_{y}^{n-2})$ ,
wenn sogar $of/9y\neq 0$ ist, und gleichzeitig da6 der ganze Divisor $\mathfrak{D}$

unabh\"angig ist bei linearen Transformationen.
Wir definieren den $Doppelpunktd^{i}vis\alpha r$ von $f$ (oder Divisor der

(4) F. K. SCHMIDT: Analytische Zahlentheorie in K\"orpern den Charakteristik $p$, Math.
Zeitschr., 33.

(5) $DEiDI_{I}^{\prime}KIND$ und WEBER: Theorie der algebraischen Funktionen einer Veranderlicben,
Crelle, 1882, 181-29O.
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singul\"aren Punkte) auf folgende Weise. Wenn einer der $Of/9X$ und
$vf/9y$ nicht Null ist, so ist $\mathfrak{D}$ der Doppelpunktdivisor, und wenn beide
Null sind, ist der Doppelpunktdivisor $0$ , und $\nu_{\mathfrak{P}}(0)=\infty$ f\"ur jedes $\mathfrak{P}$ .

Wenn $\mathfrak{h}$ vom Grade 1 ist, so ist $\mathfrak{v}=(x-a, y-b)$ (oder $(x-a,$ $1/y)$ u.s.w.).

Ist $\Omega=\Pi X_{l}^{a}|$‘ der Divisor von $\mathfrak{h}$, so ist stets $\mathfrak{P}_{i,}^{a_{t}}|\mu(’\grave{\dot{9}}-b)+\lambda(x-a)$ wenn
$\mu,$

$\lambda\in k$ . Wenn $\mathfrak{P}l$ vom Grade 1 ist, so existiert ein und nur ein (bis
auf dem Verh\"altnis $(\mu;\lambda))\mu(y-b)+\lambda(x-a)$ , f\"ur den

$\mathfrak{P}_{1}^{a_{1}+1}|\mu(y-b)+\lambda(x-a)$ .
Wir nennen diesen $\mu(Y-b)+\lambda(X-a)$ die Tangente an $\mathfrak{P}_{1}$ der
Kurve $f(X, Y)$ , und $(p:\lambda)$ die Steigung der Tangente an $\mathfrak{P}_{1}$ . DaB $0$

verschiedene Steigungen der Tangente an $\mathfrak{P}_{1}$ und $\mathfrak{P}_{2}$ hat, ist unge\"andert
bei linearen Transformationen.

Wir betrachten nun Konstantenerweiterungen von $k(x, y)$ . Der
Zerf\"allungsk\"orper von $K=k[x, y]/D$ \"uber $k$ ist mit X und der X
enthaltende kleinste algebraisch abgeschlossene korper mit $K^{*}$ bezei-
chnet. $f=Grad$ von $0$ .

Satz 6. Wenn $d^{\rho},r$ Restklassenkorper $K$ uber $kseparab^{\text{ノ}}.l$ ist, $so$ ist

$\mathfrak{p}\cdot\overline{K}[x, y]=\overline{0}_{1}\cdots\overline{\mathfrak{p}}_{J}=\overline{\mathfrak{p}}_{1}\wedge\cdots-\overline{\mathfrak{p}}_{f}$ ,

$wo\overline{\mathfrak{p}}(1\leqq i\leqq f)$ ein PrimidJoal aus $\overline{K}[x, y]v\sigma m$ Grad 1 $u\gamma d$ a $\leftarrow k[x, y]$

$=0$ ist.
Beweis. Da $K/k$ separabel ist, so ist $\overline{K}lk$ auch separabel. Also ist

$\mathfrak{h}\cdot E[x, y]$ gleich dem Durchschnitt aller \"uber $\emptyset$ liegenden Primideale
$\overline{\mathfrak{p}}$ aus $\overline{K}[x, y]$ (KRULL, Idealtheorie, \S 3). Die Dimension von $\overline{O}$ in $\overline{K}[x, y]$

ist gleich der von $0$ in $k[x, y]$ , also gleich $0$ . Daher sind alle $\overline{\mathfrak{p}}$ in
X $[x,y]$ maximal und der Durchschnitt aller fi ist gleich dem Produkt aus
ihnen. Nun zeigen wir, daB es genau $f$ ‘ \"uber $\mathfrak{h}$ liegende Primideale”
gibt. Bezeichnet man mit $\overline{x}$ bzw. $\overline{y}$ die $x$ bzw. $y$ enthaltende Restklasse
von $k[x, y]/\mathfrak{p}$ , so ist dann und nur dann $g(x, y)\equiv 0$ mod $0$ , wenn
$g$ (hi, $\overline{y}$) $=0$ in $K$, wo $g(x, y)$ ein Polynom aus $k[x, y]$ bedeutet. Setzen
wir $\overline{l}=(x-\overline{x}, y-\overline{y})\subseteqq\overline{K}[x, y]$ , so ist $F\supset 0$ und fi $-k[x, y]=\emptyset$ . Also
ist $\overline{\mathfrak{p}}$ ein ”\"uber $0$ liegendes Primideal”. Da $K=k(\overline{x}, y=)$ eine separable
Erweiterung \"uber $k$ vom Grad $f$ ist, gibt es $f$ konjugierte Korper die
in $\overline{K}$ enthalten sein. F\"ur jeden konjugierten K\"orper kann man
verschiedenes \"uber $\mathfrak{h}$ liegendes Primideal konstruieren.

Umgekehrt sei $\overline{\mathfrak{p}}$ ein \"uber $D$ liegendes Primideal aus $\overline{K}[x, y]:\mathfrak{p}=\Phi$

$-k[x, y]$ . In $K^{*}[x, y]$ gibt es dann wenigstens ein \"uber $\overline{\mathfrak{p}}$ liegendes
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Prnnideal D. Da $K^{*}$ algebraisch abgesehlossen $i\#$. se ist $\mathfrak{H}$ yesk $R$
$1$ , un $d$ es folgt aus Hilfssatz 3; $\mathfrak{Q}=(x-a, y-\beta)$ fhr $r\beta\in K^{*}$. $\mathbb{R}$

$\mathfrak{p}\subset F\subset \mathfrak{Q}$ , so ist $f(x, y)\in \mathfrak{Q}$ , wenn $0\ni f(x, y)$ ; so folgt $ f(\alpha.\beta)=\theta$ . Daher
ist $k(\alpha, \beta)=k[a, \beta]\equiv k[x, y]/0=K$ ; daraus folgt, $daBk(a, \beta)$ im
Zerf\"allungskorper $\overline{K}$ von $K$ Uber $k$ enthalten seIn muss: ca $\beta\in$ K.
Also $\overline{l}=(x-a. y-\beta)$ in $\overline{K}[x, y]$ .

Unter derselben Annahme wie oben sei $\mathfrak{P}$ ein Zweig in $k(x_{\iota}y)$ mit
$\mathfrak{d}$ als dem Ausgangspunkt. Ferner sei der Grad von $0$ gleich $f$ und
der Grad von $\mathfrak{P}$ gleich $mf$ . Dann gilt nach Satz 6:

$0\cdot\overline{K}[x, y]=l_{1}\cdots \mathfrak{H}_{f}$ , $R=(x-\alpha_{l\prime}y-\beta)$ ,

wo $k(a, \beta)=K$ gesetzt ist. Wir betrachten nun in $X(x, y)$ Fort-
setzungen des Primdivisors $\mathfrak{P}$ in $k(x, y)$ . Ist $\Phi_{1}$ eine Fortsetzung von
$\mathfrak{P}$ so ist $\overline{\mathfrak{P}}_{1}-E[x, y]$ ein Primideal aus $\overline{K}[x, y]$ und $\Phi_{1}-k[x, y]=\mathfrak{p}$ ;
d.h. es ist ein Uber $0$ liegendes Primideal aus X $[x, y]$ . Das Primideal
$\overline{\mathfrak{P}}_{1}-\overline{K}[x, y]$ mu6 also mit einem von den $\overline{\mathfrak{p}},$

$,$

$\cdot$ , $\overline{\theta}_{f}$ Ubereinstimmen.
Durch geeignete Umordnung kann man $\overline{\mathfrak{P}}_{1}\rightarrow E[x, y]=f_{1}$ annehmen.
Wir bezeichnen nun mit $\mathfrak{P}^{(1)}$ die durch $\overline{\mathfrak{P}}_{1}$ induzierte Bewertung von
$K_{1}(x, y)$ , mit $\mathfrak{Q}^{(1)}$ den Bewertungsring von $K_{1}(x, y)$ in bezug auf $\mathfrak{P}^{(1)}$ ,
und mit $\mathfrak{Q}$ den von $k(x, y)$ in bezug auf $\mathfrak{P}$ . Dann gilt: $\mathfrak{Q}^{(1)}/\mathfrak{P}^{(1)}\supseteqq$

$\mathfrak{Q}/\mathfrak{P}\supseteqq k$ . Da $(\mathfrak{Q}/\mathfrak{P}:k)=mf$ ist, so folgt $(\mathfrak{Q}^{(I)}/\mathfrak{P}^{(1)} : k)\geqq mf$ .
Andererseits ist $\mathfrak{O}^{1)}/\mathfrak{P}^{(1)}\supseteqq K_{1}\supseteqq k$ und $(K_{1} : k)=f$ . Also ist $-\delta er$ Grad
von $\mathfrak{P}^{(1)}$ in bezug auf $K_{1}$ nicht kleiner als $m$ . Weil $\mathfrak{P}_{1}x-\alpha_{1}$ und $y-\beta l$

enth\"alt, so sind $x-a_{1}$ und $y-\beta_{1}$ in $\mathfrak{P}^{(1)}$ enthalten. Daher ist $\mathfrak{P}^{t1)}$ ein
Zweig mit dem Ausgangspunkt $(x-\alpha_{1}, y-\beta)$ . Nun gei $\mathfrak{P}^{t1)}=\Phi_{1}^{(b)}\cdots B_{s_{1}}^{(11}$

die Divisorenzerlegung von $\mathfrak{P}^{(1)}$ in X $(x, y)$ , wo $\overline{\mathfrak{P}}^{(1)}=\Phi_{1}$ gesetzt ist.
Dann ist jedes $\overline{\mathfrak{P}}_{J}^{(1)}$ ein Zweig mit dem Ausgangspunkt $\overline{\mathfrak{p}}_{1}$ . Well bei
Konstantenerweiterung der Grad des Divisors nicht \"andert, so ist der
Grad von $\overline{\mathfrak{P}}_{1}^{(1)}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{s_{1}}^{(1)}$ (in bezug auf $\overline{K}$) $\geqq m$ .

Bezeichnet nun $\mathfrak{P}^{()}$ denjenigen Primidivisor in $K_{i}(x, y)$ , der bei
\"aquivalenter Zuordnung (in bezug auf k) zu $\mathfrak{P}^{(1)}$ entspricht, so ist $\mathfrak{P}^{(i)}$

ein Zweig mit dem Ausgangspunkt $(x-a, y-\beta)$ und Grad $\mathfrak{P}^{()}=Grad$

$\mathfrak{P}^{(1)}\geqq m$ . Ferner gilt in $\overline{K}(x. y)$ :

$\mathfrak{P}^{t)}=\overline{\mathfrak{P}}_{1}^{t)}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{s}^{()}$ .
Weil in $E[x, y]$ eine Fortsetzung $\overline{\mathfrak{P}}$ von $\mathfrak{P}^{()}$ stets $x-a$ und $ x-\beta$

enth\"alt, so ist 8 nicht gleichzeitig eine Fortsetzung von $\mathfrak{P}^{(l)}$ in $K(x, y)$

und $\mathfrak{P}^{Cj)}$ in $K_{f}(x.y)$ , falls $i\neq iI8t$ . Also ist die Divi8orenzer1egung von



Uber ebene $al\wp bra\hslash cho$ Geometrde 159

$\mathfrak{P}$ in $E[x, y]$ durch $I^{J}\approx lI\overline{\mathfrak{P}}_{J}^{()}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{s}^{()}$ teilbar. Da der Grad vem $\mathfrak{P}$ (in

bezug auf $R$) gleich $mf$ und der Grad von $\overline{\mathfrak{B}}_{1}^{()}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{s}^{(j)}$ nicht klelner
f# als $m$ , so schlifflt man olrrne Sehwierlgkeit, da6 fur jedes $i$ der Grad
von $\overline{\mathfrak{P}}_{1}^{()}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{s}^{()}$ gleich $m$ ist und

$\mathfrak{P}=II\overline{\mathfrak{P}}_{1}^{()}f\rightarrow 1$ $\overline{\mathfrak{P}}_{s}^{()}$

ist. Ber\"ucksichtigt man hierbei, daB $\overline{K}/k$ separabel gald@ch igt, so sind
ale $\overline{\mathfrak{P}}_{\neg}^{(1^{\rightarrow}}$ von demselben Grad Uber $\overline{R^{-}}$, daraus folgt $s_{J}=$ . . . $=s_{f}=s$

und $s\overline{f}=m$ . Somit haben wir folgenden Satz bewlesen:
Satz 7. Wenn $k[x, y]/\mathfrak{p}$ separabel uber $k$ vom Grad $f,$ $u\gamma_{t}d\mathfrak{p}\cdot\pi[x, y]$

$=\overline{\mathfrak{p}}_{1}$ . $\overline{\mathfrak{p}}_{f}$ ist, $so$ ist

$\mathfrak{P}=\prod_{l\Leftrightarrow 1}^{f}\overline{\mathfrak{P}}_{1}^{(i)}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{s}^{()}$

$f\ddot{u}$. jtdgn Ziveig $\mathfrak{P}$ von $\mathfrak{h}$ . $Ur_{t}d\overline{\mathfrak{P}}_{f}^{(i)}$ sind Zweige auf $d,\circ m\overline{0}$ .
ab 8. Wenn $\mathfrak{p}\cdot\overline{x}[x, y]=\overline{\phi}_{1}\cdots\overline{1}_{f},$ $ur_{c}d\oplus=\mathfrak{P}_{\iota}^{a_{s}}\cdots p_{\Omega}^{a_{c}}darR\sqrt{}$

$vmp$ ist, so $ s\dot{w}.d\mathfrak{P}_{k}=\prod_{t=l}^{f}\overline{\mathfrak{P}}_{k.I}^{()}\overline{\mathfrak{P}}_{k}^{l)}\lrcorner$ $\overline{\mathfrak{P}}_{k,\iota(k)}^{(i)}ur_{t}d$ ist $\prod_{k-1}^{\kappa\}}(\overline{\mathfrak{P}}_{k_{*}I}^{\prime)}\overline{\mathfrak{P}}_{k,:}^{()}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{k_{*}\cdot(k\rangle}^{9)})^{l_{k}}$

$d^{\rho},rD\dot{w}$isor von $\overline{1}$ . $Ur_{\iota}d$ wenn $d^{\circ}r$ Grad von $8=ftiX$. so ist $d_{J}r$ Gmd
von $\prod_{k-1}^{p}(\overline{\mathfrak{P}}_{k.1}^{c)}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{k.l(k)}^{(i)})^{a_{k}}=t$ .

Beweis. $a_{1}=\min\nu_{\mathfrak{P}\iota}(\pi)$ . Wir setzen $\overline{a}_{1}=\min\nu_{\overline{\mathfrak{P}}l}$ (ft). Erstens
$pev$ $\overline{\pi}eFl$

$\overline{\alpha}_{1}\leqq a_{1}$ weil $\overline{\mathfrak{y}}_{1}\supset \mathfrak{p}$ und $aS_{1}$ bel Konstantenerweiterung, nicht verzwelgt
ist. Da $F_{-},$ $\ldots.\overline{\mathfrak{p}}_{r}$ kein Ausgangspunkt von $\overline{\mathfrak{P}}1$ slnd, so gibt ea int $\overline{A}$

ein Element $\Pi_{i}$ mit $\nu_{\overline{\mathfrak{P}}l}(fJ_{l})=0(i=2, \cdot\cdot, f)$ . Ferner hat $\overline{A}_{1}$ ein
$El\epsilon nlcnt\Pi l$ fur das $\nu_{\overline{l}_{1}}(\Pi_{1})=\overline{a}_{1}$ . $\Pi_{1}\cdot\Pi_{n}\cdots\Pi_{f}\in \mathfrak{p}\cdot E[x, y]$ (naeh Satz 6).
$\nu_{\overline{\mathfrak{P}}_{1}}(II_{1}\Pi_{2}\cdots\Pi_{J})=\overline{a}_{1}$ . Andererseits ist f\"ur jedes Element $\overline{1J}$ von
$\mathfrak{p}\cdot\pi[x.y]$

$\nu_{\overline{\mathfrak{P}}_{1}}(\Pi-)\geqq a_{1}$ . Also ist $\overline{a}_{1}\geqq a_{1}$ . So folgt $\overline{a}_{t}=a_{1}$ .
Zusatz. Ist $k$ voukmmen, so gilt Satz 8 fur $K^{*}$ statt $\overline{K}$ urd $s(k)=$

Grad van $\mathfrak{P}_{k}$ .

$\frac{9^{h}}{9y^{h}}(\frac{ir9^{g}}{9X^{g}}f).DieWdeflnieren\frac{a^{\nu}}{not9x^{\nu}}(\sum_{uWendlgend}a_{\lambda}x^{l})=\sum\left(\begin{array}{l}\lambda\\\nu\end{array}\right)a_{l}x_{9^{h}}^{(,\underline{y)}}l-\nu e\epsilon)\frac{v^{J+h}f}{gd9x^{g}}\frac{x}{y}=h1nrelchende\&dingunafur.daB$

$(\frac{r\prime j}{9X^{h}}g)_{x-}.\neq 0ist,$
$istoffenbara_{0}=a_{1}=fu_{g=a_{0}+a_{1}(x-a)+a\underline,(x-a)^{2}+}\ldots\cdot$

.
.

$(.\frac{v^{\nu}}{9x^{\nu},=}g)_{x\approx a}=0,\nu>hunda_{h-1}=0.a_{h}\neq 0$

.
(6) F. K. &wuIDr-H. $HAss+$ : Noch eine Begr\"undung der Theorie der h\"oheren Differential-

quotienten in einem algebraischen Funktionenk6rfer einer Unbestimmten, Crelle, 177 (1937).
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Satz 9. Wir nehmen an, $d\alpha Bk[x, y]/\mathfrak{h}$ separabel uber $k$ ist. Die
$notwe\gamma_{(}d\}ge$ und $hinreicher_{t}deB\sim d^{n_{J}}ngung$ dxfur, $dxB0$ ein l-facher Punkt

von Kurve $f$ ist, ist dxB $\frac{9^{g+h}f}{\Gamma\backslash ,c/X^{g}}\frac{x.y)}{y^{h}}(9$ fur $g+h<l$ zu $0$ gehirt, aber $n\dot{w}ht$

eine Ableitung l-ter Ordnung. (Wenn $py_{\infty}$ ist, ersetzen wir $f(x, y)$ dzreh
$g(x. 1/y)=1/y^{n}(f(x, y))u\prime r.dy$ durch $1/y.$)

Bewels. Dieser Satz ist gleichwertig mit dem folgenden, falls $0$

vom Grad 1 ist: $P=(x-a, y-b)$ .
$\underline{\Re^{+h}f}(\frac{x,y)}{h}$ haben $a,$ $b$ als Wurzeln $(g+h<l)$ und es gibt elne

$2x^{g}9y$

Ableitung l-ter Ordnung, dle $a,$
$b$ nlcht als Wurzeln hat.

$ f(x, y)=u_{\iota}+u_{l+1}\cdots$ ; $ u_{\iota}=a_{0}(x-a)^{t}+a_{1}(x-a)^{\iota-1}(y-b)+\cdots$

$+a_{i}(y-b)$ , $a_{k}\in k$. $u_{l}\neq 0$ .
Wenn wir $y-b=u(x-a)$ setzen, f\"ur Unbestlmmte $u$, so lst $(x-a)^{l}$

$|f(x, b+u(x-a))$ $(x-a)^{l+1}\ell\ell f(x, b+u(x-a))$ .
Wenn der Grad von $D$ glelch 1 ist, kann man wie $[H.L. 8. 371]^{}$

bewiesen. Wenn Grad $p=f$ ist, so ist $D\cdot\overline{K}[x, y]=\overline{\mathfrak{p}}_{1}\cdots\overline{\mathfrak{p}}_{f}$ , Grad von
$\overline{\mathfrak{p}}=1$ . Der Divisor von $0$ ist mit $\mathfrak{P}_{1}^{a_{1}}\cdots \mathfrak{P}_{c^{\kappa:}}^{a}$ bezeichnet. Da $0$ l-fach

ist, so lst der Grad von $\phi_{1}^{a_{1}}\cdots\phi_{c^{\sim}}^{a_{\wedge}}=lf$ . Nach Satz 8 lst der Divisor

von $\overline{l}$ gleich $1^{-}I\mathfrak{R}(\overline{\mathfrak{P}}_{k,1}^{()}\cdots\overline{\mathfrak{P}}_{k,s(k)}^{(j)})$ mit dem Grad $l$ . Da $k$ in $k(x, y)$

$k=1$

algebraisch abgeschlossen ist, so ist $f(x, y)^{\prime}$ auch irreduzibel bei

Konstantenerweiterung zu $\overline{K}$ . Also ist $\frac{v^{g+h}f}{9x^{g}9y^{h}}\in\overline{\mathfrak{p}}$ fiir $g+h<l$ .
woraus $\frac{v^{g+h}f}{9x^{9}9y^{h}}\in\emptyset$ folgt. Aber es gibt eine nlcht zu $\overline{\mathfrak{p}}$ geh\"orige

Ableitung l-ter Ordnung, die nat\"urlich nicht zu $0$ geh\"ort.
Es sei $a$ dle Verzweigungsordnung von $\mathfrak{P}_{i}$ in bezug auf $k(x,y)/k(x)$ ,

d.l. $a=[\nu_{\mathfrak{P}}(k(x, y)):\nu_{\mathfrak{P}}(k(x))]$ und $b_{l}$ die Verzweigungsordnung von
$\mathfrak{P}$ in bezug auf $k(x, y)/k(y)$ . Bei Konstantenerweiterung bleiben $a$

und $b$ invarlant und der Divisor von $0$ ist $\Pi \mathfrak{P}_{t}^{n1ln(a_{\ell},b)}$ , wo $\mathfrak{P}_{l}$ die
Zwelge, die $\mathfrak{p}$ als Ausgangspunkt hat, sind.

Hierbei nehmen wir an, daB $k$ algebraisch abgeschlossen ist, und
$0=(x-a, y-b)$ endlich ist. $\mathfrak{p}$ induziert die Bewertung $P_{x}$ in $k(x)$ ;
$0_{x}=\mathfrak{P}_{1}^{a_{4}}\cdots \mathfrak{P}_{\nu}^{a_{y}}$ in $k(x, y)$ . Ferner sei $f(t, x)=a_{0}(x)f_{1}(t)f_{2}(t)\cdots f_{\nu}(t)$

in der Perfekten H\"ulle $k(x)_{\tilde{p}_{x}}$ in bezug auf $\mathfrak{p}_{x}$ ; mit $p\not\in a_{0}(x)$ , (dles lst
stets durch llneare Transformatlon errelchbar), wo $f_{l}(t)(i=1,2, \cdots\prime v)$

lrreduzlble Polynome von $t$ in $k(x)_{\mathfrak{p}_{x}}$ . Ist dann $f_{1}(y, x)=0$ , so 18t

$(\frac{vf}{Q,f})_{4-}..=f_{1}^{\prime}(y)f_{2}(y)$ $f_{\nu}(y)$ .
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Da der Relativgrad von $\mathfrak{P}1$ in bezug auf $k(x, y)lk(x)$ gleich 1 ist, so
Ist $\nu_{\mathfrak{P}l}(f_{1}^{\prime})=\nu_{p_{x}}$ (Diskriminant von $f_{l}$ ) $=e+l_{11}$ , ($e$ ist der Exponent
des $\mathfrak{P}_{1}$-Beitrages von Verzweigungsdivisor $8_{x}$) und $\nu_{\mathfrak{P}l}(f_{i}(y))=v_{P_{x}}$

$(R(f1 , f_{l}))=l_{1i}$ . Und $\mathfrak{P}_{1}$-Beitrag des Doppelpunktdivisors $\mathfrak{D}$ lst
$l_{11}+l_{12}+\cdots+l_{1\mathcal{V}}$

$X_{1}^{1}$

Hilfssatz. 4. $l_{11}\geqq(a_{1}-1)(b_{1}-1)$ .
Beweis. Es sei $\Pi=JI^{(1)}$ ein Primelement aus der perfekten Hillle

$k(x, y)_{\mathfrak{P}}$ von $k(x, y)$ in bezug auf $\mathfrak{P}:\mathfrak{P}\Downarrow\Pi$ , und $\Pi^{(\ell)}$ konjuglerte Gr\"oBen

zu $\Pi$ in bezug auf $k(x)_{\mathfrak{p}_{x}}$

$y^{(J)}-b=\lambda\Pi^{(1)bl}+$ $\cdot$ . . $(\lambda\neq 0)$ , $y^{(1)}=y$ .
$y^{C)}-b=\lambda\Pi^{(\iota)b_{1}}+$ $\cdot$ . .
$f_{1}^{\prime}(y)=(y^{(1)}-y^{(2)})(y^{(1)}-y^{(3)})\cdots(y^{(l)}-y^{(al)})$ .
$(y^{(1)}-y^{()})=[\lambda(\Pi^{(1)}-\Pi^{(t)})(\Pi^{(1)b_{1}-l}+\Pi^{(1yb_{1}-}\cdot\Pi^{()}+ \cdot. . +\Pi^{()b_{1}-1})$

$+(\Pi^{(I)}-\Pi^{(l)})Q(lI^{b_{1}})]$ .

(1) $ f_{1}^{\prime}(y)=\prod_{\supset,\rightarrow\lrcorner}^{a1}(\Pi(\downarrow)^{-\wedge}-11^{(l)})\cdot 1^{\frac{a_{1}}{-\sim 1}}(\Pi^{(1)b_{1}-1}+\Pi^{(1)-d}b_{1}\cdot\supset\Pi^{(t)}+\cdots+\Gamma 1^{(I)b_{1}-1})+t-\cdot\supset\ldots$

Da der Relatlvgrad von $\mathfrak{P}$ in bezug auf $k(x, y)_{\mathfrak{P}}lk(x)_{p_{x}}$ gleich 1 ist,

so lst dle Dlfferente von $k(x, y)/k(x)_{p_{x}}$ dle Differente von $\Pi$ . Daraus
folgt daB $l_{11}\geqq(a_{1}-1)(b_{1}-1)$ .

Hllfssatz 5 Der kleinste Wert von $l_{11}cst$ Null, $u\gamma_{t}d$ dies tritt dann
und nur dann ein, wenn min $(a_{1} , b_{1})=1$ , cdor was dasselbe ist, wenn
$(x-a, y-b)$ genau darch die erste Potenz von $\mathfrak{P}_{1}$ teilbar $id$.

Beweis. Da $l_{JJ}\geqq(a_{1}-1)(bl-1)$ , so folgt min $(a_{1},b_{1})=1$ , wenn $h_{1}=0$ .
Umgekehrt, wenn $a_{1}=1$ , so $f_{1}(t)=(t-y^{(1)}),$ $f_{1}^{\prime}(y^{(J)})=1$ , also $l_{11}=0$ .
wenn $b_{1}=1$ , so folgt aus (1) $l_{11}=0$ .

Hllfssatz 6 Der kleinste Wert, welcher $l_{12}$ annehmen kann, $id1$

uncl dies tritt dinn und nur dxnn ein , wenn min $(a_{1}, b_{1})=$ min $(a_{2}, b_{2})=1$

urd $di^{\circ}$, Steigungen $djr$ Tangente an $\mathfrak{P}1$ urd $\mathfrak{P}_{A}0\tau\rangle$
$erschied2nS\dot{W}_{\iota}d$ . (dxnn ist

also $(x-a, y-b)$ genau $dr$rch $\mathfrak{P}_{1}\mathfrak{P}_{3}$ teilbar, $u\gamma_{t}d(8_{x}8_{y})$ enthalt keinen von
$d$tesen Primfaktoren).

(7) K. $HENS+\iota$ : Arithmetische Theorie der $algebraiS_{\vee}^{\sim}hen$ IFUnktionen, EncyklopAdie der
Mathematischen $Wiss\circ.nS^{\backslash }.haften$, II $C5$ (1921), 533650.
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Beweis. ${\rm Im}$ Zerf\"allungsk\"orper von $f$ \"uber $k(x)_{\theta_{x}}(=k(x)_{n_{x}}(y_{1}^{(1)}$ ,... , $y_{a\nu}^{c\nu)}$)) ist $w$ dle Fortsetzung von der Expcne $n$tenbewertung von $k$ ,

welche wie $w(x-a)=1$ normiert ist. Da $\mathfrak{P}_{l}^{a}\Vert(x-a),$ $\mathfrak{P}^{\delta_{\iota}}\#(y\leftrightarrow b)$ , se
sind $w(y^{()}\sim 0-b)=b_{\wedge}\circ/a_{2},$ $w(y^{(l)}-b)=b_{1}/a_{1}$ , aIso $w(f_{2}(y^{(1)}))^{!}\geqq a_{2}$ min $(bM$ ,
$b_{2}/a_{2})=\min(a_{2}b_{1}/a_{1}, b_{2})$ ; hieraus folgt $l_{12}\geqq\min(a_{-}, b_{1}, a_{1}b_{2})$ .

Wenn $l_{12}=1$ , so ist min $(a_{1}b_{2}, a_{\underline{o}}b_{1})=1$ , min $(a, b)=1(i=1,2)$ ,
min $(a_{1}, a_{2})=1$ und mln $(b_{1}, b_{2})=1$ .

Wir betrachten zun\"achst den Fall $b_{1}/a_{1}\neq b_{r,\sim}/a_{2}$ . Da $w(y^{(1)}-y^{(\S)})=$

$m$ in $(b\sqrt a_{1}, bda_{2})$ , so mu6 wegen $l_{1^{\phi}}$. $=1$ entweder $b_{1}/a_{1}=1/(\alpha_{1}\alpha)$ oder
$bja_{2}=1/a_{1}a_{2}$ sein. Nehmen wir $b_{1}/a_{1}=1l(a_{1}a_{2})$ an, so ist $b_{1}=a\dot{.},$ $=1$ , also
$b_{1}/a_{1}=1/a_{1}$ ; $b_{2}la_{2}=b_{2}$ , daraus folgt da6 dle Steigungen der Tangente
an $\mathfrak{P}l$ und $\mathfrak{P}_{2}$ verschieden sind.

Wenn aber $b_{1}/a_{1}=b_{2}/a_{\wedge}$, ist, so muB $a_{1}=a_{A},$ $=b_{1}=b_{3}=1$ . $f_{0}\lrcorner(y^{(1)})=$

$(y^{Ct)}-\phi^{2)}),$ $w(y^{(1)}-y^{()}\underline{o})=1$ . Also $y^{(1)}-b=\lambda^{(1)}(x-a)+\cdots,$ $y^{(2)}-b=\lambda^{(\phi}$)

$(x-a)+\cdot\cdot$ . , $\lambda^{(1)}\neq\lambda^{(\underline{\supset}}$
) Daraus folgt die erste H\"alfte des Satzeg.

Umgekehrt nehmen wir an, $daB$ mln $(a_{1} , b_{I})=1$ , min $(a_{3}, K)=1$ ,
und die Steigungen der Tangente an $\mathfrak{P}1$ und $\mathfrak{P}_{2}$ verschieden slnd. 1)
${\rm Im}$ Falle $a_{1}>1$ ist $b_{2}=1$ . Da die Steigungen der Tangente an $\mathfrak{P}_{1}$ und
$\mathfrak{P}_{2}$ verschieden sind, so muB $a_{1}=1$ . Also ist $b_{1}/a_{1}=b_{1}>b_{2}/a_{2}=1/a_{2}$ ,
es folgt $l_{12}=(1/a_{-},)a_{1}a_{\underline{o}}=a_{1}=1$ .
2) a) ${\rm Im}$ Falle $a_{2}=1$ und $a_{1}>1$ ist $b_{1}/a_{1}=1/a_{1}<b_{2}=b_{2}/a_{B}$ , also $l_{13}=$

$(1/a_{1})a_{1}a_{2}=a_{3}=1$ . b) ${\rm Im}$ Falle $a_{2}=a_{1}=1$ gilt:

$y^{(1)}-b=\lambda^{(1)}(x-a)^{f_{1}}+$ $\cdot$ . . , $y^{()}\circ.-b=\lambda^{(\cdot)}$) $(x-a)^{i_{1}}+$ $\cdot$ . . ,

Da dle Steigungen verschiedene Werte haben, so muB elner der $b_{1}$ und
$b_{\underline{\dot{o}}}$ , etwa $b_{1}$ , gleich 1 sein, und $b_{2}>1$ oder $b_{0}=1,$ $\lambda^{(1)}\neq\lambda^{(-}\gamma$) sein. In
jedem Fall $w(y^{(1)}-y^{(\underline{o}}))=1$ , $l_{12}=1$ .

Aug den Hilfss\"atze 5, 6 folgt: Der Doppelpunktdlvisor $\mathfrak{D}$ enth\"alt
jeden zu einen $\kappa$-zweigigen, singul\"aren Punkte $D=(x-a,y-b)$ geh\"origen
Primteiler $\mathfrak{P}$ mindestens in der $(\kappa-1)^{to}Potenz_{\iota}$ und diese untere
Grenze wlrd dann und nur dann errelcht, wenn

$(x-a, y-b)-\Theta=\mathfrak{P}l$ $\mathfrak{P}_{c}$ $(\mathfrak{P}\neq \mathfrak{P}_{j}(i\neq j))$

und $0$ lauter verschiedene Tangente hat.
SatZ 10. Wir nehmen an, $da4k$ vollkommen ist. Ist dxmn $\mathfrak{P}$ gin

gemeinsamer $Teil,\circ r$ von $8_{x}urd8_{y}$ so ist $\mathfrak{P}|\mathfrak{D}$ . (Wenn etwa $k(x, y)/k(x)$

inseparabel ist, so betrachten wir $8_{x}$ als $0$).
Beweis. Erstens, da bei linearen Transformationen $8_{x}$ $8_{r}$ und $\mathfrak{D}$
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nlcht \"andern, so kann man annehmen, $daBp$ endllch 1st, und daB die
Primfaktorverlegung $f(t,x)=a_{0}(x)f_{1}(t)\cdots f_{\nu}(t)$ in $k(x)_{p_{x}}[t]$ mit $ a_{0}(x)\not\in\emptyset$ .
Bel Konstantenerweiterung \"andern $8_{x}$ $8_{y},$ $\Re_{x}$ und $\Re_{y}$ nicht (d.l. wenn
wir $\overline{\mathfrak{Z}}_{x},\overline{\mathfrak{Z}}_{y}$ in $K^{*}(x, y)$ betrachten, so sind $\overline{\mathfrak{Z}}_{x},$ $S_{y}$ Fortsetzungen von
$8_{x}8_{y}$ als Divisoren). Daher ist so auch $\mathfrak{D}$ . Also kann man annehmen,
daB $k$ algebralsch abgeschlossen 1st. Da gg $|\dot{8}_{x}$ ist, mu6 $\mathfrak{P}$ verzwelgen,
well $k$ vollkommen ist. (Wenn $k(x,y)/k(x)$ lnseparabel 1st, so verzweigen
alle Primdlvisoren.(8)) Also $(a-1)\geqq 1$ und ebenso $(b-1)\geqq 1$ . Aus
Hilfssatz 4 $l_{11}\geqq(a-1)(b-1)\geqq 1$ . Daraus folgt $\mathfrak{P}|\mathfrak{D}$ .

Satz 11. Der Zweig $\mathfrak{P}$ ist dann und nur daazn Zweige auf $d\circ m$

singuliiren Punkt, wenn $\mathfrak{P}|\mathfrak{D}$ .
Beweis. Da $\mathfrak{D}$ und Singularit\"aten bei linearen Transformationen

$unge\ddot{\mathfrak{M}}$dert Sind, so kann man annehmen, da6 $\mathfrak{P}$ auf endlichem Punkt
$\mathfrak{p}$ liegt. Wenn $\mathfrak{P}|\mathfrak{D}$ so folgt $\nu_{\mathfrak{P}}(\frac{of}{9x})>0,$ $\nu_{\mathfrak{P}}(\frac{of}{9y})>0,$ also $\frac{0f}{9x},$ $\frac{9f}{9y}\in A$ .
Daraus folgt, dafl $p$ nach Satz 9 singul\"ar ist. Umgekehrt wenn $p$ singul\"ar

iet, so ist $\nu_{\mathfrak{P}}(\frac{vf}{9x})>0,$ $\nu_{\mathfrak{P}}(\frac{\wedge\circ\cdot f}{9y})>0$ . Also $\mathfrak{P}|\mathfrak{D}8_{x},$ $\mathfrak{P}|\mathfrak{D}8_{\nu}$ . So folgt

$\mathfrak{P}|\mathfrak{D}$ nach Satz 10.

(8) H. HASSE; \"Uber die Kongruenzzetafunktionen, Sitzungsber. Akad. Berlin, 1934, SsltU. 1.


