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Voisinage d’une feuille compacte dans
un feuilletage Lagrangien :

Le probl\‘eme de lin\’earisation symplectique

Carlos CURRAS-BOSCH(*) et Pierre MOLINO
(Received July 8, 1993)

Soient (M, \omega, \mathscr{L}) une 2n^{-}vari\’et\’e symplectique munie d’un feuilletage
Lagrangien, et L une feuille compacte de \mathscr{L} . On sait [Wei] que L est
munie d’une connexion affine plate \nabla , et que d’autre part un voisinage
ouvert \mathscr{U} de L dans (M, \omega) s’identifie symplectiquement \‘a un voisinage

ouvert \mathscr{U}_{0} de la section nulle L\subsetarrow( T^{*}L , \omega_{0}). La connexion plate \nabla

d\’efinit \‘a son tour dans T^{*}L un feuilletage Lagrangien \mathscr{L}_{0} qui sera regard\’e
comme le lin\’earis\’e de \mathscr{L} le long de la feuille L. On remarque que la
connexion de Weinstein d\’efinie sur L par le feuilletage lin\’earis\’e est encore
\nabla . Comme la dualit\’e symplectique identifie la connexion de Weinstein \‘a

celle de Bott [Da], ceci implique en particulier que Tholonomie
infinit\’esimale de L dans les deux feuilletages est la m\^eme. On dira que \mathscr{L}

est symplectiquement lin\’earisable au voisinage de L si 1^{’}on peut (quitte \‘a

restreindre \mathscr{U} et \mathscr{U}_{0}) trouver un diff\’eomorphisme symplectique \Phi :
(\mathscr{U}, \omega)arrow(\mathscr{U}_{0}, \omega_{0}) respectant L et transportant \mathscr{L} sur \mathscr{L}_{0} . D’apres la
remarque pr\’ec\’edente, ceci suppose que 1’holonomie de L dans \mathscr{L} soit
lin\’earisable, car la m\^eme propri\’et\’e est trivialement vraie pour \mathscr{L}_{0} .

Ceci \’etant, il est naturel de s’interesser au probl\‘eme suivant:

Probl\‘eme de lin\’earisation symplectique: Si l^{’}holonomie de L dans \mathscr{L} est
lin\’earisable, \mathscr{L} est-il symplectiquement lin\’earisable au voisinage de L ? On
remarque que, si L n’a pas d’holonomie dans \mathscr{L} . la r\’eponse est affirmative
en vertu du th\’eor\‘eme d’Arnold-Liouville [Ar].

Dans [Mo] on a observ\’e que la r\’eponse est affirmative pour n=1
(c’est \^el\’ementaire) et propos\’e comme \’etape suivante d’etudier le cas o\‘u
n=2, L \’etant le tore T^{2} et \nabla la connexion affine plate compl\‘ete non
triviale \nabla_{NY} construite par N. Kuiper [Ku] et T. NaganO-K. Yagi [Na
-Ya]. Dans cette situation, un premier exemple a \^et\’e d\’ecrit dans [Cur]
o\‘u la r\’eponse est n\’egative.

Dans le pr\’esent article on construit une famille - param\’etr\’ee par une
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fonction arbitraire d’une variable w - de feuilletages Lagrangiens ad-

mettant ( T^{2} , \nabla_{NY}) comme feuille, et qui ne sont pas symplectiquement

\’equivalents au voisinage de cette feuille.
Pour cela, on fait varier la forme symplectique naturelle \omega_{0} sur T^{*}T^{2}

sans changer les feuilles du feuilletage Lagrangien lin\’eaire \mathscr{L}_{0} d\’efini par
\nabla_{XY} . Plus pr\’ecis\’ement, on travaille sur la vari\’et\’e de Poisson (P, \wedge) des
orbites de 1’action hamiltonienne naturelle de S^{1} qui respecte les feuilles de
\mathscr{L}0 . Sur la feuille symplectique de (P, \wedge) qui contient la projection de la
section nulle, on obtient un feuilletage Lagrangien r\’eduit sans holonomie,
qui est done muni d’un param\’etrage “ action ” naturel w transverse aux
feuilles. En faisant varier le tenseur \wedge , on fait appara\^itre une fonction
arbitraire de w .

La signification de ces r\’esultats est la suivante: on sait [Ree] [Hae]
que Tholonomie d’une feuille compacte dans un feuilletage d\’etermine, \‘a

\’equivalence diff\’erentiable pr\‘es, un voisinage de cette feuille muni du feuil-
letage induit. Ici, pour reconstituer \‘a \’equivalence symplectique pr\‘es un
voisinage feuillet\’e de (L, \nabla) dans un feuilletage Lagrangien, il faut une
donn\’ee plus pr\’ecise que 1’holonomie, qu’on pourrait appeler glissement La-
grangien le long de la feuille. Si 1’on veut, notre construction met en \’evi-

dence une variation de ce glissement Lagrangien pour un feuilletage dont
1’ho1onomie reste fixe.

On voit qu’i1s’agit seulement d’un exemple significatif dans le cadre
d’une \’etude syst\’ematique -\‘a faire - du voisinage feuillet\’e d’une feuille
compacte dans un feuilletage Lagrangien.

1. Construction de la famille de feuilletages Lagrangiens.

a) On consid\‘ere sur R^{4} . les relations d’equivalence

\{

(x, y, u, v)-(x+1, y, u, v)
(x, y, u, v)-(x+y, y+1, u, v-u)

L’espace quotient, dont les points seront not\’es comme des classes d’\acute{e}quiva-

lence [x, y, u, v] , est muni par la 2-forme dx\wedge du+dy\wedge dvd’une structure
symplectique affine.

En identifiant ( T^{2} , \nabla_{NY}) au quotient de R^{2} par la relation d’equiva-

lence \{

(x, y)-(x+1, y) on identifie la vari\’et\^e pr\’ec\’edente \‘a T^{*}T^{2} , muni
(x, y)-(x+y, y+1)

de sa forme symplectique standard \omega_{0} et de la structure affine associ\’ee \‘a

\nabla_{NY} . Le feuilletage Lagrangien lin\’eaire \mathscr{L}_{0} est d\’efini par du=dv=0 .
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b) Le groupe S^{1}=R/Z agit de fagon hamiltonienne sur T^{*}T^{2} par:

\theta^{1}\cdot[x, y, u, v]=[x+\theta^{1}, y, u, v]

Le moment de cette action est la fonction u .
L’espace des orbites est une vari\’et\’e de Poisson (P, \wedge) , qui s’identifie \‘a

S^{1}xR^{2} , param\’etr\^ee par (\theta^{2}, u, w) , la projection \pi : T^{*}T^{2}arrow P \’etant
donn\’ee par :

\pi([x, y, u, v])= (y mod 1, u , v+uy)

Les feuilles symplectiques de (P, \wedge) sont d\’efinies par du=0, et leur struc-
ture symplectique est induite par la 2-forme

\overline{\omega}_{0}=d\theta^{2}\wedge dw

Le feuilletage Lagrangien \mathscr{L}_{0} se projette sur P suivant le feuilletage
\overline{\mathscr{L}}0 de dimension 1 d\^efini par \{

du=0
dw-u d\theta^{2}=0^{\cdot}

En particulier, la section nulle L_{0} de T^{*}T^{2} se projette sur P suivant
la feuille \overline{L}_{0} de \overline{\mathscr{L}}_{0}d’equations u=w=0.

Observons pour terminer que la correspondance:

[x, y, u, v]- \nu[x-\frac{1}{2}(y^{2}+y) mod 1, y mod 1, u , v+uy]

permet d’identififierT^{*}T^{2} \‘a T^{2}\cross R^{2} , muni des coordonn\’ees (\theta^{1}, \theta^{2}, u, w) , de
mani\‘ere que, dans ces coordonn\^ees, \omega_{0} se met sous la forme:

\omega_{0}=d\theta^{1}\wedge du+d\theta^{2}\wedge[dw+\frac{1}{2}du]

La projection \pi:T^{*}T^{2}arrow P s’ecrivant simplement (\theta^{1}, \theta^{2}, u, w)->(\theta^{2}, u ,
w) .
c) Donnons-nous une fonction diff\’erentiable \varphi:Rarrow R^{*} , astreinte \‘a la
seule condition \varphi(0)=1 et consic|erons sur T^{*}T^{2} la 2-forme d\’efinie, dans
les coordonn\’ees globales (\theta^{1}, \theta^{2}, u, w) , par

\omega_{\varphi}=d\theta^{1}\wedge du+d\theta^{2}\wedge[\varphi(w)dw+\frac{1}{2}du]

Elle est ferm\’ee, et, comme \varphi ne s’annu1e pas, de rang maximum. Pour la
structure symp1ec^{r}tique correspondante, le feuilletage \mathscr{L}0 , d\’efini par

\{
du=0
dw-ud\theta^{2}=0 , est encore Lagrangien.

On a construit ainsi une famille de structures symplectiques pour les-
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quelles \mathscr{L}_{0} est Lagrangien. En outre, sur la feuille L_{0} de \mathscr{L}_{0} , on a u=w
=0. La forme symplectique \omega_{\varphi} coincide done avec \omega_{0} en tout point de L_{0} .
D’ou il r\’esulte que la connexion de Weinstein d\’efinie sur L_{0} par \omega_{\varphi}

coincide avec \nabla_{NY} .

2. D\’emonstration de la non-\’equivalence symplectique.

a) Toutes les formes symplectiques \omega_{\varphi} sont invariantes par 1’action de S^{1} ,

et le moment de cette action reste \’egal \‘a la fonction u . Done \omega_{\varphi} d\’efinit
un tenseur de Poisson \bigwedge_{\varphi} sur P.

S’i1 existe un diff\^eomorphisme symplectique \phi:(\mathscr{U}, \omega_{\varphi})arrow(\mathscr{U}_{1}, \omega_{\varphi 1})

respectant le feuilletage \mathscr{L}_{0} et la feuille L_{0} , o\‘u \mathscr{U} et \mathscr{U}_{1} sont deux
voisinages ouverts de L_{0} dans T^{*}T^{2} , on peut (quitte \‘a restreindre ce
voisinage) supposer que \mathscr{U} est S^{1_{-}}SMnvariant. Mais alors \phi transportera
Faction hamiltonienne de S^{1} sur (\mathscr{U}, \omega_{\varphi}) sur une action hamiltonienne de
S^{1} sur ( \mathscr{U}_{1} , \omega_{\varphi 1} ). Comme cette action hamiltonienne est unique, ceci im-

plique que \phi respecte 1’action de S^{1} , et se projette done en un
diff\’eomorphisme

\overline{\phi} : \overline{\mathscr{U}}=\mathscr{U}/S^{1}arrow\overline{\mathscr{U}}_{1}=\mathscr{U}_{1}/S^{1}

transportant \bigwedge_{\varphi} sur \bigwedge_{\varphi 1} , et respectant le feuilletage projet\’e \overline{\mathscr{L}}_{0} .

b) L application projet\’ee \overline{\phi} devra respecter la coordonn\’ee u (le moment
de Faction de S^{1}n’a pas chang\’e), le feuilletage \overline{\mathscr{L}}_{0} et la feuille \overline{L}_{0} . En
coordonn\^ees (\theta^{2}, u, w) , on aura done: :

\overline{\phi}(\theta^{2}, u, w)=(\Theta^{2}(\theta^{2}, u, w), u, W(\theta^{2}, u, w))

avec W(\theta^{2},0,0)=0 .
Le fait que \overline{\phi} respecte \overline{\mathscr{L}}_{0} se traduit par Fequation:

(1) \frac{\partial W}{\partial\theta^{2}}(\theta^{2}, u, w)+u\frac{\partial W}{\partial w}(\theta^{2}, u, w)=u\frac{\partial\Theta^{2}}{\partial\theta^{2}}(\theta^{2}, u, w)+u^{2}\frac{\partial\Theta^{2}}{\partial w}(\theta^{2}, u, w)

Si 1’on d\’eveloppe W et \Theta^{2} suivant les puissances de u au voisinage de u=
0 , soit

(2) \{

W=W_{0}(\theta^{2}, w)+uW_{1}(\theta^{2}, u, w)

\Theta^{2}=\Theta_{0}^{2}(\theta^{2}, w)+u\Theta_{1}^{2}(\theta^{2}, u, w) , o\‘u \Theta_{0}^{2} est d\’efini modulo Z,

il vient, en faisant u=0, \frac{\partial W_{0}}{\partial\theta^{2}}=0 , c . \‘a. d. W_{0}=W_{0}(w) . Ceci \’etant, on r\’e-

\’ecrit (1) :



Voisinage d’une feuille compacte dans un feuilletage Lagrangien:
Le probl\‘eme de lin\’earisation symplectique 359

u \frac{\partial W_{1}}{\partial\theta^{2}}+uW_{\acute{0}}+u^{2}\frac{\partial W_{1}}{\partial w}=u\frac{\partial\Theta_{0}^{2}}{\partial\theta^{2}}+u^{2}\frac{\partial\Theta_{1}^{2}}{\partial\theta^{2}}+u^{2}\frac{\partial\Theta_{0}^{2}}{\partial w}+u^{3_{\frac{\partial\Theta_{1}^{2}}{\partial w}}}

On divise par u , et en faisant u=0 il vient :

(3)
\frac{\partial(\Theta_{0}^{2}-W_{1})}{\partial\theta^{2}}(\theta^{2},0, w)=W_{\acute{0}}(w)

Mais, quand \theta^{2} augmente de 1 (avec w fix\’e), \Theta_{0}^{2}-W_{1} augmente de \pm 1 ,
d’o\grave{u}W_{\acute{0}}(w)=\pm 1 et par suite W_{0}(w)=\pm w . On a done :

(4) \overline{\phi}(\theta^{2},0, w)=(\Theta_{0}^{2}(\theta^{2}, w), 0 , \pm w)

Ecrivons maintenant que \overline{\phi} induit sur la surface u=0 une transfor-
mation respectant les formes symplectiques d\’efinies par \bigwedge_{\varphi} et \bigwedge_{\varphi 1} , soit :
(5) \pm d\Theta_{0}^{2}\wedge\varphi_{1}(w)dw=d\theta^{2}\wedge\varphi(w)dw

d’ou la relation :

(6) \pm\frac{\partial\Theta_{0}^{2}}{\partial\theta^{2}}(\theta^{2}, w)\varphi_{1}(w)=\varphi(w)

Ceci signifie que \Theta_{0}^{2} est affine en \theta^{2} : comme |\Theta_{0}^{2}(\theta^{2}+1, w)-\Theta_{0}^{2}(\theta^{2}, w)|=1 et

\varphi_{1}(0)=\varphi(0)=1 , il en r\’esulte \frac{\partial\Theta_{0}^{2}}{\partial\theta^{2}}=\pm 1 , d’ou :

(7) \varphi_{1}(w)=\varphi(w)

ce qui est bien le r\’esultat annonc\’e.

REMARQUE: La relation (4) provient du fait que \overline{\phi} respecte
Tholonomie du feuilletage \mathscr{L}_{\acute{0}} . La relation (5) provient du fait que \overline{\phi} doit
respecter la coordonn\’ee “ action ” sur le feuilletage Lagrangien r\’eduit, c .
\‘a. d. le feuilletage \overline{\mathscr{L}}_{0} restreint \‘a la surface u=0 .
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