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Sur le Sous-Groupe de Décomposition
d’une Courbe Irrationnelle dans le

Groupe de Cremona du Plan

Ivan Pan

A la mémoire de Felice Ronga

1. Introduction

On désigne par P
2 = P

2
C

le plan projectif sur le corps C des nombres complexes.
Soit Cr(P2) le groupe des transformations de Cremona sur le plan projectif etC ⊂
P

2 une courbe irréductible non rationnelle; notons Cr(P2)C le sous-groupe de dé-
composition de C dans Cr(P2), c’est-à-dire

Cr(P2)C := {F ∈ Cr(P2) : F(C) = C};
cette notion a été introduite par M. H. Gizatullin, dans un contexte général, dans
[Gi] (comme Gizatullin explique dans l’Exemple 1 de cet article, cette terminolo-
gie est inspirée de la théorie de Galois; voir [Z, Chap. 5, Sec. 10]). On dira que F
stabilise C si F ∈ Cr(P2)C.

Observons que la classe d’équivalence birationnelle d’une courbe non ration-
nelle C est un invariant (par conjugaison) de tout élément de Cr(P2)C. Le but de
ce travail est de donner des renseignements sur le groupe Cr(P2)C et ses éléments
dans les cas où C est lisse ou elle est singulière avec normalisation de genre >

1. Ce sujet a été traité classiquement, par exemple dans [C1; Coo, Book IV; Go;
Cob, Chap. I]; des références précises seront données au fur et à mesure que l’on
développera le travail.

Considérons les exemples suivants; on note PGL(3) le groupe des automor-
phismes du plan.

Exemple 1.1. Soit C une cubique lisse et p, q, r ∈ C trois points non alignés.
Si F est une transformation quadratique standard définie par le choix d’une base
ordonnée du système linéaire des coniques par p, q, r, on constate que F(C) est
une cubique lisse isomorphe à C. Si ϕ ∈ PGL(3) est un isomorphisme linéaire
qui envoie F(C) sur C, on a ϕ � F ∈ Cr(P2)C; une droite que relie deux points
de {p, q, r} est collapsée par celle-ci sur un point de C, donc les points-base de
son inverse sont aussi sur C (cf. Théorème 1.3). On appelera une telle transforma-
tion une transformation quadratique C-générique. Observons qu’alors Cr(P2)C
est infini non dénombrable, car p, q, r sont arbitraires.
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Par exemple la transformation quadratique standard (voir aussi [Rep, p. 44])

Q = (yz : xz : xy)

est C-générique par rapport à toute cubique lisse d’équation

axyz + b(x 2y + xy2 + x 2z + xz2 + y2z + yz2), a, b ∈ C.

Sip ∈ P
2 on note Jonp(P2) le sous-groupe de Cr(P2) constitué des transformations

qui envoient une droite générique par p dans une droite par p: c’est l’ensemble
des transformations de de Jonquières de centre p. On a une suite exacte scindée

1 �� PGL(2, C(x)) �� Jonp(P2) �� PGL(2, C) �� 1

où C(x) désigne le corps des fractions en x (voir [dJ] ou [H, Chap. VI, Sec. I]).
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Figure 1

Exemple 1.2 (cf. [Rep, p. 106]). SoitC = Cg+2 ⊂ P
2 une courbe de degré g+ 2

avec un point g-multiple ordinaire en p ∈ P
2; notons C0 sa normalisation, qui est

une courbe hyperelliptique. Prenons L ⊂ P
2 comme étant ou bien vide ou bien

une courbe rationnelle L de degré � passant par p avec multiplicité � − 1, et un
automorphisme γ ∈ Aut(C0); puisque γ stabilise le système linéaire g1

2 de C0 il
opère sur l’ensemble des droites par p. On construit J(γ ) = JC,L(γ )∈ Jonp(P2)

qui stabilise C de la manière suivante (voir Figure 1): si x ∈ P
2 est générique, on

note qx , rx les deux points d’intersection, autres que p, de C avec la droite xp et
pγ qui est ou bien p, lorsque L = ∅, ou bien le point d’intersection de L �= ∅
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avec la droite obtenue par l’opération de γ sur xp. L’image de x par J = J(γ )

est définie par
(x,p, qx , rx) = (J(x),pγ , γ (qx), γ (rx)),

où (a, b, c, d) indique le birapport des points a, b, c, d ∈ P
1.

On démontrera les théorèmes suivants (dont le deuxième n’est qu’une version
stable du théorème de Noether–Castelnuovo: voir [Coo, Book IV, Chap. VI,
Thm. 10]). Pour le premier comparer avec [Rep, p. 181]: d’après cette référence,
Küper a montré dans [K] que si une transformation de Cremona F stabilise une
courbe lisse de degré plus grand que 3 alors F est un automorphisme linéaire;
le cas où les points de la courbe sont fixés est démontré dans [Coo, Book IV,
Chap. VII, Sec. 3, Thm. 11]. D’après [Rep, p. 442] l’on devrait aussi comparer
avec les références [J; G], mais nous ne les avons pas pu trouver.

Dans le théorème suivant BF désigne l’ensemble des points-base de la transfor-
mation de Cremona F : P

2 ����� P
2 (voir Section 2).

Théorème 1.3. Soient C ⊂ P
2 une courbe irréductible lisse non rationnelle et

F ∈ Cr(P2)C\PGL(3). Alors degC = 3 et BF ⊂ C.

Théorème 1.4. Si C est une cubique lisse, alors Cr(P2)C est engendré par des
transformations quadratiques C-génériques.

Remarque 1.5. Puisque le groupe stabilisateur PGL(3)C de la cubique lisse C
dans PGL(3) est fini, une seule transformation quadratique C-générique ne suf-
fit pas pour engendrer Cr(P2)C modulo PGL(3)C; en fait on en a besoin d’une
infinité non dénombrable.

Dans [Gi, equation (1)] l’on considère, aussi dans un contexte plus général que le
notre, le morphisme induit par restriction

ρ = ρC : Cr(P2)C → Bir(C),

où Bir(C) est le groupe d’applications birationnelles de C; dans cette référence
le noyau I(C) de ρ est appelé le sous-groupe d’inertie de la courbe C. Nous sub-
stituons C par sa normalisation C0 et Bir(C) par Aut(C0).

Pour ce qui concerne les involutions du groupe de Cremona, et plus généralement
les transformations d’ordre premier, nous faisons référence à [Go, Chap. VIII,
Sec. 4; BaBe; F; BeB]. Notons D1 ⊆ P

2 (resp. D2 ⊆ P
2) la courbe de points fixes

d’une involution de Bertini (resp. Geiser); sans perte de généralité on supposera
qu’elle est une courbe de degré 9 (resp. 6) avec 8 points triples (resp. 7 points dou-
bles) ordinaires. De même, dénotons D3 ⊆ P

2 une sextique avec 8 points doubles
ordinaires qui est l’ensemble de points fixes d’une transformation de Cremona
d’ordre 3. Finalement, observons que la courbe Cg+2 de l’Exemple 1.2 est bien la
courbe de points fixes d’une involution de de Jonquières.

Théorème 1.6. Soit C ⊂ P
2 une courbe irréductible irrationnelle de genre > 1.

On a:
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(a) Le groupe d’inertie I(C) de C est ou bien cyclique d’ordre ≤ 3 ou bien il est
isomorphe à un sous-groupe abélien d’ordre infini de Jon(P2).

(b) Supposons que I(C) �= {id}. Alors la paire (P2,C) est birationnellement
équivalente à:
(b1) (P2,Cg+2) lorsque |I(C)| = ∞;
(b2) (P2,D1) ou (P2,D2) lorsque |I(C)| = 2;
(b3) (P2,D3) lorsque |I(C)| = 3.

Dans les deux théorèmes plus bas on donne des renseignements supplementaires
sur les cas (b1) et (b2) du Théorème 1.6. Pour le premier théorème on garde les
notations de l’Exemple 1.2.

Théorème 1.7. Soit C = Cg+2 comme dans l’Exemple 1.2. Alors:

(a) On a Cr(P2)C ⊂ Jonp(P2).

(b) Tout élément de Cr(P2)C est de la forme J(γ ) pour un γ ∈Aut(C0); en par-
ticulier on a une suite exacte

0 �� I(C) �� Cr(P2)C
ρC �� Aut(C0) �� 1.

Désignons par �1 et �2 les systèmes linéaires des noniques planes avec 8 points
triples ordinaires et des sextiques planes avec 7 points doubles ordinaires, respec-
tivement, tous ces points en position générale. Les courbes D1 et D2 , sont des
courbes dans ces deux systèmes linéaires respectivement.

Notons πi : Si → P
2 l’éclatement de P

2 en les points-base de �i, pour i = 1, 2.
Si Ci ∈ �i est irréductible, on désigne par C̃i ⊂ Si la transformée stricte de Ci

par πi.
La surface Si est une surface de del Pezzo de degré i qui, comme l’on sait, est

un revêtement double ramifié d’un cône quadratique lorsque i = 1 et d’un plan
lorsque i = 2. On sait que les involutions de ces revêtements sont conjuguées, via
πi, aux involutions de Bertini et Geiser respectivement (voir [BaBe]). Dans cette
conjugaison, la courbe Di ∈ �i est l’image par πi de la courbe de ramification
du revêtement correspondant. En plus, les modèles lisses pour D1 et D2 sont des
courbes non hyperelliptiques.

Théorème 1.8. Soit i ∈ {1, 2}. On a:

(a) Cr(P2)Di
= πi Aut(Si)π

−1
i , i = 1, 2.

(b) Cr(P2)Ci
⊂ Cr(P2)Di

si Ci ∈ �i est irréductible avec des singularités ordi-
naires.

En particulier on a une suite exacte

0 �� Z/2Z �� Cr(P2)Di

ρDi �� Aut(D̃i)
�� 1, i = 1, 2,

où Z/2Z est engendré par l’involution de Bertini ou Geiser suivant que i = 1 ou 2.

Exemples 1.9 (cf. le Théorème 1.6(a), (b) et [Gi, Ex. 3]). (a) Considérons la
courbe plane hyperelliptique C d’équation affine
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y2 = h(x),

où h est un polynôme sans racines multiples de degré 2g + 2 pour g = 1, 2, . . . .
Considérons l’application birationnelle de C

2 définie par

(x, y) �→
(
x,
a(x)y + h(x)

y + a(x)

)
,

avec a(x)2 − h(x) �≡ 0 pour a ∈ C(x); pour a(x) générique une telle transfor-
mation est d’ordre infini. Observons que le noyau de ρC est constitué par des
transformations de ce type, ce qui démontre déjà la commutativité de ce groupe,
anoncée dans le Théorème 1.6(a).

(b) Dans le Théorème 1.7, si on prend p = (0 : 0 : 1), la courbe Cg+2 a une
équation de la forme

hg(x, y)z2 + hg+1(x, y)z + hg+2(x, y) = 0,

où h� ∈ C[x, y] est un polynôme homogène de degré �. Dans une carte affine C =
Cx,z ou C = Cy,z, on peut décrire le groupe d’inertie I(Cg+2) de manière sam-
blable à comme on a fait dans (a).

On désigne par g(C) le genre de la normalisation de C. Des Théorèmes 1.3 et 1.6
suivent, respectivement, les corollaires suivants (dont le deuxième est à comparer
avec [Coo, Book IV, Chap. VII, Sec. 3, Thm. 16]).

Corollaire 1.10. Soit ϕ : S → P
2 un revêtement ramifié le long d’une courbe

lisse irrationnelle C avec g(C) > 1; notons C0 ⊂ S la courbe des points de ram-
ification de ϕ. Alors, toute application birationnelle φ : S ����� S qui stabilise
(génériquement) l’ensemble des fibres de ϕ est un isomorfisme qui stabilise C0.

Démonstration. Puisque φ invoie une fibre en position générale de ϕ sur une fi-
bre de ϕ, elle induit une transformation de Cremona F : P

2 ����� P
2 qui stabilise

C telle que ϕφ = Fϕ. Le Théorème 1.3 implique que F est un isomorphisme
(linéaire) d’où l’assertion.

Corollaire 1.11. Supposons que la paire (P2,C) n’est pas birationnellement
équivalente à (P2,Cg+2). Alors le sous-groupe de décomposition de C est con-
jugué à un groupe fini d’automorphismes d’une surface rationnelle, extension
d’un groupe d’ordre ≤ 3 par un sous-groupe de Aut(C0). En particulier, si C
est générique il n’existe pas de transformation de Cremona nontriviale qui sta-
bilise C.

Démonstration. Pour la première assertion, il suffit de combiner le Théorème 1.6
avec le fait qu’un sous-groupe fini d’applications birationnelles d’une surface pro-
jective (lisse) est conjugué à un sous-groupe d’automorphismes d’une surface
projective, ce qui a était démontré pas Ein et Fernex [FEi, Thm. 3.2]. La dernière
assertion est une conséquence du fait que le seul automorphisme d’une courbe
générique de genre plus grand que 1 est l’identité.
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2. Le Cas Lisse

Soit F ∈ Cr(P2). On note BF l’ensemble des points-base de F ; les points infini-
mum proches (ou voisins) sont considérés comme des points distincts de BF . Si
BF = {p1, . . . ,pr}, on notemi = mpi la multiplicité en pi d’un élément générique
du système linéaire qui définit F ; on suppose m1 ≥ · · · ≥ mr.

Notons d := degF le degré deF, c’est-à-dire, le degré des polynômes, sans fac-
teurs communs, qui définissent F. On rappelle d’une part les équations de Noether
([H, p. 5] ou [A-C, Sec. 2.5]):

(a)
∑r

i=1mi = 3d − 3,
(b)

∑r
i=1m

2
i = d 2 − 1,

et d’autre part l’inégalité de Noether ([H, p. 10] ou [A-C, Sec. 2.6])

(c) m1 +m2 +m3 ≥ d + 1.

Soient F ∈ Cr(P2) et C ⊂ P
2 une courbe irréductible lisse non rationnelle sta-

bilisée par F.

Démonstration du Théorème 1.3. Soit L ⊂ P
2 une droite générique; notons D :=

F ∗L la transformée (inverse) totale de L par F. On peut supposer que L est trans-
verse à C et que L ∩ C est contenue dans l’ouvert où F −1 est injective.

Alors, du fait que C est lisse on déduit

degD · C = d degC

= degC +
∑

p∈BF ∩C
mp.

De l’équation (a) ci-dessus suit∑
p∈BF ∩C

mp ≤
∑
p∈BF

mp

= 3d − 3,

avec l’égalité si et seulement si BF ⊂ C. On en déduit l’inégalité équivalente

(d − 1) degC ≤ 3(d − 1),

d’où suit l’assertion.

Comme on a vu, BF ⊂ C implique que les conditions de contact pour une F ∈
Cr(P2)C sont très simples; le corollaire suivant explicite encore plus ce fait.
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Prenons p ∈ P
2, p ∈BF . Notons π : X → P

2 une résolution minimale (locale)
deF enp, c’est-à-dire une suite d’un nombre minimal d’éclatements commençant
par p de sorte qu’il existe un voisinage ouvert U de p dans P

2 tel que F � π est
régulière dansπ−1(U); notonsGp(F ) le graphe (dual) des incidences dont les som-
mets e1, . . . , es correspondent aux composantes irréductibles Ei, pour i = 1, . . . , s,
de π−1(p), respectivement.

Corollaire 2.1. Le graphe Gp(F ) est de la forme (linéaire):

e1 · · · es

où les auto-intersections sont −1 pour es , −2 pour les autres ei .

Démonstration. Il suffit d’observer qu’après chaque éclatement au-dessus de p,
la transformée stricte de C est transverse au diviseur exceptionnel correspondant.

Soit C une cubique plane lisse et p, q, r trois points en position générale sur C
(eventuellement infinimum proches surC, c’est-à-dire, ou bienp, q des vrais points
et r → p voisin générique de p, ou bien r → q voisin générique de q et q → p

voisin générique de p). Notons Qp,q,r ∈ Cr(P2) une transformation quadratique
définie par le systéme linéaire des coniques passant par p, q et r; le lemme suiv-
ant, dont on omettra la preuve, généralise l’Exemple 1.1.

Lemme 2.2. Il existe ϕ ∈ PGL(3) tel que ϕ �Qp,q,r ∈ Cr(P2)C.

Notons Q1 et Q2 les transformations quadratiques dans Cr(P2)C définies comme
dans le lemme avec des conditions de points voisins.

Lemme 2.3. Les transformationsQ1 etQ2 sont compositions de transformations
quadratiques C-génériques.

Démonstration. Dans le cas q, r → p on choisit Q0 = Qp,q,r ′ pour r ′ ∈ C

générique et dans le cas r → q → p on fait de même avec Q0 = Qp,q ′,r ′ pour
q ′, r ′ ∈ C génériques. Par l’Exemple 1.1, la courbe Q0(C) est une cubique lisse
isomorphe à C. A partir de cette observation, on constate que la décomposition
“classique” de Qi, i = 1, 2, comme produit de transformations quadratiques stan-
dard (voir [A-C, Prop. 8.5.1 et Prop. 8.5.2]) se relativise au cas C-générique.

Première Preuve du Théorème 1.4. Soit F ∈ Cr(P2)C. D’après le Théorème 1.3
et les Lemmes 2.2 et 2.3, il suffit de montrer, suivant une idée de Max Noether,
que si m1, m2 , et m3 sont des multiplicités maximales comme dans l’inégalité de
Noether et Qp1,p2,p3 ∈ Cr(P2)C , alors

degF �Q−1
p1,p2,p3

= 2 degF − (m1 +m2 +m3),

et faire une récurrence sur degF ; en général comme il a été remarqué par C. Segre,
il se peut qu’il n’existe pas Qp1,p2,p3 . Cepandant, dans notre contexte et grace au
Corollaire 2.1, pour p1,p2 ,p3 ∈ BF , il existe une transformation quadratique
Qp1,p2,p3 ∈ Cr(P2)C.

La preuve suit de [A-M, Prop. 4.2.5].
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Deuxième Preuve du Théorème 1.4. Soit F ∈ Cr(P2)C. D’après le théorème de
Noether–Castelnuovo,

F = Q1 · · ·Q�−1Q�

avec Qi des transformations quadratiques génériques, c’est-à-dire dont les trois
points-base sont distincts. La demonstration est par récurrence sur �.

Si � = 1 la preuve suit du Théorème 1.3. Supposons � > 1.
D’après la preuve classique du théorème de Noether–Castelnuovo (essentielle-

ment celle de Castelnuovo; voir [A-M, Sec. 8.3 et Sec. 8.4]) les points-base
de Q� peuvent être choisis ou bien comme étant des points-base de F ou bien
n’appartenant pas à un certain nombre fini de courbes rationnelles. Puisque BF ⊂
C (Théorème 1.3) on peut supposer BQ�

⊂ C. Si ϕ : P
2 → P

2 est un automor-
phisme dont l’inverse envoie C sur sa transformée stricte (directe) via Q�, on en
déduit que ϕQ� est une transformation quadratique C-générique et

F(ϕQ�)
−1 = Q1 · · · (Q�−1ϕ

−1),

d’où l’assertion.

3. Preliminaires pour le Cas Singulier

Pour ce paragraphe on s’est inspiré de [Go, Chap.VII]. Il est à comparer avec [So]
et [VdV].

Soient X une surface lisse projective et C ⊂ X une courbe irréductible dans
X; on note g(C) le genre de la normalisation de C. Considerons une résolution
plongée des singularités de C

π : Y → X;
dans le cas où C est lisse on peut prendre π = idX. Notons C̃ la transformée in-
verse stricte de C par π.

Lorsque h0(C̃ + KY ) > 1, on définit le système adjoint de C, noté Adj(C),
comme étant le système linéaire obtenu de π∗|C̃ + KY | en supprimant les com-
posantes fixes. Ce système linéaire ne dépend pas de la résolution choisie: en
effet, si πi : Yi → X est une résolution plongée des singularités de C, pour i =
1, 2, on prend une résolution des points d’indétermination de l’application ration-
nelle π−1

2 π1 : Y1
����� Y2 , disons σ1 : Y → Y1, et on note σ2 := π−1

2 π1σ1. Alors
π1σ1 = π2σ2 est aussi une résolution plongée des singularités de C. On en déduit
que le système linèaire adjoint défini à l’aide de πi ou πiσi est le même, pour i =
1, 2: il suit directement par récurrence sur le nombre de points-base de π−1

2 π1.

Observons que lorsque h0(C̃ + KY ) ≤ 1, par définition, le système adjoint
n’existe pas; en général, on ne parlera de “système linéaire” que lorsque celui-ci
contient au moins un pinceau (p. ex., un sous-système linéaire de dimension 1).

Du théorème de Riemann–Roch suit:

Lemme 3.1. On a
h0(C̃ +KY ) ≥ g(C)+ pa(X), (1)



Sous-Groupe de Décomposition 293

avec égalité si et seulement si h1(−C̃ ) = 0. En particulier, si X est rationnelle et
g(C) > 1 le système Adj(C) existe.

Exemple 3.2. Soit C ⊂ P
2 une courbe irréductible de degré d, avec des sin-

gularités p1, . . . ,p�, de multiplicités m1, . . . ,m� ≥ 2 respectivement (� ≥ 0).
Supposons que g(C) ≥ 2; observons qu’alors d ≥ 4.

Si toutes les singularités p1, . . . ,p� sont ordinaires, une résolution plongée des
singularités des C est obtenue en prenant pour π : Y → P

2 l’éclatement de
p1, . . . ,p� dans P

2. Alors Adj(C) est le système linéaire

π∗
∣∣∣∣(d − 3)L−

�∑
i=1

(mi − 1)Ei

∣∣∣∣
dépourvu de ses composantes fixes, où L désigne l’image inverse par π d’une
droite générale et Ei la courbe exceptionnelle au dessus de pi.

Exemple 3.3. (a) Soit g ≥ 2. Si C ⊂ P
2 est une courbe générale de degré g+ 2

avec un point singulier ordinaire p de multiplicité g (donc g(C) = g), un élément
du système adjoint Adj(C) est une réunion de g − 1 droites passant par p.

(b) Si C ⊂ P
2 est une sextique générale avec 8 points doubles ordinaires, en

position générale, alors Adj(C) est le pinceau des cubiques par ces 8 points.
(c) Si C ⊂ P

2 est une sextique avec deux points triples ordinaires p et q, alors,
π∗|C̃ +KY | possède la droite pq comme composante fixe et Adj(C) est constitué
des coniques par p, q. Une telle sextique peut être réalisée par projection d’une in-
tersection complète d’une surface quadrique lisse avec une surface cubique, dans
P

3, à partir d’un point général de la quadrique.
(d) De manière analogue à ce qu’on a fait dans l’exemple (c) ci-dessus, mais

en remplaçant la quadrique lisse par un cône quadratique, on obtient une sextique
avec un point de multiplicité 3, disons p, et un point triple ordinaire qui est proche
de celui-ci; notons C ⊂ P

2 cette sextique. Le système π∗|C̃ + KY | est consti-
tué des cubiques avec un point double (cuspidal) et un point double au-dessus de
celui-ci. Donc il contient une droite fixée, d’où suit que Adj(C) est le système des
coniques de P

2 par p avec tangente commune en ce point.

Soit ϕ : X1
����� X2 une application rationnelle de surfaces projectives lisses. Si

D ⊂ X1 est une courbe dont ses composantes irréductibles ne sont pas collapsées
par ϕ, on note ϕ̃(D) la transformée directe stricte de D. Si X2 est aussi une sur-
face et H est un système linéaire sans composantes fixes, ϕ̃(H) est le plus petit
système linéaire contenant les ϕ̃(D) pour D ∈ H générique.

La propriété fondamentale de Adj(C), vis-à-vis des applications que l’on veut
faire aux transformations de Cremona, est la suivante:

Théorème 3.4. Soit ϕ : X1
����� X2 une application birationnelle entre des sur-

faces projectives (lisses). Si C ⊂ X1 est une courbe irréductible qui n’est pas col-
lapsée par ϕ et telle que Adj(C) existe, alors

ϕ̃(Adj(C)) = Adj(ϕ̃(C)).
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Démonstration. Considérons une résolution des points d’indéterminations de ϕ,
c’est-à-dire un diagramme commutatif

Y

σ1

����
��

��
�� σ2

��
��

��
��

��

X1
ϕ

�������� X2

où σ1, et donc σ2 , est un morphisme birationnel. Sans perte de géneralité on
peut supposer que σ1 résoud les singularités de C et donc σ2 résoud celles de
ϕ̃(C). Donc les images directes par σ1 et σ2 du système linéaire |C̃+KY |, privées
de leurs composantes fixes, sont Adj(C) et Adj(ϕ̃(C)) respectivement; d’où suit
l’assertion.

Remarque 3.5. Soit � un système linéaire de courbes sur P
2; désignons par

φ : P
2 ����� P

r = �∨ l’application rationnelle associée. Soit F ∈ Cr(P2). Alors
F stabilise � si et seulement si φ est (génériquement) equivariante par F avec
l’opération linéaire naturelle au but; c’est-à-dire, si il existe un diagramme
commutatif

P
r F̂ �� P

r

P
2

φ

���
�
�

F �����
P

2

φ

���
�
�

où F̂ est un automorphisme linéaire.

Le corollaire suivant redemontre la première partie du Théorème 1.3.

Corollaire 3.6. Soit C ⊂ P
2 une curbe lisse de degré d > 3. Alors, toute

transformation de Cremona qui stabilise C est un automorphisme.

Démonstration. Soit F ∈ Cr(P2)C. Puisque C est lisse Adj(C) = |(d − 3)L|, où
L désigne une droite dans P

2. Ce système linéaire est stabilisé par F d’après le
Théorème 3.4. Puisque (d−3)L est très ample, l’assertion en suit (Remarque 3.5).

Remarque 3.7. La définition de Adj(C) et la preuve du Théorème 3.4 fonc-
tionnent aussi pour C une hypersurface de P

n; on en déduit alors une version du
corollaire precédent pour des hypersurfaces lisses de degré > n dans P

n.

4. Le Cas Singulier

Un théorème classique dû a G. Castelnuovo [C1] montre qu’une transformation
de Cremona qui fixe les points d’une courbe irréductible de genre > 1 est ou bien
d’ordre ≤ 4 ou bien elle est conjuguée à une transformation de de Jonquières.
Dans [BPV, Thm. 1.5] on démontre une généralisation du théorème de Castel-
nuovo qui correspond essentiellement au resultat suivant:
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Théorème 4.1. Soit M �= {id} un sous-groupe du groupe de Cremona de P
2;

supposons qu’il existe une courbe irréductible C de genre > 1 qui est laissée
fixe points par points par tous les éléments de M. Alors ou bien M est cyclique
d’ordre ≤ 3 ou bien M est conjugué à un sous-groupe abélian de Jonp(P2) pour
un p ∈ P

2.

Preuve du Théorème 1.6. Supposons I(C) �= {id}. D’après le Théorème 4.1 le
groupe d’inertie I(C) est ou bien cyclique d’ordre 2 ou 3 ou bien il est conjugué à
un sous-groupe abélian de Jonp(P2), pour un p ∈ P

2; dans le dernier cas, lorsque
|I(C)| > 1 la courbeC est à normalisation hyperelliptique. Le raisonnement de la
preuve de [BaBe, Thm. 2.6] montre aussi que (P2,C) est birationnellement équiv-
alente à (P2,Cg+2) où g = g(C) et les assertions (a) et (b1) suivent des Exemples
1.2 et 1.9(b) (comparer aussi avec [BPV, Lemme 3.1]). Pour finir la preuve, sup-
posons que la normalisation de C n’est pas hyperelliptique; dans ce cas les asser-
tions (b2) et (b3) suivent de [F, Thm. F] en tenant compte du fait que I(Cg+2) >

2 (voir Exemples 1.2 et 1.9(b)).

Remarque 4.2. Si on utilise la version classique du théorème de Castelnuovo
[C1], lorsque |I(C)| > 4, le raisonnement suivi dans la preuve ci-dessus fonc-
tionne aussi et on obtient une preuve du Théorème 1.6, à l’ordre 4 près; l’assertion
référente à la commutativité de I(C) se démontre à la main, après avoir explicité
les éléments de ce groupe, comme suggéré dans l’Exemple 1.9.

Preuve du Théorème 1.7. Si F stabilise C = Cg+2 , elle stabilise aussi le système
adjoint Adj(C). Le résultat suit des Exemples 3.3(a), 1.2, et 1.9(b).

Exemple 4.3. SoitC une sextique plane avec 8 points doubles ordinaires p1, . . . ,
p8 (donc à normalisation hyperelliptique). Soit q ∈ P

2 un point en position
générale. Il existe une unique cubique plane (lisse) Cq passant par p1, . . . ,p8, q;
on a

C ∩ Cq = {p1, . . . ,p8, q, q ′} avec q �= q ′.

L’application qui à q associe q ′ définit une involution de chaque courbe elliptique
du pinceau constitué par celles qui passent par p1, . . . ,p8; on a donc une involu-
tion de Cremona I : P

2 ����� P
2 [C2] qui appartient au groupe de décomposition

de C par construction. Observons que la paire (P2,C) n’est pas birationnellement
équivalente à (P2,Cg+2) pour g = 2, car le système adjoint deC est un pinceau de
courbes elliptiques et celui de Cg+2 est un pinceau de droites; donc I /∈ Jonp(P2)

pour aucun p ∈ P
2.

Preuve du Théorème 1.8. Soit Ci ∈ �i irréductible et à singularités ordinaires.
Pour démontrer (a) et (b) il suffit de montrer que toute application birationnelle
φi : Si ����� Si qui stabilise C̃i est un automorphisme, pour i = 1, 2, car tout auto-
morphisme de Si stabilise D̃i .

Pour ce faire, commençons par observer que, en tant que classe d’équivalence
linéaire de diviseurs, une désingularisation plongée de Ci est
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C̃i =
{

6L− ∑7
k=1 2Ek si i = 2,

9L− ∑8
k=1 3Ek si i = 1,

où L désigne l’image inverse par πi d’une droite générale et les Ek les diviseurs
exceptionnels de πi (i = 1, 2). Donc Adj(C̃2) = |−KS2 | et Adj(C̃1) = |−2KS1|.

D’après la théorie des surfaces de del Pezzo (voir [D]), ces deux systèmes
linéaires définissent sur S1 et S2 des revêtements doubles: plus precisément, on a
des morphismes de degré 2

ϕ2 : S2 → P
2, ϕ1 : S1 → Q,

où Q est un cône quadratique dans P
3, ramifiés le long d’une quartique lisse et

d’une intersection complète de Q avec une surface cubique plus le sommet du
cône, respectivement.

D’après le Théorème 3.4 toute transformation birationnelle φi : Si ����� Si
qui stabilise C̃i stabilise Adj(C̃i) et décend donc à un automorphisme, d’où suit
l’assertion (Remarque 3.5).

Pour finir, on considère encore trois exemples (cf. les Théorèmes 1.6(b) et 1.8).

Exemple 4.4. Considérons une quartique C ⊂ P
2, lisse et irréductible, d’équa-

tion
f(x, y, z) = 0.

Un revêtement du plan le long de C, c’est-à-dire une surface de del Pezzo de
degré 2, peut être réalisé dans un espace projectif pondéré P

3(1,1,1, 2), de coor-
donées homogènes x, y, z,w, comme étant la surface S2 d’équation

w2 = f(x, y, z).

Si γ : C → C est un automorphisme de la quartique, il se relève à un automor-
phisme de S2 de deux manières:

(x : y : z : w) �→ (γ (x, y, z) : ±w).

Exemple 4.5. Soit C une courbe lisse de genre 4 avec modèle canonique sur un
cône quadratique Q ⊂ P

3 de sommet p. On va trouver une réalisation biration-
nelle plane de cette courbe: quitte à éclater p on peut substituer Q par une surface
de Hirzebruch F2 avec une (−2)-section minimale correspondant au point p et la
courbe C par une courbe, disons C ′. Après effectuer une transformation élémen-
taire adéquate on peut substituer F2 par F1 et C ′ par une courbe C ′′. Finalement,
si on contracte la (−1)-courbe de F1 on arrive à P

2 avec une sextique D qui pos-
sède maintenant un point triple, disons q, avec une seule branche, et un point triple
ordinaire au-dessus de celui-ci. On observe qu’un automorphisme de D provient
d’un automorphisme affine qui fixe q.

Un exemple de courbe sextique D = D0 comme ci-dessus, qui m’a été suggéré
par F. Ronga, est celui de la courbe affine D0 d’équation

(y − x 2)(y − ωx 2)(y − ω2x 2)+ y6 = y3 − x6 + y6 = 0,
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avec ω la racine cubique primitive de l’unité. On a

Aut(D0) = Z/6Z × Z/3Z.

Les automorphismes de D0 se relèvent à des automorphismes du revêtement de
Q le long de C et p. Ceci permet de construire explicitement des automorphismes
de la surface de del Pezzo S1 correspondante, ce qui, d’après le Théorème1.8, four-
nit un exemple de groupe de décomposition d’une certaine nonique plane avec 8
points triples.

Exemple 4.6. Considérons une sextique D ⊂ P
2 comme dans l’exemple precé-

dent, q ∈D son point triple. D’après l’Exemple 3.3(d) le système adjoint Adj(D)

est le système des coniques à tangente fixe en un point. On en déduit que Cr(P2)D
est constitué de transformations de de Jonquières, centrées en q, qui stabilisent D:
en effet, une transformation F ∈ Cr(P2)D qui stabilise ces coniques doit forcé-
ment stabiliser les droites par le point q. Comme ces droites découpent sur D le
système linéaire g1

3 de sa normalisation D̃, on en déduit Cr(P2)D = Aut(D̃).
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