Lemmes de Multiplicités et 7-Modules

LAURENT DENIS

1. Motivations

Yu a démontré dans [Y5] un lemme de multiplicités et I’analogue du thé-
oréme du sous-groupe linéaire de G. Wiistholz (résultats également annoncés
dans [Y6]) sur des T-modules apparaissant dans la théorie d’Anderson [A].
Ce lemme a de nombreux et importants coroilaires en particulier quand on
Papplique a des problémes de transcendance en caractéristique finie.

Outre les résultats sur ’analogue du théoréme de Baker pour les com-
binaisons linéaires de logarithmes de points algébriques sur les modules de
Drinfeld et 'obtention des relations de dépendance linéaire a coefficients
algébriques entre valeurs de la fonction zéta de Carlitz obtenu par Yu dans
[Y5], ce résultat fut aussi utilisé pour prouver 'indépendance algébrique de
nombres naturellement associés aux modules de Carlitz et de Drinfeld (voir
[BBT]; D;(1=i<6), T; (1=j=<2)).

Un usage multihomogéne du résultat de Yu est également fait dans [D6]
et [D7]. Bien que la preuve de ce dernier résultat (voir précisions au para-
graphe 2) se déduise implicitement de la démonstration donnée dans [Y5],
il convient de donner un énoncé général recouvrant toutes les applications
actuelles. C’est ce que nous ferons ici.

On raffine également I’énoncé de [Y5] dans deux autres directions. Tout
d’abord le progres fait par Philippon dans [P3] dans le décompte des multi-
plicités est ici adapté: un m! (ou m désigne la dimension du sous-groupe
analytique suivant lequel on dérive) est enlevé dans I’énoncé du lemme de
multiplicités. Ensuite on prouve que le sous-7-module obstructeur dont le
degré minore celui du polyndme de départ est contenu dans la variété des
zéros de ce méme polyndme. On en profitera aussi pour voir que certaines
des hypothéses portant sur les 7-modules eux-mémes ne sont pas nécessaires
a la preuve d’un lemme de multiplicités convenable pour les applications
notamment transcendantes. A titre d’illustration, I’énoncé obtenu sera util-
is¢ au paragraphe 3 pour prouver un résultat d’indépendance algébrique
entre divers points attachés a des modules de Drinfeld. Ce dernier résultat
prolonge un résultat de [D6].
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Nous allons commencer par préciser les objets avec lesquels nous travail-
lerons.

On désigne par A = [F,;[T] 'anneau des polynGmes en une variable a co-
efficients dans le corps fini [, de caractéristique p, par kK =[F,(T') son corps
des fractions, par k,, = F,((1/T)) le complété de k pour la valuation (1/T)-
adique v, que ’on prolonge a une cléture algébrique k (resp. k) de k (resp.
k). On considérera encore C le complété algébriquement clos de k.. On
notera |a| = g~ = g%, 1a valeur absolue d’un élément de C.

Une définition des 7-modules différente de celle de [A; AT; Y4; Y6; D2]
est adoptée. Essentiellement cette définition est 1a pour préciser dans quel
cadre, on peut introduire les outils semblant nécessaires a la preuve du lemme
de multiplicités.

DEFINITION 1. Par T-module de dimension n, on entend la donnée d’un
couple E = (GJ, ®) ou G désigne le groupe additif de dimension n et ¢ un
homomorphisme injectif d’anneaux de A dans I’anneau C{F} des endomor-
phismes de G vérifiant:

®(T)=agF°+ - +a,F¢,

ou les a; (0 < i = d) sont des matrices n X n a coeflicients dans C avec a; #0,
et F est Yendomorphisme de Frobenius sur GJ. Ainsi ®(7°) est une matrice
n x n a coefficients dans C{r} ot 7 est le Frobenius sur G,. Par la suite le 7-
module E sera souvent confondu avec Papplication ®(7°) qui le définit.

Un sous-T-module H de E sera un sous-groupe algébrique connexe de G/
vérifiant ®(7T)(H) C H.
On va distinguer les deux types de 7-modules (a) et (b) suivants:
(a) ®(T) est triangulaire supérieure en tant que matrice de M,(C{r}).
(b) ®(T) est triangulaire inférieure en tant que matrice de M,(C{7}).

NotaTiON. Dans la suite on se place sur le 7-module ¢ de dimension n de
la forme ¢ = &, X P, X P; ou P; est de dimension n; et ¢, est quelconque,
&, de type (a), ®; de type (b).

Posons quelques définitions afin d’énoncer notre principal résultat.

DEFINITION 2. Un homomorphisme analytique a mz parameétres est une ap-
plication [F,-linéaire ¥: C" — C" telle que:

(i) Il existe AgeM,,(C) telle que: ¥(Ayz) = P(T)¥(z), pour tout zeC".
(i) On a un développement de Taylor a P’origine:

¥(z)= Y Brz?"
h=0

. . h .
ou les B8,e M, ,(C), et pour toute matrice B, B? est la matrice ob-
tenue en élevant a la puissance ¢” chacun de ses coefficients.
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(iii) Etant donné un tel homomorphisme analytique ¥ et un polynéme Q
en n variables sur G/, on dira que Q s’annule a un ordre au moins M
en x, le long de ¥ si pour tout j = (jj, ..., jm) tel que |j|<M on a
AjQ(xp) = 0, ou les hyperdérivées sont définies par:

O(x+¥(2)) = 2 AJQ(x)2.

la somme portant sur tous les éléments j de N™.

On suppose que pour la base canonique (ey, ..., ;) de C"™, les hyperdérivées
A‘I;, (1 =i < m) (le multi-indice correspondant a e; est (0, ...,0,1,0, ...,0) ou
le 1 est en i-ieéme position) forment une base de I’espace des dérivations. Cette
condition est clairement équivalente au fait qu’une sous-matrice m X m de
B, soit inversible.

Pour tout 7-module H on note encore r(¥, AH) la codimension analytique
de ¥~}(H) (voir sa définition au paragraphe 2). Soit vy, ..., v, des éléments
donnés dans C” et pour tout entier S =0,

I'(S) ={®(a))vi+ -+ B(a)vs|a; € A, d(a;) = S).

On prouve alors:

THEOREME 1. Soit P un polynéme sur G} de multidegré < (K, ..., K, K|, ...,
Ky, Lys ...y Ly,) ot K est pris ny fois. On suppose que la suite K; est croissante
et que la suite L; est décroissante. Si P est non identiquement nul et s’annule
a un ordre = nM+1 le long de ¥ en tout point de I'(S+ n) alors il existe un
réel positif c(q, n, d) et un sous-T-module H de ®(T) différent de G/ tel que:

M™% Card(T(S)+ H/H)IC(H; K, ..., K, Ky, ..., Kp s Ly, ...y Ly))
= C(q, n, d)Knl(Kl o an)(Ll te Ln3)'

De plus le sous-groupe H+T1'(S) est contenu dans la variété des zéros de P.
(3C(H; ...,) désignant la fonction de Hilbert de H en les degrés correspon-
dants [P1, §3]).

REMARQUE. On peut choisir c(q, n,d) = n"zq”zd dans I’énoncé précédent.
Au paragraphe 2, nous prouvons ce résultat. Au paragraphe 3, quelques
exemples et une application sont donnés.

2. Preuve du Lemme de Multiplicités

Pour Ia commodité du lecteur, énongons sous forme de lemme le résultat
clair suivant:

LeEMME 1. Soit ®(T)=boF°+b,F'+---+b,F? un T-module de G~ tel
que ®(T) soit une matrice triangulaire inférieure de C({r}) et P un poly-
nome de C[X,, ..., X,] de multidegré < (U,, ..., U,). Le polynéme P-®(T)
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est de multidegré < q®(U,++--+U,, Uy+---+U,, ..., U,) et si de plus la
suite U; est décroissante, ce multidegré est plus petit que ng®(U, ..., U,).

Afin d’avoir une estimation plus fine que dans [Y5] des multiplicités, nous
utiliserons un cas particulier des résultats de [P3]. On rappelle que ¥ est un
homomorphisme a m parameétres et on identifie C"” a un sous-espace vec-
toriel fixé de C”. Considérons une variété algébrique ¥V de C”, son espace
tangent W, en un point x de V et ’espace vectoriel C"/(W,NC™). Pour x en
dehors d’un fermé de Zariski inclus strictement dans V' sa dimension est
maximale et indépendante de x et sera notée r(¥, V') (voir [P2, p. 8]). On
note ¢y, ..., e, une base de cet espace et 9; (1 < i < r) les opérateurs de dériva-
tion correspondants. Aprés un éventuel changement de base, on peut sup-
poser que les coordonnées de e; sont (0, ...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en i-itme
position.

On vérifie que pour tout tel x de C”, d’idéal de définition m on a AY (m e
m et donc que 'opérateur A‘I' définit un élément non nul de Hom(m /m? ,C)
(espace tangent en x). La condltlon (m) du paragraphe 1 entraine qu’il ex-
iste une matrice B € GL,(C) telle que (Ael, . A‘I;r) =(dy, ..., 0,)B.

Si maintenant p est ’idéal de définition de V, I’application:

p—(CLX), ..., X,1/0) 5D

Q - (AL (Q), ..., A% (D))

est de rang r (¥, V') car ’application Q — (3,(Q), ..., 3,(Q)) est de rang r (¥, V')
(voir le Lemme 6 de [P2]).

Considérons maintenant g I’idéal de définition de G, plongé dans un es-
pace projectif P*et A =C[X], ..., X]/(g).

Rappelons que si § est un idéal de A engendré par des polynémes (P, ..
P,), et si j désigne un multi-indice alors I’idéal A‘I’(S) est I’'idéal engendré par
la famille des polynémes A¥(P, )i<v=u,i<j (OU i =< jsila k-iéme composante
de i est inférieure a la k-iéme composante de j). On dit encore qu’un sous-
schéma X passe par un point y a un ordre = j si I’idéal associé a X est défini
par des polyndmes passant par y a un ordre = j.

Dans notre situation, le Lemme 7 de [P3] s’écrit alors:

LEMME 2. Soit § un idéal de A, p un premier associé minimal définissant
une variété V, A, le localisé en p. On suppose que pour tout multi-indice j
vérifiant |j| < M, A‘i-’(g) C v. La multiplicité de Samuel relativement a A,
est alors minorée suivant la formule:

ega (Ay) = M"®Y),

REMARQUE. Cette utilisation du [P3, Lemme 7] pourrait étre remplacée
par celle de ’analogue du lemme de Wiistholz ([P1], [P2], ou [Y5]), la seule

conséquence serait ’obtention d’un facteur (’(‘I" K}+M ) dans I'inégalité finale
du Théoréme 1 en remplacement du M"¥") obtenu ici.
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Pour tout idéal § de A, notons son rang rg($). Rappelons alors le Lemme 5
de [P3]:

LEMME 3. Soit § un idéal de A engendré par des polynémes homogénes de
degré <D etr=rg(9), alors on a:

> eq (Ay)degy < deggD".
peAss g
minimal rg(p)=r

On reprend la notation I'(S) du Théoréme 1, on prouve alors le lemme
suivant:

LeMME 4. Soit QeC[X,, ..., X,] passant par T'(S+1) a un ordre = M alors
le polynéme Q- ®(T) passe par I'(S) a un ordre = M.

Preuve. Par hypothése pour tout x appartenant a I'(S+1) on a:

Qx+¥(z)= ¥ AjQ(x)z.
[§l=M+1
En particulier si y est dans I'(S), on peut appliquer I’égalité précédente a
®(T)y. Par conséquent griace a (i) et en changeant z en Ayz:

Q-¥T)(y+¥()= X AJOX)(Ae2).
lil=M+1
Comme le développement du polyndme (Ayz)! ne fait apparaitre que des
polynomes de degré i = j, le lemme est bien démontré. |

Passons maintenant a la preuve du Théoréme 1, qui s’inspire de celles de
[P1] et de [YS5]:

Preuve du Théoréme 1. Soit T'(S) et P satisfaisants aux hypothéses du Thé-
oréme 1. Pour tout polynéme Q(X) on note Z(Q(X)) le sous-schéma des
zéros de Q. Pour i entier naturel tel que 0 <i < n—1, on considére la suite
décroissante de sous-schémas:

Xi= (N Z(AJPEX-ND.
vel(S+n),j<iM

Ces sous-schémas passent toujours par le groupe I'(S+#) a un ordre =
M+1lelong de ¥. Appelons d, le maximum des dimensions des composantes
de X, passant par 0. Comme la translation est un isomorphisme analytique
et que X; est globalement stable par translation par les éléments de I'(S + n),
d; est aussi le maximum des dimensions des composantes de X; passant par
au moins un élément de I'(S+n). Comme X est de codimension = 1, que
la suite d; est décroissante, il existe un entier r < n tel que d, =d,,; et une
variété V de dimension d, composante irréductible commune a X, et X, et
qui passe par 0. Soit W = {ge G/ | g+ V C X,}. Comme chaque X; est stable
par translation par un élément du groupe I'(S+n), on a que I'(S+n) ap-
partient & W qui contient également le stabilisateur Gy :={\,cp(V—Xx) de V.
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Comme X, ne contient qu’un nombre fini de sous-variétés composantes de
dimension d,, W est une union finie de classe modulo Gy qui comprennent
notamment celles de I'(S + n) + G. De méme W est une union finie de trans-
latés de la composante neutre G2 de Gy. Soit u le plus petit entier tel que
Y, :=WN&T) (W)N---N&(T*) "} (W), soit de méme dimension que ¥, ..
D’apres le Lemme 4, et comme # < n—1, Y, passe encore par I'(S) a 'ordre
M+1.

Deux translatés d’un méme groupe étant soit disjoints soit confondus,
Y, et Y, ., sont des unions finies (par noethérianité) non vide de translatés
du groupe H' =GIN®(T)"HGHN---N&(T** HY"1(GY). Choisissons enfin
pour H la composante neutre de H’. Comme (7)Y, ., C Y, le groupe con-
nexe ®(T)H qui passe par origine est inclus dans Y,,. Le seul translaté de
passant par l’origine étant égal & H on en déduit que ®(7)H C H. Par con-
séquent A est un sous-7-module de G/. Le groupe H+TI'(S) est inclus dans
G2 +T(S) qui est lui méme contenu dans X, et donc dans 'ensemble des
zéros de P. On a donc prouvé la seconde assertion du Théoréme 1.

Par construction si J, est I’idéal associé a X, on a pour tout j tel que |j| <
M, A‘I’(J ) C J.+1 Cyoupest 'idéal de définition de V. On déduit de la que si
J de51gne I'idéal de définition de W alors pour tout j tel que |j| < M, AY(J)C
J C p’ou p’ est I'idéal de définition de GP. Enfin, si R est I'idéal de deﬁmtlon
de Y, on en tire aussi A"'(R) C RCp” ou p” est I’idéal de définition de H. Ce
fait est aussi valable pour tous les translatés de H par les éléments de I'(S).

Le nombre de classes de H dans Y, est au moins égal a Card(I'(S) + H/H).
De plus Y, est incomplétement défini par des polyndmes de la forme

AJP(X—v)®(T"),
i <u dont le multidegré est < n"g " fois le multidegré du polyndme de départ.

Il reste alors a appliquer Bezout multihomogene et les lemmes de Philip-
pon pour conclure. Plus précisément, on plonge naturellement toutes nos
variétés dans ’espace projectif P” puis par un plongement de Segre—Veronese
dans P¥ de telle sorte que le degré de 'image d’une variété V soit la fonction
de Hilbert de V en le multidegré du polyndme de départ P (cf. e.g. [P3,
§71). On déduit du Lemme 1 que H est incomplétement défini dans par des
formes de degré < n"g"?. On applique alors les Lemmes 2 et 3 a chaque
composante de Y, pour obtenir I’'inégalité:

M Card(I(S)+ H/H)X(H; K, ...,K, Ky, ..., Ky, Ly, ..., Ly)
< n"q" K™K,y - K )(Ly - L),

ce qui est le résultat annoncé (on vérifie que le terme de droite est la fonction
de Hilbert de la cloture de GJ). ]

3. Application

A

Les exemples principaux d’homomorphismes analytiques seront donnés par
I’existence d’une application exponentielle pour le 7-module considéré.
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La Proposition 1 ci-dessous établit ’existence d’homomorphismes analy-
tiques a m-parametres sous ’hypothése que les conditions suivantes soient
satisfaites. Considérons ®(7) = @y F°+ -+ +a,F¥ un T-module de dimen-
sion n. On impose deux conditions:

(a) ag est triangulaire supérieure,

(b) sa diagonale o = («y, ..., o,,) vérifie d(a;) > 0 pour 1 =i <n et pour

tout couple d’entiers naturels @, b on a:

qad(O(,‘) = qbd(a,-) S o= eta=>o.

ProposiTiON 1.  Un T-module vérifiant les conditions imposées a ®(T') pos-
séde une exponentielle.

Preuve. L’exponentielle e d’un T-module doit vérifier pour tout z dans C”:
(i) eg(agz) = $(T)eq(2).

(il) ep(z) = Xj=0 Ehzq avec Eg=1, et E e M, ,(C).

La preuve s’inspire de celle de [A, Prop. 2.1.4)]. Si W = (w; ;) e M,,(C) on
notera d(W) := max(d(w; ;).

Comme pour tout entier / entre 1 et n, d(«;) > 0, il existe un plus petit
entier s, tel que pour tout couple (i, j), q”“d(a,-) > d(a;). On désigne alors
par vy = min; ¢;<, d(a;).

Montrons d’abord qu’ a tout entier naturel 2 = 1, et a toute matrice carrée
Y e M, (C) sont associés une unique matrice X € M, (C) telle que:

(i) Xad"—a,X=Y;
(ii) Les coefficients de X sont dans le corps engendré sur k par ceux de Y
et ceux de ayp;

(iii) Sih = hgalors d(X)=<d(Y)—q"y.

Décrivons I'inconnue X := (x; ;) par ses vecteurs colonnes X, ..., X, €t ses
vecteurs lignes (zy, ..., 2,), €t posons aussi Y := (y; ;).

Les formules de multlphcatlon des matrices montrent que les colonnes de
Xar0 sont de la forme (af xl, af x2 o PR xl + f,,) ot les composantes
de f; se calculent en fonction des coeflicients de ag et de x;) pour # <i. De
meéme, ayX a pour lignes (o y1+ 815 .oy A1 Yn—1+8&n—1, %, &x) OU g; se cal-
cule grace aux y, pour t > i. Les hypothéses sur les a; entrainent en particu-
lier que a" —a; est toujours non nul,

Le coefficient. Xp,1 st alors déterminé par la relation (ozl —,)X, 1=V,
Par récurrence si i < n, x; ; se déduit alors de x,, , avec u=i+1, v=<j et
Xy, j+15€ déduit de x,, , pour u<n et v=j. Ceci prouve (i) et (ii). La démon-
stration précédente montre de plus que d(X) < d(Y)—ming d(a, —a;).
L’ hypothese sur la matrice o implique en particulier que d(a‘? -« ) =
max(d(a" ), d(a ), d’ou (iii) pourvu que 4 = h,. O

On peut alors construire notre exponentielle. D’aprés son équation fonction-
nelle, ses coefficients doivent vérifier pour 4 > 1:
" min(h, d) ;
Eyal —ayE, = '21 ajE,?_j.
j=
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La construction précédente montre que chaque Ej est uniquement déter-
miné et que si & = h et si on pose b, = ¢ "d(E;) on a alors:

by, < MaxX; < j<min(h, a)[On—j+q " "d(a)] —.

Comme 7 est strictement positif, il vient que b, tend vers —c et donc que
es(z) est une série entiére.

ExeMPLEs. (1) Les T-modules considérés jusqu’a présent avaient 7 sur la
diagonale et satisfaisaient les conditions précédentes.

(2) Les T-modules de [D7] vérifient également ces conditions et sont aussi
de type (a) (voir paragraphe 1) et cette distinction est nécessaire dans le
lemme de multiplicités utilisé dans [D7].

(3) En caractéristique # 2, on peut autoriser des 7-modules ayant 7 ou 72
sur la diagonale du terme gy. Ces T-modules apparaissent naturellement
apres les questions posées dans [D4].

Ainsi si W est un sous-espace vectoriel de C” stable par ay:= d®(T) alors la
restriction & W de Pexponentielle du 7T-module déterminé par ®(7°) est un
homomorphisme analytique a dim(##) paramétres. La remarque précédente
contient sans doute des énoncés de transcendances potentiels.

Nous allons terminer maintenant en donnant un exemple d’application du
lemme de multiplicités a un résultat d’indépendance algébrique. Ce résultat
compléte le Théoréme 2 de [D6].

B

Le module de Carlitz est le T-module de dimension 1 défini par: ®~(7T) =
TF°+ F. 1l existe alors une unique fonction exponentielle e(z), caractérisée
par (cf. [C]):

Rappelons aussi qu’il existe un élément 7 € k,, tel que
Kere(z) = A(T—T9)"V@ g

(cf. [C]). On posera & = (T —T )@,

On note dorénavant par ‘ I’unique dérivation prolongeant continiment la
dérivation d/dT de k a la cl6ture séparable k2 de k... On notera encore k°
la cl6ture séparable de k.

On peut également définir la dérivée n-iéme de ’exponentielle par rapport
a T elle est obtenue en dérivant terme a terme les coefficients de la série
entiere e(z) (cf. [D2]). Pour 1 = n < p—1, on trouve la dérivée d’ordre n
non nulle:

0 ! q h
(Mg n (n!)z
e"(2)= X —mm-
n=1 [h]"Dy,

Notons qu’on obtient e(P)(z) = 0 et rappelons que ces fonctions dérivées ont
une interprétation en terme de fonctions quasi-périodiques attachées a certains



Lemmes de Multiplicités et T-Modules 75

modules de Drinfeld (voir [D7] ou il est prouvé en particulier que chaque
fonction [e'®(27”)]"? pour 0 < @ < p—1 est une fonction quasi-périodique).
Le théoréme suivant a été prouvé dans [D6]:

THEOREME A. On suppose p = 5.
(a) Soient a, 8 € k., linéairement indépendants sur k, alors:

degy tr(a, 8, e(a), ..., eM(a), e(B), ..., e(B)) = 2.

(b) Soient o, B € k2, linéairement indépendants sur k, alors:
| degy tr(e, B, e(), e’(ax), e(B), '(B)) = 2.

On suppose dorénavant que p = 3 et on cherche a retrouver les résultats pré-

cédents. Ici les dérivées d’ordre = 3 sont identiquement nulles, nous allons

partiellement palier cette difficulté en introduisant d’autres fonctions.
L’équation fonctionnelle de ’exponentielle est:

e(Tz) = Te(z) +e(z)9.
En itérant cette identité et en changeant z en z> on obtient:
e(T323) = Tle() +(T?*+ T 4+ T e(23)9

H(T+TI+T)e(z3)? +e(z%)7. )

Il s’en suit par dérivation:
e'(T32%) = T2e'(23) + QT+ T e(z%)7 + e(z%) 7, )
e"(T32%) = TPe"(z%) +2e(z?)% (3

On pose alors f(z) = (e(z*))'?, g(2) = (e'(2°)”, et h(z) = (e"(2*)">.
Les coefficients du développement en série de /#(z) sont alors dans k. Grace a
la relation (3), la fonction /4 vérifie de plus ’équation fonctionnelle:

h(Tz) = Th(z) +2f(2)",

dont chaque terme est dans k{{z}}. On peut donc dériver cette équation. En
appelant i(z) := h’(z) la série dont chacun des termes est la dérivée par rap-
port & T de celle de h(z), on s’aperc¢oit que i(z) est non nul et il vient:

i(Tz) = Ti(z)+h(z)+z3gg(z)3. (4)

Enfin, cette équation se dérive encore une fois et on obtient une fonction
J(z) :=1’(z), non nulle et satisfaisant a:

. . ) 2
J(T2) = Tj(2) +2i(2) +—3‘ih(z)3. 5)
Nous allons alors prouver un analogue affaibli du Théoréme A:

THEOREME 2. On suppose p = 3.
(a) Soient a, 8 € C linéairement indépendants sur k, alors:

degy tr(a, B, f(e), f(B), g(a), 8(B), h(e), h(B), i(ex), i(B), j(e), j(B)) = 2.
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(b) Soient o, B € kg, linéairement indépendants sur k, alors:
degy tr(a, B, e(a), e’(@), e(B), '(B), i(a), i(B)) = 2.

Si ’énoncé (a) de ce théoréme semble satisfaisant au regard du résultat du
Théoreme A, le (b) semble plus faible que le (b) de ce méme théoréme, les
problémes de séparabilité (ou le défaut de composition des opérateurs dé-
rivées divisées) ne permettent pas, de maniére évidente, d’enlever directe-
ment i(«a) et i(B) dans le résultat précédent.

Considérons alors le T-module ®(T) = AgF°+ A F+ A, F2+ A3 F3 ol

(T 0 0 0 0 0)
0T 0 0 0 0
0 07T 0 0 O
Ap= ,
0 0 0T 0 O
0 0 0 1 T 0
0 0 0 0 2 T
(0 0 0 0 0 0)
0 T2/3+T(q+l)/3+T2q/3 0 0 0 0
a0 0 2T'3+19° 0 0 0
1o 0 2 0o o0 o0)
0 0 2q/3 0 0 0
L0 0 0 2q/3 0 0]

et les coeflicients des matrices A, et A; sont donnés par
2
(A2)2,2=TYV3+TY3+T93, (Ay);,=1 et (Ay);,;=0

quand (i, j) #(2,2) et (i,j) #(3,2); (A3)2,2=1 et (A3); j = 0 pour les au-
tres indices.

On déduit des équations fonctionnelles (1)-(5) que ’application de C dans
C*® donnée par:

¥(z) = (2, f(2), 8(2), (), i(2), j(2))

est un homomorphisme a 1 paramétre pour le T-module précédent. Le lemme
suivant décrit les sous-7-modules de ¥, sa démonstration suit la méme pro-
cédure que le Lemme 4 de [D2]:

LEMME 5. Les sous-T-modules de ®(T) sont ceux qui sont de la forme
0'XGS " (pour un 0 <i < 6), WxG2 ou W est un sous-k-espace vectoriel
de G} dont la projection sur la seconde coordonnée est nulle et enfin les
sous-k-espaces vectoriels de G® dont la projection sur la deuxiéme, quatri-
eéme et cinquiéme coordonnée sont nulles.

Comme I’a remarqué le referee, le schéma de la preuve du (a) du Théoréme 2
est identique a celui de [D6] et est donc laissé au lecteur.
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Prouvons alors le (b) du Théoréme 2. Pour la commodité du lecteur rap-
pelons les Lemmes 1 et 3 de [D6]:

LEMME B. Si«, 8 sont dans k3 et que (3 est algébrique séparable sur k*(a)
alors 3’ est algébrique séparable sur k*(a, o).

LEMME C. Soit a € k2, tel que o’ soit algébrique sur k(a); alors o’ est algé-
brique séparable sur k(o).

On part de o et B8 satisfaisant les hypothéses du (b). Les racines cubiques
a'/3 et Y3 sont toujours linéairement indépendantes sur &, le résultat précé-
dent appliqué a ces nombres prouve que:

degy tr (o, B8, e(a), e(B), e’'(a), e’'(B), e" (), e”(B),
i(@3),i(BY3), j(@'?), j(B'3) = 2.

Si degy tr{a, B3, e(a), e(B), e’(x), e’(B)) =1, et si e(a) —a est transcendant
alors I’hypotheése précédente entraine que e’(«) est algébrique sur k(e(a) — ).
Comme (e(a) —a) =e’(x), le Lemme C montre que e’(a) est algébrique
séparable sur k(e(a)—«). Par des dérivations successives, on en déduit a
I’aide du Lemme B que e'”(«) est séparable sur k(e(a) — ). Si maintenant
e(a) —a est algébrique, sa dérivée e’(a) I'est également ainsi que toutes les
dérivées d’ordre supérieur. Par conséquent dans les deux cas, on obtient:

degy tr(a, B, e(a), e(B), e'(x), e’(B), e"(a), e”(B)) = 1.

Supposons alors qu’on puisse ajouter i(a'’3) et i(8'3) a cette famille de
nombres sans changer le degré de transcendance. Si on arrive a une contra-
diction, on aura bien prouvé le (b).

On suppose donc:

degy tr(e, B, e(a), e(B), e'(ax), €'(B), e”(cx), e"(B), i(a'?), i(B)) = 1.
Remarquons que i(a!’3) 4 (g/3)(a/[1]?) est la dérivée de

a4 o« . w34 o
h(a™’?) 3 ] = (e"(a)) 3 0]
qui est un élément de k2 dés que o ’est (car e”(z) n’a pas de terme en z).

Si (e”(a))® —(q/3)(a/[1]) est algébrique sur k sa dérivée I’est aussi ainsi
que sa dérivée seconde. On peut alors ajouter j(«!/?) dans la famille de nom-
bres précédente sans changer le degré de I’extension.

Si (e”(«))'? —(g/3)(«/[1]) est transcendant sur k£ d’aprés le Lemme C,
i(a'?)+(q/3)(a/[1]?) est algébrique séparable sur

nonizza_4 ©
k((e () 3 [1]).
Le Lemme B entraine alors que j(a'/3)—2(g/3)(«/[1]%) est algébrique sur
k(i(a'?)+(g/3)(/[11%), (e"(a))"? —(q/3)(«/[1])). Le méme raisonnement
avec 8 amene donc a:
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deg, tr(c, B, e(a), e(B), e'(x), e’(B), e"(a), e”(B),

i(a'?),i(B'3), j(«'?), j(B*) =1,
c’est la contradiction attendue.

REMARQUE. Dans le cas p =2, un analogue des résultats du (a) peut sans
doute étre établi par la méme méthode, mais les preuves précédentes ne dis-
ent rien sur ’analogue d’un (b).
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