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Fibrés Affines

Arist ide Tsemo

Introduction

On étudie les applications affines entre variétés affines, en particulier les fibrés
affines: ce sont les applications affines surjectives. La classification des applica-
tions affines est envisageable si on suppose que les fibres sont au moins homéo-
morphes entre elles. C’est par exemple le cas si l’espace source de l’application
est une variété affine compacte. Voici un exemple qui montre que la situation peut
être beaucoup plus compliquée. Considérons une surjection deRm dansRp, sur
chaque fibre de la surjection, enlevons un sous-ensemble, on obtient ainsi une
application affine, telle que les structures topologiques de deux fibres distinctes
peuvent être très différentes. Il est donc difficile d’aborder le problème de classi-
fication dans toute sa généralité, car on ne peut pas préciser les données à partir
desquelles se fera la classification. Dans les cas que nous considérons, les fibres
d’un fibré affine sont des variétés différentiables, deux à deux homéomorphes,
dont les structures affines peuvent être différentes bien qu’elles aient la même
holonomie linéaire.

Si le second groupe d’homotopie de la base d’un fibré affine à espace total com-
pact est nul (c’est le cas si elle est complète), la suite exacte de Serre montre que
le groupe fondamental de l’espace totalπ1(M), est une extension de celui de la
baseπ1(B), par celui de la fibreπ1(F ).

PosonsRm+l = Rm ⊕ Rl , et notons Aff(Rm,Rl) le sous-groupe des automor-
phismes affines deRm+l dont la partie linéaire fixeRl , ets la surjection canonique
deRm+l dansRm. Il existe une application:s ′ : Aff (Rm,Rl)→ Aff (Rm), γ 7→
s ′(γ )(x) := s(γ (x,0)). Notons AffI (Rm,Rl) le sous-groupe de Aff(Rm,Rl) qui
se projette surRm en l’identité.

On en déduit le problème algébrique suivant analogue au notre: étant donnés
deux groupesπ1(B) et π1(F ), deux représentations affines respectivement de
π1(B) dans Aff(Rm), et deπ1(F ) dans AffI (Rm,Rl). Classifier tous les dia-
grammes commutatifs suivants

1 −−→ π1(F ) −−→ π1(M) −−→ π1(B) −−→ 1y y y
1 −−→ Aff I (Rm,Rl) −−→ Aff (Rm,Rl) −−→ Aff (Rm) −−→ 1,

Received October 9, 2000. Revision received May 9, 2001.

459



460 Arist ide Tsemo

où la première suite horizontale est exacte, sous la relation d’équivalence suivante:
Soient 1→ π1(F )→ π1(Mi)→ π1(B)→ 1, i = {1,2} deux suites exactes as-
sociées à deux diagrammes du type précédent. Ces diagrammes sont équivalents
si et seulement si les extensions sont isomorphes et il existe une transformation
affine de Aff(Rm,Rl) qui conjugue la représentationπ1(M1) → Aff (Rm,Rl) en
la représentationπ1(M2)→ Aff (Rm,Rl).

La donnée d’un fibré affine induit une déformation de la structure affine d’une
fibre paramétrée par la base. Soient0 un groupe de type fini, etE un espace vec-
toriel muni d’une action linéaire de0. L’approche de ce problème pose celui de
déterminer la structure de l’ensemble (ou d’un de ses ouverts (voir [G3, p. 178]))
des orbites des éléments deH1(0,E) sous l’action d’un groupe de gauge. Des
hypothèses faites sur la structure de cet espace des modules par exemple, qu’il est
une variété algébrique rendant algébrique la projection deH1(0,E) sur lui, en-
traine que les fibres sont des variétés affines isomorphes entre elles si la base est
une variété affine compacte et complète.

On démontre aussi que les fibres d’un fibré affine dont l’espace total est une vari-
été affine compacte et complète, et le groupe fondamental d’une fibre est nilpotent
sont isomorphes entre elles.

On classifie les fibrés affines à espace total compact dont la développante est
injective et tels que le fibré relevé sur le revêtement universel de la base est un pro-
duit affine, plus généralement, on classifie les fibrés affines à espace total compact
et complet. Les invariants déterminés dans le premier cas sont plus intrinsèques à
la géométrie affine que ceux du second cas.

Dans [T5] on donne une nouvelle classification des fibrés affines à espace total
compact et complet en utilisant la théorie des gerbes.

Une question importante est de savoir dans quelle mesure la classe d’isomor-
phisme d’un fibré affine peut déterminer celle de son espace total en tant que vari-
été affine. Soientf1 et f2 deux fibrés affines d’espace total compact (de même
dimension) au-dessus d’une même base(B,∇B). On suppose que(B,∇B) ne peut
avoir de feuilletage affine à feuilles compactes, et en outre que la dimension des
fibres def1 etf2 est strictement inférieure à celle deB. Il est facile de prouver que
tout isomorphisme affine entre les espaces total def1 etf2, est un isomorphisme
de fibrés affines. Les classes d’isomorphismes de ces fibrés affines, déterminent
les classes d’isomorphismes de leurs espaces total en tant que variétés affines. Les
variétés affines de dimension 3 dont le groupe fondamental n’est pas polycyclique,
et les variétés de Hopf ne peuvent avoir de feuilletages affines à feuilles compactes.

1. Généralités

Une variété affine(M,∇M) de dimensionn, est une variété différentiableM, de
dimensionn, munie d’une connexion∇M dont les tenseurs de courbure et de
torsion sont nuls. La connexion∇M définit surM un atlas (affine) dont les fonc-
tions de transitions sont des restrictions d’éléments de Aff(Rn). Soient(M,∇M)
et (M ′,∇M ′) deux variétés affines dont les structures affines sont respectivement
définies par les atlas affines(Ui, φi) et (U ′j , φ

′
j ′).
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Une application différentiablef, de (M,∇M) dans(M ′,∇M ′), est affine si et
seulement siφ ′j ′ B f |Ui B φi−1 est affine. On note App((M,∇M), (M ′,∇′M ′)) l’en-
semble des applications affines de(M,∇M) dans(M ′,∇′M ′), et Aff(M,∇M) l’en-
semble des automorphismes affines de(M,∇M).

La structure affine de(M,∇M) se relève sur son revêtement universelM̂, en une
structure affine(M̂, ∇̂M̂ ) pour laquelle la projection revêtementpM : (M̂, ∇̂M̂ )→
(M,∇M) est une application affine. La structure affine deM̂ est définie par un
difféomorphisme local affineDM : (M̂, ∇̂M̂ )→ (Rn,∇0), où∇0 est la connexion
standard deRn définie par

∇XY = DY(X);
X, Y sont deux champs de vecteurs deRn, etDY la différentielle deY.

La développante donne lieu à une représentationAM : Aff (M̂, ∇̂M̂ )→ Aff (Rn)
définie par le diagramme commutatif suivant:

(M̂, ∇̂M̂ )
g−−→ (M̂, ∇̂M̂ )yDM yDM

Rn
AM(g)−−−−→ Rn,

oùg est un élément de Aff(M̂, ∇̂M̂ ). La restriction deAM, au groupe fondamental
π1(M), deM, est la représentation d’holonomiehM. La partie linéaireL(hM), de
hM, est la représentation d’holonomie linéaire de(M,∇M).

Soitf un élément de App((M,∇M), (M ′,∇′M ′)), f se relève en une application
affine f̂ : (M̂, ∇̂M̂ )→ (M̂ ′, ∇̂ ′

M̂ ′). SoitU un ouvert connexe dêM, sur lequel la
restriction de la développante est injective,DM ′ |f̂ (U) B f̂ |U BD−1

M |DM(U) est une
application affine deDM(U) → Rn′ , qui se prolonge en une application affine
f1: Rn→ Rn′ . Celle-ci vérifie

DM ′ B f̂ = f1 BDM.
L’application f̂ donne lieu à un morphisme de groupesf̂π : π1(M) → π1(M

′)
défini par la relation d’équivariance

f̂ B γ = f̂π (γ ) B f̂ .
On en déduit un morphismefπ : hM(π1(M))→ hM ′(π1(M

′)) tel que

f1 B γ = fπ(γ ) B f1 (0.1)

si hM est injective. L’applicationf1 transformeDM(M̂ ) en un sous-ensemble de
DM ′(M̂

′).

Question. Etant donnéesfπ etf1 telles quef1 envoieDM(M̂ ) dansDM ′(M̂ ′),
etf1 B hM(γ ) = fπ(hM(γ )) B f1. A quelles conditions peut-on reconstruiref ?

La réponse à la question précédente est positive siDM ′ est injective.
L’exemple suivant montre que si on se donnef1 etfπ vérifiant (0.1), il n’existe

pas toujours d’applicationf.
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MunissonsT 3 de la structure affine de Sullivan et Thurston [STh, p. 22].
L’image de la développante estR3 = Vect(e1, e2, e3) privé des axes de coor-
données, et l’holonomie est engendrée par deux applications diagonales dans ces
axes de coordonnées ayant des valeurs propres strictement positives. Le quotient
de Vect(e1, e2) − {Re1∪ Re2} par la restriction de l’holonomie est la réunion de
4 tores. On peut choisir pourf1 la projection deR3 sur Vect(e1, e2) parallèle-
ment à Vect{e3}, etfπ la restriction de l’holonomie à Vect(e1, e2). Il n’existe pas
d’applicationf correspondante. Dans ce casf1 n’est pas définie sur l’image de
la développante de la structure affine deT 3.

Définition. (1) On appelle fibration affine une application affine surjective.
(2) Un isomorphisme affine entre deux fibrés affines de même base est un iso-

morphisme affine entre leur espace total qui se projette sur leur base en une trans-
formation affine, autrement dit un isomorphisme qui envoie une fibre sur une fibre.

(3) Un feuilletage affine sur une variété affine(M,∇M) de dimensionn, est un
feuilletage deM dont le relevé surM̂ est l’image réciproque parDM de la restric-
tion àDM(M̂ ) d’un feuilletage par sous-espaces affines parallèles deRn.

Remarque. Le produit fibré de deux fibrés affines est un fibré affine.

Proposition 1.1 [T4]. Soitf une application affine, de source la variété affine
compacte et connexe(M,∇M), alors la distributionFfx := {v ∈ TxM/dfx(v) =
0} définit surM un feuilletageFf , dont les feuilles sont les fibres d’une fibration
affine.

La base de la fibration affine de la proposition précédente n’est pas forcément
l’image de l’application. Si la source def est compacte, l’image def est une
sous-variété affine avec éventuellement des points de self-intersections.

Proposition1.2. Supposons queM est compacte, alors l’image def a des points
de self-intersections si et seulement si la fonction qui a un pointx def(M), asso-
cie le cardinal des composantes connexes de l’image réciproque dex par f n’est
pas constante.

Preuve.Supposons quef(M) a un point de self-intersectiony. Le point y est
contenu dans un ouvert de carte affineV ′, tel que l’ensemble des points de self-
intersections deV ′ est une sous-variété affine. Soitxi un élément d’une com-
posante connexeCi, def −1(y). Il existe un ouvert connexeUi deM contenant
Ci, tel quef(Ui) est inclu dansV ′, et les ensemblesUi sont deux à deux disjoints.
Choisissons un ouvertV inclu dansV ′ tel quef −1(V )est inclu dans l’union desUi.
Ceci est possible carM est compacte. Puisquey est un point de self-intersection,
il existe au moinsi, j tels que dim(f(Ui) ∩ f(Uj )) < dimf(Ui). Les ensembles
f −1

(
(f(Ui) − f(Uj )) ∩ V

)
et f −1

(
(f(Uj ) − f(Ui)) ∩ V

)
sont disjoints. On en

déduit que pour tout pointyi de(f(Ui)−f(Uj ))∩V, le cardinal des composantes
connexes def −1(yi), est strictement inférieur à celui de celles def −1(y).

Pour tout pointy def(M), on va noterny, le cardinal des composantes con-
nexes de l’image réciproque dey parf. Supposons maintenant que la fonction
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y 7→ ny n’est pas constante, etf(M) n’a pas de point de self-intersection. SoitZ

l’ensemble des pointsz def(M), tels quenz est maximal. SiZ ne contient pas
un point de self-intersection, alorsZ est ouvert dansf(M). Or Z est fermé car
M est compact. On en déduit queZ = f(M). Donc la fonctionz 7→ nz est con-
stante. Il y a contradiction.

Un classique théorème d’Ehresmann (voir [Gb]), affirme que toute submersion de
source une variété différentiable compacte est une fibration différentiable locale-
ment triviale. Une fibration affine d’espace total compactM, est donc une fibration
localement triviale pour la structure différentiable. On noteF sa fibre type. Dans
la suite, on supposera quef est localement triviale pour la structure différentiable.
Le feuilletageFf se relève surM̂, en un feuilletageF̂f . Ce dernier est le relevé
parDM, d’un feuilletageDM(F̂f ) deRn par des sous-espaces affines parallèles.

EcrivonsRn = Rm ⊕ Rl , oùRm est un supplémentaire de la directionRl , des
feuilles deDM(F̂f ). Pour tout élémentγ deπ1(M),

hM(γ ) = (Aγ(x)+ aγ , Bγ(y)+ Cγ(x)+ dγ ).
Comme le feuilletageFf n’a pas d’holonomie, pour tout élémentγ deπ1(F ),

on a
hM(γ ) = (x, Bγ(y)+ Cγ(x)+ dγ ).

On en déduit que l’holonomie linéaire d’une fibre ne dépend pas de celle-ci.
Pour tout élémentx deRm, l’application

π1(F )→ Rl

γ 7→ Cγ(x)+ dγ
est un 1-cocycle pour l’action de l’holonomie linéaire d’une fibre. Notonsr(x) sa
classe de cohomologie. On en déduit l’existence d’une application affiner : Rm→
H1(π1(F ),Rl) qui ax associer(x), H ∗(π1(F ),Rl) est le∗ groupe de cohomolo-
gie deπ1(F ) relatif à l’action de l’holonomie linéaire d’une fibre. Si la base est
complète, alors l’image der est un sous-espace affine.

Si les fibres sont compactes et complètes, alors l’image der est contenue
dans la sous-variété algébriqueL, de H1(π1(F ),Rl), définie parL = {c ∈
H1(π1(F ),Rl)/3lc 6= 0} (voir [FGH, Thm. 2.2]).

Il existe une variété affine(M,∇M) compacte, incomplète, et de dimension 3,
telle que33cM 6= 0 (voir [G1]).

L’exemple suivant largement inspiré de [FGH, pp. 510–511], montre que deux
fibres distinctes d’un fibré affine dont les fibres sont compactes peuvent être des
variétés affines qui ne sont pas isomorphes. Soits un réel, considérons le sous-
groupeG′s, de Aff(R3), dont tout élémentg est de la forme

gu,v,t,s(x, y, z) = (e2tx + uz, y + st + vz, e tz),
où t, u, v ∈ R. Le groupeG′s préserve le demi-espaceH deR3 défini parz > 0.
Il contient un sous-groupe cocompactGs. Le quotient deH parGs est une vari-
été affine compacteMs. Si s désigne un réel non nul,Ms n’est pas radiante,
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alors queM0 l’est. Donc les variétés affinesMs etM0 ne sont pas isomorphes
(voir [FGH]). On peut supposer queGs est l’image deG0 par l’application
gs : G0 → Gs, gu,v,t,0 7→ gu,v,t,s . Considérons maintenant la variété affineM,
de dimension 4, quotient deR×H par l’action deG0 définie pargu,v,t,0(s, y) =
(s, gs(gu,v,t,0)(y)), la projection deR × H → R, passe au quotient en une pro-
jection deM surR, on obtient ainsi un fibré affine au-dessus deR, dont les fibres
ne sont pas isomorphes entre elles.

SoitR∗+ l’ensemble des réels strictement positifs. Construisons maintenant un
fibré affine au-dessus deR∗+, dont les fibres sont des tores munis de structures
affines deux à deux distinctes.

Soients un élément deR∗+, etφs l’application polynomiale deR2, définie par
φs(x, y) =

(
x + 1

s
y2, y

)
. Conjuguons le groupe0s engendré parl1,s(x, y) =

(x +1, y) et l2,s(x, y) = (x, y + s) parφs.
On obtient le groupe0 ′s engendré par

φs l1,s φ
−1
s = l1,s ,

et
l ′2,s = φs l2,s(φs)−1(x, y) = (x + 2y + s, y + s).

Soients et s ′ deux réels positifs non nuls, etgs,s ′ l’application deR2 définie par
gs,s ′(x, y) =

(
x, s

′
s
y
)
.

En conjuguant0 ′s parfs,s ′ = φs ′gs,s ′φs−1, on obtient0 ′s ′ . Remarquons quefs,s ′
n’est pas affine sis est différent des ′. Si les tores affinesTs, et Ts ′ , quotients de
R2 par0 ′s , et0 ′s ′ , étaient affinement isomorphes, il existerait une transformation
affineAs ′,s qui conjuguerait0 ′s ′ en0 ′s . La partie linéaireL(As ′,s) de cette trans-
formation serait de la forme

L(As ′,s) =
(
a b

0 a

)
car la partie linéaire du conjugué del ′2,s ′ parAs ′,s est celle del ′2,s . En effet sans
restreindre la généralité, on peut supposer quel ′2,s ′ est conjugué enl ′2,s , puisqu’il
existe un automorphisme affine deTs qui transformel ′2,s en(l ′2,s)−1.

On en déduit quea = 1, carl1,s est conjugué enl1,s parAs ′,s . Il en résulte que
la seconde coordonnée du conjugué del2,s ′ parAs ′,s ests ′ car elle ne peut être
négative. Ceci n’est pas possible sis est différent des ′. Les quotients deR2 par
0 ′s et0 ′s ′ sont des variétés affines qui ne sont pas isomorphes sis est distinct des ′.

Considérons maintenant les transformations affines deR∗+ × R2 définies par
γ1(x, y, z) = (x, y +1, z) etγ2(x, y, z) = (x, y + 2z+ x, z+ x).

Le quotient deR∗+ × R2 par le groupe engendré parγ1 etγ2, est l’espace total
d’un fibré affine au-dessus deR∗+, dont les fibres ont des structures affines deux à
deux distinctes.

Plus tard (Proposition 4.1) on verra que si la base d’un fibré affine dont les fibres
sont munies d’une structure affine complète du tore de dimension 2 distincte de la
structure riemannienne plate est complète, alors toutes les fibres sont isomorphes
entre elles.
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Question. Les fibres d’une fibration affine sont-elles isomorphes entre elles si
l’espace total est compact?

Supposons que les fibres sont complètes, et soientx0 et x1 deux points de la
base(B,∇B). Les fibres au-dessus dex0, etx1, sont isomorphes, si et seulement si
leurs holonomies respectives sont conjuguées par une application affine. Les fibres
d’un fibré affine sont deux à deux affinement isomorphes, si le groupe des auto-
morphismes affines qui préserve la fibration se projette sur la base en un groupe
qui agit transitivement su celle-ci.

Remarque. Dans [G1], il est donné des exemples de structures de variétés affines
sur une variété différentiable qui sont topologiquement équivalentes sans être dif-
férentiablement équivalentes.

De la suite exacte d’homotopie associée à une fibration, on déduit la suite courte
suivante:π2(B)→ π1(F )→ π1(M)→ π1(B)→ 1. Si π2(B) = 1 (c’est le cas
si la base est complète),π1(M) est une extension deπ1(B) parπ1(F ).

Proposition 1.3. Supposons que les fibres def sont compactes, et l’espace total
du relevéf̂ , def sur B̂, a un feuilletage transverse aux fibres, alors l’application
g : π1(F )→ π1(M), de la suite exacte d’homotopie est injective.

Preuve.S’il existe un feuilletage transverse, aux fibres def̂ , alors d’après un
théorème d’Ehresmann (voir [Gb]),̂f est une suspension différentiable car ses
fibres sont compactes. Il en résulte quef̂ est un produit différentiable, car̂B est
simplement connexe, et par suiteπ1(F ) s’injecte dansπ1(M).

On déduit queπ1(M), est une extension deπ1(B) parπ1(F ), sous les conditions
de la proposition précédente.

Si la développante de l’espace total est injective,π1(M) est une extension de
π1(B) parπ1(F ) car dans ce cas,π1(F ) est le noyau de la restriction de la représen-
tation d’holonomie de l’espace total àRm.

2. Adhérence de Zariski et Structures des Fibres

Dans ce paragraphe, on va déterminer différentes conditions, sous lesquelles les
fibres d’un fibré affine sont deux à deux isomorphes. La majorité de ces condi-
tions s’expriment en fonction d’adhérences de Zariski.

Proposition 2.1. Soitf un fibré affine de base une variété affine compacte et
complète(B,∇B). Si f a une fibre radiante, toutes ses fibres sont radiantes. De
plus si les fibres sont compactes, alors leurs structures affines sont isomorphes.

Preuve.S’il existe une fibre radiante, alors il existe un pointx0 deRm tel que
r(x0) = 0. On a r(γ (x0)) = 0, pour tout élémentγ de π1(B). L’ensemble
{γ (x0), γ ∈ π1(B)} engendre l’espace affineRm (voir [FGH, Thm. 2.2]). On en
déduit quer = 0, carr est une application affine. Supposons que les fibres sont
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compactes. Quitte à conjuguer l’holonomie de la fibre au-dessus d’un pointx de
B par une translationtx, on peut supposer que les fibres ont même holonomie.
L’applicationx 7→ tx peut être choisie continue sur un ouvert contenantx, on en
déduit de [G3, p.178] que les fibres au-dessus des points d’un voisinage depB(x0)

sont isomorphes entre elles, et par suite que toutes les fibres sont isomorphes en-
tre elles.

Le groupe Aff(M̂, ∇̂M̂ ) est muni d’une topologie de Zariski définie par les fonc-
tionsP B AM, oùP est une fonction polynomiale de Aff(Rn).

Proposition 2.2. Soitf un fibré affine d’espace total la variété affine(M,∇M),
si π1(F ) est normal dansZ(π1(M)), l’adhérence de Zariski deπ1(M) dans
Aff (M̂, ∇̂M̂ ) alors pour tous pointŝx, et ŷ deM̂ appartenant à la même orbite de
Z(π1(M)), les fibres def(pM(x̂)) etf(pM(ŷ)) sont affinement isomorphes.

Preuve.Tout élémentg deZ(π1(M)) laisse stablêF f . On en déduit queg induit
un isomorphisme entrêF f

x̂
et F̂ f

g(x̂)
, et par suite un isomorphisme entre les fibres

respectives au-dessus def(pM(x̂)) etf(pM(g(x̂))) carg normaliseπ1(F ).

Remarque. La proposition précédente est vraie siπ1(F ) est central dansπ1(M).

En effet, l’application Aff(M̂, ∇̂M̂ )→ Aff (M̂, ∇̂M̂ ), γ 7→ γ B α B γ−1 oùα est un
élément deπ1(F ) est algébrique, comme elle est constante surπ1(M), elle l’est
aussi sur son adhérence de Zariski.

Corollaire 2.3. Si (M,∇M) est compacte et complète, etπ1(F ) normal dans
Z(π1(M)), alors toutes les fibres def sont affinement isomorphes entre elles.

Preuve.On sait queZ(π1(M)) agit transitivement [GH2, Thm. 2.6].

Du corollaire précédent on déduit que si l’espace total d’un fibré affine est le tore
de dimensionn, T n muni d’une structure affine complète, toutes ses fibres sont
isomorphes. Ceci n’est pas tout à fait gratuit car surT 2, il existe des structures
affines complètes, qui ont la même holonomie linéaire sans être isomorphes (voir
paragraphe 1).

Théorème 2.4. Supposons que l’adhérence de Zariski de l’holonomie de
l’espace total(M,∇M) d’un fibré affine agisse transitivement surRn, π2(B) =
1, et ses fibres sont des variétés affines compactes et complètes ayant un groupe
fondamental nilpotent, alors toutes les fibres sont isomorphes en tant que variétés
affines.

Preuve.Soientx un point deRm, γ un élément deπ1(B),etγ̂ un élément deπ1(M)

au-dessus deγ. Le élément̂γ induit par conjugaison un automorphisme deπ1(F ),

8γ̂ . Pour tout pointy deRm, la restriction deπ1(F ) ày × Rl , est conjuguée à la
restriction deπ1(F ) àx × Rl par un automorphisme polynomialPγ̂xy (voir [FG,
Thm.7.1,Prop. 8.3]) induisant8γ̂ surπ1(F ). Les coefficients de l’automorphisme
Pγ̂xy sont des fonctions polynomiales dey, carπ1(F ) est nilpotent (voir [FG]);
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Pγ̂xγ̂ (x) peut être choisi affine, égal à̂γ quitte à remplacerPγ̂xy parPγ̂xyP
−1
γ̂ xγ̂ (x)

γ̂ .

Ceci implique que les coefficients des monomes de degrés supérieurs ou égals à
2, dePγ̂xy, s’annulent enγ̂ (x). Ils s’annulent aussi enPγ̂xg(x), où g est un élé-
ment deZ(γ̂ ) la cloture de Zariski du groupe engendré parγ̂, car ces coefficients
sont des fonctions polynomiales dey. On en déduit que les fibres au-dessus des
points depB(Z(γ̂ )x) sont isomorphes à la fibre au-dessus dex. Le groupeπ1(B)

est engendré par un nombre fini d’éléments,γ1, . . . , γp. Le groupeZ engendré par
Z(π1(F )γ̂1), Z(π1(F )γ̂2), . . . , Z(π1(F )γ̂p) est Zariski fermé (voir [B, p. 190]),
en répétant l’argument précédent, on déduit que les fibres depB(Zx) sont iso-
morphes entre elles. Il en résulte que toutes les fibres sont isomorphes entre elles,
carZ contient l’adhérence de Zariski de l’holonomie de l’espace total qui agit
transitivement surRn.

L’ensemble App(Rm,Rl) est muni d’une structure deπ1(F ) module défini par
γ (D) = BγD. Pour tout élémentγ1 deπ1(B), considérons l’applicationkCγ1

:
π1(F )→ App(Rm,Rl), γ 7→ Cγ(hB(γ1))−Cγ est un 1-cocycle pour la structure
deπ1(F ) module précédente.

Proposition 2.5. Supposons que pour tout élémentγ deπ1(B), la classe de co-
homologie[kCγ ], dekCγ , est nulle etZ(π1(B)) agit transitivement surRm, alors
toutes les fibres sont isomorphes entre elles.

Preuve.Si [kCγ ] est nulle, alors pour tout élémentγ deπ1(B), r(γ )(x) = r(x),
l’application Aff(Rm) → H1(π1(F ),Rl), g 7→ r(g(x)) − r(x) est algébrique
et s’annulle surπ1(B), elle s’annulle aussi sur sa cloture de Zariski. Comme
Z(π1(B)) agit transitivement, on en déduit quer est une constante. Dans ce cas
le fibré affine a des trivialisations locales affines (voir paragraphe 4).

3. Déformation des Structures Affines à
Holonomie Linéaire Fixée

ConsidéronsG, le sous-groupe du groupe des automorphismes deπ1(F ) vérifi-
ant: pour tout élémentg ∈G, il existe une application linéaire inversibleBg deRl
telle que

L(hF )(g(γ )) = Bg B L(hF )(γ ) B B−1
g . (3.1)

Soit B ′g une autre application linéaire vérifiant (3.1). L’application linéaire de
Bg BB ′−1

g commute avec l’holonomie linéaire.Bg est déterminée modulo les élé-
ments du groupe Aut(L(hF )) des automorphismes linéaires qui commutent avec
L(hF ). L’ensemble{Bg, g ∈G} sera appelé groupe de gauge des structures affines
deF dont l’holonomie linéaire estL(hF ).

L’application: g 7→ Bg est une représentation de groupes modulo les éléments
de Aut(L(hF )).

A tout 1-cocyclec deL(hF ) et tout élémentBg deG, on associe le 1-cocycle
g∗c défini parg∗c(γ ) = Bg(c(g

−1(γ )). On définit ainsi une action deG sur
H1(π1(F ),Rl).
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L’ensembleE(F,L(hF )), des classes d’équivalences des structures affines deF

à holonomie linéaire égale àL(hF ), est le quotient d’un ouvert deH1(π1(F ),Rl)
par l’action deG.

Proposition 3.1. S’il existe une structure algébrique deE(F,L(hF )) rendant
algébrique la projection canoniquet deH1(π1(F ),Rl) dansE(F,L(hF )), et si
l’adhérence de Zariski de l’holonomie de(B,∇B) agit transitivement surRm, alors
toutes les fibres sont isomorphes en tant que variétés affines.

Preuve.Soientx un point deRm,etZ(π1(B)) l’adhérence de Zariski dehB(π1(B))

dans Aff(Rm). L’applicationZ(π1(B))→ E(F,L(hF )), γ 7→ t(r(γ (x)) est al-
gébrique, carr est algébrique. Cette application est constante, car elle est con-
stante surπ1(B) qui est Zariski dense dansZ(π1(B)). On en déduit que toutes les
fibres sont isomorphes carZ(π1(B)) agit transitivement surRm.

Remarque. Les fibres d’un fibré affine dont la base est compacte et complète,
etE(F,L(hF )) est munie d’une structure algébrique rendant algébrique la pro-
jection deH1(π1(F ),Rl) sur lui, sont isomorphes car l’adhérence de Zariski de
hB(π1(B)) dans Aff(Rm) agit transitivement surRm.

Etude locale deE(F,L(hF )). Pour déterminer ’l’espace tangent’ en un point
deE(F,L(hF )), il faut étudier les déformations de ses éléments à holonomie
linéaire fixée. Dans la suite de cette partie on va supposer queF est compacte et
l’image de son holonomie est discrète. Ceci entraine (voir [G3]) que l’ensemble
des représentations d’holonomies des structures affines deF est un ouvert dans
l’ensemble des représentations deπ1(F ) dans Aff(Rl).

Soienth l’holonomie d’une structure affine deF dont la partie linéaire estL(hF ),
etht une famille à un paramètre de représentations deπ1(F ) dans Aff(Rl), à par-
ties linéaires égales àL(hF ) telles queh0 = h. Il existe une application affine
u(x) deRl pour tout élémentx deπ1(F ), telle qu’on a:

ht(x) = exp(tu(x)+ 0(t 2))h(x).

Posonsu = (B(x), b(x)), 0(t 2) = (
L(0(t 2))(x), a(0(t 2))(x)

)
, et h(x) =

(Ax, ax), la partie linéaire deht(x) est exp
(
tB(x) + L(0(t 2))(x))Ax = Ax. En

dérivant par rapport àt, on obtient que

exp
(
tB(x)+ L(0(t 2)))(B(x)+ L(0′(t 2))(x))Ax = 0,

et par suiteB(x) = 0 etL(0(t 2)) = 0.
Ecrivons maintenant le fait queht est une représentation: on aht(xy) =

ht(x)ht(y), ceci est équivalent à(
AxAy,Ax(ay)+ ax + tb(xy)+ ta(0(t 2))(xy)

)
= (Ax, ax + tb(x)+ ta(0(t 2))(x))(Ay, ay + tb(y)+ ta(0(t 2))(y))

et par suite on déduit que l’applicationπ1(F )→ Rl , x 7→ b(x) est un 1-cocycle
pourL(hF ).
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L’espace tangent à un élément de l’ensemble des représentations deπ1(F ) dans
Aff (Rl),à partie linéaire égale àL(hF ),s’identifie à l’ensembleZ1(π1(F ), L(hF ))

des 1-cocycles deπ1(F ) pour la représentationL(hF ).
Déterminons maintenant la structure de l’espace tangent’ d’un élément de

E(F,L(hF )). Pour ce faire considérons une déformationht triviale deh à par-
tie linéaireL(hF ). Il existe une courbe à un paramètregt de transformations du
groupe de gauge, telle queht(x) = g−t h(x)gt .

L’applicationgt est associée à l’identité car on a supposé que l’image de l’ho-
lonomie est discrète. Posonsgt = exp(tu+ 0(t 2)), u = (C, c).

Comme la partie linéaire deht(x) est celle deh(x), C commute avecL(hF ).
En dérivant exp(−t(u + 0(t 2)))h(x)exp(tu + 0(t 2)) par rapport àt, on obtient
(0,−C(ax)− c + Ax(c)).

“L’espace tangent” deE(π1(F ), L(hF )) en h s’identifie au quotientTh de
Z1(π1(F ), L(hF )) par l’ensemble desx 7→ (−C(ax)−c+Ax(c)), ou au quotient
deH1(π1(F ), L(hF )) par{x → [C(ax)]}.
Proposition 3.2 (Rigidité). SiThx0

, l’espace tangent en la fibre passant parx0

est nul, alors toutes les fibres sont isomorphes entre elles.

Preuve.En effet l’ensemble des élémentsx deB tels que la fibre au-dessus dex,
est isomorphe à celle au-dessus dex0, est un fermé. SiThx0

= 0, il est aussi un
ouvert, d’où le résultat.

Donnons maintenant des exemples deE(F,L(hF )).

SiF est une variété compacte munie d’une métrique plate, d’après les théorèmes
de Bieberbach,E(F,L(hF )) est un point.

Proposition 3.3. Si (F,∇F ) est une variété affine compacte, radiante, telle que
π1(F ) est nilpotent, alorsE(F,L(hF )) est un point.

Preuve.En effet siπ1(M) est nilpotent d’après [FGH] toute structure affine
voisine de celle définie parhF est radiante, il résulte de [G3] qu’elle lui est iso-
morphe, car quitte à conjuguer par une translation “assez petite”, on peut supposer
qu’elles ont mêmes holonomies.

Considérons maintenant le toreT 2 muni d’une structure affine complète distincte
de la structure riemannienne plate standard. Elle s’obtient en conjuguant le groupe
0s,t (s, t ∈R) engendré parγ1,s(x, y) = (x + s, y) et

γ2,t(x, y) = (x, y + t)
par une application polynomialeφr(x, y) = (x + ry2, y), r ∈ R, on obtient le
groupe0r,s,t engendré par

α1,s(x, y) = (x + s, y) et α2,s,t(x, y) = (x + 2rty + rt 2, y + t).
Si on étudie les déformations de la structure plate en fixant l’holonomie linéaire,

alorsrt est une constantea; α2,s,t s’écrit alorsα2,s,t(x, y) = (x+2ay+at, y+t).
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Le réela étant donné, pour tout couple(t, t ′) de réels non nuls, un automor-
phisme polynomial qui conjugue0r,s,t en0r ′,s ′,t ′ estf ′ = φa/t ′mφ−a/t , oùm est
l’automorphisme deR2 définit parm(x, y) = ( s ′

s
x, t

′
t
y
)
. On a

f ′(x, y) =
(
s ′

s
x + a

(
st ′ − s ′t
st 2

)
y2,

t ′

t
y

)
.

Proposition 3.4. Les variétés affines quotients deR2 respectivement par0a/t,s,t
et0a/t ′,s ′,t ′ sont affinement isomorphes si et seulement sist ′ − s ′t = 0.

Preuve.Supposons quest ′ − s ′t 6= 0 et les structures affines définies par0a/t,s,t
et0a/t ′,s ′,t ′ sont isomorphes, alors il existe une application affineB ′ qui conjugue
0a/t ′,s ′,t ′ en0a/t,s,t . La partie linéaire deB ′ est triangulaire supérieure car elle
préserve le groupe engendrée la partie linéaire deα2,s,t . Aussi sans restreindre
la généralité on peut supposer queB ′ conjugueα1,s ′ enα1,s . L’automorphisme
g = B ′ B f ′ est un automorphisme polynomial qui normalise0r,s,t , l’action in-
duite fixantα1,s , et quitte à remplacerg par son carré, on peut supposer qu’il
existe un élémentp deZ tel queg(α2,s,t ) = α2,s,t +pα1,s,t . L’automorphisme de
groupe résultant de l’action deB ′ sur0a/t,s,t peut s’exprimer sous la forme de la
matriceC ′ = ( 1 p

0 1

)
. L’automorphismeC deR2 dont la matrice est

( 1 ps/t
0 1

)
, nor-

malise0a/t,s,t et induitC ′ sur0a/t,s,t ; C−1g commute avec0r,s,t . Il est montré
dans [T2] que l’ensemble des automorphismes polynomiaux qui commute avec
l’holonomie d’une variété affine compacte et complète agit librement. Or on sait
que l’ensemble des automorphismes affines qui commute avec l’holonomie d’une
structure affine complète du tore agit transitivement car une structure affine com-
plète deT 2, se relève en une structure associative deR2, sous-jacente à sa structure
de groupe commutatif. Il en résulte queC−1g est affine. Il y a contradiction.

Commes ett ne sont pas nuls, on en déduit que l’ensemble des orbites des représen-
tations affines du toreT 2, dont la partie linéaire est l’holonomie linéaire d’une
structure affine (fixée) complète distincte de la structure plate standard sous l’action
du groupe de gauge est le projectif réel privé de deux points. On remarque que la
projection deH1(π1(F ), L(hF ))−{0} dans le projectif réel est algébrique. On en
déduit une proposition, qui donne un critère, pour que les fibres d’un fibré affine
isomorphes à des tores munis de structures affines complètes soient isomorphes.

Proposition 3.5. Soitf un fibré affine dont les fibres sont des tores munies d’une
structure affine complète, alors siZ(π1(B)), l’adhérence de Zariski deπ1(B) dans
Aff (B̂,∇B̂ ) agit transivement surDB(B̂), alors toutes les fibres sont isomorphes
entre elles.

Preuve.Si L(hF ) est la représentation triviale, le résultat provient du fait que
E(T 2, L(hF )) est un point. L’applicationr ′ : Z(π1(M))→ E(T 2, L(hF )) qui à
g associe la classe d’équivalence der(gx0) dansE(T 2, L(hF )) est algébrique on
conclut grace à (3.1).
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L’ensemble Hom(0, L) des représentations d’un groupe0 dans un groupe de Lie
L est étudié par plusieurs auteurs, notamment lorsque0 est le groupe fondamental
d’une surface compacte. Si0 est de présentation fini, Hom(0, L) a une structure
de variété algébrique sur laquelleL agit en composant une représentation par un
automorphisme intérieur, le quotient Hom(0, L)/L de Hom(0, L) parL n’est pas
en général une variété algébrique [G3].

Dans l’étude de l’espace de Teichmuller d’une surfaceS de genreg > 1, on est
amené à considérer les représentations deπ1(S) dans PSL(2,R).

Supposons queF soit compacte. L’ensemble des représentations d’holono-
mies des structures affines deF s’identifie à un ouvert de Hom(π1(F ),Aff (Rl))
[G3], et l’ensemble des structures affines deF au quotient de cet ouvert par
Aff (Rl). Si Hom(π1(F ),Aff (Rl))/Aff (Rl) est une munie d’une structure de vari-
été algébrique rendant algébrique la projection de Hom(π1(F ),Aff (Rl)) dans
Hom(π1(F ),Aff (Rl))/Aff (Rl), alors toutes les fibres d’un fibré affine dont les
fibres sont difféomorphes àF et de base compacte et complète sont isomorphes
entre elles.

Soit Ad(π1(F )) : π1(F )→ aff(Rl), la compostion de l’holonomie et de la rep-
résentation adjointe de Aff(Rl), H 0(π1(F ),aff(Rl)) est l’ensemble des champs
affines de(F,∇F ). Les éléments deH1(π1(F ),aff(Rl)) dont le cup produit est
nul sont les éléments tangents à Hom(π1(F ),Aff (Rl))/Aff (Rl) (voir [G2]), il ne
nous est pas connu si les groupes de cohomologies supérieursH ∗(π1(F ),aff(Rl))
ont une interprétation géométrique.

4. Fibrés Affines Affinement Localement Triviaux

Définitions. On dira qu’un fibré affine est un fibré affine trivial, s’il est le pro-
duit affine de sa base par une de ses fibres.

On dira qu’un fibré affine est affinement localement trivial (f.a.l.t.), si et seule-
ment si son relevé sur le revêtement universel de sa base est un fibré affine trivial.

Remarque. Si le fibré affinef est un f.a.l.t. alors il existe un système de co-
ordonnées affines telles que pour tout élémentγ deπ1(M) préservant une fibre,
hM(γ )(x, y) = (x, Bγ(y) + dγ ); ceci équivaut à dire quer est constante. Ré-
ciproquement si le groupe des transformations affines du revêtement universel de
la base agit transitivement sur celle-ci etr = 0, le fibré affine est un f.a.l.t.

Dans la suite de cette partie, on supposera que la développante de l’espace total
est injective et 0 appartient à son image.

Proposition 4.1. Soit f un fibré affine d’espace total une variété affine com-
plète, dont l’holonomie linéaire des fibres est celle d’une structure complète du
toreT 2 distincte de la structure riemannienne plate, alors,f est un f.a.l.t.

Preuve.EcrivonsRn = Rm ×R2, l’holonomie de la structure affine des fibres de
f est engendrée par deux élémentsγ1 etγ2 de la forme:
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γ1(z, x, y) = (z, x + ry + α1(z), y + β1(z)),

γ 2(z, x, y) = (z, x + α2(z), y + β2(z)).

Où,z et (x, y) désignent respectivement des éléments deRm etR2, α1, α2, β1, β2

des formes affines deRm et r un réel non nul. Commeγ1 etγ2 commutent, on a:

γ1 B γ2 = (z, x + α2(z)+ r(y + β2(z))+ α1(z), y + β1(z)+ β2(z))

égal à

γ 2 B γ1= (z, x + ry + α1(z)+ α2(z), y + β1(z)+ β2(z)).

On en déduit queα2(z) + rβ2(z) + α1(z) = α1(z) + α2(z). Ceci implique que
β2(z) = 0. Comme l’action deγ2 surRn est libre, on en déduit queα2 est une
constantea2. Aussiβ1(z) ne peut s’annuler en un pointz0, sinon la fibre au-dessus
def(z0) ne serait pas compacte. On en déduit queβ1 est une constanteb1.

Conjuguons maintenant par

φ(z, x, y) =
(
z, x, y − 1

r
α1(z)

)
,

φ−1(z, x, y) =
(
z, x, y + 1

r
α1(z)

)
;

φ−1 B γ2 B φ = γ2;
φ−1 B γ1 B φ(z, x, y) = (z, x + ry, y + b1).

La proposition précédente n’est pas valable si on ne suppose pas que la base est
complète comme le montre le paragraphe 1.

Soient(F,∇F ) et (B,∇B) deux variétés affines compactes, on va classifier tous
les fibrés affines affinement localement triviaux de base(B,∇B) et de fibre(F,∇F )
tels que la développante de l’espace total est injective.

Soit(M,∇M) l’espace total d’un tel fibré. On sait queπ1(F ) est un sous-groupe
normal deπ1(M), c’est le noyau de la restriction dehM àRm. Considéronsγ et
γ1 deux éléments quelconques deπ1(F ) et deπ1(M), on a:

hM(γ )(x, y) = (x, Bγ(y)+ dγ )
et

hM(γ1)(x, y) = (Aγ1(x)+ aγ1, Bγ1(y)+ Cγ1(x)+ dγ1),

où Aγ1 désigne un automorphisme deRm, Bγ , Bγ1 des automorphismes deRl ,
Cγ1 une application linéaire deRm dansRl , aγ1 un élément deRm, etdγ , dγ1 des
éléments deRl .

hM(γ1)
−1(x, y) = (A−1

γ1
(x)− A−1

γ1
(aγ1),

B−1
γ1
(y)− B−1

γ1
(dγ1)− B−1

γ1
Cγ1(A

−1
γ1
(x)− A−1

γ1
(aγ1))

)
.
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Ecrivons quehM(π1(F )) est un sous-groupe normal dehM(π1(M)), on a

hM(γ
−1
1 ) B hM(γ ) B hM(γ1)(x, y)

= (x, B−1
γ1
BγBγ1(y)+ B−1

γ1
BγCγ1(x)+ B−1

γ1
Bγ(dγ1)

+ B−1
γ1
(dγ )− B−1

γ1
Cγ1(x)− B−1

γ1
(dγ1)

)
Ceci implique que

B−1
γ1
BγCγ1(x)− B−1

γ1
Cγ1(x) = 0,

et par suite,Cγ1(x)∈H 0(π1(F ),Rl).
L’espace vectoriel Applin(Rm,H 0(π1(F ),Rl)), des applications linéaires de

Rm dansH 0(π1(F ),Rl), est muni d’une structure deπ1(B) module à gauche
définie parγ ′1(D) = Bγ1 BD, et d’une structure deπ1(B)module à droite définie
parγ ′1(D) = D B Aγ1. Oùγ1 est un élément deπ1(M) au-dessus deγ ′1.

NotonsTF la composante connexe de l’ensemble des transformations affines
de (F,∇F ) qui se relèvent surRl en des translations. L’application linéaire de
H 0(π1(F ),Rl) t 7→ Bγ1t induit sur Applin(Rm, TF ) une structure deπ1(B)mod-
ule à gauche. La structure de module à droite de Applin(Rm,H 0(π1(F ),Rl)),
induit sur Applin(Rm, TF ) une structure deπ1(B) module à droite. SoitZπ1(B)

l’algèbre de groupe deπ1(B). L’espace vectoriel Applin(Rm, TF ) est donc muni
d’une structure deZπ1(B) bi-module.

Considérons l’applicationC ′ : π1(B) → Applin(Rm, TF ), γ ′1 7→ pF (Cγ1), où
pF (Cγ1(x))est l’élément deTF induit parCγ1(x).Vérifions queC ′ est bien définie:
Pour tout élémentγ (x, y) = (x, Bγ(y)+ dγ ) deπ1(F ), on a

γ B γ1(x, y) = (Aγ1(x)+ aγ1, BγBγ1(y)+ BγCγ1(x)+ Bγ(dγ1)+ dγ ),
commeCγ1(x)∈H 0(π1(F ),Rl), on en déduit queC ′ est bien définie.

Soit γ 2(x, y) = (Aγ2(x) + aγ2, Bγ2(y) + Cγ2(x) + dγ2) un autre élément de
hM(π1(M)),

γ1 B γ2(x, y)

= (Aγ1Aγ2(x)+ Aγ1(aγ2)+ aγ1,

Bγ1Bγ2(y)+ Bγ1Cγ2(x)+ Bγ1(dγ2)+ Cγ1(Aγ2(x)+ aγ2)+ dγ1

)
.

Soientγ ′1 etγ ′2, les images respectives deγ1 etγ2 dansπ1(B). On aC ′(γ ′1Bγ ′2) =
pF (Bγ1Cγ2(x)+Cγ1Aγ2(x)), on en déduit queC ′ se prolonge en 1-cocycleC de
Zπ1(B)module pour la cohomologie de Hochschild définit par les actions à droite
et à gauche précédentes. Notons [C] sa classe de cohomologie.

L’application de

C
f

2 : π1(B)× π1(B)→ TF ,

(γ1, γ2) 7→ pF (Cγ1(Aγ2)− Cγ1))

est un 2-cocycle pour l’action à gauche deπ1(B).

Proposition 4.2. Supposons que la classe de cohomologie de Hochschild[C]
associée àf, qu’on vient de définir s’annulle, alorsf est affinement isomorphe à
un fibré affine plat.
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Preuve.Supposons que [C] = 0, alors il existe une applicationD ′ appartenant
à Applin(Rm, TF ) telle queC ′(γ ′1) = Bγ1D

′ − D ′Aγ1. On en déduit queCγ1 =
Bγ1BD−DBAγ1+E,oùD etE sont des éléments deApplin(Rm,H 0(π1(F ),Rl)),
tels quepF (D) = D ′ etE(x) se projette en l’application identité deF. Comme
hM(π1(F )) est discret car la développante de(M,∇M) est injective, il en résulte
queE = 0. En conjuguant l’holonomie de(M,∇M) par(x, y) 7→ (x, y+D(x)),
on en déduit quef est isomorphe à fibré affine plat.

La donnée de [C] ne détermine pas complètement la classe d’isomorphisme du fi-
bré affinef, car elle suppose la connaissance de l’action deπ1(B) surTF . Pour
tout élémentγ ′1 deπ1(B), l’application (x, y) 7→ (x, Bγ1(y) + dγ1) normalise
hM(π1(F )), elle définit donc un élémentg(γ ′1) de Aff(F,∇F ).

On a

(C ′
γ ′1Bγ ′2)g(γ

′
1 B γ ′2) = (C ′γ ′1γ

′
2 − C ′γ ′1)(C

′
γ ′1
)g(γ ′1) B (C ′γ ′2)g(γ

′
2).

On dira queg est compatible avec l’action deπ1(B).

Soit Aff(F,∇F )/TF le quotient de Aff(F,∇F ) par TF , g(γ ′1) se projette sur
Aff (F,∇F )/TF en ḡ(γ ′1). L’applicationγ ′1 7→ ḡ(γ ′1) est une représentation.

Réciproquement, si on se donne une représentationḡ : π1(B) → Aff (F,∇F )/
TF , pour tout élémentα deπ1(B), considérons un élémentg(α) de Aff(F,∇F )
au-dessus dēg(α). L’applicationTF → TF , t 7→ g(α) B t B g(α)−1 ne dépend
que deḡ(α). On en déduit une représentationπ1(B) → Aut(TF ), t 7→ Bα(t).

L’espace vectoriel Applin(Rm, TF ) est muni d’une structure deZπ1(B) bimodule,
la structure de module à gauche est définie par(α · C)(x) = BαC(x), et celle de
module à droite est définie par(C · α)(x) = C(L(hB(α))(x)). Si de plus on se
donne un 1-cocycle de HochschildC pour cette structure de bimodule, telle que
l’application deg : π1(B)→ Aff (F,∇F ) au-dessus dēg vérifie

Cα1Bα2g(α1 B α2) = (Cα1α2 − Cα1)Cα1g(α1) B Cα2g(α2),

on définit un fibré affine, en quotientantRm×(F,∇F ) par l’action deπ1(B) définie
parα(x, y) = (α · x, Cα(x)g(α) · (y)).

Soient (F,∇F ), (B,∇B) deux variétés affines etf1 f2 deux f.a.l.t. de base
(B,∇B) et de fibre(F,∇F ). A f1 et f2 on associe des représentationsḡ1 et ḡ2

deπ1(B) → Aff (F,∇F )/TF , induisant des structures deZπ1(B) bimodules sur
Applin(Rm, TF ),deux1-cocyclesC1, C2 pour la cohomologie de Hochschild de ces
structures de bimodules, et enfin deux applicationsg1, g2 : π1(B)→ Aff (F,∇F )
au-dessus dēg1 etḡ2 telles queCiαBβ gi(αBβ) = (Ciα (β)−Ciα )Ciαgi(α)Ciβ gi(β),
i ∈ {1,2}.
Théorème 4.3. Soientf1 et f2 deux fibrés affines isomorphes, alors il existe
un automorphisme affine de(B,∇B) qui se relève sur̂B × (F,∇F ) en un auto-
morphisme qui préserve les fibres def̂1 = B̂ × (F,∇F ), conjugue la représenta-
tion ḡ1 en ḡ2 et transforme[C1] en [C2]. Réciroquement, s’il existe un automor-
phisme affine de(B,∇B) qui se relève en un automorphisme def̂1 préservant ses
fibres, conjuguant̄g1 en ḡ2, envoyant[C1] en [C2], alors il existe un1-cocycle
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c ∈H1(π1(B),H
0(π1(F ),Rl)) tel que le fibré affine dont l’holonomie est définie

par π1(M) : γ 7→ c(γ )hM1(γ ) est isomorphe àf2.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.4. SoientC : Rm → H 0(π1(F ),Rl) une application linéaire, etk =
(B, d) (resp.k ′ = (A, a))un élément deN(π1(F )) (resp.N(π1(B))) le normalisa-
teur deπ1(F ) (resp.π1(B)) dansAff (F̂ , ∇̂F̂ ) (resp.Aff (B̂, ∇̂B̂ )) l’automorphisme
kz : (x, y) 7→ (A(x)+ a, k(y)+ C(z)) conjuguehM1 en un groupeh′M1

, il induit
une nouvelle représentation deπ1(B) dansTF . La classe de cohomologie[C1] est
transformée en une classe[C ′1] pour cette représentation qui ne dépend pas dez.

Preuve.Soitγ un élément dehM1(π1(M)), posons

γ (x, y) = (Aγ(x)+ aγ , Bγ(y)+ Cγ(x)+ dγ ),
on a

k−1
z γ kz =

(
k ′−1(Aγ(x), aγ )k

′,

B−1(BγB(y)+ BγC(z)+ Bγ(d )+ Cγ(k ′(x))+ dγ − d − C(z))
)
.

La nouvelle représentation deπ1(B) dansTF est induite par

h′ : γ → B−1B1B.

Le cocycle défini parCγ est transformé en celui défini par

(C ′γ )z(x) = B−1Cγ(A(x)).

Preuve du Théorème 4.3.Soientf1 etf2 deux fibrés affines isomorphes d’espaces
total(M1,∇M1) et(M2,∇M2). Il existe un automorphisme affinek de l’espace total
de f̂1 respectant les feuilles dêf1 tel que la restriction deAM(k) àRm normalise
hB(π1(B)), et conjuguehM1 enhM2. Posons

AM(k)(x, y) = (A(x)+ a, B(y)+ C(x)+ d ).
Pour tout élémentz deRm tel qu’il existey dansRl vérifiant(z, y)∈DM(M̂ ),

l’automorphismeAM(kz) qui (x, y) 7→ (x, B(y)+C(z)+d ) normalise l’holono-
mie de(F,∇F ), AM(kz) définit un élémentkz de Aff(F,∇F ) qui se projette sur
Aff (F,∇F )/TF en un élémentg ne dépendant pas dez. g conjugueḡ1 en ḡ2 et
transforme [C1] en [C2].

Réciproquement, supposons que les représentationsḡ1 et ḡ2 soient conjuguées
par un automorphismeg deRm × (F,∇F ) laissant stable l’ensemble des fibres de
B̂ × (F,∇F ) et dont la restriction àRm se restreint sur̂B en un automorphisme
qui normaliseπ1(B) (on a supposé queDM est injective). Supposons de plus, que
g transforme [C1] en [C2].

Conjuguonsg1 parg, on obtient une applicationg ′1 : π1(B)→ Aff (F,∇F ) telle
que pour tout élémentγ deπ1(B), on ag ′1(γ ) = E(x)g2(γ ). OuE : Rm → TF
est une application affine. Comme [C1] est transformée en [C2] par g, quitte à
conjuguerg ′1 par une application(x, y) 7→ (x, y + C(x)), oùC : Rm → TF est
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linéaire, on peut supposer queE est une constantec. L’applicationE : π1(B)→
TF est unπ1(B) 1-cocycle.

Remarque. Etant donné un fibré affine affinement localement trivial au-dessus
de(B,∇B) de fibre type(F,∇F ) dont la partie linéaire coincide avec celle dehM2,

sa classe d’isomorphisme est déterminée par l’orbite dec (voir théorème précé-
dent) sous l’action du sous-groupe des automorphismes affines de l’espace total
qui préserve les fibres de ce fibré.

Pour classifier les fibrés affines affinement localement triviaux de base(B,∇B)
et de fibre(F,∇F ), il faut classifier:

(a) Les classes de conjugaisons des représentations deπ1(B)→ Aff (F,∇F )/TF ,
cet ensemble peut avoir une structure compliquée (voir [G3]).

(b) Une représentation deπ1(B)→Aff (F,∇F )/TF étant donnée, classifier: les or-
bites des 1-cocycles de Hochschild deZπ1(B) à valeurs dans Applin(Rm, TF )
sous l’action deN(π1(B))×Aff (F,∇F ).

(c) Une représentation deπ1(B)→ Aff (F,∇F )/TF et un 1-cocycle étant donnés,
classifier les applicationsg compatibles avec l’action deπ1(B).

Proposition 4.5. Considérons un fibré affine caractérisé parg, Bα et C,
les fibrés caractérisés parg ′, Bα (Bα ne varie pas) sont de la formeg ′(γ ) =
c(γ )g(γ ), où c(γ ) ∈ H1(Zπ1(B),App(Rm, TF )). L’action à droite deπ1(B)

surApplin(Rm, TF ) est induite par la composition à droite avec l’holonomie de
(B,∇B) et non par la composition avec son holonomie linéaire.

Preuve.On ag ′(γ ) = c(γ )g(γ ), où c(γ ) est un élément de App(R, TF ). En
écrivant le fait que

c(γ1γ2)Cγ1Bγ2g(γ1 B γ2) = (Cγ1 + c(γ1))(hM2(γ2))

− (Cγ1 + c(γ1))c(γ1)Cγ1g(γ1) B c(γ2)Cγ2g(γ2),

on obtient quec(γ1γ2) = Bγ1c(γ2)+ c(γ1)γ2 d’où le résultat.

Remarque. Les cocycles de Hochschild utilisés au résultat précédent sont des
applications affines contrairement à ceux utilisés plus tôt qui sont des applications
linéaires.

On va faire correspondre à nos1-cocyles de Hochschild des1-cocycles de groupes.
A la représentationπ1(B) → Aut(H 0(π1(F ),Rl)), on peut associer un fibré

platBH 0 qui est le quotient dêB ×H 0(π1(F ),Rl) par l’action deπ1(B) définie
par(x, y) 7→ (γ (x), Bγ(y)). Il existe sur�(B,H 0(π1(F ),Rl)), l’ensemble des
formes définie surB et à valeurs dansBH 0, une dérivationd1 associée à la struc-
ture plate deBH 0. L’ensemblePBH 0, des 1-formesd1 parallèles est un faisceau
localement constant au dessus deB. Il s’identifie donc à un fibré vectoriel au-
dessus deB, qui est le quotient dêB ×Applin(Rm,H 0(π1(F ),Rl)) par l’action
deπ1(B) définie par(x,D) 7→ (γ (x), BγDA

−1
γ ).
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Il existe sur�(B, PBH 0) une dérivationd2 définie par la structure plate de
PBH 0. NotonsB ′ : π1(B) → Aut(Applin(Rm,H 0(π1(F ),Rl))) la représenta-
tion définie parγ (D) = BγDA−1

γ . Les 1-cocycles pour cette représentation sont
les applicationsC ′ : π1(B) → Applin(Rm,H 0(π1(F ),Rl)) vérifiant C ′γ1γ2

=
Bγ1C

′
γ 2
A−1
γ1
+ C ′γ1

. A toutB ′ 1-cocycle de groupeC ′, on peut associer leZπ1(B)

1-cocycle de HochschildC défini parCγ = C ′γAγ . L’applicationC ′ 7→ C est
un isomorphisme d’espace vectoriel qui passe au quotient en un isomorphisme en
cohomologie.

Supposons quêB est contractible. Les théorèmes d’isomorphismes de de Rham
(voir [Br]) montrent queH1(π1(B),Applin(Rm,Rl)) est isomorphe àH1(B,

PBH 0, d2). Donc àC ′ associé à un fibré affine de base(B,∇B) et de fibre type
(F,∇F ) correspond un élément̂C deH1(B, PBH 0, d2). Aussi l’ensemble des
1-formesd2 fermées définies surB et à valeurs dansPBH 0 est isomorphe à la
somme de l’ensemble�2

s (B, BH
0) des 2-formes symétriquesd2 fermées (c’est à

dired2 parallèles), avec celles de l’ensemble des 2-formes alternéesd1 fermées à
valeurs dansH 0(π1(F ),Rl). Donc àĈ il correspond une deux forme alternéed1

ferméeD̂, et une forme symétrique parallèleD ′. Le groupeH 2(B, BH 0), est iso-
morphe àH 2(π1(B),H

0(π1(F ),Rl)) carB̂ est contractible. Donc il correspond
à la classe dêD un élément [D] deH 2(π1(B),H

0(π1(F ),Rl)).
On le théorème suivant.

Théorème 4.6. Soientf1 etf2 deux fibrés affines affinement localement triviaux
au-dessus de(B,∇B) de fibre type(F,∇F ). Supposons quêB soit contractible.
A f1 et f2 on associe les représentationsḡ1, ḡ2 : π1(B) → Aff (F,∇F )/TF et
deux éléments[D1], [D2] et D ′1,D ′2 appartenant respectivement àH 2(π1(B),

H 0(π1(F ),Rl)) et à �2
s (B, BH

0) telles qued2(D
′
1) = d2(D

′
2) = 0 comme

ci-dessus.
Alors sif1 etf2 sont isomorphes, il existe un automorphisme affine de(B,∇B)

se relevant en un automorphisme affine du fibré affine trivial(B̂, ∇̂B) × (F,∇F )
deAff (F,∇F ) qui conjugueḡ1 en ḡ2 et transforme([D1],D ′1) en([D2],D ′2).

Réciproquement sīg1 et ḡ2 sont conjuguées par un automorphisme affine de
(B̂, ∇̂B) × (F,∇F ) (se projettant sur(B,∇B)) qui transforme([D1],D ′1) en
([D2],D ′2)), alors il existe un élémentc ∈ H1(π1(B),H

0(π1(F ), TF )) tel que
le fibré affine défini parg ′(γ ) = c(γ )g1(γ ) est isomorphe àf2.

Proposition 4.7. Supposons que l’espace total d’un fibré affinef soit une vari-
été affine(M,∇M) compacte et complète etdimH1(π1(F ),Rl) = 1, alorsf est un
f.a.l.t. Si on suppose de plus que la base(B,∇B) est le toreT n muni de sa struc-
ture riemannienne plate, etdimH1(π1(M),Rn) = 1 alors f est un fibré affine
plat.

Preuve.L’applicationr est constante, sinon elle s’annullerait en un pointx et la
fibre au-dessus depM(x) serait radiante, ceci n’est pas possible car une variété
affine compacte et complète ne peut être radiante. On en déduit quef est un f.a.l.t.
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Si la base est le toreT n muni de sa structure riemannienne plate standard, pour
toutx deRm, γ 7→ Cγ(x) est un1-cocycle pour l’action deπ1(B). Notons [Cγ(x)]
sa classe de cohomologie. La suite exacte de Hochschild–Serre prouve que le
groupeH1(π1(B),H

0(π1(F ),Rn)) s’injecte dansH1(π1(M),Rn), l’obstruction
radiante de(M,∇M) ne peut coincider avec un élément de la droite engendrée
par [Cγ(x)] (s’il est non nul), car l’action affine d’une variété affine compacte et
complète est irréductible. On en déduit que [Cγ(x)] est nul, et par suitef est iso-
morphe à un fibré affine plat.

Proposition 4.8. Soientf1 etf2 deux fibrés affines d’espace total compacts re-
spectifs(M1,∇M1) et (M2,∇M2), de même base(B,∇B). On suppose en outre que
(B,∇B) ne peut pas être muni d’un feuilletage affine à feuilles compactes non
trivial et qu’il existe une fibreF0 def2 qui ne peut pas être l’espace total d’un
fibré affine de base(B,∇B), alors tout isomorphismeg entre les variétés affines
(M1,∇M1) et (M2,∇M2) est un isomorphisme entre les fibrés affinesf1 etf2.

Preuve.Soit g un isomorphisme entre(M2,∇M2) et (M1,∇M1), f1(g(F0)) n’est
pasB carF0 n’est pas l’espace total d’un fibré affine au-dessus de(B,∇B). Les
images des fibres def2 parf1 B g définissent sur(B,∇B) un feuilletage affine à
feuilles compactes. Les feuilles de ce feuilletage affine sont forcément des points.
On en déduit queg envoie les fibres def2 sur celles def1.

Proposition 4.9. Supposons que l’espace total(M,∇M) d’un fibré affinef, soit
une variété affine compacte et complète, alorsAff (M,∇M)0 la composante con-
nexe deAff (M,∇M) préservef.

Preuve.Pour tout élémentg de Aff(M,∇M)0, il existe un élément̂g de Aff(Rn)
au-dessus deg, qui commute avecπ1(M). Soit 0 l’origine deRn. Le sous-groupe

π1(F ) deπ1(M) qui laisse stablêF f0 , laisse stablêg(F̂ f0 ) = F̂ fg
−1

ĝ(0) , car ĝ com-

mute avecπ1(M), on en déduit qu’il laisse stablêF fg−1

0 . On sait que l’action affine

deπ1(F ) surF̂ f0 et F̂ fg−1

0 est irréductible (voir [FGH, Thm. 2.2]). On en déduit

que les deux sous-espaces vectorielsF̂ f0 et F̂ fg−1

0 coincident.

Arithméticité de Certaines Classes d’Isomorphismes des VariétésAffines.
Considérons la variété de Hopf de dimension 3,H3: c’est le quotient deR3− {0}
par une homothétie de rapport strictement positif distinct de 1. Cette variété affine
n’a pas de feuilletage affine à feuilles compactes. On va déterminer une classe de
fibrés affines plats deux à deux non isomorphes, dont la base de chaque élément
estH3 et la fibre le tore de dimension 2 munie de sa structure riemannienne plate.
En vertu de la Proposition 4.8, la classe d’isomorphisme d’un tel fibré affine plat
détermine celle de son espace total.

Le groupe des transformations affines deT 2,Aff (T 2) est isomorphe au produit
semi-direct deT 2 par Gl(2,Z). Soientγ le générateur deπ1(H3) etB ′γ un élé-
ment de Gl(2,Z) qui détermine une représentationBπ deπ1(H

3) dans Aff(T 2).

Soit c : π1(H3)→ T 2, γ 7→ cγ , un 1-cocycle pour l’action deBπ. L’application
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π1(H3)→ Aff (T 2), γ 7→ cγBγ est une représentation qui définit un fibré affine
plat au-dessus deH3. Si les valeurs propres deB ′γ sont différentes de 1, alors [c]
est nul et le fibré est isomorphe à celui définit parBπ. Si les valeurs propres deB ′γ
sont 1, considérons une base de(e1, e2) deR2 telle queB ′γ(e1) = e1, le cocyclec1

définit parc1(γ ) = e2 n’est pas trivial. Soitc2 un autre cocycle, si le fibré qu’il
définit est isomorphe à celui définit parc1, alors il existe un élémentD de Aff(T 2)

tel queD[c1] = [c2], car tout automorphisme affine deH3 se relève sur l’espace
total, le fibré étant plat. Si on choisitc2(γ ) = he2 ouh est un réel non algébrique,
on obtient des fibrés affines non isomorphes et par suite des variétés affines qui ne
sont pas isomorphes. Etudions maintenant une situation plus générale.

A toute applicationC : R3→ R2, on peut associer un 1-cocycle de Hochschild
deZπ1(H

3). Ce cocycle détermine un fibré affine en faisant le quotient deR3 −
{0} × R2, par le groupe engendré parπ1(T

2) (l’action deπ1(T
2) se fait par des

translations qui se projettent en l’identité surR3− {0}), et le groupe engendré par
l’application(x, y) 7→ (λx, Bγ(y) + C(x)), où x et y désignent respectivement
des éléments deR3−{0} etR2. Ce cocycle est un cobord si et seulement s’il existe
une application affineD de App(R3,R2) telle queC = BγD−Dλ = (Bγ −λ)D.
ChoisisonsC surjective, et supposons queλ est une valeur propre deBγ , alors le
cocycleC ′ n’est pas exact carC est surjective.

Si on fixe,λ etBγ , la classe d’isomorphisme du fibré affine obtenu est déter-
minée par l’image de [C ′ ] par Gl(R3) × Gl(2,Z). Ceci implique que les fibrés
affines déterminés par lesC sont deux à deux isomorphes.

5. Le Cas Général

Soit f un fibré affine d’espace total(M,∇M) et de base(B,∇B). On suppose ici
que(M,∇M) est compacte et complète, on a vu que dans ce casπ1(M) est une ex-
tension deπ1(B) parπ1(F ). On va aborder la classification des fibrés affines dans
le cas général en utilisant la classification des extensions de groupes.

Rappelons la classification des extensions de groupes (voir [Mc, pp. 124–137]).
SoientAut(π1(F )) le groupe des automorphismes deπ1(F ), Int(π1(F )) le groupe
des automorphismes intérieurs deπ1(F ),et Out(π1(F )) le quotient deAut(π1(F ))

par Int(π1(F )). Pour tout élémentγ deπ1(M), l’applicationifγ : π1(F )→ π1(F ),

α 7→ γ BαBγ−1 passe au quotient en une représentation8: π1(B)→Out(π1(F )).

Soientu : π1(B)→ π1(M)une section telle queu(1) = 1, v : π1(B)×π1(B)→
π1(M) définie parv(x, y) = u(x)u(y)u(xy)−1 etφ(x)∈8(x). En appliquant la
relation d’associativité àu(x)u(y)u(z), on obtient que

iu(x)v(y, z)v(x, yz) = v(x, y)v(xy, z). (5.1)

De plus
φ(x)φ(y) = iv(x,y)φ(xy). (5.2)

SoientK le centre deπ1(B), K est muni d’une structure deπ1(B) module.
Fixons8, et supposons qu’il existe une extension deπ1(B) parπ1(F ). La donnée
d’un 2-cocyclew deπ1(B) à valeurs dansK permet de définir une extension de
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π1(B) parπ1(F ) en posant(x1, y1)(x2, y2) = (x1(φ1(y1)(x2))w(y1, y2), y1y2).

Où x1, x2 sont des éléments deπ1(F ) et y1, y2 des éléments deπ1(B). Pour
8 fixée, les classes d’équivalences d’extensions deπ1(B) parπ1(F ) sont don-
nées parH 2(π1(B),K) s’il existe au moins une extension. La donnée de8

seul n’implique pas l’existence d’une extension deπ1(B) parπ1(F ) associée à
8. L’obstruction à l’existence d’une telle extension est donnée par une famille
d’éléments deH 3(π1(B),K).

La classification des fibrés affines dans le cas général va se faire en fonction des
données suivantes:

(i) la base(B,∇B);
(ii) la structure différentiable de la fibreF et une représentation d’holonomie

linéaire d’une de ses structures affines.

Etant donnée une extensionπ1(M) deπ1(B) parπ1(F ), qui est le groupe fonda-
mental de l’espace total d’un fibré affine de base(B,∇B) dont l’holonomie linéaire
des fibres estL(hF ), on a vu que pour tout élémentγ ∈π1(M),

hM(γ )(x, y) = (Aγ(x)+ aγ , Bγ(y)+ Cγ(x)+ dγ ).
On a

Cγγ ′ = BγCγ ′ + Cγ(Aγ ′).
En munissantApplin(Rm,Rl)d’une structure deπ1(M)module à gauche définie

par
γ (C) = BγC,

et d’une structure deπ1(M) module à droite définie par

Cγ = CAγ ,
on remarque queC est un 1− Zπ1(M) cocycle pour l’homologie de Hochschild
définie par ses actions.

L’application

D : π1(M)→ Rl ,

γ 7→ dγ

est un 1-cocycle pour l’action à gauche deπ1(M).

Le fibré affinef est affinement isomorphe à un fibré affine, affinement locale-
ment trivial si la restriction deC àπ1(F ) a une classe de cohomologie nulle.

Réciproquement si on se donne une représentationBπ deπ1(M) dans Gl(Rl)
dont la restriction àπ1(F ) coincide avecL(hF ), un 1-cocycleC pour l’homologie
de Hochschild précédente et un 1− π1(M) cocycleD pour l’ action à gauche de
π1(M) tels que pour tout élémentx deRm, la représentation

π1(F )→ Aff (Rl)

γ 7→ (L(hF )(γ ), C(x)+ dγ )
définit une structure affine complète deF, alors on peut définir de manière évi-
dente une action affine deπ1(M) surRn, dont l’espace quotient est l’espace total
d’un fibré affine au-dessus de(B,∇B).
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Le quotient deRn par π1(F ) définit un fibré affine au-dessus deRm qu’on
notef̂ .

Théorème 5.1. Soientfi (i ∈ {1,2}) deux fibrés affines de base(B,∇B), dont
les fibres sont difféomorphes et ont même holonomie linéaire, et le groupe fon-
damental de leur espace total respectif estπ1(M), alors f1 est isomorphe àf2

si et seulement s’il existe un isomorphisme entref̂1 et f̂2 au-dessus d’un auto-
morphisme de(B,∇B), dont un relevé surRn conjugue l’holonomie linéaire de
(M1,∇M1) en(M2,∇M2), transforme[C1] en [C2], et [D1] en [D2].

Preuve.Supposons quef1 est isomorphe àf2, alors il existe une application affine
k qui conjuguehM1 enhM2 en se projetant surRm en un élément deN(π1(B)). k

conjugue aussihM1(π1(F )) enhM2(π1(F )) ce qui entraine quêf1 est isomorphe
à f̂2. Bien entendu, [C1] et [D1] sont respectivement transformés en [C2] et [D2].

Réciproquement s’il existe un isomorphisme entref̂1 et f̂2 au-dessus d’un
élément deN(π1(B)), dont un relevé surRn conjugue l’holonomie linéaire de
(M1,∇M1) en celle de(M2,∇M2) et transforme [C1] (resp. [D1]) en [C2] (resp.
[D2]), alors ce relevé conjuguehM1 enhM2 modulo une transformation affine de
la forme(x, y) 7→ (x, y + E(x)+ e).
Soient(B,∇B) une variété affine compacte et complète, etF une variété différen-
tiable compacte munie d’une structure affine complète dont l’holonomie linéaire
estL(hF ).

Pour classifier les fibrés affines d’espace total complet au-dessus de(B,∇B) de
fibre difféomorphe àF dont l’holonomie linéaire estL(hF ) il faut:

(i) Classifier les extensions deπ1(B) parπ1(F ).

(ii) Une telle extension deπ1(M) étant donnée, classifier les représentations
linéaires deπ1(M) dans Gl(Rm,Rl)muni d’unZπ1(M))1-cocycle de Hoch-
schildC ∈Aff (Rm,Rl), et d’unπ1(M)1-cocycle de groupeD à valeurs dans
Rl tels que la représentation

π1(F )→ Aff (Rl),

γ 7→ (L(hF )(γ ), C(x)+D(γ ))
définisse une structure affine.

Les invariants utilisés pour la classification dans la situation générale sont plus
extrinsèques à la géométrie affines que ceux utilisés dans le cas des fibrés affines
affinement localement triviaux.

Etant donnée une extension caractérisée par8 définissant un fibré affine, quelles
sont les autres extensions déterminées par8 donnant lieu à des fibrés affines? On
va aborder la classification des fibrés affines de base(B,∇B) et de relevéf̂ donné.

Considéronsπ1(M) une extension deπ1(B) par π1(F ), et supposons qu’il
existe un fibré affinef, tel que le groupe fondamental de son espace total soit
π1(M). L’applicationhM(γ ) se projette surRn/π1(F ) en un automorphisme affine
h̄M(γ

′). L’applicationπ1(B) → Aut(f̂ ), γ ′ 7→ h̄M(γ
′) est une représentation.
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Soit f ′ un autre fibré affine de base(B,∇B) tel quef̂ = f̂ ′. PosonshM ′(γ ) =
hM(γ ) B g(γ ). L’applicationg(γ ) se projette surf̂ en un automorphisme se pro-
jettant en l’identité surRm. Pour tout élémentγ de π1(B), considéronsif (γ )
l’application de Aut(π1(F ))→ Aut(π1(F )), α 7→ h̄M(γ )αh̄M(γ )

−1.

En écrivant le fait quēh′M est une représentation, on obtient

g(γ1γ2) = ifγ−1
2
(g(γ1))g(γ2). (5.3)

Réciproquement la donnée d’une applicationg : π1(B) → Aut(f̂ ) vérifiant
(5.3) permet de définir un fibré affine au-dessus de(B,∇B) en faisant le quotient
de f̂ par le groupe engendré par:h̄M ′(γ ) = h̄M(γ )g(γ ).

Spécialisons maintenant au cas oùif est fixée,g(γ ) commute avecπ1(F )

puisque la fibre est compacte,g(γ ) appartient à la composante connexe deAut(f̂ ).

La restriction deg(γ ) à une fibre def̂ appartient à la composante connexe de son
groupe de transformations affines voir [T3]). On a

g(γ1)g(γ2) = g(γ1γ2). (5.4)

Réciproquement la donnée d’une représentationg : π1(B)→ Aut(f̂ ) telle que
g(γ ) appartient à composante connexe de Aut(f̂ ) détermine un fibré affinef ′
au-dessus de(B,∇B) tel queif = if ′ .

Exprimons maintenant de manière plus géométrique l’applicationr lorsque
l’espace total du fibré affine est compact et complet. NotonsR(x) = r(x)− r(0).
Fixons la base(B,∇B) et l’holonomie de la structure affine de la fibre au-dessus
depB(0).

Soitγ un élément deπ1(M). Ecrivons

hM(γ )(x, y) = (Aγ(x)+ aγ , Bγ(y)+ Cγ(x)+ dγ ).
L’élémentγ induit par conjugaison un automorphismegγ deπ1(F ). L’application
Bγ est un élément du groupe de gauge de l’holonomie linéaire d’une fibre associé
àgγ . Si γ appartient àπ1(F ), gγ laisse invariantr(x) pour tout élémentx deRm.

La représentation deπ1(M) dans le groupe des automorphismes de

Gl(H1(π1(F ),Rl)π1(F ))

des automorphismes deH1(π1(F ),Rl), γ 7→ gγ , passe au quotient en une
représentation̄g : π1(B) → Gl(H1(π1(F ),Rl)π1(F )). Il en résulte un fibré plat
HBF au-dessus deB, qui est le quotient deRm × H1(π1(F ),Rl) par l’action de
π1(B) définie parγ (x, y) = (γ (x), ḡγ (y)).

Le fibréHBF est munie d’une connexion plate canonique∇BF , à laquelle est as-
sociée la dérivée covariantedBF . L’applicationR peut être vue comme une1-forme
dBF parallèle.

Réciproquement, considérons une représentationḡ deπ1(B) dans

Gl(H1(π1(F ),Rl)π1(F )),

telle que pour toutγ appartenant àπ1(B), il existe Bγ appartenant au groupe
de gauge de l’holonomie linéaire d’une fibre, dont l’action coincide avecgγ . La
représentation̄g définit au-dessus deB un fibré platHBF .
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Pour se donner un fibré affine au-dessus de(B,∇B) dont la structure dif-
férentiable des fibres estF, et leur holonomie linéaire estL(hF ), donnons nous
d’abord une 1-formedBF parallèleR ′′ à valeurs dansHBF . La donnée deR ′′
est équivalente à celle d’un 0-cobord de groupeR ′ de π1(B) à valeurs dans
Applin(Rm,H1(π1(F ),Rl)π1(F )) pour la structure deπ1(B) module définie par
γ (D) = ḡγDL(hB)(γ−1).

Cette représentation détermine un fibré platH ′BF de fibre type

Applin(Rm,H1(π1(F ),Rl)).
A H ′BF on peut associer la dérivationd ′BF . Le fibréH ′BF est isomorphe au fais-
ceau localement constant des 1-formesd ′BF parallèles. Considérons un élément
R de Applin(Rm,Rl) au-dessus deR ′. Supposons en outre que le 1-cocycle de
groupeγ 7→ R(γ )(x) + r(γ )(0) défini une structure affine deF. Le quotient
deRn par l’action deπ1(F ) défini pour tout élémentγ deπ1(F ) par (x, y) 7→
(x, Bγ(y)+R(γ )(x)+ r(γ )(0)), est un fibré affine au-dessus deRm tel que pour
tout élémentγ1 deπ1(B) etx deRm, la fibre au-dessus depB(x) est isomorphe à
celle au-dessus depB(γ (x)).
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