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UNE GENERALISATION DU CARRE LOGIQUE

TEODOR STIHI

1. Le commentateur latin Boece (480-524) dans son oeuvre "Introductio ad
syllogismos categoricos" s'occupe du rapport des propositions contennant
les memes termes et dans lesquelles la seule difference consiste dans la
quantite et dans la qualite des termes.

On sait que dans la logique aristotelicienne les propositions cate-
goriques sont classifiees par rapport a leur quantite (en universelles et
particulieres) et par rapport a leur qualite* (en affirmatives et negatives).
Done, il existe quatre types de propositions categoriques: universelle
affirmative (A), particuliere affirmative (I), universelle negative (E) et
particuliere negative (O). Pour mettre en evidence leurs rapports recip-
roques Boέce les avait disposees dans les angles d'un carre.

m
Les propositions du cote superieur (A et E) sont contraires ou

textuellemant d'apres Boece: "Hae turn dividunt verum et falsum turn
falsae sunt utraquae υerae nunquam" (Celles-ci separent le vrai du faux,
quelquefois sont fausses l'une et l'autre, jamais vraies toutes les deux).

Celles du cote inferieur (I et O) sont subcontraires "Hae turn dividunt
verum et falsum turn υerae sunt utraequae, falsae nunquam" (Celles-ci
separent le vrai du faux, quelquefois sont vraies l'une et l'autre, jamais
fausses toutes les deux).

Celles du cote droit et celles du cote gauche (A et I respectivement E
et O) sont subalternes: "Vera uniυersali υera particularis sed non
convertitur, falsa particulari falsa est universalis sed non convertitur"
(Si Puniverselle est vraie la particuliere est aussi mais pas reciproque-
ment, si la particuliere est fausse Γuniverselle est aussi, mais pas
reciproquement).

Les propositions situees aux extremites de la meme diagonale du
carre (A et O respectivement E et I) sont contradictoires "Hae semper
dividunt verum et falsum" (Celles-ci separent toujours le vrai du faux).
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Le symbolisme de la logique mathematique nous permet de condenser
tant la forme des quatre especes de propositions que les quatre types de
relations subsistant entre elles. Dans l'ecriture quantifiee A, j , E et O
deviennent respectivement les formules Vx. fx, 3x. fx, Vx.fx, 3xfx.

Vx.fx etVx.fx sont contraires c'est-a-dire la formule Vx .fx &Vx,fx
est valide.1 3x.fxet3x.Jx sont subcontraires^ c'est-a-dire la formule
3x.fxv3x.fx est valide. Les couples Vx.fx, 3x,fx et Vx.fx, 3x.fx sont eon-
tradictoires Γune des formules dtant la negation de Γautre.

Les couples Vx.fx, 3χ.fx et \fx.fx, 3xjx sont subalternes, c'est-a-dire
les implications suivantes:

Vλ'. fx —> 3x.fx\ \fx.fx —• 3x.fx

sont valides et strictes (c'est-a-dire, les implications converses ne sont
pas valides).

2. Si les predicate d'un seul argument permettent la formalisation com-
plete de la logique aristotelicienne, le developpement ulterieur de la logique
a demande 1'utilisation des nouvelles especes de raisonnements, surtout
dans les mathematiques, pour la formalisation desquelles il est necessaire
d'introduire les predicate de plusieurs variabiles. Ainsi, le nombre des
types de propositions formees avec les memes termes s'augmente. Mais
nous montrerons que les relations entre ces types restent les memes et
peuvent etre represenίees dans une figure, qui> bien que n'etant pas un
carre, a des rassemblences idsibles avec le carre logique.

Pour 1'instant conside'rons les propositions forme*es avec les memes
termes en utilisant les predicats a deux arguments. On distingue les types
suivants de propositions affirmatives: VxVy.fxy, 3χ\fy.fxy, 3yVx.fxy,
Vx.fxx, Vy3x-fxy, Vx3y.fxy,3x.fxx, 3x3y.fxy et les memes types de propo-
sitions negatives avec une barre de plus sur /.

Soit une suite de telles formules ayant la propriety telle que chacune
d'elles implique strictement la suivante; par exemple:

VxVy.fxy, 3x\/y.fxy, 3x.fxx, 3x3y.fxy (1)

et a cote nous construisons la suite de formules obtenues par la negation
des formules (1)

3x3y.fxy, Vx3y.fxy, VΛΓ./XT, VxVy.fxy

En suivant 1'exemple de Boece nous disposerons ces deux suites dans
la figure suivante

1. Dans cet article nous avons designe sous le nom de υalidite, cette propriete d'une
formule de la logique du I-er ordre en vertu de laquelle en ramplaςant ces
variables de predicat par toute sorte de predicats concrete definis sur un domaine
nevide quelconque (fini ou infini) des individus, la formule prendra la valeur
logique vrai dans Γinterpretation commune. Dans la litterature logico-mathe-
matique elle porte aussi le nom de υalidite universelle.



UNE GENERALISATION DU CARRE LOGIQUE 217

VxVy .fxy VxVy.fxy
3xVy .fxy Vx.fxx

3x.fxx Vx3y .fxy
3x3y.fxy 3x3y.fxy

En vue d'une notation simple et adequate nous ecrirons une formule du
type utilise sous la forme Vf ou Vf, en representant par la lettre V le
prefixe et par / ou / la variable de predicat (simple ou niee) ayant un
nombre fixe d'arguments (par exemple dans le cas analise, deux) et
accordee dans la notation de ces arguments avec le prefixe respectif. Nous
supposons aussi que le prefixe et le predicat contiennent les mέmes
variables, c'est-a-dire qu'il n'y a ni variables libres ni quantificateurs
degeneres. Quand deux telles formules sont distinctes nous ne noterons
distinctement que leurs prefixes, sous-entendant que les predicate les
suivent automatiquement. De sorte que, la figure precedente peut s'ecrire
sous la forme:

Pi/ Pi/

Les formules suivantes sont valides (nous en donnons plus loin une
demonstration): VJ & V[J, ZJJ & ZJff, VJ & ϋ'J, ϋ2f & ϋ'J, ZJ2f & Z72

r/,
ΐJ3f & Ί5[f done les paires respectives des types de propositions sont
contraires d'apres Boece; ZJjvZJff, TJJvZJ'J, VJvTJ'J, ZJsfvϋϊf, VJvV'J,
'Gifv'G'J done les paires respectives des types de propositions sont sub-
contraires d'apres Boece. Pour les paires: ZJif, ϋϊf; ϋ2f, ϋ[f; Z>3f, V[f\
fiίf* Έ>lf q u e n o u s avons laissees specialement a part, toutes les deux
especes des formules sont valides et elles sont contradictoires d'apres
Boece. Enfin, les quatre formules de chaque cόte de la figure, a cause des
implications strictes subsistant entre elles, sont subalternes, d'apres
Boece.

3. Les resultats exposes jusqu'ici peuvent etre generalises comme il suit.
Nous considererons les formules du type Vf ou / est une variable de
predicat ayant un nombre arbitraire d'arguments et V un prefixe contenant
toutes les variables de /. On peut effectuer sur le prefixe 73 et sur le
predicat / les operations suivantes :

a. Le passage d'un quantificateur 3 a la droite d'un ou plusieurs quantifi-
cateurs V.
b. Le passage d'un quantificateur V a la gauche d'un ou plusieurs quantifi-
cateurs 3.
c. La substitution d'un quantificateur V a un quantificateur 3 (la variable
restant inchangee).
d. L'omission d'un quantificateur V lequel est precede d'un quantificateur
de meme espece en substituant en / la variable du premier par celle du
dernier.
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e. Si une variable quantifiee existantiellement surgit au moins dans deux
places du predicat /, la substitution d'une de ces apparitions, quelle qu'elle
soit, par une nouvelle variable (distincte de toutes les autres) et Γintroduc-
tion d'un quantificateur 3 en prefixe pour cette variable meme avant ou
apres le quantificateur considere, est permise.

Par l'application d'une ou plusieurs regies a—e, la formule ZJf se
transforme dans la formule ZJ'f et alors Γimplication ZJf -— ZJ'f est valide et
stricte.
Observation: Dans le cas d'une variable / a deux arguments la conclusion
se verifie parce que les formules suivantes sont theses de la logique du I-er
ordre:

3χ Vj' . fxy —» V>> 3x . fxy
V c k y . fxy -* 3y ky . fxy
k.v Vv . fxy -> kx 3y . fxy

ou, par k nous avons note Γun, n'importe quel, des deux quantificateurs V
et 3

VΛΓVJ' . fxy — Vx . fxx

3x . fxx —» 3x3y. fxy

Nous ne demontrerons pas en general cette conclusion, les resultats
exposes plus loin ne dependant nullement d'elle. Notre seul motif pour
enoncer les cinq operations est de faire plus suggestif au lecteur le mode
concret par lequel, d'une formule Vf on obtient une formule ZJ'f, entre les
deux subsistant Γimplication stricte ZJf —> ZJ'f.

Et maintenant nous passerons a la generalisation annoncee Etant
donnee une variable de predicat /, considerons les suites finies des
formules de type ZJf:

ZJJ, ZJ2f, . . . , VJ (2)

avec la propriete que les implications:

Ί5J- ZJi+ίf,i = 1, . . . , n - 1 (3)

sont valides et strictes.
A chaque suite (2) nous en construisons la suite suivante (que nous

appelerons "duale") ;

Z7/7, Z7i?, . , Vj (4)

d'apres la regie: ZJ'f = ZJn-i+1f. Alors en utilisant le theoreme de contra-
position (/> —* q) —» (̂  —* p) il resulte que la suite (4) a aussi la propriete (3).

La duale de (4) est evidemment (2) et les deux suites sont, d'apres
notre terminologie "duales" (Γune a Γautre).

Maintenant nous demontrerons le theoreme (metatheoreme) suivant:

Si f est une variable de predicat et deux suites attachees a f:
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vj_, zj2f,..., vj_
V[f, ϋlf, . . . , V'nf

sont "duales", alors
(1) pour que la formule V^tW-f soit valide il faut et il suffit qu'on ait
i + j > n + l

(2) pour que la formule V{f & ZJjJ soit valide il faut et il suffit qu'on ait

i + j — n + 1.

Nous demontrerons d'abord la suffisance des conditions:

(1) Parce que \^i^n,l^j^neti+j>n + \il existe k et I ainsi que
i^k,j^letk+l=n + l d'oύ k = n - I + 1 ; conformement a la definition
de la suite duale ΊJjf = ̂ J d'ou (ZJkfvZJJf) = (pvp) et ainsi Όkfvϋ}fest
valide. D'autre part, du fait que i > k, j ^ I il resulte, tenant compte de la
propriete (3) des suites et de la transitivite de Γimplication que Vkf -* ZJif
et Ί5\f —* Vjf. En utilisant un theoreme du calcul propositionnel on deduit:
(VkfvT)\f) —» (Z>ifv1jjf). L'antecedent etant vrai le consequent est aussi.

(2) Si i + j ^ n + 1 il existe k et I ainsi que i^k,j^letk+l=n + l
d'ou k = n - I + 1 et par la definition de la suite duale 7J[f= Ί3kf c'est-a-
dire (ZJkf vZ7//) = (pvp) ainsi que la formule ZJkf v Vff est valide. Du fait
que i ~k,j ^ I il resulte ZJjf —> £&/ et Zϊjf -* Vff\ alors, en utilisant la
contraposition Z^/ —* Z7f / et V\ f -* Vjf. Conformement au meme theoreme
de calcul des propositions utilise au point (1) on obtient: (VkfvV}f)-+
{VjfvV f). Done la formule VifvVjf (ou son equivalente par la lois De
Morgan: V{f & Z7//) est valide.

La necessite des conditions resulte comme il suit:

(1) Supposons qu'il existe i et j ainsi que i +j <. n + 1 et la formule
VifvVJT soit valide. Nous avons demontre* qu'en ce cas la formule
V{f & Vjf est valide aussi. En utilisant la theoreme

((Pvq) tp &q) — (p = q)

il resulte que V{f = V f ce qui est absurde.
(2) On procede d'une facon analogue au point (1).

Conclusion: Etant donne un predicat variable / a plusieurs arguments et
deux suites duales pour f nous considererons la figure formee avec les
elements de ces deux suites:

VJ Vff

Vn-lf/S ^ \ Vnzιf
Vnf/ V'J

Cette figure peut etre consideree la generalisation du carre logique
parce que:
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-les formules situees aux extremites de la meme diagonale de la
figure sont contradίcίoίres au sens de Boece;

-les formules situees au dessus d'une meme diagonale sont contraires
au sens de Boece;

-les formules situees au dessous d'une meme diagonale sont subcon-
traires au sens de Boέce;

-les formules situees sur la meme cote de la figure sont subalternes
au sens de Boece.

Nous notons que si dans la suite (2) on ne peut inserer d'autres termes
du type ZJf sans alterer la propriete (3)—comme il est, par exemple, de la
suite (1)—alors a partir une certaine formule ZJf ou ZJf on peut construire
toutes les formules ayant la propriete qu'avec la formule donnee se
trouvent dans l'une des quatre relations binaires enumerees. Pour cela
nous considererons toutes les suites—maximales dans le sens indique"— dans
lesquelles la formule paraitra comme terme et alors nous allons utiliser
le theoreme demontree plus haut.

4. La question qui se pose est si entre deux telles formules d'autres
relations ne sont pas possibles en dehors de celles analisees. Plus
precisement si, pour deux formules du type ZJf ou ZJf que nous noterons P et
Q, il existe une combinaison Booleene (function propositionnelle) F(P, Q)
valide. En Γamenant a sa forme normale conjonctive f\ & . . . & Fm sa
validite equivaut a la validite de chaque Fj e'est-a-dire d'une disjunction
qui peut contenir comme termes les formules P, Q, P et Q. On exclut les
apparitions simultanees de P et P ou de Q et Q qui sont banales. II reste
les quatre possibilites suivantes: PvQ, PvQ, PvQ, PvQ, PvP, TvΊ5,
QvQ, QvQ sont evidemment impossibles car une formule ZJf ou ZJf peut
etre falsifiee pur le predicat f= faux ou/= vrai). Dans la premier cas les
deux formules sont ou subcontraires ou contradictoires; les deux cas
suivantes correspondent aux subalternes, le dernier est le cas de con-
traires ou de contradictoires. Une de ces relations exclut les autres. Done
la relation plus generale F(P, Q) se reduit a une des quatre relations deja
connues.

Mais peut-etre qu'un nouveau type de relation peut avoir lieu entre
trois ou plusieurs telles formules ?

Doit F une combinaison Booleene entre trois ou plusieurs formules
ZJf ou ZJf et considerons sa forme normale conjunctive Fλ & . . . . & Fm. La
validite de F equivant a la validitέ de chaque F, done a la validite d'une
disjunction ayant pour termes des formules de types ZJf ou ZJj. Pour le
moment nous nous restroindrons au cas de la disjunction:

zjfvz;'ffvZJ"f" (5)

ou, pour plus de clarte, les predicate sont notes aussi distinctement.

Pour que (5) soit valide il faut et il suffit qu'une, au moins, des formules
Ί5fvΊ5"J" et ZJ'f vZJ"J" soit valide.

La suffisance resulte immediatement en vertu du theoreme p —» (pvq).
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Notre demonstration de la necessite utilise la soi-disante propriέteB
des formules valides ([l] pg. 101). J. Herbrand a montre que la deduction
d'une formule en un certain systeme de la logique du I-re ordre sans
egalite equivaut a la determination d'un nombre naturel k tel que la formule
ait la propriέtέB d'ordre k ([1] pg. 112-113). On a ete demontre la com-
pletitude de ce systeme ([2] pg. 317). Done pour qu'une formule de la
logique du I-re ordre soit valide il faut et il suffit qu'il existe un k tel
qu'elle ait la propriete B d'ordre k.

Nous definirons cette propriete B seulement pour les disjunctions des
formules des types Vf ouVf. Etant donne une telle disjonction on attache a
elle une disjonction du calcul propositionnel—sa reunite d'ordre k ([1] pg.
100-101)—notre formule ayant la propriete d'ordre k si sa reduite d'ordre
k est une tautologie.

Premierement nous supposerons que les variables appartenant au
quantificateurs distincts sont notees distinctement. On obtient la reduite
d'ordre k comme il suit:
(1) Dans chaque terme ZJf ou Vf de la disjonction, en supprimant le
prefixe, nous remplacerons chaque variable quantifiee universallement: y,
par une expression fonctionnelle: y(xl9 . . . , xm) oύ xl9 . . . , xm sont les
variabiles quantifiers particulierement et dont les quantificateurs precedent
le quantificateur de y. S'il n'existe pas de telles variables y est remplace
par un nombre naturel ^2 et distinct pour toute variable distincte. Les
expressions fonctionnelles s'appellent functions d'indice et les nombres —
constantes d'indice ([l]pg. 97-99).

Ainsi le terme devient une fonction (par Γintermediaire des fonctions
d'indice) de toutes les variables particulierement quantifiees de 27:
φ(xι, . . . , xr).
(2) A Γaide des fonctions et constantes d'indice on construit une suite
ensembles finis des nombres naturels d, . . . , Cp, . . . appele la suite des
champs associέs a la formule considered ([l] pg. 99-100). Cx = {l}. Si on
avait construit d, . . . , Cp-ι alors Cp sObtient atribuant une valeur
naturelle distincte a chaque expression fonctionnelle distincte obtenue
quand les "arguments" de chaque fonction d'indice parcourent l'ensemble
p-l

\JCi, un, au moins, des arguments appartenant a Cp-χ. Nous supposerons

de plus que Γoperation est effectuee de sorte que les elements du Cp soient

distinctes des elements de U c , . Nous englobons du debut les constantes

d'indice au champ C2

(3) En tout terme obtenu au point (l) — φ(x1, . . . , xr)—on substitue
Xii - - y χr P a r t o u s l e s systemes possibles de valeurs α1? . . . , ar tirees

k

de U Q. Dans une telle substitution les fonctions d'indice sont remplacees
ί = l

par les valeurs donnees a la construction de champs Cί9 . . . , Ck+ι- Nous
remplacons φ(xί9 . . . , xr) dans la formule obtenue au point (1) par la
disjonction des termes φ(al9 . . . ar).

La formule ainsi obtenue (evidemment une disjonction) contient des
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nombres naturels au lieu des variabiles individuelles et appartient au
calcul propositionnel car les quantificateurs ont ete suprime. On Pappel la
reduite d'ordre k de la formule donnee.2

Maintenant la necessite du theoreme resulte si nous demontrerons que
VfvVf vΊJ'Ύ" ayant la propriete B d'ordre k, une au moins, des formules
VfvV'fet b'f'vV'f" l'aura du meme ordre.

Apres (1) et (3) la reduite d'ordre k pour VfvVfvW'f" sera du type:

/lV. .v/nv//v. . V/i,v/i' V. . .Vfn'n (6)

que nous supposons etre une tautologie. Alors (6) contient au moins un
terme tant simple que nie. Soit cettes deux apparitions/,- et fjr. Nous
montrerons qu'en ce cas VfvVf" a la propriete B d'ordre k. Pour cela
nous ferons quelques identifications dans les champs Q, . . . , Q,+1 associes
a ZJfvZJ'f'v'C'f" en vue d'obtenir les champs C[, . . . , C&+1 associέs a
ZJfvZJ'f". d = C[ = {l}. Dans le champ C2 nous identifierons a 1 toutes les
valeurs prises par les fonctions d'indice attachees a Vf'. En consequence,
a une fonction d'indice correspondrons pour les memes valeurs des argu-
ments, plusieurs valeurs; nous les identifierons avec l'une d'elles pour les
fonctions d'indice attachees a Vf et Vrrfrr et avec 1 pour les fonction d'indice
attachees a Vf. On obtient C3. Ainsi dans C2' les constantes d'indice de
Vfr ont disparu et a. la construction de C{ et C| n'ont participe que les
fonctions d'indice de Vf et Vrrf". Par consequent ces sont des champs
associes a la formule ZJfvZJrtft!. De proche en proche nous obtiendrons
ainsi la suite C[, . . . , C^+1. Considerons la disjunction:

/ l V . . .v/nv/i'v. . .vfϋ, (7)

tautologique parce qu'elle contient/,- et/J'. Si nous ferons en (7) les memes
identifications qu'en d , . . . , Q nous obtiendrons evidemment (apres avoir
supprime les eventuelles repetitions des termes) la reduite d'ordre k pour
VfvW'f". Mais les identifications ne changent pas le caractere tautologique
de (7) parce que nous ne faisons que restreindre les possibilites de donner
diverses valeurs de verite a ses termes. D'ou il resulte que VfvVrrftr a
la propriety B d'ordre k.

La generalisation du resultat obtenu pour la disjonction (5) a une
disjunction quelconque des formules du type Vf ou Vf est maintenant
evidente. Le lecteur pourra lui meme Γeffectuer. On observe seulement
que pour etre valide une telle disjonction doit contenir tant de formules du
type Vf que de formules du type Vf (au contraire le predicat / = faux au
/ = vrai la falsifiera).

2. Notre construction de la reduite, un peu differente de celle de Herbrand ([1] page
100-101), conduit toutefois au meme resultat.
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