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ZUR THEORIE F-BESCHRÄNKTER OPERATOREN 
ERICH BOHL 

In [9 c] werden Fehlerabschätzungen fur ein Iterationsverfahren 
zur Lösung einer linearen Operatorgleichung x = (Ax — A2)x + b 
mit Hilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes hergeleitet und in [la,b, 
4, 9 d] weiter entwickelt. Diese Ergebnisse haben wir in [2 b] auf 
F-beschränkte Operatoren in einem halbgeordneten normierten Raum 
(h. n. Raum) (X, S , || ||) durch einen mehr elementaren Zugang 
erweitert ohne den Satz von Schauder oder dessen Varianten heran
zuziehen. 

In [4,9 a] weiden bei nicht linearen Operatorgleichungen auf 
Räumen mit "allgemeinerem Abstandsbegriff" (in [4] F-Räume 
genannt) Fehlerabschätzungen und Konvergenzaussagen fur ein 
Iterationsverfähren gemacht. Dabei ist der halbgeordnete Raum, in 
welchem die Abstände liegen, mit einem abstrakt definierten Grenz
wertbegriff versehen. Nimmt man an, dass dieser Raum archimedisch 
geordnet ist und Ordnungseinheiten besitzt, so kann man sich von dem 
Grenzwertbegriff durch die Betrachtung der Ordnungstopologie 
befreien [2d ] . Die genannten Aussagen lassen sich dann dem 
klassischen Kontraktionssatz im metrischen Raum unterordnen [2d ] . 

In der vorliegenden Arbeit werden die beiden oben erwähnten 
Methoden für Konvergenzaussagen und Fehlerabschätzungen von 
Iterationsverfahren auf ihren gemeinsamen Ursprung zurückgeführt. 
Dazu betrachten wir auf einer nicht leeren Menge Y einen Abstand 
p (s. auch [2 d] ), welcher Y X Y in einen h. n. Raum (X, ^, || ||) ab
bildet. Damit trägt Y auf natürliche Weise eine Metrik dp (s. §3), und 
die Theorie der F-beschränkten Operatoren kann einheitlich fur die 
P-Räume (symmetrischer Abstand p : p(x, y) = p(y, x)) und die h. n. 
Räume (Y = X, p(x, y) = x — y) entwickelt werden. Im einzelnen 
enthalten unsere Sätze 1 und 4 die Resultate aus [9 a, b, siehe auch 
4, 10, 12 a] über Fehlerabschätzungen und Konvergenz von Itera
tionsverfahren bei Operatorgleichungen in F-Räumen. Häufig tritt 
der Satz 4 unter der Voraussetzung der Vollständigkeit des metrischen 
Raumes (Y, d) sowie einer der im Satz genannten Redingungen (i) 
oder (iii) auf (s. [4, 9 a, b, 10], [12 a, Abschnitt 13.1] ) : dann ist er, 
also auch alle seine Folgerungen, die in den aufgeführten Literatur-
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stellen vorkommen, ein Sonderfall des klassischen Kontraktionssatzes 
im metrischen Raum (s. §6 und [2 d] ). Diese einfache Situation liegt 
z. B, immer dann vor, wenn der halbgeordnete Raum, in welchem 
die "Abstände gemessen werden," der ß m mit der natürlichen Halb
ordnung und irgendeiner Norm ist (s. hierzu [12 b]). Der Rm trägt 
damit stets die Ordnungstopologie, so dass unsere Situation in § 6 
Anwendung findet. Schliesslich erfasst unser Satz 2 die Ergebnisse 
aus [ 1 a, b, 9 c, d, siehe auch 4] über die Herleitung von Fehler
abschätzungen bei linearen Operatorgleichungen mit Hilfe des 
Fixpunktsatzes von Schauder und verallgemeinert diese auf den 
nichtlinearen Fall F-beschränkter Operatoren [2b] . 

Der hier vorgeschlagene einheitliche Zugang zu den genannten 
Resultaten, welche ursprünglich auf die beiden eingangs erwähnten 
verschiedenen Ansätze zurückgehen, ist elementarer Natur und kommt 
ohne topologische Fixpunktsätze und ohne einen ad hoc definierten 
Grenzwertbegriff aus. Auch die Fehlerabschätzungen erhalten eine 
einheitliche Forni (s. (8)), auf die Unterordnung ihrer verschiedenen 
Sonderfälle [1, 4, 9] sind wir in [2 c, e] ausführlich eingegangen. 

Es ist wohl bekannt, dass man mittels eines Abstandes p, welcher 
Werte in einem topologischen, halbgeordneten Raum besitzt, auf 
einer Menge Y eine Uniformisierung definieren kann, welche 
Anlass zu einer uniformen Topologie Up auf Y gibt. Solche Über
legungen findet man etwa in [5] in einem etwas anderen Rahmen 
fur einen symmetricschen Abstand und auch in den letzten Jahren 
in [11], wo der Abstand durch eine "verallgemeinerte Norm" gege
ben wird. Unser Vorgehen entspricht dem genannten allgemeinen 
Vorbild, man kann im vorliegenden Fall darüberhinaus eine Metrik 
d() angeben, welche Ü erzeugt, so dass wir es letztlich mit metrischen 
Räumen zu tun haben. Obwohl alle Überlegungen dieser Arbeit auch 
für den eben andeuteten allgemeineren Fall gleichfalls durchgeführt 
werden können, erscheint das hier vorgelegte Konzept fur die 
Bedürfnisse der Anwendungen ausreichend zu sein. 

1. Wir nennen einen reellen Vektorraum X halbgeordnet, wenn in 
X eine Ordnungsrelation = durch einen Kegel K vermöge der Defini
tion "x ^ y^^y — x E. K" festgelegt ist. Unter einem Kegel verstehen 
wir dabei eine Teilmenge K von X, welche die Eigenschaften K + K 
C K, X K C K für alle reellen À > 0 und K f i ( -K) = {6 = Nullele
ment von X} besitzt [6, 7]. 

Sei (X, = ) ein halbgeordneter Vektorraum. Für zwei Elemente 
x, y E X heisst die Mange [x, y] = {z E X : x = z= y} ein Intervall. 
Allgemeiner nennt man für ME X die Menge [M] = U {[x, y] : x, 
y E M} gesättigte Hülle von M. Im Falle M = [M] heisst M gesättigt 
[6,7], 



ZUR THEORIE P-BESCHRANKTER OPERATOREN 33 

Sei (X, || ||) ein reeller, normierter Raum. Eine Ordnungsrelation 
^ auf X (bzw. der zugehörige Kegel K) heisst normal [6, 7], falls es 
eine reelle Zahl T > 0 gibt, so dass aus 6 ^ x ^ y stets ||x|| ^ T||J/|| 

folgt. Dann ist das Minkowskifunktional p der gesättigten Hülle 
[{e G X : ||e|| = 1}] der Einheitskugel in X eine zu || || äquivalente 
Norm, und aus d=x^y folgt stets p(x) S= p(y) [6, 7]. 

Einen normierten Raum (X, || ||), welcher durch einen normalen, 
abgeschlossenen Kegel halbgeordnet ist, nennen wir einen halbgeord
neten, normierten Raum oder kürzer In. n. Raum. Wir schreiben dann 
( X , ^ , II II) oder auch (X, K, || ||). 

2. Unter einem Abstand auf einer nicht leeren Menge Y verstehen 
wir eine Funktion p, welche Y X Y in einen halbgeordneten Raum 
(X, â ) abbildet und fur je drei Elemente x, y, z G Y die folgenden 
Axiome erfüllt: 

(Dl) p(x, y) = 0<=*x — y; 

(D2) p(x, y) g p(x, z) + p(z, y). 

Später werden wir noch folgende Ungleichungen benutzen, die sich 
unmittelbar aus (Dl) und (D2) herleiten lassen und für je vier Elemente 
x, yy z, v G Y gelten 

(1) -p(x,y)^p(y,x), 

(1 ' ) -p(y, z) - p(z, x) ^ p(x, y) ^ p(x, z) + p(z, y\ 

(1") -p(x , z) - p{y, v) g p(z, y) - p{x, v) ^ p(z, x) + p(v, y). 

3. Sei p ein Abstand auf einer nicht leeren Menge Y, welcher 
Y X Y in einen normierten Raum (X, || ||) mit einer normalen 
Ordnungsrelation ^ abbildet. Mit p bezeichnen wir das Minkowski
funktional der gesättigten Hülle [ {e G X : ||e|| ^ 1}] der Einheitskugel 
in (X, || || ). Dann liefert das Funktional 

dp(x, y) = Max(p(p(x, y)\ p(p(y, x))) x, y G Y 

eine Metrik auf Y. 

BEWEIS. Zunächst sind die Funktionale p und || || auf X äqui
valente Normen, so dass mit Ausnahme der Dreiecksungleichung die 
beiden anderen Metrikaxiome offensichtlich gelten. Zum Beweis der 
Dreiecksungleichung wählen wir x, y,z Œ Y und setzen an = 
(dp(x, z) + dp(z, y) + n~l)~l für n G N. Dann ist 



34 E. BOHL 

p(an(p(y, z) + p(z, x))) < an(p(p(y, z)) + p(p(z, x))) ^ 

p(an(p(z, y) + p(x, z))) an(p(p(z, y)) + p(p(x, z))) 

an(dp(y, z) + dp(z, x)) < 1 für n E N, 

so dass ± an(p(y, z) + p(z, x)) und ± an(p(z, y) + p(x, z)) für alle 
n EL N zur gesättigten Hülle der Einheitskugel gehören. Nach 
(1 ') liegen dann auch a^pix, y) und a^y, x) (n G N) in dieser Menge, 
woraus wir p(anp(x> y)) = 1, p(arip(y, x)) = 1 oder 

p(p(x> y)) ^ 
^§ an

 l = <ip(x, z) + dp(z, j/) + n l für alle n G N 
p(p(y> *)) 

schliessen. Damit ist die Dreiecksungleichung fur dp bewiesen. 
Nutzt man die Monotonie von p und die Äquivalenz der Normen 

p und || || aus, so liefert (1") die Existenz einer reellen Zahl k > 0, so 
dass 

||p(x, y) - p(z, v)\\ ^ k(dp(x, z) + dp(y, v)) 

fur je vier Elemente x, y, z, v G Y gilt. Insbesondere bilden daher 
die für jedes y £ Y definierten Funktionen 

(2) x-»p(x, t / ) , x-n>p(t/, x) 

den metrischen Raum (Y, d) stetig in den normierten Raum (X, || ||) ab. 
Für die weiteren Überlegungen ist noch die folgende Implikation 

bedeutungsvoll, welche fur alle e{, e2 G X, x, y G Y gilt: 

p(x,y)^el,p(y,x)^ e2 => 

dp(x, y) ^ p(el + e2) + Max(p(e1),p(e2)). 

Dies ergibt sich unmittelbar aus den Ungleichungen 

- e2 = - p(y> *) = p(*> y) = ^b 

- ex ^ - p(x, y) ^ p(y? x) ^ e2, 

wenn man für p die Monotonie auf K und die Dreiecksungleichung 
ausnutzt. Beachtet man ferner, dass p und || || äquivalente Normen 
sind, so liefert (3) die Existenz einer reellen Zahl a > 0 mit 

(3') e G X, x, y G Y, p(x, y) ^ e, p(y? x) ^ <?=> dp(x, t/) ^ #|H|-

Besitzt (X, || ||) eine gesättigte Einheitskugel, so sind die beiden 
Normen p und || || gleich. Gilt überdies p(x, y) = ±p(y, x) für x, y G Y, 
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so erhalten wir einfach dp(x, y) = \\p(x, y)\\, und (3) liefert die Impli
kation 

(3") e G X,p(x,y) =§ e,p(y,x) g e =* \\p(x, y)\\ =i \\e\\. 

Eine nicht leere Menge Y heisst Abstandsraum, wenn auf Y ein 
Abstand p gegeben ist, welcher Y X Y in einen h. n. Raum (X, ^§, || ||) 
abbildet. Wir denken uns dann die Menge Y stets mit der durch dp 

gegebenen Topologie versehen und schreiben auch das Symbol 
(Y, dp\ X, â , || ||) für den Abstandsraum. Ist überdies der metrische 
Raum (Y, dp) vollständig, so reden wir von einem vollständigen Ab
standsraum. 

4. Sei (Y, dp, X,ë, || ||) ein Abstandsraum. 
Ein Operator T auf Y, also eine Abbildung von Y in sich, heisst 

P-beschränkt [ 2 d ] , falls P ein linearer, monotoner Operator auf X 
ist, so dass folgende Implikation gilt: 

e G X, x, y G Y, p(x, y) = e, p(y, x) = e=>p(Tx, Ty) 
(4) 

p(Tx, Ty) ^ Pe,p(Ty, Tx) g Pe. 

Dabei heisst P monoton auf X, falls e ~ë stets Pe = Pë für alle 
e, ê G X impliziert. 

Wir betrachten nun zwei Folgen 

(5) x0 G Y, xn + 1 = Txn; e0 G X, en + l = Pen (n G N) 

mit den Anfangsbedingungen 

(5 ') e0 ^ 0, p(Txih x0) g (/ - P)e0, p(*o, Tx0) g (I - P)e0, 

wenn / den Einheitsoperator bezeichnet. Durch Induktion zeigt man 
zunächst 

(6) p(Txn, xn) ^ en - en+l9 p(xn, Txn) ^ en - en+l (n G N) 

und damit 

(7) p(xm, xn) ^ en, p(xn, xm) ^ en für 0 g n § m. 

SATZ 1. Sei T ein P-beschränkter Operator auf einem vollständigen 
Abstandsraum (Y, dp; X, S , || ||). Es gebe zwei Elemente XQELY und 
e0 G X, welche (5 ' ) erfüllen. Schliesslich liefere die mit e0 begonnene 
Iteration en+l = Pen eine Nullfolge in (X, || ||). Dann konvergiert xn 

gegen eine Lösung x G Y der Gleichung x = Tx, und es gilt die 
Fehlerabschätzung 

(8) p(x, xn) g en, p(xn, x) § en für n £ N . 
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BEWEIS. Wegen (3') und (7) ist dp (xm, xn) ^ a\\en\\ fur 0 ^ n S m, 
so dass xm als Cauchy-Folge einen Grenzwert x besitzt, für welchen 
die Ungleichungen (8) gelten (beachte dazu die Stetigkeit der Funk
tionen (2), die Abgeschlossenheit des = definierenden Kegels sowie 
die Ungleichungen(7) für ra—» oo ). Da T ein P-beschränkter Opera
tor ist, impliziert (8) sofort p(Tx, xn+l) ^ en+i> p(*n+i> Tx = 
en + ! oder mit (3 ' ) auch 

dp(x, Tx)^ dp(x,xn+l) + dp(xn+l, Tx) ^ dp(x,xn+l) + a||en+1 | | 

furn G N. Das aber zeigt x = Tx und vollendet den Beweis. 
Eine Folge xn in einem metrischen Raum (Z, d) heisst beschränkt, 

wenn es eine reelle Zahl r > 0 gibt mit d(xn, xm) = r fur alle 
n,m CE N. 

Ein stetiger Operator T auf einem metrischen Raum (Z, d) heisst 
vollstetig, wenn er jede beschränkte Folge xn auf Z in eine Folge 
Txn transformiert, die eine konvergente Teilfolge besitzt. 

SATZ 2. Sei T ein vollstetiger, P-beschränktet Operator auf einem 
Abstandsraum (Y, dp; X, =, || ||) mit einem vollstetigen Operator P, 
Es gebe zwei Elemente x0 G Y und e0 G X, welche (5') erfüllen. « Dann 
konvergiert eine Teilfolge xkn der mit x0 begonnenen Iteration xn + 1 = 
Txn gegen eine Losing x £ Y von x = Tx, und es gilt die Fehler
abschätzung (8), wobei die en gemäss (5) gebildet sind. 

BEMERKUNG. Der folgende Beweis wird zeigen, dass die Bedingung 
der Vollstetigkeit von P auch durch die schwächere Forderung 
lim(£n — en+i) = 6 ersetzt werden kann. 

BEWEIS. Wegen (5 ') ist 6 = en+l â en ^ • • • ̂  e0. Daher ist en 

eine beschränkte Folge und besitzt somit eine konvergente Teilfolge. 
Wegen des monotonen Verhaltens von en muss die ganze Folge 
konvergieren. Die Formeln (3') und (7) liefern dp(xm,xn) = a\\en\\ 
(0 ^ n = m), so dass auch xn beschränkt ist und daher eine kon
vergente Teilfolge xkn mit dem Grenzwert x besitzt, fur den wir wie 
im Beweis zu Satz 1 die Ungleichungen (8) zeigen können. Endlich 
gilt 

dp{x, Tx) ^ dp(x,xkn) + dp{xkn, Txkn) + dp(Txkn, Tx) 

^ dp(x,xkn) + a\\ekn - ekn+l\\ 

+ dp(Txkn,Tx),nEN, 

wobei wir diesmal (6) in Verbindung mit (3') ausgenutzt haben. Auf 
der rechten Seite der letzten Ungleichung stehen lauter Nullfolgen, so 
dass wir x = Tx erhalten. 
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SATZ 3. Sei T ein P-beschränkter Operator auf einem Abstandsraum 
(Y, dp: X, ^§, || ||) und e GX mit e ^ 0 und lim Pne = 6. Dann besitzt 
die Gleichung x = Tx höchstens eine Lösung in jeder der Mengen 
Mz = {x G Y : p(x, z) ^ ke, p(z, x) ^ Xe für ein reelles X ̂  0}, wenn z 
die Menge Y durchläuft. 

BEWEIS. Sei x{ = Txi7 sowie p(xi} z) = \{e, p(z, x{) ^ \{e (i = 1, 2). 
Dann ist p(xhx2)= (K\ + X2)e, p(x2,xi)ê (X{ -f X2)e, a l s o p(xi,x2) 
= p(Tnxu Tnx2) ^ (\l + X2)P

ne und p(x2, xx) â (Ai + À2)P
ne oder 

^p(xi'x2) = ^IK^i + A2)P
ne|| für nE. N. Das zeigt die Behauptung. 

5. Bei den Sätzen 1 und 2 müssen die Ausgangselemente x0 und 
e0 die Anfangsbedingung (5 ' ) erfüllen. Zu ihrer Konstruktion sei auf 
die Arbeiten [3,8] und auf unsere Artikel [2 a, e] verwiesen, an 
dieser Stelle soll darauf nicht eingegangen werden. Besitzt der 
halbgeordnete Raum Ordnungseinheiten, so liefern unsere Sätze auch 
Konvergenzaussagen ohne eine Anfangsbedingung (5 '). 

Ein Element e ^ 6 heisst Ordnungseinheit [6, 7] des halbgeord
neten Raumes (X, ä=), falls X = U n = i n[ — e, e] • Mit oK bezeichnen 
wir die Menge der Ordnungseinheiten des Kegels K, welcher ^ 
definiert. Sei e E oK, so liefert das Minkowskifunktional \\x\\e = 
inf{a E R: ±x^ ae} eine Norm auf X, falls K archimedisch ist, d. h. 
falls aus xy y G X und nx + y G K für alle natürlichen Zahlen n = 1 
stets x E K folgt [6, 7]. Alle so konstruierten Normen sind äqui
valent und legen die Ordnungstopologie auf X fest [6, 7] . Ferner 
ist K abgeschlossen und normal bezüglich || ||e. Betrachten wir also 
einen Abstand auf einer nicht leeren Menge Y, welcher Y X Y in einen 
halbgeordneten Raum (X, = ) mit einer archimedischen Ordnungs
relation und Ordnungseinheiten abbildet, so ist (Y, dp; X,^7 || \\e) für 
jede Ordnungseinheit e ein Abstandsraum. Da ausserdem die Ein
heitskugel in (X, || \\e) gesättigt ist, nimmt die Metrik dp die einfache 
Gestalt 

dp(x,y) = Max(\\p(x,y)\\e, \\p(y,x)\\e) 

an. Wegen der Äquivalenz der Normen || \\e erzeugen alle diese 
Metriken auf Y dieselbe Topologie. Wir nennen (Y, df); X, ^ , || | |J dann 
archimedischen Abstandsraum mit Ordnungseinheiten, oder kürzer 
AO. Raum. 

Diese Konstruktion führt zu einer grossen Übersichtlichkeit der 
Theorie F-beschränkter Operatoren aufgrund der folgenden Aussagen 
für einen monotonen, linearen Operator P auf (X, ^§, || \\e): 

LEMMA 1. P ist beschränkt und die Operatornorm \\P\\e ist durch 
\\P\\e — \\Pe\\e gegeben [2 c] . Der Spektralradius <r(P) = 
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inf ||Pn||e1/n ist genau dann < 1, wenn es ein e'ŒoK gibt mit 
\\P\\e> < l [ 2 c ] . Existiert (I — P) _ 1 aufX (I = Einheitsoperator) 
und ist (I — P)"1 monoton, so gilt \\P\\e< < 1 genau dann, wenn 
e' E(I- P)~l(oK). [ 2 d ] . 

LEMMA 2. Jeder P-beschränkte Operator T auf einem AO. Raum 
(Y, dp\ X, = , || || e) ist Lip schitzb e schränkt auf(Y, dp), oder genauer: 

dp(Tx, Ty) ^ ||P||edp(x, y) fiirx,yŒY,eE oK. 

Denn aus x, y G Y, e G oK folgt p(x, y) ^ dp(x, y)e, p(y, x) ^ 
df)(x, y)e, also wegen der P-Beschränktheit auch 

p(Tx, Ty) 
/rr ^ .^dp(x,y)Pe^\\P\\edp(x,y)e, 

p(Ty, Tx) 

und das zeigt die Behauptung (s. auch [2d]) . 

SATZ 4. Sei T ein P-beschränkter Operator auf einem AO. Raum 
(Y, dp, X,=, || ||e). Es sei entweder T vollstetig oder (Y, dp) vollständig, 
und es gelte eine der drei folgenden Bedingungen: 

(i) a(P) < 1; 
(ü) ||P||e < 1; 

(iii) (I — P)"1 existiert und ist monoton. 
Dann konvergiert jede Folge xn+i = Txn, x 0 £ Y gegen die ein
deutige Lösung x der Gleichung x = Tx, und für jedes z Œ. X 
mit zi^ 6, p(xi, XQ) = (I — P)z, p(x0, Xi) = (I — P)z gilt die Fehler
abschätzung 

p(x, xn) ^ Pnz, p(xn, x) ^ Pnz förnGN. 

BEWEIS. Wegen Lemma 1 reicht es aus, die Voraussetzung (ii) 
anzunehmen. Diese ist aber mit (I — P)e £z oK äquivalent [2c] , 
so dass wir für jedes i 0 G Y die Ungleichungen (5;) mit e{) = 
£Max(||p(x0, *I)||(J-P)É?5 ||p(xi5 XO)||(/-P)É') erhalten. Nun folgt die Be
hauptung aus den Sätzen 1, 2 und 3, denn Pn£0 ist wegen (ii) eine 
Nullfolge. 

6. Sei (Y, d) ein metrischer Raum, dann ist (Y, d; R, =, \ | offenbar 
ein AO. Raum, und die Menge der P-beschränkten Operatoren ist 
gleich der Menge der Lipschitzbeschränkten Operatoren. Satz 4 
liefert im Falle der Vollständigkeit und der Voraussetzung (ii) den 
klassischen. 
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KONTRAKTIONSSATZ. Für jede kontrahierende Abbildung T eines 
vollständigen, metrischen Raumes (Y, d) konvergiert jede Iteration 
xn + i = Txn, x 0 £ Y gegen die eindeutige Lösung der Gleichung 
x = Tx. 

Abschiessend wollen wir zeigen, dass der Satz 4 unter der Voraus
setzung der Vollständigkeit von (Y, dp) mit dem Kontraktionssatz in 
der genannten Form äquivalent ist (s. auch [2d]) : 

Da T nach Lemma 2 eine kontrahierende Abbildung auf (Y, dp) 
liefert, ergeben sich ohne weiteres die Konvergenz und Eindeutigkeits
aussage. Für die Fehlerabschätzung brauchen wir nur zu xeigen, 
dass die Mengen Mn = {x G Y : p(x, xn) ^ Pnz, p(xn, x) ^ Pnz} 
(n (E N) abgeschlossen sind und unter T invariant bleiben. Dann 
ist T nämlich ein kontrahierender Operator auf den vollständigen, 
metrischen Räumen (Mn, dp), und die Anwendung des Kontraktionssatz 
liefert nunmehr die Fehlerabschätzung. Um T(Mn) C Mn zu zeigen 
sei x G Mn, dann gilt mit (6) 

p(Tx, xn) g p(Tx, Txn) + p(Txn, xn) 

p(xn, Tx) ^ p(Txn, Tx) + p(xn, Txn) 

Für den Beweis von Mn = Mn nehmen wir tk G Mn mit lim dp (tk, ~t) 
= 0 an. Dann zeigt 

p(t,xn) 
^ dp(t, tk)e + P-z, 

wenn man die Archimedizität von ^ ausnutzt, die Behauptung. 
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