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1. Introduction. Soit E(x, f) une solution élémentaire du systéme
hyperbolique :
u Ll 2

A —u—Bu=0,

1,1) ot~ BAiay

ou A; et B sont des matrices constantes d’ordre N.
‘ Notre but est de montrer que E(x, ¢), ¢ >0, est une fonction
analytique® sauf sur les lignes bicaractéristiques issues de l'origine.
Ce résultat est déja connu pour les systémes homogénes, a savoir
dans le cas ou B=0 (Petrowsky [4]). Mais, ici, nous allons le
montrer directement par le développement asymptotique de l'image
de Fourier de E(x, #). Nous suiverons le raisonnement de P. D. Lax
exposé dans [17] pour montrer que E(x, f) est une fonction indéfini-
ment différentiable sauf sur les bicaractéristiques issues de l'origine
dans le cas ot A; et B sont des matrices indéfiniment différentiables.
On pourrait étendre notre résultat au cas ou A; et B sont analy-
tiques en (x, #), mais il faudra alors une analyse trés minutieuse.

2. Ce que nous appelons ici hyperbolique est le suivant (voir
Petrowsky [3] p. 66) :
1° pour tout £=(,, -+, £,) réel,

A-£E=31A £, est une matrice diagonalisable dont les valeurs
caractéristiques sont toutes réelles;
2°. les multiplicités des valeurs caractéristiques sont invariantes
pour &:

1) Dans cet article, nous entendons par une fonction analytique une fonction
analytique de variables réelles.



214 ' Sigeru Mizohata

det W—A-8) = A=1,(£)?1 - A =2(E)?s
>"1(§)<"'<x3(§); pl+ v +ps= N'

On sait alors que les A;(£) sont des fonctions analytiques.

Montrons notre but pour le systéme strictement hyperbolique :
On suppose les valeurs caractéristiques distinctes. Comme notre
raisonnement est essentiellement le méme que pour le systéme
hyperbolique au sens généralisé, nous ajoutons, a la fin, des modi-
fications a faire.

Nous allons envisager d’abord le cas ou B=0:

, ou & o
1,1) or ;Aia—xju—o.

On désigne par of=(wf, -, 0,f), |o|=1, §>0, les points de
I’espace dual de x.
Soit #(x, #) 'une des solutions élémentaires :

|
u(x, 0) = } 3,
0 .
La transformation de Fourier donne®
(0]
@1 (50514, 0f)ilek ) =0, (0= 1|
o).

Soit R;(®) est le vecteur propre de longueur unité de la matrice

A-0= 31 A0; correspondant a la valeur propre A;(o):
j

(2,2) (@) A-0)Ry(w) = 0.

I1 est évident que les R;(w) (i=1,2,---, N) sont des vecteurs définis
sur la sphére tout entiére, analytiques® sauf peut-étre dans le cas

2) Ce que nous appelons ici 'image de Fourier est, dans la notation actuelle,

i(wt) = Sexp (—ix-wt)u{x)dx. Alors, I'image réciproque devient
n
u(x, t) = 2—171_) Sexp (ix-wt) d(wt) " ' dtdw .

3) La sphére y:|w|=1, est muni d’une structure de variété analytique:
wi=w;(sy, =+, Sy—1) (1=1,2,:--,n) s étant les coordonnées d'une carte locale. R;(w) est
alors un vecteur dont les composants sont des fonctions analytiques en s. Il en est de
méme de A;(w), o;(w), etc. .
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n=2.2 Laissons ce cas de coté.
Comme les R; sont linéairement indépendants, on exprime la
transformée de la donnée initiale :

0
23 1| =SoR 0.
0
Remarquons que o ;(») sont également analytiques.
On a alors
2 4) @k, 1) = 3 exp (i, (@) o ()R (o)

la solution voulue de (2, 1).
La solution u(x, t) de (1, 1) s’écrit

@5 ulx b= @m)"3 S exp [i(x-o -+ )E] o (@)R () & dE do

oll do désigne I’élément de volume de la sphére unité .
Il faut signaler que 'expression ci-dessus ne s’écrit que symbolique-
ment pour exprimer l'image réciproque de Fourier, mais pour le
calcul elle est commode.

Une courbe bicaractéristique x(¢) issue de 'origine de 1’équation
(1,1) ou bien de (1,1) est définie par

¥ = =N )t t =t (i=1,2,-,n),

ol M, (w) désigne la dérivation suivante : on étend A(w), pour || >0,
par la relation AMo)= |w|x<&, --.,-wJ‘> et A= 8)&[ M)
le |wi amul l=1

étant l'une des Ajw). On désigne par b,(w) la ligne ci-dessus
correspondant a A=X;. Par (B) I'ensemble des lignes bicaractéris-
tiques issues de l'origine.

Soit (x, #), £ >0, un point n’appartenant pas a (B). On va
montrer que u(x, {) donnée par (2,5) est une fonction analytique
en (x, ¢) (4 valeurs vectorielles) au voisinage de ce point.

4) Dans le cas n=2, comme le cercle n’est pas homotopiquement 0, il faut quel-
ques considérations pour définir R;(w) sur tout cercle comme un vecteur continu.
Mais, comme nous le montrerons dans le n° 4, il nous suffit de supposer que R;(w)
est analytique par morceau.
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Posons
(2. 6) l(o; x,1) = l(0) = x-0+1r;(0).

Nous allons montrer que

2,7 u(x, t) = S521 exp [ (o ; x, 1)E]Y(w)E*dEdw

est une fonction analytique en (x, f) au voisinage du point (x, #)
vérifiant la condition ci-dessus, ou 4r(w) est une fonction analytique

en o, Cela suffit pour montrer notre but, car S » dédo est
1

. . 1<
une fonction analytique partout.
De (2» 7)’ pour v=(V1, Ty Yy l"n+1):(1/; Vn+1)» on a

2,8  Dulx, t) =i S exp (iE)o¥ N ()M dE do

z

Pour évaluer ces dérivées successives, nous suivons le raisonne-
ment de P. D. Lax.

Le point de l'intersection x, de la ligne paralléle a b;(») avec
le plan {=0 est donné par

Xo = x+0\‘j)1t = (x1+(/\‘j){n1 t; Tty xn+()‘1)({mt) .

L’hypothése que (x, #) n’est pas situé sur aucune bicaractéristique
issue de l'origine entraine que

%] = | 2+051>>0.

ol y s
aw.=x,~—l~z‘(7tj);l., d’ot

13

(2,9) |grad /(o) | =[x, >0.

Or,

Comme w-grad /(w)=0, en point o tel que /(w)=0, on voit que la
longueur du gradient de /(w) suivant la surface |o|=1, est minoré
par une constante positive lorsque ® parcourt la variété V= {o;
l(w)=0}.

Considérons la sphére |o| =1 comme une variété riemannienne
analytique, et V, définie par /(»)=0, comme une sous-variété
analytique réguliére a (n—2) dimensions. Considérons le voisinage
de V. Par chaque point de V, il passe une et une seule trajectoire
orthogonale aux hypersurfaces /(»)=constantes. Si I'on prend un
voisinage de V assez petit, alors pour chaque point, il en existe une
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et une seule. On munit V des cartes locales analytiques (u,, -,
#,,). Comme pour tout point P=(s,, ---, s,_,) il existe une seule
trajectoire passant par (u,, -+, #,_,), en désignant /=/(P), on donne
au point P, les coordonnées (u,, :+, u,_,, ). Alors (s,, =+, S,_,)
sont des fonctions analytiques de («,, -, u,_,, /) et la correspon-
dance est biunivoque. En effet, la trajectoire orthogonale se donne
comme solution de

(2,10) 9Si _ 3 gi(9)1] (9)

do i !
ou (g¥/) est la matrice inverse de (g;;): ds’= 228;:,8)ds;ds;.
En prenant / comme paramétre au lieu de o,

ds; ds;do _ ;i1 i1 7 . o
(2,11) A ded = Z,: g’lsj/ %}g’l_\.fl_\.j (i=1,2, -, n—1).
Comme gi/(s) et /(s) sont des fonctions analytiques, en désignant
par s;(/;u) la solution de (2,11) vérifiant la condition initiale
$;0 ; u)=s;(u), d’apreés la théorie des équations différentielles, on voit
que s;(/ ; #) sont des fonctions analytiques de (/, u)=(, u,, --- , u,_,),
puisque s;(#) sont des fonctions analytiques de u.

On prend maintenant une partition de l'unité {a;w)}; ...,
sur V, indéfiniment différentiables >« («#)=1 subordonnée aux cartes
locales qu'on vient d’'introduire, et B(/) est indéfiniment différ-
entiable 2 support petit et vaut 1 au voisinage de /=0; 0<B(/)<1.
On fait l'orientation telle que du, -+ du,_,dl >0.

Alors, (2, 8) s’écrit

2,12) Du(x, t) = SE%&W"—* dfgexp (i18) 32 Bt () ¥, (@)

a(sl, cer Sn—l) .
a(u” e Uy, l)q)l(s) dul dun—gdl

+ S; g g Sexp I8 [1— BU) (@) do ,

ol Y (@)=w" A" r(w), p;(s) est une fonction analytique en s.
Nous avons supposé (x, ) fixé. Maintenant supposons que (x, )
parcourt un petit voisinage U de (x,, {,). Montrons comment (x, )
intervient dans la paramétrisation précédente. D’abord, /(s; x, £)=0,
l(s; x,, t,)=3=0 entraine que, si U est assez petit, on a, par exemple
Su1=JS(8,, -+, S._.; %, 1) ol f est une fonction analytique en (s, x, ?).
Ceci signifie que, si U est assez petit, la sous-variété V,,={s;
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I(s; x,)=0} s’exprime par s;=s;u,, -+, Up_,; %, 1) (=1,2,--,n—2)
ol s; sont des fonctions analytiques en («, x, f). D’aprés la formule
(2,11), au voisinage de V,,,s; (i=1, ---, n—1) sont représentés
biunivoquement par (u,, -+, #,_,, ). Précisément, s;=s;(u,, -,
u,,;x 1). Pour (x,¢) fixé dans U, (u,, -+, #u,_,, I)—(s,, =+, S,_1)
est biunivoque. De plus s; sont des fonctions analytiques en
(u, l; x,t). Alors toute fonction analytique en s se transforme en
une fonction analytique en (u,, -, #,_,, /, x, ©).

Rappelons que la distribution (2, 7) s’exprime a 'aide du facteur
de convergence exp (— &), €0,

2,13) u(, ) = lim Sexp (1 — EE) (@) E" 1 dE do |

Cette limite est 4 prendre au sens de distribution (9'),. Doy, il
en est de méme de la distribution (2,12). Nous allons montrer
que DYu(x, t) est une fonction continue sur le voisinage U de (x,, t,)
et cette vérification montre en méme temps son évaluation sur U.
Envisageons d’abord le second terme.

min 15— - —gl{_ 1 ymin-1
(2,14) SPIE exp (il§ —&E)dE = exp (il 8){ il—6+ GI—oy

_(m+n—1)(m+n—2)+ +(_1),,,+,,,1(m+n—1)!

(il — &) (il — &+
_ m+n(m+ﬂ—1)! N _
+(=1) —(2'1#6)”‘“'} ’ ou m=|vl|.

Compte tenu de ce que|/|>¢&, ou B(/)==1, on a

. exp (il —&q ©
tim | SEEI1-801 @1

_1 S exp [il(o; x,8)] [1— B0 ], () do,
Q

i* lw; x, 1
la convergence est uniforme pour (x, ) € U. D'ou

(2,15) |second terme de (2,12)|

<[jrrate e D ) do

) S g St m+n

<O (y)de,  on m =y

8/ m+n
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Envisageons le premier terme; on considére
P ) = | et [exp @B )

A(s,, - )
T\W1y n -1/ l.
X o, . 1) P(s)du, - du,,_,d

Il faut, bien entendu, calculer a I'aide du facteur de convergence
exp (—&E). Mais nous l'omettons ici, car la vérification est facile
d’aprés ce qui précéde.

)

Le facteur BESI. ;(/)(s) est une fonction analytique en («,, -
U,

u, ., !;x, 1. Alors il existe des constantes positives M,, ---, M, ,,
My, A et p telles que

@16 |(5) [r@5epuo]|< Bmr o mizma,

k=0,1,2, - ;v>0, pour (x,)eU.

(Ici, il faut remarquer que s; sont des fonctions analytiques en
(, I x, 1)).
Ou bien, en désignant par M=max (M,, -
s,
SERPEN

Zﬂl"v(w)a(ul'”)

’ Mn H)y qv(uy l; x) t)

G;

(2, 16y Kal

) q,(u,l; x, t) <k MYM,A, pour (x, H)eU.

L’intégation par parties en / donne

[exp @618, ). w, Ddud!

(—g)m *

= T fexp i) (80w, D1dudl.

m+n+1

or, (%)mwﬂ[ﬂ(l)qv(u, n1=80(5)" " e

m+n-1 d>p <8>m+”+“1’ /
+§Cp <d1 B) 5 q,(u, ).

Envisageons les termes sous le signe >1:
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o

[exp (z'zé)a,.(u)(sl)"ﬂ- (2?1)'”"“_”%(% Ddudl

— (—1) Sa;(u)B(i)(a%)”[exp (z'lf)(%)mwﬂ_ﬁqy(u, 1)] dudl
~1) 33 Crr [ s exp (il&)(%)'"+"+"kqu(u, Ddudl.

Ces termes interviennent dans lintégaration envisagée sous la
forme (a4 puissances de 7 prés)

SEN Er=2 Sexp (il&)m(a)ﬂ(l)(a%)mMH_kqv(u, Ndudl .

Ici, il faut souligner que lintégration en dud! s’étend sur le
domaine du (%, /) vérifiant 8’(/)==0. Donc, dans ce domain |/|>¢".

Or, d’aprés ce qui précéde, on voit facilement que cette intégrale
se majore par

2.k [ |( @Yok 24k (m+n+1—R) p 1y
2R s n]awar <2 O MrMAS,,
de 1a

1, 1)< MMM,AS;
!
{(m+n+1) 2 Cm+n+1 (Z C,,Z k' (]’_ﬂvﬂ“"l k) )} .

m+ni1 50 =) Blk pm+n-.-1 k

On désigne p’=min (¢, p). Alors,

2-p! (m+n+1—k)! _ 2.p! (m+n+1)! s
kZ@”'<p/m+'ml%vi(;—kﬁ_“\;/fﬁinu ] (P+1) ’
(p+1)-(m+n+1)! (m+n+2)!
< 2 p/ m+n41 < 2 P, m+-n41 ¢

D’ou, finalement,

< MUMWAS; () oy omenee gy ).

’ m4n+1

@17 P DI<

En ajoutant cette inégalité par 7, et compte tenu de (2, 15), on aura
I'inégalité de la forme

(m+n+1-k)! _ (m+nt+1)!
D T G-nt S !
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(2) 18) |Dvu(x) t) [<iM/ly[M¢k‘Qol.(lul+n+2)! pour (x) t) € U)

7 ivi+n+1

2lv|+ni2
p

oli M’ est une constante ne dépendant que de o et A(w) (=1, 2,
.-, N), et M, ne dépend que de {(w), k est une constante >2 et
|Q,| est la mesure superficielle de £2,.

L’évaluation (2, 18) montre que la distribution définie par (2, 7)
est une fonction analytique en (x, f) au voisinage du point (x,, £,)
n’appartenant pas a (B). Cela achéve notre démonstration.

3. Dans ce numéro, nous allons envisager le cas général, i savoir
le cas ou B:I=0, en supposant les racines )\ (w) réelles et distinctes.
Posons

d(of, 1) = 3 exp (M (@)E) {vé”(m, ) +”——5”(g” ... +?2§»’L§»ﬁ + }

Notre premier but est de montrer que, si & est assez grand, cette
série uniformément (par rapport a o, f) converge.
Suivons le procédé montré par P. D. Lax dans [1].

o o . R
<a_t_ E,: A;—axj—3>u(x, H=0 équivaut a
(2 ~iA-o-B)utot, 1 = 0

ot T

Ceci entraine

3,1 A @) —A-0)® =0 (t=1,2, -+, N);
(3,2) Ai(@) —A-0)i = — /= 1{(v",); — Bvi2,}
n=1,2, --;i=1,2, ---, N.

Posons

3,3 BRy(®) = 3 byj(@)R;().

Remarquons que les b;;(@) sont des fonctions analytiques.
Posons

(3, 4) v, = 2 o)) (0, HR (o) .

Alors

Bo{ = ‘JZJ ci'BR; = ;; o ’b Ry = ‘? (‘T—‘ ai'bs,)R; .

L’équation (3, 2) devient
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3,5) ol t) = Y=L (il — Sottabgl i

A;—N;
i i
(3, 6) (olt ), — Zk] ot \b,; = 0 ou bien
3, 6y (onia ;'_biio-:)t—l = § U:»’ilbki .

D’aprés la condition (3, 1), on pose
v = o”(0, HR (@),
alors la condition (3, 6)" implique

(3, 6), (e —b;08” =0 avec la condition initiale
0'1()“(607 O) = O';(CO) (i:1)2» o )N)°

Ensuite, pour v(», #) on pose la codition initiale
(0, 0) =0 n=12 .
Cette condition équivaut a
ZIUZ’(w, 0)=0 (i=12,+,N) (n=1,2,-),
ou bien

3,7 aul(@, 0) = =23 a3'(@, 0).

ixi
, 2\?
Pour évaluer (,52) ¥, t), commencons par

LEMME 3,1. Soit x(t) la solution de I’équation différentielle x'—dx
=k(t) out d est une constante. On a pour t_>0,

| 2(0) | < a(| %(0)| +max [k(r)]) o a=exp(|d|t);
xP(t) = dﬁ-x(t)+"21 dr-ag(d)  p>1.
Ceci remarqué, désignons

M® = max { su
hi=1,-, N \@€Q,0<I<T

(3.
(3w

2\»
/ m __ ii .
MP = maxN {sup ‘(87) oii(w, t)‘} ;

i=1,2,"+-,

M» = max {sup
i
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8<£2§01 [Ai(@) =X (o) | i=7, de plus 6<1,
K= max {ru{égzclb.-,-(w)l} ;  a=exp(KT).

On a alors, d’aprés (3, 5)

3, 8) Mgmgé_(M,gf_r';uNKM;@l .

D’apres (3, 6), (3,7) et le lemme 3,1, on a

(3,9) "M < a(NM®+ NKM,®) = a(1+ K)NM® ,

(,10)  MP <K MP+ 5 KONK M,

On a alors le
LEMME 3, 2.

MP < ci(eNK)™ (%)M :

ou M= max {max|ow)|}; les o) étant définies par (2, 4); ¢ est
- Voo

i=1,2,000,

une constante positive quelconque >2; ¢, est aussi une constante
quelconque vérifiant c1>2(1+K)N§+1__
¢

DEMONSTRATION. D’aprés (3, 6),, 'inégalité a4 démontrer est vraie
pour #=0. Nous allons montrer par récurrence en #. Supposons
I'inégalité vraie pour n»—1, montrons-la pour #.

D’apreés (3, 8),

(3, 11) M» < Lo + NKMo)

= O

n—1 ntp—1 a "
<} (eNK ) (c+1)NK<§> M.

D’aprés la condition sur ¢, on a (c+1)<lcc,, et a>1, de la
Iinégalité voulue. Passons a ‘M. D’abord d’aprés (3, 9) et (3, 11),
on a

MO < a1 + K)Net-(cNK)Y (e + 1)NK—,16— <%>M

d’aprés la condition sur c¢,, A1+ K)Nc+1)<lcc,, de 1a

M < ceNKY(2) M.
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Ensuite, d’aprés (3, 10) et (3, 11)
= 7n+1
'MP < K?'M”+ NK pzj K97 (e NK) 7 (c+ 1)NK<%> ,

M
p>1.
D’abord,

K? ’M,‘,‘”<c’fKP(cNK)"<—g—)nHM, comme ¢3>2,

ni1
a fortiori (N>2, de 1a K? /M <L ceNKy+#(2)"M.
Ensuite, le second terme sous le signe > devient

et NK) e+ DK (2 ) M & Koo (eNK*

compte tenu de ce que ”Z:]IK"""‘(CNK)": K7 {14+ cN+ --- +(cN)*'}
< 2(cNK)?™*, puisque ¢cN_>2, de la il se majore par

ni1
2cvr1(cNK)"+ﬁ~2(c+1)(NK)2(§> M.

D’aprés la condition sur ¢, et ¢, on a 2(c+1)<%c1c2, d’ou le
dernier se majore par

n+1
%c{‘(cNK y+ P(%) M. Cela achéve notre démonstration.

Dans le lemme 3,2, nous avons évalué en supposant o réels.
Mais, comme on s’apercoit aisément, notre évaluation est méme
vraie dans un domaine complexe contenant les points réels. A
savoir, on a le

LemMme 3,3. Soit (s)=(s,, -+, S,.,) ume carte locale analytique de
Q,. Pour toute partie compacte K, des (s), il existe une constante
p>0 telle que oij(w(s), t), 0O<t<T (m=0,1,2, ---) peuvent étre
prolongées analytiquement dans les polydisques de rayon p ayant
comme centre les points (réels) de K,. De plus on y a linégalité
de la forme du lemme 3,2 :

l(%)%:,g(w(sHm, z)|<cm+»M', pour |sI|<p (=1,2-,n),

seK,, m=0,1,2,--- p=0,1,2, ---.,

On va envisager maintenant

3,12)  wlx, f) = 3 SM gt | exp (1) 10 (@, B+

j=

+od(w, H/E"+ -}do,
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ol /;=x-0+trjw), et & est un nombre assez grand qu'on va
déterminer. Compte tenu de (3, 4), il suffit d’envisager une distri-
bution de la forme:

(3,13)  u(x, t) = S E"‘ldéga exp (i;6) {e{" (o, )+ oi(w, ) E+ -+

£2&
+ont(o, /E"+ - J(o)do

ol Y(w) est une fonction analytique en o.

Posons
(3, 14) unl, ) = | &a [exp @5V D do
£2¢) g"’
ou l:lj’ ‘!’mzo',j,f
(3,15) u(x, t) = uy(x, £)+ulx, )+ - +u,,(x, £)+ - .

Prenons (x,, {,) n’appartenant pas a (B). Comme au #° 3, on

considere u,(x, ) au voisinage U de (x,,¢,). La dérivation de
u,(x, t) donne® pour

) Vi 2 Vn 2 Va1 ,
Dv:<a_xl> <axn> <§t> ’ V:(VU ty Vas Vn%—]):(y ’ pn“)

(3, 16) Dvum(x’ ) = Z C‘T’n+1 S gn-1 IV/H,,dE

24

e I\
exp ()i ) (5;) o,
xg BN T e
é:m
Nous utiliserons ici la paramétrisation («,, ---, #,_,, /) comme

au n° 2. D’aprés le lemme 3, 3, correspondant a (2, 16), on aura
I'inégalité de la forme:

61 |(5) et e (S) Wate 058 i)
k

1
<;M“"M?“’A. v >0, pm=0,1,2, -,
Considérons d’abord le cas ou |v|+#n_>m, alors dans (3, 16)
[V | +r<|v|, dot n—1+|V|+r—m_>|v|+n—1—m. Donc, cor-
respondant a (2, 18), on aura l'inégalité de la forme:

6) Si l'on utilise le théoréme de Cauchy-Kowalewsky combiné avec le théoréme
de Holmgren sur l'unicité, il nous suffira de montrer seulement l’analyticité en x. Dans
ce cas, le raisonnement sera plus bref.
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v|+n+2-m

V. v 21
(3,18) | D*u,(x, £)[< 2! IZWH—_",
£)

pour m<|v|+n, (m=0,1,2,--; »>>0), ou M’ est supposé_>1.

M| +n42—m) k| Q, ]|

D’autre part, pour |v|+#n<m—1, on a par I’évaluation trés
simple,

(3,19) | Dy, 1)< 2™ %ﬁ o,
On prend
(3, 20) £, >2M .
Maintenant envisageons
I Duts, 1< 3 D, B = 33+ 31

Dans la premiére somme, on majore tous les termes par (d’apres
(3, 18))

QIvI+n+2

. (?_TJ(;,;;GM'ZW"( v +n+2)! k| Q).
£)

D’autre part, le second membre se majore d’aprés (3, 20) par

2|y|+n+1
oM ;' 10

0

ol -

D’ou
QRIVIHRt2y g 2V

(3,21) |Du(x, t)|< <p/>]y|+”+l (Il +n+3)! kIQ|(lv]= 0,1, 2, ).
£

Ceci établit que u(x, #) est une fonction analytique en (x, {) dans
(x, )€ U, de 1a il en est de méme de la distribution #(x, ) définie
par (3,12). Or, u(x, t) est bien la solution de (1, 1) avec la donnée
initiale :
N
u(x) O) .-3_‘) E:]l (0';(0)))£>£0Ri((0) )

ol (o{®))sg désigne la fonction qui est zéro pour E<E, et égale
a oiw) pour £>&,. Pour achever notre démonstration, il ne reste



Analyticité des solutions élémentaires du systeme hyperbolique 227

qu’a constater l'analyticité de la solution u,(x, #) de (1,1) avec la
donnée initiale :

u,(x, 0) '5" 2 (O'i(“’))g<goRi(“’) ’

ou (o))<, est la fonction qui est égale a o, (0) pour §<&; et 0
pour £>&,. Or, ceci est évident, vu que F(u,(x, #)) est la solution
de l’équation (1, 2) et que le support de cette image est toujours

comprise dans la boule de rayon &, et elle dépend analytiquement
en £

4. Nous avons supposé que les racines Aj(») sont distinctes. Nous
allons montrer que cette hypothése se généralise, Supposons le
systéme (1,1) hyperbolique au sens que nous avons énoncé au
début de I'Introduction. Comme on sait (voir Petrowsky [3], [5],
Mizohata [2]), on peut définir, dans ce cas, localement sur la sphére
Q,, l'ensemble de vecteurs propres R, (), -, R, ,(®); R,(®@), -,
R, p(@); 5 Ry(®@), -+, Ry p(®) qui sont analytiques en o, et liné-
airement indépendants :

(4) 1) (X‘((D)I——A'CO)R”((O) = 0 (Z.:]-)Z)“"S; j=1’2) '”7pi)'

On pose la solution cherchée sous la forme

4,2) @€, t) = ; exp (I M (@)t) (v (o, 1)+ -+ + 0P (o, ) /E+ -} .

Posons
s f’j
4, 3) v (0, 1) = ;1 (,;1 o 'R ;)
1505
1<I<py,
Bo = 3 (3 ot OR s
ik hyl

Conformément a la formule (3,5), on a
@5 o= VoL iGomi- ety pour jini.
N ’

et a (3,6), on a
(4, 6) (21— 20 o210l = 2 on2thn)

1<i<p; {h;hxi}
{I=1,"p4}

(i=1,2,--,s; k=1,2, .-, p,), avec la condition initiale
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: 7’
%) o0, 0) = — 3T o
{5 iy

Pour évaluer &%, .-, oi%? d’aprés le systéme d’équation
différentielle (4, 6), on s’appuie sur le

LemME 4,1. Soit X(8)=(x,(t), -+, x,(2)) t >0, une solution du systeme
X' (ty=DX(t)+ K(t), on D est une matrice d’ordre v, on a

| X(#)|< exp (/| DI[#)(] X(0) | +£I<1§§IK(T)|),
ol Xt = (S x0)]9};
|ID|| est la norme de D considéré commme application de C” dans C’.
XP(t) = DPX()+ 33 D2 K.

On aura donc l'évaluation analogue au lemme 3,2. On aura
donc

THEOREME 4,1. Soit E(x, t) une des solutions élémentaires du systeme
hyperbolique (1, 1), alors E(x,t) est une fonction analytique (¢ valeurs
vectorielles) en (x, t) sauf sur les bicaractéristiques issues de I'origine.

Enoncons une conséquence du Théoréme. Désignons par
S(x,, t,), t,7=0, I'intersection des lignes bicaractéristiques issues du
point (x,, £,) (du systéme (1, 1)) avec le plan #=0.

THEOREME 4, 2. Soit u(x,t) une solution du systeme (1,1). Si la
donnée initiale, u(x, 0), est analytique au voisinage de S(x,, t,), alors
u(x, t) est analytique en (x, t) au voisinage de (x,, t,).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer I'analyticité en x. En effet,
si cela est établi, le théoréeme de Cauchy-Kowalewsky, combiné
avec le théoréme de Holmgren (sur 'unicité) nous montre I'analy-
ticité de u(x, f) en (x, ¢) au voisinage de (x,, ¢,).

Soient Ei(x, t), ---, Ei(x, 1) le systéme fondamental de solutions
élémentaires du systéme adjoint a (1,1):
— 8 t a _t ) / —
(4, 8) ( St B g, —'B)E(x 0 = 0
vérifiant
0
Eix,0)= 8, i
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En désignant par Ei(x, t; x,, t,)=7,,,Ei(x, t) (translatée de (x,, ¢,
de la distribution Ej(x, ¢)), on a

4, 9) w(x,, 1) — 3 Su,—(x, 0OEUx, 0 x,, t,)dx

7

=21 S uilx, OE(x—x,; 0, ¢,)dx
3

ou l'intégration est 4 prendre au sens de distribution.
Ou encore, en désignant EE—x)=EjE—x; 0, t,), pdx)=ulx,0),

d, 10) u(x, 1) = 3 S%(E)E,-(E—x)df.

Remarquons que les bicaractéristiques de (4, 8) sont identiques
a celles de (1, 1).
Pour notre but, il suffit de montrer le

LEMME 4, 2. Soit u(x) la distribution définie par

u(z) = | FE—x)pE)d

On suppose que

1) f(x) est une distribution @ support compact, qui est analytique
en dehors de [l'ensemble fermé S :

il) @(x) est une distribution, qui est analytique au voisinage de
lensemble S, =, S (translatée de S).
Alors u(x) est une fonction analytique au voisinage du point x,.

DeMONSTRATION. Ce qui va suivre est essentiellement le méme
que [6] Exposé 6, Proposition 1.

On prend «(f), 0<{«(§)<1, qui vaut 1 au voisinage de S,,
dont le support soit contenu complétement dans le domaine de
l’analyticité de @(§). On décompose #(x) en deux:

(4,11) u(x) = u,(x)+ulx) = S FE—2)[1—aE)]pE)dE
+ [ £~ va@peds.

Sur le support de [1—a(&)]p(é) €&, f(E—x) est une fonction
analytique en £—x, si x est assez voisin de x,. Cela montre que
u,(x) est analytique au voisinage de x,.

L’analyticité de u,(x) se démontre de la maniére suivante:
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D¥uyx) = (—1)™ SDgf(é—x)a(é)rp(f)dé - | re—nDTa@p@ 10
Par Leibniz, elle s’écrit
(4,12) Sf(f—x)a(S)DVrp(E)d§+ sa S FE— ) DFUE) DY Fp(E)dE |

Evaluons le premier terme. f(x) s’exprime

f= 23D*u, ou u, sont des mesures a support compact.
|pl<m

D’autre part, comme @(£) est une fonction analytique au voisinage
du support de «(), on a

1
| D¥p(&) | < v M, pour £€ support de «; on suppose p<1.

vplvl

De la
413) | { fE—na@Dp@dE < 33 (max | DLa@Dp®1)-| |1ds,

!
< ¢, am)K (;V!V%m)'Mw, ou c¢,, est une constante qui ne dépend
P

que de m; «a(m) = rlﬂgsc (max |D*a(é)|); K= rlgléx Sld’“f" .
Considérons les derniers termes:
Sf(§~x)D”a(§)D”'“rp(f)d§ = (—1)™ Sa(E)D?[f(f—x)D”"‘q)(E)] g,

il faut noter que l'intégration en & ne s’étend que sur l’ensemble
ou a;==0. Comme f(§—x) y est analytique en £—x, si x est voisin
de x,, on a
1
|ID;f(E—x)| < ”l'wa. Par Leibniz, ELfE—x)D  pE)] =
pl
D) CeD; f(E—x)D* °p(§), elle se majore donc par
oK
siee ooy, < MMy

o<h dpllﬂ't prV-tTI ==

2 Chol(v—0)!, ou p”=min(p, p’).

p//“" T<p

— !
Or, ) Chol(v—0o) = p! X3 %” -q))_;’ en majorant tous les termes sous
(2% ,u,—o' H

!

le signe de 3 par ”", ona <! 3 1=u!(u,+1) (u,+1)<(|v]| +n).
e T

De 13,

(4, 14) |les derniers termes de (4, 12)|<C QIT—ln)!M M2,
prrt
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En ajoutant (4, 13) et (4,14), on voit facilement que Du,x),
v >0, sont majorées par une suite vérifiant bien que u,(x) est une
fonction analytique. c.q.f.d.

Comme un cas trés particulier du théoréme 4,2, on a le

COROLLAIRE DU THEOREME 4,2. Si la donnée initiale u(x,0) est
analytique en tout x, alors la solution u(x, t) est analytique en (x, t)
en tous les points (x, t).

5. 1l n’est pas difficile de voir que notre résultat est vrai pour
les systémes hyperboliques d’ordre plus haut qu’un. Limitons-nous
d’équation hyperbolique :

M[u] =0, ou

(2 (DY) (2 )
(5y 1) M - <at> - kot k‘+¥+kn="’a at axl axn

k<™

9 \ ko 9 \F»u
b(k) <__) oo (-——) .

On désigne la partie homogéne de degré m de I'image de Fourier
de M par H:
2\~ e/ O\ 1 seraf O\ 2 e
6.2 H=(2) vyt S)" reonier(S )+ anorier,
oll @fw) sont des fonctions homogénes de degré 0 en o, qui sont
évidemment analytiques en .
Posons

6:3) ok, ) = (E (S ) a0k, D (=012, m=1).
En désignant par (o€, £)=(d,, -, lim_,), Uéquation M[$]=0
s’écrit, en combinant avec (5, 3), sous la forme matricielle :

(5, 4) [%—iA(w)E—BJw)—BI(w)/E— r =B £ ik, = 0
[ 0 1 ‘
| 0 1 |

(5, 5) Alw) = | - |

| (@) — @, (@) o —ay@) ) .
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Comme on sait, les valeurs propres de A(w) sont identiques aux
racines du polynome caractéristique de (5, 1) :

P(v; 0) = M+ a0V -t f0) = 0.

On suppose que les racines A, (o) sont distinctes et réelles pour
tout ©. Les A[w) sont alors des fonctions analytiques. Dans (5, 4),
A(w), B(»), -+, B,,_,(w) sont des matrices (d’ordre m) homogénes
de degré 0 en o, et analytiques.

Nous allons construire la solution #(wé&, £) de (5, 4) vérifiant la
condition initiale :

(5, 6) (€, 0) =

—_O OO

en visant a la construction de la solution w(x, f) de (5,1) vérifiant

u(x, 0) = ;(%u(x, 0)= .= (%)m-zu(y, 0)=0, <%>m-lu(x, 0)=29,.

Remarquons, en chemin faisant, que les autres solutions élémen-
taires vérifiant :
o >*’ {8 pour 7 =j )
" Nufx,0) == . 0<Lji<m—2
<8t A% 0) 0 pour 7:-j =TS )

se détermineront de la méme maniére. Par conséquent, nous
n’en donnons pas la démonstration.
On pose, comme auparavant

G, 7) Bk ) = g exp (NVEDN (O + - +0P[E+ -}
En posant 1e§ coefficients de £ " zéro, on a
(5,8) iNf(o)—Al) = —@L)i+ By, +Bol,+ - +B,, 0.
(on pose v_,=v_,= - =0).
Décomposons la donnée initiale (5, 6) :
0

(5,9) b | = 2 oioR ).
1
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Comme dans le cas précédent, on pose
(5, 10) v = ; a.'(o, HR (@) .
On pose finalement,
(5,11) B+ -+ +B,, 0, = ‘,S‘ P05 0,y opmR;,

ou P§” sont des formes linéaires en ¢’ ,, -+, o}2,, a coefficients
dans les fonctions analytiques en o.
Ceci posé, (5, 8) s’écrit sous la forme

6:12) ok = V=Ll PP( s oy o))
j— i

En écrivant
ngi) = bii(w)o-iil+Q(ii)(w > 0_"1;11, Op-25 """ o—n—m)
ou Q{’ ne contient pas de terme c..,, on a
(5) 13) (0-7(11:—1 ,__bi'io—’lilil = —Q,(O) ; O—fz-{h Op-2y """ a-n'm) ’
avec la condition initiale
U:if—1((": O) = - 0-7151:—1((‘)) 0) .
[ APET) ]

Il sera facile de voir qu'on a une inégalité de la forme du
Lemme 3,2. D’ou on voit que I'image réciproque de (,,_,(@£, #))=,
est une fonction analytique en (x, f) ou (x, {) n’appartient pas a

(B). Prenons les autres composants, par exemple (J,(w€, )z, .
Il en est de méme de l'image réciproque de (i) " "(Jy(wé, 1))z, -
Ainsi, on voit que I'image réciproque de (i#(f, ¢), -+, <§t>""lﬂ(w‘f,
1))e=¢, €st analytique en (x, f) dans I'ouvert complémentaire de (B).
m-1
En ajoutant 'image réciproque de (#(wé, t), ---, <§_t> i(w€, 1))e<t,»
on voit que u(x,?) est une fonction analytique en (x,¢) dans
I'ouvert envisagé.
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