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1. Introduction. Soit E(x, t) une solution élémentaire du système
hyperbolique :

(1,1)a u  —  - A  a u
a t . , „  Bu o,

dx ;

où A ;  e t B  sont des matrices constantes d'ordre N.
Notre but est de montrer que E(x, t), t>0, est une fonction

analytique') sauf sur les lignes bicaractéristiques issues de l'origine.
Ce résultat est déjà connu pour les systèmes homogènes, à savoir
dans le cas où  B = O (Petrow sky [4 ]). Mais, ici, nous allons le
montrer directement par le développement asymptotique de l'image
de Fourier de E(x, t). Nous suiverons le raisonnement de P. D. Lax
exposé dans [1] pour montrer que E(x , t) est une fonction indéfini-
ment différentiable sauf sur les bicaractéristiques issues de l'origine
dans le cas où A.3 et B sont des matrices indéfiniment différentiables.
On pourrait étendre notre résultat au cas où A.3 e t B  sont analy-
tiques en (x, t), mais il faudra alors une analyse très minutieuse.

2. Ce que nous appelons ici hyperbolique est le suivant (voir
Petrowsky [3] p. 66) :
1 °  pour tout ( „ • •• , „) réel,

A • =  E A 3 3  est une matrice diagonalisable dont les valeurs
caractéristiques sont toutes réelles ;
2 °. les multiplicités des valeurs caractéristiques sont invariantes
pour :

1 )  Dans cet article, nous entendons par une fonction analytique une fonction
analytique de variables réelles.
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(let (xi— (x — x ,())P i •  •  •  (x — x 0 ())P s  ,

x l( e )  <  •  •  •  < xs (0  , p1 + +p s = N .

On sait alors que les i (e) sont des fonctions analytiques.
Montrons notre but pour le système strictement hyperbolique :

On suppose les valeurs caractéristiques distinctes. Comme notre
raisonnement est essentiellement le même que pour le système
hyperbolique au sens généralisé, nous ajoutons, à  la fin, des modi-
fications à  faire.

Nous allons envisager d'abord le cas où B= 0 :

(1, 1Y
" a -- EA.at

On désigne par coe= ((oi e, • •• , (0„0, I (01 = 1 , 0 ,  les points de
l'espace dual de x.

Soit u(x, t )  l'une des solutions élémentaires :

0

u(x, 0) =

o
La transformation de Fourier donne"

(2,1)
(

a • E  A ..(00U (6), t) = O,at ,

r

et(we, 0 )  =  1

Soit R i (co) est le vecteur propre de longueur unité de la matrice
A •co= E A ? ) ,  correspondant à  la valeur propre Xi (w)

(2, 2) (Xi(w)/— A •(0)R i (a)) = O.

Il est évident que les R i (co) (i =1, 2, •• • , N ) sont des vecteurs définis
sur la sphère tout entière, analytiques" sauf peut-être dans le cas

2) Ce que nous appelons ici l'image de Fourier est, dans la notation actuelle,

ti(w0 exp ( —ix•c4) u (x )  d x . Alors, l'image réciproque devient

u(x, t) =  1 Y exp (ix.w) aavo d d w .
2tr

3) La sphère U 0 := 1 ,  est muni d'une structure de variété analytique :
wi =w i (s / , ••• , sn _ 1 ) (i=1, 2, ••• , n) s étant les coordonnées d'une carte locale. R,(0.) est
alors un vecteur dont les composants sont des fonctions analytiques en s. Il en est de
même de Ai(w), (r,(0.,), etc.
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n=2. 4 ) Laissons ce cas de côté.
Comme les R i  sont linéairement indépendants, on exprime la

transformée de la donnée initiale :

(2, 3)

0
•
•1 = -

Remarquons que a j (co) sont également analytiques.
On a alors

(2,4)t )  =  E exp (iX ; (6 ))t )0 - 1 (0))R 1 (0))

la solution voulue de (2, 1).
La solution u(x, t) de (1, 1)' s'écrit

(2,5)u ( x ,  t) = (277-) - n E  exp [i(x • w + tX j ) ]o- i (co)R; (a)) e - 1  d dw

où da) désigne l'élément de volume de la sphère unité .

Il faut signaler que l'expression ci-dessus ne s'écrit que symbolique-
ment pour exprimer l'image réciproque de Fourier, mais pour le
calcul elle est commode.

Une courbe bicaractéristique x (t ) issue de l'origine de l'équation
(1, 1) ou bien de (1, 1)' est définie par

x i =  — \, 1(co)t, t =- t( i = 1 ,  2, • ,  n)

où X (w ) désigne la dérivation suivante : on étend X(w), pour I w I > 0 ,

par la relation Mw) = I X (  , • •• , "  )  e t  V„, = a X .  X ( c 0 )
I 0 ) I co I 3w111„,1=1

étant l'une des X,; (0)). On désigne par b 5 (w )  la ligne ci-dessus
correspondant à  X= X.3 . Par (B ) l'ensemble des lignes bicaractéris-
tiques issues de l'origine.

Soit (x, t), t> 0 ,  un point n'appartenant pas  à  (B ) .  On va
montrer que u(x, t ) donnée par (2, 5) est une fonction analytique
en (x, t ) (à valeurs vectorielles) au voisinage de ce point.

4 )  Dans le cas n= 2, comme le cercle n'est pas homotopiquement 0, il faut quel-
ques considérations pour définir R1( . )  sur tout cercle comme un vecteur continu.
Mais, comme nous le montrerons dans le n °  4 , il nous suffit de supposer que R i(w )
est analytique par morceau.
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Posons

(2.6) 1(w ; x, = 1(w) x •  + tX; (w) .

Nous allons montrer que

(2,7)u ( x ,  t )  = exp [i /(w ; x, t)e] qr(w)e"ce do)

est une fonction analytique en (x, t ) au voisinage du point (x, t)
vérifiant la condition ci-dessus, où Ak(w) est une fonction analytique

en w .  Cela suffit pour montrer notre but, car 1 ,, dedw estIti‹1
une fonction analytique partout.

De (2, 7), pour v= ( , ••• Vt1-1-1) (
V

)  Vn-I-1 ), on a

(2,8)D 'w ( x ,  t )  = exp (i/e)(0'/ X 1*(w)e [ 'i±" -- VU(0 .

Pour évaluer ces dérivées successives, nous suivons le raisonne-
ment de P. D . Lax.

Le point de l'intersection x , de la ligne parallèle à b 1 (w) avec
le plan t= 0  est donné par

xo =  x+ (X)'t = (x, + (x) o, t, • • • , x, +(X 5 ) t) .

L'hypothèse que (x, t ) n'est pas situé sur aucune bicaractéristique
issue de l'origine entraîne que

Ixol l x + X V I > O •

Or, = x • + t(X.)' d'où, , Oli I

(2, 9) I grad /H I xo  >  O.

Comme w • grad /(w) = 0, en point w tel que /(w)= 0 , on voit que la
longueur du gradient de 1(w) suivant la surface I w I =1, est minoré
par une constante positive lorsque w  parcourt la variété V = lw
1(w)— 01.

Considérons la sphère I w  =  1  comme une variété riemannienne
analytique, et V, définie par 1(w) = 0, comme une sous-variété
analytique régulière à (n -2 ) dimensions. Considérons le voisinage
de V .  Par chaque point de V, il passe une et une seule trajectoire
orthogonale aux hypersurfaces 1(w)= constantes. Si l'on prend un
voisinage de V assez petit, alors pour chaque point, il en existe une
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et une seule. On munit V des cartes locales analytiques (u„ ••• ,
un _2 ). Comme pour tout point • , sn _1 )  il existe une seule
trajectoire passant par (u„ ••• , u n _,), en désignant 1=1(P), on donne
au point P ,  les coordonnées (u „ ••• , u „_„ 1 ). Alors (s„ • •• , sn-,)
sont des fonctions analytiques de (u 1 , ••• , u„_ .„  1 ) et la correspon-
dance est biunivoque. En effet, la trajectoire orthogonale se donne
comme solution de

(2, 10)
do- 

=  E g'il(s)g .(s)

où (g i i )  est la matrice inverse de (g i 5 ) :  d s 2 E  g i i (s)ds i ds i .
En prenant 1 comme paramètre au lieu de 0-,

ds- ds- do(2, 11) - E / E l (i=  1, 2, •  ,  n -1 ) .
dl do- dl i '

Comme g 11(s ) e t /(s) sont des fonctions analytiques, en désignant
par s 1 (/ ; u )  la solution de (2, 11) vérifiant la condition initiale
s ( 0 ;  = s i (u), d'après la théorie des équations différentielles, on voit
que s 1 (/ ; u) sont des fonctions analytiques de (1, u)= (1, u„ • • • ,
puisque si (u ) sont des fonctions analytiques de u.

On prend maintenant une partition de l'unité {ai(u)} i-1,2,...,p
sur V, indéfiniment différentiables Ea 1(u)=1 subordonnée aux cartes
locales qu'on vient d'introduire, et O (i) est indéfiniment différ-
entiable à  support petit et vaut 1 au voisinage de 1=0 ; 0 < 0 (/ )< 1 .
On fait l'orientation telle que du,—  du n _4 1 > 0 .
Alors, (2, 8) s'écrit

(2, 12) t ) = 1"1-1-n-1de x p 0(1)cei(u)*,((o)

x  3 ( s ' ' ' 4 - 1 )  p i (s)du, •• • du n _2 d1
a(u„ •-• , u„_ 2 , 1)

+ t"1-F"-1 de x p  (i/ ) [1 — /3(/)] ,kli,(c0) do) ,

où *,(0))— (0 / X':," 14/.4 ) ,  (j'As) est une fonction analytique en s.
Nous avons supposé (x, fixé. Maintenant supposons que (x, t)

parcourt un petit voisinage U de (x o , to). Montrons comment (x, t)
intervient dans la paramétrisation précédente. D'abord, /(s ; x, 0 ,
/((s ; x0 , to )  I  0 entraîne que, si U  est assez petit, on a, par exemple
sn,=fisi , • •• s,, ; x , t ) où f  est une fonction analytique en (s, x, t).
Ceci signifie que, si U  est assez petit, la sous-variété ;
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/(s ; x, t) = 0} s'exprime par s i = s i (u„ • • • ,u,, 2 ; x, t) ( i= l, 2, • • • , n -2 )
où s i sont des fonctions analytiques en (u, x, t). D'après la formule
(2, 11), au voisinage de V , , s i (1=1, ••  •  , n -1 ) sont représentés
biunivoquement p a r  (u„ ,  1 ) .  Précisément, s i = s i (u„ • • • ,
un _2 ; x, t). Pour (x, t )  fixé dans U , (u „  •  ,  u n _2 , l) —>(s„ ••• , s,i _i )
est biunivoque. D e plus s i  sont des fonctions analytiques en
(u, i ; x, t). Alors toute fonction analytique en s  se transforme en
une fonction analytique en (u„ ••• , x ,  t ) .

Rappelons que la distribution (2, 7) s'exprime à l'aide du facteur
de convergence exp ( E>o.
(2,13)u ( x ,  t) lim  exp (i/e— , k(co)e' - ' de do) .

E -0

Cette limite est  à  prendre au sens de distribution (1 %  . D'où, il
en est de même de la distribution (2, 12). Nous allons montrer
que D ''u (x, t) est une fonction continue sur le voisinage U de (x o , to )
et cette vérification montre en même temps son évaluation sur U.
Envisageons d'abord le second terme.

(2,14)e n  ' e x p =  exp (i/—&) —   1  + m.+ n —1
t , t il —6 (il — 6)2

(m + n —1)(m+ n — 2)i r + n - i  012+ n  1 )! 
(il —6)3 (il

+ ( - 1 ) „ , ±
. (m + n -1 )!1

(il— q n + n
o ù  m = v I .

Compte tenu de ce que /  > 8 ', où R(/) =H 1 , on a

.o ex(pi l  (il E—
E)

0 ( 1 ) ] * , ( w ) d w

1 e x p [il(0 ); x ,t )][1 _  0 (1 )]* ,(w ) do) ,
ik )0 o1 ( o ;  x ,  t ) k

la convergence est uniforme pour (x, t) E U .  D'où

(2, 15) I  second terme de (2, 12)1

< [ 1 ±  m  + n-1 +  + (m +n -1 ) ! lf
---- 8,2 I *V( a ) ) I d(0

où

8/ .0

m •
< (m +n )! ( )1

8"" ± "
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Envisageons le premier terme ; on considère

'e ) (x , t) = exp (i/)0(/)ce 1(u)*,(6))

a ( s, ,  • ,  s„ _ 1) Pi(s)du,••• du n _2 d1.
a c u „  • • •  , 1)

Il faut, bien entendu, calculer  à  l'aide du facteur de convergence
exp (—a). Mais nous l'omettons ici, car la vérification est facile
d'après ce qui précède.

• • • )Le facteur  ( s ' p i (s) est une fonction analytique en (u„ • •• ,
a(u, • -)

u,,_2 , 1; x , t). Alors il existe des constantes positives M„ • • • ,
,  A et p  telles que

(2, 16)
( : , ) k ' ((usi,:::)>Pi(s)1

le!
• M i' M„"++11 1114 ,

p k

 

k = 0, 1, 2, • • • ; > O ,p o u r  (x, t) E U.

(Ici, il faut rem arquer que s i sont des fonctions analytiques en
(u, 1; x , t)).
O u b ien , en  désignan t par M = max (M ,  •• • , M,, F1), q,(u, 1; x ,

=*v(co)a(s1 
• •) Pi(s) ,

a(u,--)

(2, 16)' ( a;  q,(u, i ;  x , t) <— M IVI NI,p11
p k pour (x , t) E U.

    

L'intégation par parties en 1 donne

exp (i/e)0(/)a i (u)q,(u, 1)du d l

rIx'-Fn+1 exp (il)a i(u)(a
a  r n+1 COMqv (u, 1)]du d l .

Or, (-}i r n + 1  [0(1)q,(u, 1)] = 0(l)(: i ) m ± n + 1  q„(u, 1)

+ E c rn f  iLd,Yo(i)a i )
a

q u ,  1) .
p4 0 \a \a 

Envisageons les termes sous le signe E:
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1exp (i/)cei(u)( a
a

l ) P S.(e " ± n  I  P q, ( u , 1)du d l

= (-1 )P c e i (u)4(1)( a
a

 i) P [ex p (i/e)Ga
i r n+1  p q„(u, 1)]du d l

= ( -1 )P  , C :(j)k  cr i (u)4(1) exp (i1)(aa
k  v ( u ,  1)

du  d l .

Ces termes interviennent dans l'intégaration envisagée sous la
forme (à puissances de i  près)

i a rn+i-k
exp (i/Oa i (u),8(/) q(u, 1)dudl .

J ,1 ai
Ici, il fau t sou ligner que l'in tégration  en  d u d l s'étend sur le
domaine du (u, 1) vérifiant R'(/)-1-- O. Donc, dans ce domain 111>8' .

Or, d'après ce qui précède, on voit facilement que cette intégrale
se majore par

2-k! f
8/ k

de là

/ a  \m+n 11-k
q,(u, 1) d u d l  <

2•1?! (m+n+l—k)! m lv x ,A S
i ,k t r i+ n+1- k

 

qr (x, t)1<  MIvV1/11,A S i

x  {(m+n+1)!+ ; 02  k ! (m + n+1 —
k‹p 6Ik pm±n+1- k  »  •

On désigne p' = min (8', p). Alors,

E . . . <   2 . p !   E  (m+n+1—k)!2 . p !  .(m +n +1 )! ( p + 1 ) s)
p "  n ± " '  k ‘p ( p — k ) ! 0/ rn-l-f1+1 p !

< 2 (p+1)•(m+n+1)! 2 (m+n+2)!
p i  m+n-I-1M ± n +i

D'où, finalement,

(2,17)) ( x ,  t)1
mivim,p+AiSin  2 ) !  2m -Fn+2 mI e 11)1.

P""+"

En ajoutant cette inégalité par i, et compte tenu de (2, 15), on aura
l'inégalité de la forme

(m+ n-F-1 - k )! < (m+ n - 1- - 1)!5) ( p - k )! p!
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2 1v + "  2/ 11// M sp kif2
0 1•(1P1 + n +2 )!  pour (x, t) E U,(2,18 ) T P u ( x ,  t ) l <  

Ivi -kn-1-1

où M ' est une constante ne dépendant que de to e t Xi (co) (1=1,2,
• ,  N ), et M '  dépend que de Ak(c0), k  est une constante > 2  et
1-20 1 est la mesure superficielle de no .

L'évaluation (2, 18) montre que la distribution définie par (2, 7)
est une fonction analytique en (x, t)  au voisinage du point (x 0 , t0 )
n'appartenant pas à ( B ) .  Cela achève notre démonstration.

3. Dans ce numéro, nous allons envisager le cas général, à savoir
le cas où B-1= 0, en supposant les racines  X (w ) réelles et distinctes.

Posons
(.1)

/ 2 (0 ),  t )  = exp (IXJ (c00)1Ki)((o, t)
+  v i j ) (w ,  t ) +

v n  ( G ) ,

 t ) . . . }

Notre premier but est de montrer que, si  e s t a ssez  g ran d , ce tte
série uniformément (par rapport à C O , t )  converge.

Suivons le procédé montré par P. D. Lax dans W .

(

3
  — E A •  3

  —B)u(x, t) = 0 équivaut
at ' ax;

( t — i A • 64 — B) t) = o.

Ceci entraîne

(3,1)( X i ( ( o )  —  A • co)v,V = 0 (i =1, 2, • • • , N );
(3,2)( X i ( c o )  — A • co)W  = —  — 11(W  21 )t —  Bvnl

n=1 , 2, ••• ; i = 1, 2, •••, N.
Posons

(3, 3) BR,((o) =  E  bi (co)R; ((o) .

Remarquons que les b 1 (w) sont des fonctions analytiques.
Posons

(3, 4) E tg:M(0 .
Alors

=  E 0-VBRJ  E  G-Vb i kRk E (E (4.kbO R ) .
j>k j k

L'équation (3, 2) devient
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(3,5)0 - V ( a ) ,  t ) =  \/—  1  {(0-V-i) it — E   ;

(3, 6) — E 01/L1bk 1 0 ou bien

(3, 6)' (OE:z irt — b 1 o 1 =  E 01!=1bk1 •
kz

D'après la condition (3, 1), on pose

=  o e (w , t)R i ((o)

alors la condition (3 , 6)' implique

(3, 6) 0( 4 ) ) ;— b 1 i e )  =  0 avec la condition initiale
0) = 0- i (0)) (i = 1, 2, • • • , N ).

Ensuite, pour v,,")(co, t) on pose la co d itio n  initiale

/C (c), 0) =  0 n= 1, 2, • .

Cette condition équivaut

crI,J(6), 0) = 0 (i= 1, 2, • • • , N )  (n = 1, 2, • • •) ,

ou bien

(3, 7) 0- (co, 0) =- —E 0-(,), 0).

a  PPour évaluer ( — )  0-"(6), t), commençons par
at

LEMME 3, 1. Soit x(t) la solution de l'équation dif férentielle x'—dx
=k(t) où d est une constante. On a pour  t > 0 ,

lx(t)l < a ( lx ( 0 ) 1 + m a x I N T ) 1 )  o ù  a =  e x P ( Id l t ) ;0‹..r‹t
D-1

x ( t )  =  dP•x(t)+  E dP - q- ikm(t) p >1.
Q =.

Ceci remarqué, désignons

 

M .?) =  max sup
i,i=1,•••,N EQ0 ,  0  < 1  ‹T

t)
( aa t )

mr,,cp) =  m a x  f s u p  (  a  Y o- i j, (co, 0a t /

i M ,? ) =
,=1,2,

m ax  f s u p  
a P

• • •, ( a t )  C r 4 j ( a ) ,  t )
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8  < min I Xi ((0)— Xi (co)
'Euo

K = max {max I bii((o) I }-E00

i  I  j , de plus < 1 ,
a = exp (KT) .

On a alors, d'après (3, 5)

(3, 8) < + N K W ),) .

D'après (3, 6)', (3, 7) et le lemme 3, 1, on a

(3, 9) '111°) <a(N111°)+ NKM,',")) = a(1+ K)NMr
p-1

(3,10)' M e )  <  '1141°)+ E KP- 'N K  W q ) .q=0
On a alors le

LEMME 3, 2.

111,?'  < c ri(cN K +P (

a   )" +1 M

où  M =  max {max I ci ((o) ;  les cri (co) étant déf inies par (2, 4) ; c est-EQ0

une constante positive quelconque  > 2 ;  c ,  est aussi une constante
quelconque vérifiant c i >2(1 + K )N

c + 1
- -  .

D EM O N STRA TIO N . D'après (3, 6)0 , l'inégalité à  démontrer est vraie
pour n = 0 .  Nous allons montrer par récurrence en n. Supposons
l'inégalité vraie pour n - 1 ,  montrons-la pour n.

D'après (3, 8),

(3, 11) W P ) <  1—
8

(MV11 ) + NKM2'21)

< -
1

-c7. - l(cNK)n±P- t(c+1)NK(  a ) n Ma 8

D'après la condition sur c „  o n  a  (c+1)<cc 1 ,  e t  a > 1 , de là
l'inégalité voulue. Passons à 'Mg». D'abord d'après (3, 9) et (3, 11),
on a

< a(1 + K )N cr(cN K )' - '(c  +1)N K  ( a
8 ) " M

d'aprés la condition sur c,, (1 + K )N (c+1)<cc„ de là
n+1

<  CY(CNK) " ( M .
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Ensuite, d'après (3, 10) et (3, 11)

a  y '<  1 WKP ' ,°) +NKZ, KP-q-icr(cNK)n+q-1(c+1)NK( 
 a

,

0-0
p  > 1  .

D'abord,

KP <cl'K P (cN K )"(t-1--)n'i M , comme c>  2 ,a
1a fortiori cN > 2 , d e  là  KP iM < -
2
—c7(cNK)"±P(`1 " + 1 MM.
 8

Ensuite, le second terme sous le signe E devient

cri(cN K )'(c+ 1 )(N K ) 2 ( KP-q-1(cNK)q ;q=0

compte tenu de ce que KP - '(cNK)q = KP - 1  {1+ cN+ • • • +(cN)P - 1,=.
<2(cNK)P 1 , puisque cN > 2 , de là il se majore par

D 'après la condition sur c ,  e t  c ,  on a 2 (c+ 1 )<   1 c,c2 ,  d'où le
2

dernier se majore par
c7(cNK)"±P(IL) M .  Cela achève notre démonstration.

n+i

2 8
Dans le lemme 3, 2, nous avons évalué en supposant co réels.

Mais, comme on s'aperçoit aisément, notre évaluation est même
vraie dans un domaine complexe contenant les points réels. A
savoir, on a le

LEMME 3, 3. S o it (s)=(s„ • •• , s„_,) une carte locale analy tique de
. Pour toute partie compacte K , des (s), il ex iste une constante

p > 0  te lle  que  0- (0)(5), t), 0 < t< T  (m = 0 ,  1, 2, • •-) peuvent être
prolongées analy tiquem ent dans les polydisques de ray on p  ayant
comme centre les points (réels) de K s . D e  p lu s  o n  y  a l'in égalité
de la form e du lem m e 3, 2:

( ) " s+ 1s', t) <Cni'PM' , p ou r I s; I <  p  ( i  =  1, 2, • • • , n) ,

s E K , ,  m= 0, 1, 2, • • • p = 0, 1, 2, • • .

On va envisager maintenant

(3,12)u ( x ,  t ) =  E exp (i/A){4"(a), t) + • ••,=1 E t oS 2 0

VU ) (CO, t)/ " + •• -1 clw ,

2c7 1 (cNK)n+P - 2 (c+1)(NK) 2 ( —

)  
M .

8
'1+1
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où  / ;= x•co + tX ; (co), et &) est un nombre assez grand qu'on va
déterminer. Compte tenu de (3, 4), il suffit d'envisager une distri-
bution de la forme :

(3, 13) u(x , t)  = f exp (i/3){ a - 0(co, 1)+0-1k(o), t)le+ • • •
J t  tO

+ cr,C(a), t)/ + • • • } INco)dco ,

où o ff(a ) est une fonction analytique en co.
Posons

(3, 14) um(x, t) = exp t) do)
t to

où / = /; , = cr + .

(3, 15) u(x , t) = u o (x , t)+u,(x , t)+ ••• +u„,(x , t)+ .......

Prenons (x 5 , t5 ) n'appartenant pas à  (B). Comme au n° 3, on
considère u,,,(x, t )  au voisinage U  de (x 0 , t0 ). La dérivation de
u„,(x, t )  donne" pour

• ( a
a
xn )

n( a
a

t ) '' n+1 , 1)--= ( V 1) ••• Vis-1-1) =  (
V

)  
1)n { 1 )ax,

(3, 16) D'u„,(x , t) = E
t,to

x  
e X P  (

11
) ( i 6 ) / ( 1X 1)r ( 0 ; ) Vn+1 r l k ,n( W ) t )  

Ch0 .

Nous utiliserons ici la paramétrisation (u„ ••• , u n _„ 1) comme
au n° 2. D'après le lemme 3, 3, correspondant à (2, 16), on aura
l'inégalité de la forme :

( 3 ,  1 7 )

(6)1
i(a  \kr

i(  Z)( P l i r m( ( ° ' 1) ( sul
l ill ))P i ( s ) }

k!p  A
p k

Considérons d'abord le cas où I v + n >m , alors dans (3, 16)
I VI - -F r < I H ,  d 'où  n -1  +  V I +r— m >lid +n — l— m . Donc, cor-
respondant à (2, 18), on aura l'inégalité de la forme :

6 )  Si l'on utilise le théorème de Cauchy-Kowalewsky combiné avec le théorème
de Holmgren sur l'unicité, il nous suffira de montrer seulement l'analyticité en x. Dans
ce cas, le raisonnement sera plus bref.

v> O , p ,m = 0 ,1 ,2 ,  ••• .
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211,1-1-n+2-.
(3, 18)j  Dvu„,(x, t) l<  21' 

p
,

r 1 + n - 1 - 1 - m
Mi l v i ± m ( I +  n+ 2 —m)! k 1120 I

pour m < I v I  + n , (m = 0 , 1, 2, • • • ; v>0), où M ' est supposé >1.

D'autre part, pour 1P1 + n < m  —1, on a par l'évaluation très
simple,

(3, 19) D vU tn (X , t) I < 2101 M/ 
lo i+ .

er-n- Ivi

On prend

(3, 20)C 0 >  2M '.

Maintenant envisageons
1,,1+„

ID v u (x , t )  l<  o I D'um(x, =  E  •  •  •  + " • •
m - 0

Dans la première somme, on majore tous les termes par (d'après
(3, 18))

21v1+.+2
2 0'1   M '2 1 v 1 4  n (1 + n + 2)! k I no Ip iyvi+n,

e

D'autre part, le second membre se majore d'après (3, 20) par

21012
21v 1+ n + i

1( 2 01e,
D'où

(3, 21) Dvwx, 01<22m±n+2114,2 .+i
( p ' ) 1 1+1+n -F i

0

(11,1+n+3)!k112.1(11,1= 0,1,2, —).

Ceci établit que u(x, t )  est une fonction analytique en (x, t )  dans
(x, E U , de là il en est de même de la distribution u(x, t )  définie
par (3, 12). Or, u(x, t )  est bien la solution de (1, 1) avec la donnée
initiale :

U(X , 0) — 6— > (0- i(W)6  t o R i ( 0 ))

où (0-#0) 4  désigne la fonction qui est zéro pour <e,, et égale
0-1(0)) pour e . Pour achever notre démonstration, il ne reste
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q u 'à  constater l'ana ly tic ité  de la solution uo (x , t ) de (1, 1) avec la
donnée initiale :

u o (x, E (o-Aco)t < t o Rim
5

où (0-,((0))t < t 0  est la fonction qui est égale à  cri (w) pour e < „  et 0
pour O r , c e c i e s t  é v id e n t , v u  q u e  5(u 0(x, t ) )  est la solution
de l'équation (1, 2) et que le support de cette image est toujours
comprise dans la boule de rayon et elle dépend analytiquement
en t.

4 .  Nous avons supposé que les racines  X 1(a) sont distinctes. Nous
allons montrer que cette hypothèse se généralise, Supposons le
système (1, 1) hyperbolique au sens que nous avons énoncé au
début de l'Introduction. Comme on sait (voir Petrowsky
M izohata  Pl, on peut définir, dans ce cas, localement sur la sphère
n o ,  l'ensemble de vecteurs propres R 1 1 ((0 ), ••• , Ri p i (w ); 1?2 1 (0 ) , • • •  ,

122 ,1, 2 (6 ) ) ; • - •  ; R s 1 (w ), •• • , p3 (co) qui sont analy tiques en co, et liné-
airement indépendants :

(4,1)( X i (a))/- A -(0)R i i (w) 0 (i 1, 2, • • • , s ; j 1, 2, • • • , pi ).
On pose la solution cherchée sous la forme

(4,2)t ) E exp (ix i (c0) 0{Ki)(0), 0+ +v00), t)/ 1 --1- .,=1
Posons

(4, 3)

(4, 4)

Pi

t)  = E ( E e i k R f ie)k =1

BR» , =  E b11,(64R„,(w), de là

Be )  =  E ( E oe'"1/)R i k  .
k ha

Conformément à  la formule (3, 5), on a

(4, 5) crW )ik = .\/ 1 1 (4 2 1 %  -  E (4,-Tbez pour j  - i .
h ,l

et à  (3, 6)', on a

(4, 6) (aV ih rt -  E =  E  0-W2 '1"b'i,k1
h; h q - i )

( 1 = 1 , -  •  ph)

(i = 1, 2, • • • , s; k  = 1 ,  2, • • , p 1) ,  avec la condition initiale
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(4, 7) (4.t2i0(6), 0) = E le
0 - n - 1  •

f i '  ;

Pour évaluer cr;j
1 ) ', •  —  , d'après le système d'équation

différentielle (4, 6), on s'appuie sur le

LEMME 4 ,  1 .  Soit X (t)=(x,(t), ••• , x r (t)) t >0, une solution du système
r(t)=DX (t)+K (t), où D  est une m atrice d'ordre r, on a

1 X(t)l < exp (11D11 t)(1X(0)1 +max I K( )1)
O<T<I

où 1 X(t)1 ( E I xi(t)1 2)/  ;

11D11 est la norme de D considéré comme application de Cr dans C r.

X ( t )  DPX (t)+ DP - ' 1 .K" ) (t) .g-0
On aura donc l'évaluation analogue au lemme 3 ,  2 .  On aura

donc

TH.EOREME 4, 1. Soit E(x, t) une des solutions élémentaires du système
hyperbolique (1,1), alors E(x,t) est une fonction analytique  v a le u rs
vectorielles) en (x, t) sauf sur les bicaractéristiques issues de l'origine.

E n o n ç o n s  une conséquence du Théorème. Désignons par
S(x o , t o ), t 0 =1=0, l'intersection des lignes bicaractéristiques issues du
point (x0 , t0 )  (du système (1, 1)) avec le plan t O.

TH_EOREME 4, 2. S oit u(x , t) une solution du sy stèm e (1, 1). S i la
donnée initiale, u(x, 0), est analytique au voisinage de S(x o , t o ), alors
u(x , t) est analy tique en (x , t) au voisinage de (x ,, t 0).

DÊMONSTRATION. Il suffit de montrer l'ana ly tic ité  en x. En effet,
si cela est établi, le théorème de C auchy-K ow alew sky, combiné
avec le théorème de H olm gren (sur l'unicité) nous montre l'analy-
tic ité  de u(x , t) en (x , t) au voisinage de (x0 , 4).

Soient E(x, t), • • • , t) le système fondamental de solutions
élémentaires du système adjoint à  (1, 1) :

(4, 8) —a + E A • — '13)E;(x, t) = oa t ,
vérifiant

0

E'(x , 0) =
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En désignant par E (x , t ; x o , to) --=̀T.to .t,E ;(x , t) (translatée de (x0 , to)
de la distribution E (x , t) ) , on a

(4, 9) u(xo, t o ) =  E  u i (x, 0)E(x, 0; x o , t o )dx

0)E'i (x — x0 ; 0, t o )dx

où l'intégration est à prendre au sens de distribution.
Ou encore, en désignant  E 1(' — x )=E(e— x ; 0, t,) , p i (x )=u i (x, 0),

(4, 10) u(x , t) = ()E( —  x )cl .

Remarquons que les bicaractéristiques de (4, 8) sont identiques
celles de (1, 1).

Pour notre but, il suffit de montrer le

LEMME 4, 2. Soit u(x ) la distribution déf inie par

u(x) = — x)(p(Od .

On suppose que
i) f (x )  est une distribution à support compact, qui est analytique

en dehors de l'ensemble fermé  S ;
ii) p(x ) est une distribution, qui est analytique au voisinage de

l'ensemble S x o = T 5  (translatée de S).
A lors u(x ) est une fonction analy tique au voisinage du point x o .

D ÉM O N STRATIO N . Ce qui va suivre est essentiellement le même
que [ 6 ]  Exposé 6 , Proposition 1.

On prend cr( ),c ï ( ) < 1 ,  qui vaut 1  au voisinage de S x o

dont le support soit contenu complètement dans le domaine de
l'analyticité de (MO. On décompose u(x ) en deux :

(4,11)u ( x ) u i (x)+ u 2(x) f(e — x)[1— a(O]cP(Od

+ f (  —  x )a()q )()c l .

Sur le support de [1 — a()]cf)() Es', f ( — x) est une fonction
analytique en e— x, s i x  est assez voisin de x 0 . Cela montre que
u1(x ) est analytique au voisinage de x ,.

L'analyticité de u2(x ) se démontre de la manière suivante :



le signe de E par , on a <p! E 1= v!(pi +1) • • (tb,, +1)<( (v + n)! .
tb! a<P,

De là,
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Dvu2(x) x )a(e)P(Od = —  x)Dlcie(0.7)(0]d .

Par Leibniz, elle s'écrit

(4, 12) x)a(01D'qi(Od + x)Irce(e)Dv-P(p(Od .

Evaluons le premier terme. f (x )  s'exprime

f  IX ,, DP,up  o ù  IL p  sont des mesures à  support compact.

D'autre part, comme p(e) est une fonction analytique au voisinage
du support de a(e), on a

11/4IrP(0 1 ‹ pId

De là

pour e E  support de a ; on suppose p <1 .

(4, 13) x)a()Dvp(Oal (max D 'ice(e)T rP()] ) • Î dizi, I

  

c m a ( m ) K
(11)1 + A l—.‘p où cm  est une constante qui ne dépend

que de m ; a ( m )  =  max (max DPcf(0 I ) ; K =  max I diap ( •
[PK . IPIEm

Considérons les derniers termes :

x)1Y a()D ()cl (-1 ) 1'  a ( ) D IE'Ef( — x)Dv - Pg)(0]el ,

il faut noter que l'intégration en e ne s'étend que sur l'ensemble
où a't  0. Comme f ( —  x ) y est analytique en e — x , si x est voisin
de x 0 , on a

x ) < M f . Par Leibn iz, In l[f( — x)Dv - l h p(0] =

E CW`if(— x)1Y— ' 99(e), elle se majore donc par

E cr .  M f
cr<g p / 1 0 - I p

Or, E cota-!

MfMM„, < E (v —0! , o ù  p" = min (P, 0').
al p u l v l  ,r<fy

=  gr! E a l!
(tt 0-)1

en majorant tous les termes sous

(4, 14) I les derniers termes de (4, 12) I <  (  

I vI n ) ! M  M  2 1' 1

w r Iv l f .
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En ajoutant (4, 13) e t (4 , 14), on voit facilement que D'u 2 (x),
>O, sont majorées par une suite vérifiant bien que u2 (x) est une

fonction analytique. c . q . f . d .
Comme un cas très particulier du théorème 4 , 2 , on a le

COROLLAIRE DU THÉORÈME 4, 2. S i la donnée in itiale  u(x , 0 )  est
analy tique en tout x , alors la solution u(x , t) est analy tique en  (x, t)
en tous les points (x , t).

5 .  Il n'est pas difficile de voir que notre résultat est vrai pour
les systèmes hyperboliques d'ordre plus haut qu'un. L im itons-nous
d'équation hyperbolique :

M [u] =  0 ,  où

(5,1) at ,,,„+•••,,,„— a t ax, axn( a
)

m ± E ack)(a r(a
. . . (  

a
 )

ko< m

E  b ( k ) M k °  * "  (  

a
  r .

•••+k '» - 1 s--' t a
On désigne la partie homogène de degré m  de l'image de Fourier
de M  par H:

( •5 ,  2 )  H = +  c ri(w )(i0 (-3 +  c e 2 ( ( o ) ( / 0 2 - + • • + am(co)(1.0 m ,• ( a
)

m -2a t a t ) a t

où a i (w) sont des fonctions homogènes de degré 0  en 0), qui sont
évidemment analytiques en (0.

Posons

(5, 3) ai(ci), t) = t g c . ,  t ) (i = 0, 1, 2, • • • , m -1 ) .
at

En désignant par 6(we, (ao •••,a,,,_,), l'équation = 0
s'écrit, en combinant avec (5, 3), sous la forme matricielle :

(5,4) [  
3

at iA(c0) — /3„((0) - 13i (w)le —  ••• — t) = 0

0 1
0 1

(5, 5) A(w) = I

a m (c o )  —am-i((o) . ••• —cei(0))
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Comme on sait, les valeurs propres de A(co) sont identiques aux
racines du p o ly n o m e  caractéristique de (5, 1) :

p(x ; (,)) = xr+cr i (w)x--i+ ••• +a,,,(0)) O.

On suppose que les racines Xi (w ) sont distinctes et réelles pour
tout co. Les X; (6)) sont alors des fonctions analytiques. Dans (5, 4),
A(o)), B o (o)), •-• , B 1(co) sont des matrices (d'ordre m )  homogènes
de degré 0  en co, et analytiques.

Nous allons construire la solution i)(co, t) de (5, 4) vérifiant la
condition initiale :

'o
0

(5, 6) /3(6), 0) =
O
1

en visant à  la construction de la solution u(x, t) de (5, 1) vérifiant

a  _
U (X , 0 )  =  

a  
u(x o) ••• =

 — )„ , 2

( riu(x, o) = o , (
t

x, o) = 8x  .aat ' at

Remarquons, en chemin faisant, que les autres solutions élémen-
taires vérifiant :

Vai) u.(x
'

 o) =
\ 

pour i = (0<3<m —  2)
pour i -I

se détermineront de la même manière. Par conséquent, nous
n'en donnons pas la démonstration.

On pose, comme auparavant

(5, 7) i) (a ) , t )  =  E exp (iXP){vV)+ • • • +1)())/'' + • • •1 .

En posant les coefficients de - (" - 1 )  zéro, on a

(5,8)i ( X ; (6))/—A((-0))1V ) —  (14,-'2,) /t + B o v i + B i v0 2 +  •• • +£3,n _i ze ,„
(on pose v_ i  = v_, = • • • = 0) .

Décomposons la donnée initiale (5, 6) :

0
(5,9)= cr ; (0)).R i (w) .0 _1

, 1
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Comme dans le cas précédent, on pose

(5, 10) v ;2  = O./Mo.)).

On pose finalement,

(5, 11) B o ze , +  • • •  + B _ , K 2 „ , E  P i i)(a) ; .-„_„ • • • , ,

où P (J ' )  sont des formes linéaires en al,' „ ••• , à coefficients
dans les fonctions analytiques en co.

Ceci posé, (5, 8) s'écrit sous la forme

(5, 12)
Xi — Xi

—PV)(co ; ..• , Œn .
) } j I j .

En écrivant

=  b 1 i( (0 ) ,= ,+ Q (» (0 ) ;  cV - i ,0 f l2 ,  • • •

où Q r  ne contient pas de terme 0- „  on a

(5,13)( o l i - i - - 1 )' — b = i(w  ; cr i , a.-2, •

avec la condition initiale

0 )  =  —  E 0) .
;74 , )

Il sera facile de voir qu'on a une inégalité de la form e du
Lemme 3, 2. D'où on voit que l'image réciproque de (2),, (6 ) , 0 ) , 6

est une fonction analytique en (x , t )  où (x, t )  n'appartient pas à
(B ) .  Prenons les autres composants, par exemple (iio(coe, t))p. to .
Il en est de même de l'image réciproque de ( i ) - ( "i - " (b 0 ( 6 ) ,  t))t.>to .

aAinsi, on voit que l'image réciproque de (ii(co, t), ••• , at
t)) e >t o  est analytique en (x , t )  dans l'ouvert complémentaire de (B ).

aEn ajoutant l'image réciproque de ( , t), ••• , 
r i

(û (o , f i ( a ) , t ) ) t < t o ,at
on  vo it que u ( x ,  t )  est une fonction analytique en  (x , t) dans
l'ouvert envisagé.
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